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Norma Sacin Hilbert

Symbolom T budeme oznacovat teleso realnych, resp. komplexnych cisiel.

Definicia 1 (Normovany linearny priestor)

Nech X je linearny priestor nad T a || - || : X — [0, c0) je zobrazenie, ktoré pre
kazda dvojicu vektorov x,y € X a kazdy skalar A € T splra podmienky

N1 ||z| = 0 prave vtedy, ked z = 0;
N2 || Az| = |A|||lz]] (homogenita);
N3 ||z + y|| < ||z|| + |ly|| (trojuholnikova nerovnost).

Zobrazenie || - || sa nazyva norma na priestore X a dvojicu (X, || - ||) oznaCujeme
ako normovany linearny priestor nad T.

| A

Poznamka 1
Lahko sa overi, ze pre kazdy normovany priestor X s normou || - || je zobrazenie
p(z,y) = llz—yll, =ye€X, (1)

metrikou na mnozine X, a tak dvojica (X, p) s funkciou p v (1) je metricky
priestor. Toto pozorovanie umoziuje prenasat aplikovat na normovany linearny
priestor X vsetky pojmy a vysledky z tedrie metrickych priestorov, ako napriklad
uplnost, kompaktnost, vlastnosti spojitych zobrazeni.
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Norma Sacin

Definicia 2 (Podpriestor normovaného linearneho priestoru)

Nech (X, || - ||) je normovany linearny priestor. Dvojica (A4,| - ||) sa oznauje
ako podpriestor normovaného priestoru X, ak A C X je algebraicky linearny
podpriestor v X, ktory je uzavrety v X vzhladom na metriku p v (1).

-

Poznamka 2

Mnozinu A C X budeme oznacovat za ohraniceni v normovanom priestore
(X, |- 1), ak existuje konstanta K > 0 s vlastnostou ||z|| < K pre kazdé z € A.
Takto definovany pojem ohranicenosti koresponduje s pojmom ohranicenosti
zavedenym v kontexte metrickych priestorov. Konkrétne, mnozina A C X je
ohraniéend v normovanom priestore X prave vtedy, ked je ohraniéend v met-
rickom priestore (X, p) s metrikou p definovanou v (1) v Poznamke 1.

Definicia 3 (Banachov priestor)

| A\

Normovany linearny priestor (X, ||-||) nad T, ktory je tplny vzhladom na metriku
v (1), sa nazyva realny/komplexny Banachov priestor.

-
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Priklad 1

Pre dané n € N polozme X := T" a nech p € [1,00). Potom zobrazenia

" NG
lellp := ( D lzxl? ), lalleo :== max |zg|, @:=(z1,...,22) €T, (2)
k=1

1<k<n

st normy na linedrnom priestore X, ktoré podla Poznamky 1 indukujia metriky
Pp A Pso. V silade s Definiciou 3 dalej plati, Ze kazdy z normovanych priestorov
(X, |- llp) a (X, || - [loo) je m-rozmernym Banachovym priestorom.

Priklad 2

| A\

Pre pevne zvolené p € [1,00) je priestor postupnosti (¥ predstaveny v tedrii
metrickych priestorov zaroven normovanym linedrnym priestorom s normou

1
o v
lllp := <Z Irk”> ;o owe={mplpl, €17 ®3)
k=1

Podobne i priestory [°°, ¢ a ¢p st normované linearne priestory s normou

|z|loo :=sup |zk|, «:={zk}peq C T je ohrani¢ena postupnost. (4)
keN

o



Norma Sacin Hilbert

Kazdy z priestorov [P, [*°, ¢ a ¢o je Banachov priestor nekonecnej dimenzie.

Priklad 3

Nech [a,b] C R je dany kompaktny interval. Mnozina BJa, b] vsetkych funkcii
ohranicenych na [a, b] zrejme tvori linearny priestor nad T. Zobrazenie
”f”B = Supb ‘f($)|7 f S B[a‘7 b]7 (5)

je normou na priestore Bla,b]. Mnozina C|a,b] vsetkych funkcii spojitych na
[a, b] predstavuje algebraicky linearny podpriestor v Bla, b]. Kazdé zo zobrazeni

b

Ifle = max 1@ 17l = [ 1f@de, £ e clatl (©)
je normou na priestore Cla, b]. Z prednasky o metrickych priestoroch vyplyva, ze
normované priestory (Bla,bl, | - ||8) a (Cla,b], || - [|c) st nekonecno rozmerné
Banachove priestory, kym (C[a,b],|| - ||z) nie je Banachov priestor. Naviac,
(Cla, b], pc) je podpriestor normovaného priestoru (Bla, b], ||-||8) v zmysle Defini-
cie 2, kedze v salade s (5) a (6) plati || f||c = |||z pre kazdd spojita funkciu f
na [a,b] a mnozina C|a, b] je uzavrety algebraicky podpriestor v priestore B[a, b]

i
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Priklad 4

Nech (X, M,p) je dany meratelny priestor a p € [1,00) dané reélne Eislo.
Potom mnozina L? (X, p) vSetkych tried u-meratelnych funkcii f, pre ktoré |f|P
je funkcia integrovatelna na mnozine X vzhladom na mieru p, je linedrny priestor
nad T. Zobrazenie definovan predpisom

1l = (/le\pdu>%, ferr(x,m, (7)

je norma na LP(X, u). Podobne mnozina L™ (X, 1) vSetkych tried meratelnych
funkcii f, ktoré st podstatne ohraniéené na mnozine X, vytvara linearny priestor
nad T. Na tomto priestore je mozné zaviest normu tvaru

[[flloo := inf{K € [0,00), |f(x)| < K skoro viade na X}. (8)

Plati, Ze normované priestory LP(X,u), p > 1, a L= (X, u) st vzhladom na
odpovedajtce normy v (7) a (8) nekonec¢no rozmerné Banachove priestory.

i

Priklad 5 (Funkcie s konecnou variaciou)

V tomto priklade predstavime d'alsiu délezita triedu funkcii. Nech [a,b] C R je
dany kompaktny interval a f : [a,b] — R realna funkcia. Pre konecné delenie

i
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Priklad 5 (Funkcie s konecnou variaciou)

Dpta=20<71 < <Tm—1<Tm=0 meN, 9)
intervalu [a, b] uvazujme sacet

m

S(f, Dm) : Z — f(@k—1)l. (10)

Nech D je mnozina vsetkych koneénych deleni D,, intervalu [a, b] v (9). Veli¢ina

V (f):= sup S(f,Dm) O up Z|f @) — fzr—1)l (11)

a DmeD Dm€eD

sa nazyva Gplna (totalna) variacia funkcie f na intervale [a,b]. Ak \/® (f) < oo
hovorime, ze funkcia f ma konecn( variaciu na intervale [a, b]. Najjednoduchsim
prikladom funkcie s kone€nou variaciou na [a, b] je kazda monoténna funkcia f
na [a,b]. V tomto pripade plati VZ (f) = |f(®) — f(a)|- Vo vieobecnosti sa da
dokazat, ze funkcia f ma konecni variaciu na intervale [a,b] prave vtedy, ked
plati f(z) = g(z)—h(z) pre kazdé z € [a, b], kde g a h st funkcie neklesajice na
[a,b]. Mnozinu vsetkych funkcii s kone¢nou variaciou na danom intervale [a, b]
budeme oznacovat symbolom BV[a,b]. Pomocou formuly (11) sa da ukazat, ze
kazda funkcia s konecnou variaciou na [a, b] je ohranicena, t.j., plati inklazia

.
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Priklad 5 (Funkcie s konecnou variaciou)

BV[a,b] C Bla, b]. (12)
Z definicie variacie funkcie v (11) nie je tazké odvodit, ze pre kazdu dvojicu
realnych funkcii f a g definovanych na [a,b] a pre kazdé A € R platia relacie

b b b b b
ViE+a<VH+Ve, Von=nVw. (13)
Z (13) nasledne vyplyva, ze mnozina BY|a, b] je linearny priestor nad R. Naviac,
zobrazenie || - ||sv : BV]a,b] — [0, c0) definované predpisom
b
IflBv = 1f (@] +\/ (), f€BVla,b (14)

a

je norma na BV[a, b]. Funkcia ||-|| v splha vsetky tri axiomy N1-N3 v Definicii 1.
V silade s (13) je || f|lsv = O prave vtedy, ked f(a) = 0 a \V’ (f) =0, t.,
podla (11) je funkcia f(z) = 0 pre kazdé = € [a,b]. Platnost axiém N2 a N3 je
priamym désledkom formuly (14) a relacii v (13). Poznamenajme, ze v kontexte

inklazie (12) plati pre normu || - ||z v (5) nerovnost
IfllB < [IfllBv pre kazdé f € BVIa,b]. (15)
Délezitym vysledkom je skutocnost, ze dvojica (BV[a, b], || - ||Bv) je Banachov

o
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Priklad 5 (Funkcie s konecnou variaciou)

priestor. Nech {f»}221 C BV[a, b] je dana cauchyovska postupnost vzhladom na
normu ||-|sv v (14). Podla inklazie (12) a nerovnosti (15) je {fn}ne1 C Bla, b]
cauchyovska postupnost aj v Banachovom priestore Bla, b], a teda ma v Ba, b|
limitu, t.j., existuje funkcia f € Bla, b]

Jim | = fallp =0, atakpodla (5) lim fu(x)=f(z), = €[abl. (16)

Dokazeme, ze funkcia f € BV([a,b]. Je zrejmé, ze postupnost {||fx|Bv }ne1 je
ohranicena v R, ¢o nasledne v salade s (14) znamena, ze aj postupnost aplnych
variacii {\/Z (fn)}s2: C R je ohrani€ena. Podla Bolzanovej—\Weierstrassove;j
vety preto existuje vybrana podpostupnost { fn, }ne1 C {fn}ne1 s vlastnostou

b
Jim \/ (fnr) =d €R. (17)

Rovnost v (17) znamena, ze pre kazdé zvolené e > 0 existuje index k. € N taky,
ze \/Z (fny) < d+ ¢ pre kazdé k > k.. Podla definicie Gplnej variacie funkcie v
(10) a (11) potom pre kazdé delenie Dy, v (9) intervalu [a, b] mame

@y °
S(fng, Dm) < \/ (fny,) <d+e pre kazdé k > ke. (18)

i
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Priklad 5 (Funkcie s konecnou variaciou)

Hilbert

Limitovanim v (18) pre k — oo so zretelom na (16) postupne dostavame

S0, Dm) B 315 = fi)l ) Jim 37 g (20) — frg (i)
i=1

i=1

(10) . (18)

=" lim S(fn,,Dm) < d+e (19)
k— o0

pre kazdé konecené delenie D, intervalu [a, ] a kazdé € > 0. Zo ziskanej relacie
(19) mézeme nasledne v salade s (11) asadit, ze Gplna variacia \/Z (f) < d,
t.j., funkcia f ma konecni variaciu na intervale [a b]. Napokon dokazeme, ze
limp—oo ||f — frllBv = 0, t.j., postupnost {fn}ne1 konvergUJe k f aj v norme
priestoru BV[a,b]. Zvolme € > 0. Potom existuje index n € N taky, ze

) € o
\/(fm fn) < \fm = fallv < 5 pre kazdé m,n > n;. (20)

Limitovanim v (20) pre m — oo ziskame VZ (f = fn) < 5 pre kazdé n > né
Dalej podla (16) existuje n2 € N také, ze |f(a) — fa(a)| < : pre kazdé n > n?.
Nasledne podla (14) mame ||f — fallBv < € pre kazdé n 2 max{n},n2}, tj.,
limy,— oo || f — fnllBv = 0. To dokazuje aplnost priestoru (BV[a,b], || - ||5v ).
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Priklad 6

V stlade s Poznamkou 1 kazda norma na linedrnom priestore X nad T indukuje
metriku na X dand rovnostou (1). Jedna sa vsak o Specialny typ metriky.
Konkrétne, z vlastnosti N1-N3 v Definicii 1 vyplyva, ze metrika p v (1) spiha

(i) p(z+2,y+2) = p(z,y) pre kazdé z,y,z € X;
(i) p(Az, A\y) = |A| p(z,y) pre kazdé xz,y € X a kazdé A € T.

Vlastnost (ii) sa ozna€uje ako invariantnost metriky p, kym podmienka (ii) zna-
mena, ze metrika p je homogénna. Naopak, nie je tazké si premysliet, ze pre
kazdi homogénnu a invariantna metriku p na linedrnom priestore X je zobrazenie
||z|| :== p(0,z), x € X, norma na priestore X.

Priklad 7

| A\

Je potrebné zdoéraznit, ze algebraicky linearny podpriestor vseobecného nor-
movaného priestoru X nemusi byt uzavrety v X. Napriklad pre X = [* je
mnozina A := {x € I', = ma len konecne vela nenulovych &lenov} evidentnym
vlastnym algebraickym linedrnym podpriestorom v X, ktory vsak nie je uzavrety
v X, nakolko A = I* vzhladom na normu || - ||1 v (3) pre hodnotu p = 1. Podla
Definicie 2 teda mnozina A nie je podpriestor normovaného priestoru X.

o
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Lema 1 (Rieszova)

Nech X je normovany linedrny priestor s normou || - || a A C X je vlastny
normovany podpriestor v X. Potom pre kazdé n € [0, 1) existuje vektor x,, € X
s ||zn|| = 1 taky, ze p(xy, A) >, kde p je metrika na X definovans v (1).

Dékaz Lemy 1.

Podl'a predpokladov je mnozina X \ A neprazdna. Zvolme [ubovolné z € X'\ A.
Z uzavretosti mnoziny A v X vyplyva, ze vzdialenost bodu z od A je kladna,
tj., d := p(z, A) > 0. Obzvlast, plati

d =inf{p(z,y), y € A}, atak p(z,y) > d pre kazdé y € A. (21)

Zvolme pevne nejaké n € (0,1). Kedze % > d, podla (21) z vlastnosti infima
L 5 5 d
existuje g € A také, ze 0 < d < p(z,7) < —. (22)
n

z—

”2_5”. Potom zrejme ||z,|| =1 a pre kazdé y € A plati

Polozme x,, :=

z—ﬂ—llz—ﬂllyH

zZ—
p(xn,y) = llon —yll = ||5——7 —¥ =
ll=—all Iz =9l

A\
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Dékaze Lemy 1.

€A
’_/%
_ =Gl =gyl euea d
B d

5

=4l Z
z oho nasledne vyplyva, ze p(z,, A) > 1. Napokon pripad n = 0 je trivialny,
nakolko metrika p je nezaporna. Dokaz je teda kompletny. |

Poznamka 3

| A

Poznamenajme, Ze pre kazdy vektor z € X s normou ||z|| = 1 plati nerovnost
p(z, A) < 1. Vyplyva to z odhadu

ple, A) = inf{p(z,y), y € A} < p(z,0) = [lf =1 pre kazdé = € S(0, 1),
kde symbol S(0, 1) oznacuje jednotkov( sféru v normovanom priestore X, t.j.,
5(0,1) ={z € X, [l=f| = 1}. (23)

Dalej je nutné zdéraznit, ze v Rieszovej leme 1 vo vseobecnosti, t.j., v pri-
pade vseobecného normovaného linearneho priestoru X a jeho vieobecného pod-
priestoru A, nemozno uvazovat hodnotu 1 = 1. Tato skutocnost ilustrujeme v
nasledujicom priklade. Podstatna bude nekonecna dimenzia podpriestoru A.
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Priklad 8

V normovanom linearnom priestore (X, || - ||) tvaru
X :={fecpo,1], f(0)=0}, [fll:= DX [f ()], (24)

uvazujme mnozinu A C X definovani predpisom

A::{feX, /Olf(z)dxzo}. (25)

Nie je tazké ukazat, ze A je vlastny podpriestor X v zmysle Definicie 2, t.j.,
mnozina A je linearny priestor, ktory je uzavrety v X vzhladom na metriku p
indukovand normou v (24). Jedna sa o netrivialny podpriestor, nakolko funkcia

x, re[O,ﬂ,

1

flz) = 5 =m, ®E [ ,%], je spojita, f(0) =0 a /Olf(m)dr:O.

Uzavretost podpriestoru A je zaru€ena faktom, ze konvergencia v norme znamena
podla (24) rovnomerna konvergenciu na intervale [0,1]. Ak {f.}nz: C A je
postupnost, ktora konverguje v normovanom priestore X k funkcii f, potom
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Priklad 8

1 1 1
/0 flz)dz = /0 (nli)n;o fn(z)> dz = nli)n;o/o fn(z)dz = nli)n;o 0=0.
Nech g je lubovol'ny prvok uzavretej jednotkovej gule B[0, 1] v X, t.j., [lg]] < 1.
Dokazeme, ze p(g,A) < 1. Oznacme

1
@ ::/O g(z) dz. (26)

Pre konstantu ¢4 plati odhad

1 1 (24) p1 1
ol =| [ s@ae| < [(g@laz < [Cglas< [Cra0=1,
0 0 0 0

pricom vdaka podmienke g(0) = 0 plati ostra nerovnost |c4| < 1. Definujme

2c x
g(z)_ 1+‘gg‘ . I—[cg|’ I6[071_|CQH7
f(z) = (27)
2c
9(93)—ng‘7 z € [1—|cg|, 1].
Funkcia f v (27) je prvkom podpriestoru A, ako sa mozno lahko presvedcit

detailnym vypoétom integralu fol f(z)dz a pomocou (26). Naviac, pre kazdé
z € [0, 1] plati nerovnost

i
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Priklad 8

2|cg| X T
I+fcgl  1—legl’

z €[0,1—eql],
@)

lg(z) — f(=)|

= 14 |egl
2|cg| 9
1+\§g\’ z € [1—|cgl,1].

a tak p(g, f) = max,¢[o,1 |9(x) — f(z)| < 1. To vsak potom znamena, ze
p(g, A) = inf{p(g, h), h € A} < p(g, f) < 1.

Vysledok Lemy 1 preto v tomto pripade nemozno rozsirit i pre hodnotu n = 1,
napriek tomu, Ze st splnené vsetky jej predpoklady. Najdime este kodimenziu
podpriestoru A v X. Vzhladom na definiciu mnoziny A v (25) a faktorového
priestoru X/A nie je tazké si premysliet, ze kazda dana trieda rozkladu X/A
bude obsahovat vsetky funkcie z X, pre ktoré je hodnota fol f(z)dz = ¢, kde
c € T je pevna konstanta. To znamena, ze faktorovy priestor X/A je izomorfny
s linedrnym priestorom T, a tak codim A = dim T = 1.

| A\

Lema 2 (Rieszova)

Nech si splnené predpoklady Lemy 1 a nech naviac normovany podpriestor A ma
konecnii dimenziu. Potom existuje vektor x € X s ||z|| = 1 taky, ze p(z, A) = 1.

o
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Nech (X, || - ||) je normovany linearny priestor. Potom norma || - || je rovnomerne
spojité zobrazenie priestoru X do euklidovského priestoru .

Dékaz Vety 1.

Pri dékaze vyuzijeme ekvivalentné vyjadrenie trojuholnikovej nerovnosti N3 v
Definicii 1. Konkrétne, kazda norma || - || splha nerovnost

llzll = llyll] < llz =yl pre kazde ,y € X. (28)
Skutoéne, pre ubovolné vektory =,y € X plati
lzll =l —y) +yll < llz =yl + 1yl = [l =yl < lle -yl
Il =y =)+l <lly—=zl+lzll =yl =l <llz—yl,

z ¢oho ihned vyplyva pozadovana nerovnost. Relacia v (28) ukazuje, Ze norma
|||l je lipschitzovské zobrazenie s Lipschitzovou konstantou L = 1. Z teérie met-
rickych priestorov nasledne dostavame, Ze zobrazenie || - || je nutne rovhomerne

spojité na priestore X. Dékaz je hotovy. ]
. w

Nasledujica €ast je venovana ekvivalencii noriem na danom linedrnom priestore.
Ukazeme, ze na rozdiel od ekvivalencie metrik ma tato relacia silnejsie désledky.
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Definicia 4 (Ekvivalencia noriem)

Nech X je linearny priestor nad T a || - ||1, || - ||2 s& normy na X. Hovorime, ze
normy || - ||1, || - ||2 sG ekvivalentné, ak pre kazda postupnost {zy}2; vektorov
v X a kazdy bod x € X plati relacia
lim xp =2 v norme || - |1 = lim xp =z v norme || - ||2. (29)
k—oo k—oo

Veta 2

| A\

Nech X je linedrny priestor a ||-||1, ||-||2 dve normy na X. Potom tieto normy sii
ekvivalentné prave vtedy, ked' existuji kladné redlne cisla m a M s vlastnostou

m|z|1 < ||z|]2 < M ||z||1 pre kazdy vektor z € X. (30)

-

Dokaz Vety 2.

Oznaéme p1, p2 metriky indukované normami || - ||1, || - ||z podla Poznamky 1.
Predpokladajme, ze normy || - |1, || - ||2 st ekvivalentné a nech {z,}32; C X
je postupnost splnajtca limy_ 0o £ = 0 v norme || - ||1. V stlade s (29) potom

limy 00 £ = 0i v norme ||-||2, €o znamen4, Ze identické zobrazenie z metrického
priestoru (X, p1) do metrického priestoru (X, p2) je spojité v bode x = 0. Teda
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Dokaz Vety 2 (pokracovanie).

pre kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pre kazdé z € X s ||z||1 < J je ||z||2 < e. (31)

Polozme v (31) ¢ = 1. To znamena, ze existuje § > 0 s vlastnostou, ze pre
kazdé z € X splnajice ||z||1 < ¢ plati ||z|l2 < 1. Nech z je lubovol'ny nenulovy
vektor a oznaéme T := x. Zrejme Z € X a pre normu ||Z||1 mame

2|1

)

9]
x
2[|z(lx

1 2lelh

)
Z|1 = = - <.
[I1Z]]1 H [l][1 3 <

V zhode s vyssie uvedenym potom ||Z||2 < 1, o nasledne dava

~ 2
1> |22 = , atakflzflz < =l

B
_0 4l =2
2llzllr Mlp 2l

Tym sme dokazali druhd nerovnost v (30) s volbou M := % > 0. Analogicky sa
dokaze i platnost prvej nerovnosti v (30) (v predchadzajicich avahach zamenime
alohu noriem |- |1, ||-||2). Naopak, ak normy |- ||z, ||-||2 splfaja (30) pre nejaké
m, M > 0, potom pre kazdi postupnost {zx}3>; C X a bod z € X mame

m ||z — 2|1 < ||z — 2|2 < M ||z — x||1  pre kazdy index k € N.

Tieto nerovnosti ihned implikuja ekvivalenciu noriem || - ||1, || - ||2 v sdlade s
Definiciou 4. Dékaz je preto kompletny. ]
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Poznamenajme, ze normy || - ||1, || - [|2 na X splhajace relaciu (30) st skutoéne
v ekvivalentnom vztahu, nakol'ko nie je tazké overit, ze plati

1 1
— |lz|l2 < ||z]l1 £ — ||z|]|2  pre kazdy vektor z € X. (32)
M m

|| A\

Priklad 9

Pre dané n € N nech X := T". Potom normy || - ||z a || - |2 na X predstavené
v Priklade 1 pre p =1 a p = 2 s podla Vety 2 ekvivalentné. Skutocne, ak

n n %
(2 ()
el = > lakl,  llallz = (Z wkl2> ; z=(1,...,2n) €X,  (33)
k=1 k=1

potom platia nerovnosti
1

lz||l1 < |lz|l2 < ||z||lx  pre kazdy vektor x € X. (34)

Vn
Prva nerovnost v (34) je doésledkom klasickej nerovnosti medzi aritmetickym a
kvadratickym priemerom realnych Cisiel |z1],...,|zn|, kym druhd nerovnost v

(34) vyplyva trivialne z vyjadreni danych noriem v (33).

o
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Priklad 10

Nech X je linearny priestor tvaru

X :={fec'o,x], f(0)=0= f(m)}, (35)
Uvazujme na X dvojicu noriem
Il s= max 1))
fex. (36)

[fllz == max |f(z)|+ max [f'(z)],

z€[0,7] z€[0,7]

Jedna sa o neekvivalentné normy. Napriklad pre postupnost funkcii { fx }721 € X
s predpismi fx(z) := # z € [0,7], k € N, plati

(36) sin k22 1
el B mase | BTN =

(36) sin k22 2 1

= kcosk“z| = — + k
[l i1l L +Irerl[g§r]| sl ] = =

pre kazdé k € N. V prvej norme teda postupnost {fi}r; konverguje k funkcii
identicky nulovej na [0, ], kym vzhladom na druhG normu je tato postupnost s
ohladom na Poznamku 2 neohraniéena, a teda nema limitu v priestore (X, [|]|2).
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Priklad 10

Uvazujme teraz na priestore X nasledujiacu dvojicu noriem

I o= ([ lf’(w)IQdm)% ,
e = ( [ If’(r)Ier)% +([r@ra)”,

Nie je tazké overit, ze sa skutocne jednd o normy na priestore X v zmysle
Definicie 1. V tomto pripade sti normy || -||1, || - ||2 ekvivalentné. Z (37) trivialne
vyplyva, ze || f|l1 < ||fl|l2 pre kazda funkciu f € X. Na druhej strane, pomocou
tedrie linedrnych diferencialnych rovnic druhého radu sa da dokazat nerovnost

fex. (37)

/OW (F @ = |f@)) dz >0 pre kazdé f € X (38)

(jedna sa o désledok diskonjugovanosti rovnice y’ +y = 0 na intervale (0, )).
Vyuzitim vysledku (38) a formal v (37) potom ihned dostavame nerovnost
I7ll2 < 2||f]l1 pre kazdd funkciu f € X, ako sa mozno lahko presvedcit. Celkovo
sme teda ziskali odhady

£l < fll2 <201 flls pre kazdeé f € X,

ktoré podla Vety 2 zaru€uja ekvivalenciu noriem || - ||1, || - [|2 v (37).
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Definicia 5 (Izometria normovanych linearnych priestorov)

Dvojicu normovanych priestorov (X, || - |[|x) a (Y;|| - [[v) nad telesom T oz-
nacujeme linearne izometrickymi/izometricky izomorfnymi, ak existuje bijektivne
linearne zobrazenie F : X — Y, ktoré zachovava normu, t.j., ||[F(z)|y = ||z||x
pre kazdy vektor x € X.

Definicia 6 (Homeomorfizmus normovanych linearnych priestorov)

Normované priestory (X, || - [|x) a (Y| - ||v) nad T st homeomorfné/linearne
homeomorfné, ak existuje bijektivne linearne zobrazenie F' : X — Y a kladné
konstanty m, M s vlastnostou m ||z||x < ||[F(z)|ly < M [|z|x pre kazdé z € X.

-

Poznamka 5

Existencia homeomorfizmu medzi dvomi normovanymi linedrnymi priestormi
zaruCuje, ze dané priestory st algebraicky i topologicky/metricky ,identické".
To nasledne umoziuje medzi tymito priestormi prenasat pojem otvorenosti, uza-
vretosti, dplnosti a kompaktnosti. Poznamenajme, Ze izometria normovanych
priestorov je Specialnym pripadom linedrneho homeomorfizmu s m = 1 = M ako

priamo vyplyva z Definicii 5 a 6.

>



Norma Sacin Hilbert

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a A C X je normovany
podpriestor v X. Potom zobrazenie

(fz]ll := inf [lyll, [z] € X/A, (39)
y€Elzx]

Je norma na faktorovom priestore X /A. Naviac, ak (X, ||-||) je Banachov priestor,
potom aj (X/A, ||-||) je Banachov priestor vzhladom na normu definovani v (39).
i

Déokaz Vety 3.

V sulade s Definiciou 1 najprv ukazeme, ze zobrazenie || - || predstavené v (39)
je norma na priestore X/A. Pre triedu [z] = A podla (39) mame ||[z]|| = O,
nakolko 0 € [z]. Na druhej strane, ak plati ||[z]|| = 0, potom v zhode s (39) plati
infy e |yl = 0, a tak existuje postupnost {yn Fneq C [2] slimp sc0 yn = 0v X.
KedZe postupnost {z — yn }ne; C A a mnozina A je uzavretd v X, dostavame,
ze vektor z = lim, o0 (x — yn) € A, t.j., trieda [z] = A. Overili sme axiému N1
v Definicii 1. Platnost axiémy N2 je prirodzenym désledkom zavedenia funkcie
Il -l v (39) a definicie s¢itania a nasobenia skalarom vo faktorovom priestore
X/A. Axiéma N3 v Definicii 1 vyplyva z nasledujiaceho vypoctu

2 inf

+
ol + 2 _int_ |

lut+oll < inf  ([lull + l|of]) = inf lul + inf o]
u€[z],veEly] u€lz] vEly]

o
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Déokaz Vety 3 (pokracovanie).

D il + 11
Dvojica (X/A, ||-]|) je teda skutocne normovany linearny priestor. Predpokladaj-
me, ze (X, || - ||) je Banachov priestor. Nech {[z]x};_, C X/A je cauchyovska
postupnost vzhladom na normu || - || definovand v (39) t.j., pre kazdé e > 0

existuje index k. € N taky, ze |[[z]x — [z]i| < & pre kazda dvojicu indexov
k,l > k.. V silade s (39) teda dostavame relaciu

inf lu—wv| <e pre kazdé k,l > k. (40)

u€lz]g,velz]

Zvolme pevne £ > 0. Z nerovnosti v (40) nasledne vyplyva, Ze existuje pos-
tupnost vektorov {yr}z2; C X, yr € [z]x, k € N taka, ze ||yx — yi]| < € pre
kazdé k,l > k.. Postupnost {yk}i‘;l je teda cauchyovska v Gplnom priestore
X, preto existuje limita limg 0o yx =: y € X. Ukazeme, ze odpovedajica
trieda [y] € X/A je limitou postupnosti {[x] }re, vo faktorovom priestore X /A
vzhladom na normu || - || v (39). Skutoéne, kedze trieda [z]ix = [yx] pre kazdé
k € N, existuje index I. € N s vlastnostou

39 .
el — [l = Niwel — 1 2 inf u—ofl < llye —vll <«
u€[yg],veEly]

pre kazdé k > l.. To znamen4, ze plati limy_,o0[z]x = [y] vzhladom na normu
|| -] v (39). Normovany faktorovy priestor (X/A, || - ||) je teda aplny. [ |
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V normovanych linearnych priestoroch je prirodzené uvazovat koncept nekonec-
ného radu a vhodnym spésobom definovat jeho konvergenciu.

Definicia 7

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a {zx}32; C X je dana
postupnost. Definujme postupnost Ciastocnych stctov {y»}nz1 C X, t.j.,

n
UYn i— Z z, mn €N (41)
k=1

Hovorime, ze nekonecny rad > 72 ; zx konverguje/je konvergentny v X, ak pos-
tupnost {yn }oz1 ma v X limitu vzhladom na normu || - ||, t.., limp—oo yn =
pre isté € X. V tomto pripade kladieme > 7> | xx = x.

-

Definicia 8 (Absoliitna konvergencia radu)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a {zx}72; C X je dana
postupnost. Hovorime, Ze nekonecny rad > 7° | x konverguje absolttne/je ab-
solatne konvergentny, ak Eiselny rad

oo
Z ||zk|| konverguje v R. (42)
k=1
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Nech X je normovany linearny priestor nad telesom T s normou ||-||. Nasledujiice
tvrdenia si ekvivalentné.

(i) Dvojica (X, || - ||) je Banachov priestor.

(il) Kazdy absolutne konvergentny nekoneény rad v X je konvergentny v X.

Dékaz Vety 4.

Nech (X, | - |) je Banachov priestor a Y > xx je absolutne konvergentny
nekonecny rad v X. V silade s Definiciami 3 a 7 staci ukazat, ze postup-
nost {yn}nzy v (41) je cauchyovskd v X. Zvolme ¢ > 0. Predpoklad (42)
v Definicii 8 podla Cauchyho—Bolzanovho kritéria konvergencie éiselného radu
potom zarucuje existenciu indexu n. € N s vlastnostou, ze

pre kazdé dva indexy m,n > n., n > m, plati ||zmt1]| + - + |lzn] <e.  (43)

Vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti nasledne dostavame

(42) (43)
lyn —ymll =" llzmsr + -+ znll < llomyrl| +- -+ [lznll < e

pre kazdé m,n > n., n > m. Postupnost {yn }n=1 je teda cauchyovska, a teda i

konvergentna v X. V sulade s Definiciou 7 je potom rad > 7 | «x konvergentny

v priestore X. Predpokladajme teraz platnost tvrdenia (ii). Nech {z,}n2; C X
w
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Doékaz Vety 4 (pokracovanie).

je cauchyovska postupnost v X. Ukazeme, ze podmienka (ii) zaruCuje, ze z
{zn}51 sa da vybrat konvergentna podpostupnost. Pre kazdé k € N existuje
ny, € N také, ze

1
[|lzn — zm]| < rz Pre kazdé n,m > ny. (44)

Zrejme bez ujmy na vieobecnosti mézeme predpokladat, ze postupnost indexov
{nr}7z1 € N v (44) je rasttca. V sulade s (44) potom vybrana podpostupnost
{zn, 1721 C {zn}nz splia vlastnost

1 .y
0 < [Ty —@n,ll < rz Pre kazdé k € N. (45)

Z nerovnosti (45) postupne dostavame

kz ||$nk,+1 — Ty || = mlgnoo Zl ”Ink+1 — T, || < ml Z 2 Z _2
=i i= k=1 k=1

To znamena, ze v zhode s Definiciou 8 je nekonecny rad > 7° | (%n;,, — Tn,)
absolatne konvergentny v X. Podla predpokladov je nasledne i konvergentny
v zmysle Definicie 7. Nie je tazké overit, ze jeho odpovedajicou postupnostou
Ciasto€nych sactov je {zn, — Tn, }7ey. Preto podpostupnost {xn, }7=; je kon-
vergentna v X. Nasledne i celd cauchyovska postupnost {zn }ne; ma limitu v
X. Normovany priestor (X, || - ||) je teda Banachov, t.j., plati tvrdenie (i). W

o
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V mnohych aplikaciach je asto potrebné uvazovat koncept nekoneéného radu
a jeho konvergencie vo uzSom kontexte nez sme predstavili v Definicii 7. Nech
(X, - |I) je normovany linearny priestor nad T. Pre dand neprazdu indexovi
mnozinu I uvazujme systém vektorov {z.}aer € X. Stojime pred problémom
ako vhodne definovat sacet vektorov systému {xa}acr, t.j., zaviest pojem

nekonecny rad Z B (46)

a€cl

obzvlast v situacii, ked indexova mnozina I je nespocitatelna. Symbolom A
budeme oznacovat systém vsetkych kone¢nych mnozin v I.

Definicia 9

Nech x € X je dany vektor. Hovorime, Ze nekonecny rad 3, za konverguje

k = v normovanom linearnom priestore (X, || - ||), ak pre kazdé ¢ > 0 existuje
mnozina A. € A s vlastnostou

T — Z Tal| < e pre kazdé A € A spinajice Ac C A. (47)
acA

V tomto pripade sa vektor z oznacuje ako siicet nekonecného radu }_ ;o v
priestore X a piseme Y. _, To = x.

acl
v
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V pripade nekonecnej spocitatelnej indexovej mnoziny I, t.j., I = N, je zaujimavé
porovnat vztah konvergencii nekone¢ného radu v zmysle Definicii 7, 8 a 9.

Veta 5
Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou ||-|| a nech {xn }neny C X
je nekonecny spocitatelny systém vektorov. Platia nasledujiice tvrdenia.

(i) Ak nekonecny rad ) _\ xn konverguje k vektoru x € X v zmysle Defini-
cie 9, potom nekonecny rad "> | x, konverguje v X so siictom .

(it) Ak (X, - ||) je Banachov priestor a nekonecny rad > > | =, je absolitne
konvergentny, potom rad ) _ xn konverguje v X v zmysle Definicie 9.

| A

Dékaz Vety 5.

Ak rad > _yzn konverguje k vektoru z € X, potom splha relaciu v (47) v
Definicii 9, t.j., pre kazdé e > 0 existuje koneéna mnozina A. C N taka, ze

T — E T

keA

<e prekazdée Ae Ns A, C A. (48)

Oznaéme n. := max A.. Potom zrejme pre kazdy index n > n. plati inklazia
A. C{1,...,n}, a preto v sulade s (48) mame

o
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Doékaz Vety 5 (pokracovanie).
T — Z Tk

Podla Definicie 7 relacia v (49) znamena, ze rad > >° |, konverguje v priestore
X so stétom z. Nech (X, ||-||) je aplny priestor a predpokladajme, Ze nekonecny
rad Y °°° | xn je absolitne konvergentny, t.j., plati podmienka (42) v Definicii 8.
Z Vety 4 vyplyva, ze rad Y _°7 | @, je konvergentny v priestore X. Zvolme ¢ > 0.
Podla Definicie 7 a Cauchyho—BoIzanovho kritéria konvergencie €iselnych radov
existuje index n. € N taky, ze plati

n
T — E T
k=1

Polozme A. :={1,...,n.}. Zvolme koneént mnozinu A € Ns A. C A. Potom
zrejme index n := max A splha nerovnost n > n.. Preto postupne mame

<e pre kazdé n > ne. (49)

n
<< a Z [lzx] < = pre kazdé n,m > n., n>m. (50)
2 k=m+1 2

Ne Ne
s-ul=l(o-a)+ ¥ al<le-Sals) ¥«
keA k=1 kEA\ A, k=1 kKEA\ A,

(50) ¢ 5
I R EETID DR )
kKEA\ Ae k=mnc+1
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Déokaz Vety 5 (pokracovanie).

Odvodena nerovnost (51) koreSponduje s relaciou v (47). To znamena, ze
nekonecny rad > . x» konverguje v priestore X v zmysle Definicie 9. ]

-

Poznamka 6

Poznamenajme, ze opacné tvrdenie k Vete 5(i) neplati. Ukazuje to jednoduchy
priklad, v ktorom uvazujeme realny euklidovsky priestor E a dva nekoneéné rady

> O . B (52)
n=1

n neN

Je zname, ze prvy nekoneény rad v (52) konverguje v E v zmysle Definicie 7.
Tato konvergencia je vsak neabsolitna, o ma za nasledok, ze druhy rad v (52)
nemoze konvergovat v E v zmysle Definicie 9.

>

Pre dand indexovi mnozinu I uvazujme mnozinu nezapornych realnych cisiel
{Za}aer. Potomrad}” ;o konverguje v euklidovskom priestore prave vtedy,
ked s :=sup{d_ c 4 Ta, A € A} < 00. V tomto pripade plati y_ _, To = s.
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Normované priestory s konecnou dimenziou

Poznamka 7

Klasickym vysledkom funkcionalnej analyzy je pozorovanie, ze kazdy normovany
linearny priestor X nad T, ktory ma koneéna dimenziu n € N, je linearne izo-
metricky s priestorom T" s vhodnou normou. Konkrétne, nech || - || je norma na
priestore X a {z1,...,2zn} C X je nejakd Hamelova baza linearneho priestoru
X. Potom zobrazenie F' : X — T™ tvaru

F(z):=A1,..., ) €T, z=Xz1+ -+ Apzn €X, (53)

je izomorfizmus linearnych priestorov X a T". Funkcia || - ||« : T® — [0, 00)
definovana pre kazdi n-ticu (A1,...,An) € T" predpisom

II()‘lvv)‘n)”* = ”xllv T=A2Z1+ -+ Anzn €X, (54)

je norma na priestore T”, ako mozno lahko overit podla Definicie 1. A kedze
podla (53) a (54) plati ||F(z)||« = ||z|| pre kazdé z € X, normované priestory
(X, ||-1]) a (T™, ]| -||«) st v salade s Definiciou 5 izometricky izomorfné. Vo svetle
Poznamky 5 sa teda pri skiimani normovanych priestorov s kone¢nou dimenziou
n € N staéi sastredit na priestor T". Vsetky ziskané vysledky budii potom platné
pre kazdy kone€no rozmerny normovany priestor nad telesom T.

o
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Pre dané n € N st kazdé dve normy na priestore T" ekvivalentné.

| A

Dékaz Vety 7.
Uvazujme tzv. kanonickd bazu {ei,...,en} priestoru T", t.j.,

ex :=(0,...,1,...,0), kde 1 je na k-tej pozicii pre kazdé k € {1,...,n}. (55)

Potom kazdy vektor z = (z1,...,2,) € T" sa da zrejme vyjadrit v tvare
rT=zx1€e14+ +Tpnen. (56)
Nech || - || je l'ubovolna, ale pevne zvolend norma na priestore T". Dokazeme,
ze je ekvivalentna so sictovou normou
n
lzlly = |oxl (57)
k=1

predstavenou v Priklade 1 pre p = 1. Polozme M := maxi<i<n |lex||. Potom

n
Z Ty ek
k=1

(56)
llll "=

n n
(57)
<D lzilllerll S MY Jayl = Mlzll, zeT". (58)
k=1 k=1

o
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Doékaz Vety 7 (pokracovanie).

Z Prikladu 9 dalej vieme, ze dana siétova norma je ekvivalentna s euklidovskou
normou, a tak normovany priestor (T, || - ||1) a euklidovsky priestor E™ nad T sa
podla Vety 2 a Definicie 6 linearne homeomorfné prostrednictvom identického
zobrazenia. Kazda podmnozina v T”, ktora je ohrani€ena a uzavreta vzhladom
na sactovi normu, je teda v tejto norme i kompaktna. Obzvlast, jednotkova
sféra S(0,1) v T" vzhladom na normu || - ||1, zavedena v (23), je kompaktna v
tejto norme, nakolko je vzhladom na fu ocividne ohraniéena a uzavreta v T".
Uvazujme funkciu f : T® — R s predpisom f(x) := ||z|| pre kazdy vektor z € T".
V sitlade s Vetou 1 a s ohladom na nerovnost (58) je f spojité zobrazenie na T
vzhladom na normu || - ||1. Podla Weierstrassovej vety je potom f ohranicena
na S(0, 1), pricom svoje odpovedajuce globalne extrémy na S(0,1) i nadobada.
Konkrétne, ak m := mingeg(o,1) f(2), potom existuje y € S(0,1) taky, ze
m = f(y) = ||y|l. Zrejme m > 0. Ak by m = 0, potom nutne vektor y = 0,
a tak i [Jy|]l1 = 0, o vSak odporuje relacii y € S(0,1). Preto konstanta m je
kladna. Nech teraz z € T\ {(0,...,0)} je [ubovolné. Potom vektor & := E

je prvkom jednotkovej sféry S(0, 1), a nasledne plati

T

lllly

_ l=l

[E

m< 1) = | ateda mlzlh < lell (59)

Kombinaciou vysledkov v (58) a (59) vo svetle Vety 1 napokon dostavame ek-
vivalenciu noriem || - || a || - |l1. A kedZe norma || - || bola zvolena lubovolne,
mozeme uzavriet, ze kazdé dve normy na T™ st vzajomne ekvivalentné. |
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Dosledok 1

Pre dané n € N uvazujme normovany linearny priestor T" s normou || - || a
nech {z1,...,zn,} C T" je nejakd jeho Hamelova baza. Potom v priestore T"
konvergencia v norme || - || splyva so siradnicovou konvergenciou vzhladom na
bazu {x1,...,xn}. Presnejsie, ak {m[k]}z":l C T" je postupnost a x € T" a

x[k]:k[lk]rl—l—-u—l—)\Lf]a:n, (/\[1’“],...,)\%])6’]1‘" pre kazdé k € N, (60)

r=XAz1+ "+ AnTn, (Al,...,)\n)ETn, (61)

potom limy, o0 ! = & v norme || - || prave vtedy, ked limj_, o )\Ek] = \; pre
kazdy indexi € {1,...,n}.

Dékaz Désledku 1.

| A\

Lahko sa ukaze, ze pre kazda zvolent bazu {z1,...,x,} priestoru T" je funkcia
n

Izl =3 INl, z=X1z1+ - +Anzn € T7, (62)
i=1

normou na T". Obzvlast, je oCividné, ze konvergencia v tejto norme je ekviva-
lentna so stiradnicovou konvergenciou vzhladom na bazu {z1,...,z,}. A kedZze
podla Vety 7 st normy || - || a || - ||« ekvivalentné, plati vysledok v tvrdeni. W

i
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Désledok 2

Pre dané n € N je kazdy normovany linearny priestor (T™,| - ||) dplny, t.j.,
Banachov priestor. Okrem toho kazda podmnozina v T", ktord je ohranicené a
uzavretd vzhladom na normu || - ||, je v tejto norme i kompaktna.

Veta 8

| A\

Kazdy normovany linedrny priestor nad T, ktory ma konecni dimenziu, je Bana-
chov priestor a konvergencia v [ubovolnej norme je ekvivalentna so stradnicovou
konvergenciou vzhladom na akikolvek Hamelovu bazu daného priestoru.

Veta 9

| A\

Nech X je normovany linearny priestor nad telesom T s normou ||-||. Nasledujiice
tvrdenia si ekvivalentné.

(i) Priestor X ma konecnd dimenziu.

(i) Kazda mnozina A C X, ktora je ohrani¢end a uzavreta vzhladom na normu
|| - ||, je v tejto norme i kompaktna.

~
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Dékaz Vety 9.

Implikacia (i) = (ii) vyplyva z Poznamky 7 a Désledku 2. Nech plati vyrok (ii),
t.j., kazda ohranicena a uzavreta podmnozma v X je kompaktna. Obzvlast,
jednotkova sféra S(0, 1) v (23) je teda mnozina kompaktna v priestore X. Pred-
pokladajme sporom, ze priestor X nema koneént dimenziu. Zvolme [ubovolny
vektor 21 € S(0,1). Potom mnozina A; := Lint {x1} je zrejme vlastny alge-
braicky podpriestor linearneho priestoru X s dimenziou 1. V silade s Vetou 8 je
A; Gplny normovany priestor. Mnozina A; je preto uzavreta v X vzhladom na

normovaného priestoru X. Z Lemy 1 pre n := % potom vyplyva, Ze existuje
vektor z2 € S(0, 1) taky, ze
1 1
T2, A —, ataki |2 —=z —
pllas, ) = 2 o2 —zall 2 5.
Vektory 1 a z2 st zrejme linedrne nezavislé. Polozme As := Lint {z1,z2}.

Vyuzijac analogické argumenty ako vyssie plati, ze A2 je vlastny podpriestor
normovaného priestoru X s dimenziou 2. Podla Lemy 1 pre ) := % teda existuje
vektor z3 € S(0, 1) s vlastnostou

1 . 1 1
p(z3, Az) > 5 2 tak i [jlzz —z1|| > 5 @ [|[zg — x2|| > 5

Podobne, mnozina A3 := Lin {z1,z2,x3} je vlastny podpriestor normovaného
priestoru X s dimenziou 3, pricom existuje vektor x4 € S(0, 1) splhajaci

o
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Dokaz Vety 9 (pokracovanie).

1
a llos—aal 2 5.
Nakol'ko priestor X je podla predpokladu nekoneéno rozmerny, mézeme v tomto
procese pokracovat dalej. Ziskame tak postupnost {z;}72; C S(0,1) s vlast-
nostou ||z — ai|| > 5 pre kazdé dva rozne indexy k,I € N. Dana postupnost
teda nema ziadny hromadny bod, ¢o je vsak v rozpore s kompaktnostou mnoziny
S(0,1). Preto priestor X musi mat koneéni dimenziu, t.j., plati tvrdenie (i). W
o

p(xa,Az) >

N | =

. 1
e e

N | =

Poznamka 8

Vsimnime si, ze v predlozenom dékaze sme vlastne ukazali ekvivalenciu

priestor X mé& koneénl dimenziu prave vtedy, ked' jednotkova sféra je kompaktna.

Dalej poznamenajme, ze dalsie vyznamné kritérium tykajice sa dimenzie nor-
movaného priestoru je nasledujtce. Nech (X, ||-||) je normovany linedrny priestor.
Potom X ma kone¢nid dimenziu prave vtedy, ked kazda norma || - ||« na X je
ekvivalentna s || - ||. Implikacia ,,=" je vo svetle Poznamky 7 obsahom Vety 7.
Dokaz opacnej implikacie je zalozeny na pozorovani, ze v kazdom nekonecno
rozmernom normovanom priestore X sa da k danej zvolenej norme || - || vzdy
zostrojit nova norma || - ||« na X, ktora nie je ekvivalentnas || - ||.
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V tejto sekcii sa budeme venovat vyznamnym 3pecidlnym typom linedrnych
priestorov nad danym telesom T.

Definicia 10 (Unitarny linearny priestor)

Nech X je linearny priestor nad T a (-,-) : X X X — T je zobrazenie, k}oré pre
kazdd trojicu vektorov z,y,z € X a kazda dvojicu skalarov A\, i € T splha

P1 (z,z) >0 a (z, z) = 0 prave vtedy, ked z = 0;

P2 (z, y) = (y, «) (konjugovana symetrickost);

P3 Az +py, 2) = Xz, z) + p(y, z) (linearita vzhladom na prva zlozku).

Zobrazenie (-, -) sa nazyva skalarny stcin na X a dvojicu (X, (-,-)) ozna€ujeme
ako linearny priestor so skalarnym stcinom, resp. unitarny priestor nad T.

-

Poznamka 9

Axiéma P1 v Definicii 10 hovori, ze skalar (x, ) je pre kazdy vektor z € X
nezaporné realne &islo. Dalej poznamenajme, Ze z axiém P2 a P3 vieobecného
(t.j., komplexného) skalarneho stcinu v Definicii 10 vyplyva jeho vSeobecna an-
tilinearita vzhladom na druh zlozku, konkrétne plati

(g, ANy +pz) =Xz, y) + @z, z) pre kazdé z,y, 2 € X a kazdé \,u € T. (63)
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Hilbert

Priklad 11

Pre dané n € N polozme X := T". Potom zobrazenie

n
(@, y) =Y axTp, T=(T1,..-,2n), y=(Y1,...,yn) € T, (64)
k=1

je (komplexny) skalarny saéin na linedrnom priestore X, ako sa mézeme lahko
presvedcit. Dvojica (X, (-,-)) je teda n-rozmerny unitarny priestor.

Priklad 12

| A\

Klasickym prikladom unitarneho priestoru s nekoneénou dimenziou je priestor {2,
na ktorom je skalarny sacin definovany predpisom

oo
@ y) = w¥r, = ={zk}721, y={ue}2, € 1> (65)
k=1

Konvergencia radu v (65) vyplyva z Holderovej/Cauchyho nerovnosti

D |l < (Z |Ik2> (Z |yk2> , AeRdRy {ukdRz €12 (66)
k=1 k=1 k=1

i
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Priklad 12

(Dodatky, Veta 4 pre p = 2 = q). VSeobecnejsim pripadom tohto unitarneho

priestoru je funkcionalny priestor L?(X, ) z Prikladu 4. Skalarny stgin je v
tomto pripade definovany analogickym predpisom

f, g) = /X F3ds,  fog€ L3(X,p), (67)

Korektnost definicie v (67) je opat zaruena Holderovou nerovnostou

/|f§\dus(/ \f|2du)§(/ |9|2du)5, fg€ L2(X, ),  (68)
X X X

(Dodatky, Poznamka 1 pre p = 2 = g). V praktickych aplikaciach je vyznamny
unitarny priestor L*[a,b] tried funkcii f : [a,b] — T, pre ktoré |f|* je funkcia
lebesgueovsky intergovatelna na intervale [a, b].

| A\

Priklad 13

Na linearnom priestore X := C'[a, b] spojitych funkcii so spojitou derivaciou na
kompaktnom intervale [a, b] sa da zaviest skalarny stcin tvaru

b - I
9= [ [f@)5@ + @7 @) ds, fgeX. (69)

i
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Veta 10 (Cauchyho-Schwarzova—Bunakovského nerovnost)

Nech X je unitarny priestor so skaldrnym sdcinom (-, -). Potom plati nerovnost

[{(z, y)| < V/(z, ) \/(y, y) pre kazdi dvojicu vektorov z,y € X. (70)

| A

Dékaz Vety 10.

Kombinaciou axiém P2 a P3 v Definicii 10 sa da lahko odvodit, ze (z, 0) = 0
pre kazdé z € X. Preto ak aspon jeden z vektorov z,y € X je nulovy, nerovnost
(70) plati trivialne. Uvazujme teda dvojicu nenulovych vektorov z,y € X. Podla
axiémy P1 v Definicii 10 plati

(M +y, Az +y) >0 pre kazdé X € T. (71)
Upravou (71) v salade s P2 a P3 v Definicii 10 a (63) v Poznamke 9 mame

0< (tw+y, te+y) = [\ (2, 2) + A (@, ) + Xz, y) + (v, v)- (72)

Uvazujme hodnotu skalaru A := — <I‘y§. Dosadenim do (72) dostavame

v, 4

—~

(=, y)I?

0< @ o)

T (@, )

- 2 T 2 T 2
%m >—‘<’y>‘ et 1l + (Y, ) = (y, v) -

(z, =) (z, x)

Ziskana nerovnost priamo implikuje platnost relacie v (70). Dékaz je hotovy. W
.
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Poznamka 10 (Norma a rovnobeznikové pravidlo)

Vyuzitim nerovnosti (70) je mozné pomerne lahko ukazat, Zze pre kazdy unitarny
priestor X so skalarnym saéinom (-, -) je zobrazenie

[|lz]| == /(z, ), z€X, (73)

normou na linearnom priestore X. Kym platnost prvych dvoch axiém v Definicii 1
je pre || - || v (73) zrejma, trojuholnikova nerovnost N3 vyplyva z vypoctu

(73) (73)
lz +yl? "= (2, &) +2Re(z, y) + (v, v) < Nzl + 2z, v)| + |yl
(70),(73)
2 2 2 Sz
< el 20l vl + lyll® = Cllzll + Iyl )™ pre kazdé z,y € X.

Kazdy unitarny priestor X je teda zaroven i normovany linearny priestor s normou
|| -] v (73) indukovana skalarnym stéinom (-, -). Obzvlast, plati

e +yl* + llz = yl* =2 (el + llyl*)  pre kazde 2,y € X. (74)

Formula (74) sa standardne nazyva rovnobeznikové pravidlo. Jej dékaz je elemen-
tarny. Vyuzitim (73) pre kazda dvojicu vektorov z,y € X postupne dostavame

(73)
12 °="«

e+ yll* + |l — yl Tty z+y)+(@—y, z—y)

73
=2z, o) + 20y, v) 2 212 + 2llylI2.
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Poznamka 11 (Realny a komplexny skalarny sicin)

Poznamenajme, Ze v unitarnych priestoroch sa odpovedajici skalarny sacin da
reprezentovat pomocou normy definovanej v (73). V tomto pripade vsak zalezi
na vybere telesa T. Pre realny unitarny priestor (X, (-,-)) plati rovnost

1
@y =7 (e+yl®=llz—yl*), @yeX (75)

ako sa mézeme lahko presvedcit aplikaciou formuly (73). V tomto pripade hod-
nota (z, y) € R pre kazdé z,y € X, a tak konjugovana symetrickost v axiéme
P2 v Definicii 10 sa redukuje na symetrickost zobrazenia (-,-). Realny skalarny
sacin na priestore X je teda bilinearna forma na X. Ak teleso T = C, potom
pre skalarny sacin (-, -) na linedrnom priestore X plati formula

1 : . .
@9 = 4 (lz +yl? = llz = ylI* +i[llz +iyll® - e —iyl?]), =,yeX. (76)

Komplexny skalarny sGéin na X je tzv. “sesquilinearna” forma na priestore X.
.

Poznamka 12

Pomocou normy || - || na unitarnom priestore X zavedenej v Poznamke 10 je
mozné Cauchyho—Schwarzovu—Bunakovského nerovnost (70) zapisat v tvare

[z, »)| < llzll[lyll  pre kazdé =,y € X. (77)
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Podobne ako sme v Priklade 6 vymedzili vSetky metrické linearne priestory nad T,
v ktorych metrika je indukovana nejakou normou na tomto priestore, nasledujace
pozoruhodné tvrdenie stanovuje vietky normované linearne priestory nad T, v
ktorych norma je indukovana skalarnym sacinom pomocou rovnosti (73).

Veta 11 (Jordanova—von Neumannova)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - ||. Potom je tato norma
vytvorena nejakym skalarnym sacinom (-,-) na X v zmysle formuly (73) prave
vtedy, ked' plati rovnobeznikové pravidlo (74). V tomto pripade pre teleso T = R
dany skalarny sicin na X splfia rovnost (75), kym pre teleso T = C dany skalarny
sti¢in na X spliia rovnost (76).

Veta 12

je spojité zobrazenie

)

Nech (X, (-,-)) je unitarny priestor nad T. Potom (-
priestoru X x X do normovaného linearneho priestoru

)
(T,
Dékaz Vety 12.

Na unitarnom priestore X uvazujeme normu || - || definovana rovnostou (73). Na
sacinovom priestore X x X budeme nasledne pracovat so suctovou normou

@)l = llzll + llyll, (z,y) € X x X. (78)

| A\

-
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Dokaz Vety 12 (pokracovanie).

Zvolme dvojicu (z,y) € X x X a nech {(zk,yx)}iz1 € X X X je nejaka

postupnost, ktora konverguje v norme || - ||. k vektoru (z,7), t..,
lim |[(z,y) = (zk,ye)ll« =0 = lim |[(z — 2k, y — yxllx = 0. (79)
k— oo k— oo

V silade s (78) je relacia v (79) ekvivalentna s rovnostami
Jim oo =0 a Jim [ly— gl =0. (80)
—00 k— o0

Obzvlast, kazda z postupnosti {HmkH}k L {lvell}rZ: € R je zrejme ohranicena.

Pomocou axiém skalarneho sacinu v Definicii 10 a Cauchyho—Schwarzovej—
Bunakovského nerovnosti (77) postupne dostavame

|<xk7 yk> - (Iv y>| = !(Ikv yk> - <CC, yk> + (Iv yk> - <CC, y>|
= [(@k — @, yr) + (@ vk — v)| < |(zr — @, ye)| + (=, v — 9)]
)
< lzg — 2l lyell + llzll lye = yll- (81)

Kombinaciou odvodenej nerovnosti (81) a relacii v (80) mame

. S (COIN
dim Gz, o) — (@, )| < lim (o = all el + 1o lyx - 1)
— 00 k— o0

To dokazuje, ze skalarny stcin (-, -) je spojité zobrazenie na priestore X x X. W
o
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Definicia 11 (Hilbertov priestor)

Unitarny priestor (X, (-,-)) nad T, ktory je aplny vzhladom na normu v (73)
indukovant danym skalarnym stcinom (-, -) na X, sa nazyva Hilbertov priestor.

Priklad 14

Je lahko vidiet, Ze skalarny saéin (-,-) na T™ zavedeny v Priklade 11 indukuje
v stlade s Poznamou 10 euklidovskii normu na T™ predstaveni v Priklade 1 pre
hodnotu p = 2. Obvzlast, euklidovsky priestor E™ nad T je aplny, a tak (T", (-, -))
je podla Definicie 11 n-rozmerny Hilbertov priestor. Na druhej strane, priestory
I a L?(X,u) v Priklade 12 sa Hilbertove priestory s nekonecnou dimenziou.
Odpovedajuci skalarny saéin v (65) vytvara normu || - ||2 zavedena v Priklade 2
pre p = 2. Podobne, skalarny sicin v (67) generuje integralnu normu || - |2
definovant formulou (7) v Priklade 4 pre hodnotu p = 2.

Unitarny linearny priestor C*[a, b] so skalarnych sicinom (-, -) zavedenom v (69)
v Priklade 13 nie je Hilbertov priestor, nakolko odpovedajica norma v zmysle
(73) nie je Gplna. Jeho Gplnym obalom je Sobolevov unitarny priestor W*2[a, b].
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Definicia 12 (Izometria unitarnych priestorov)

Nech X a Y si linearne priestory nad danym telesom T so skalarnymi sacinmi
(-;)x a (-,-)y. Hovorime, ze unitarne priestory (X, (-,-)x) a (Y, (-, )y) st
linearne izometrické/izometricky izomorfné, ak existuje bijektivne linedrne zo-
brazenie F': X — Y, ktoré zachovava skalarny sucin, t.j.,

(F(z), F(y))y = (z, y)x pre kazdé dva vektory z,y € X. (82)

Poznamka 13

| A\

Vsimnime si, ze Definicia 12 koresponduje s Definiciou 5. Konkrétne, z izomet-
rického izomorfizmu unitarnych linearnych priestorov (X, (-,-)x) a (Y, (-, ")vy)
prirodzene vyplyva izometricky izomorfizmus normovanych linedrnych priestorov
(X, |- llx) a (Y5 || - |ly) s odpovedajacimi normami || - [|x a || - ||y v (73). Na
zaklade vysledkov predchadzajicej sekcie o normovanych priestoroch koneénej
dimenzie a z Poznamky 14 [ahko odvodime, Ze kazdy koneéno rozmerny Hilber-
tov priestor nad danym telesom T s dimenziou n € N je izometricky izomorfny s
euklidovskym priestorom E™ nad T, v ktorom je skalarny sii¢in definovany podla
(64). Podobna klasifikacia plati i v pripade ostatnych Hilbertovych priestorov,
avsak na zaklade tzv. Hilbertovej dimenzie priestoru. V tomto smere dokazeme,
7e kazdy separabilny Hilbertov priestor je izometricky izomorfny s priestormi I°
a L?(X, u) diskutovanymi v Prikladoch 12 a 14.
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Délezitymi pojmami v tedrii unitarnych linearnych priestorov je ortogonalita vek-
torov a ortogonalne mnoziny vektorov.

Definicia 13 (Ortogonalne a ortonormalne mnoziny vektorov)

Nech X je unitarny linedrny priestor nad T so skalarnym stéinom (-,-). Hov-
orime, ze vektory z,y € X s ortogonalne, ak (z, y) = 0. Neprazdna mnozina
nenulovych vektorov S C X sa oznacuje ako ortogonalna v X, ak plati (z, y) = 0
pre kazdé dva rézne vektory x,y € S. Ak naviac ||z|| = 1 pre kazdé = € S,
mnozina S sa nazyva ortonormalny. Podobne mnoziny A, B C X sa oznacuji
ako ortogonalne v X, ak plati (a, b) = 0 pre kazdé a € A a kazdé b € B.

A\

Definicia 14 (Ortogonalny doplnok mnoziny)

Nech X je unitarny linearny priestor so skalarnym sicinom (-,-) a A C X je
mnozina. Mnozinu A+ definovana predpisom

AL — {z € X, (x, y) =0 pre kazdé y € A} (83)

nazyvame ortogonalny doplnok mnoziny A v priestore X.

Poznamka 14

Nie je tazké sa presvedcit, Ze platia rovnosti X = {0} a {0} = X.
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Poznamka 15

Délezitym pozorovanim je skutoénost, ze pre kazdd mnozinu A C X je or-
togonalny doplnok AL v Definicii 14 uzavrety linearny podpriestor v X, t.j.,
normovany podpriestor v X vzhladom na normu || - || v (73). Naviac, plati

AC (AJ‘)L pre kazdi mnozinu A C X. (84)

Relacia (84) je désledkom linearity skalarneho saéinu vzhladom na prva zlozku a
jeho spojitosti. Je vsak potrebné zdéraznit, ze v pripade vseobecného unitarneho
priestoru sa nemusi inklizia (84) vzdy realizovat ako rovnost.

| A\

Veta 13 (Ortogonalna projekcia do uzavretého podpriestoru)

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skaldrnym sic¢inom (-,-) a A C X je
normovany linearny podpriestor. Potom kazdy vektor x € X sa da jednoznacne
vyjadrit v tvare z = y+z, kdey € A a z € A*+. Vektor y sa nazyva ortogonalna
projekcia vektora x do normovaného podpriestoru A.

Dékaz Vety 13.

Dokazeme najprv existenciu daného rozkladu pre kazdy prvok z € X. Ak z € A,
potom staéi vziat y = z a z = 0. Predpokladajme preto, ze vektor z € X \ A,

| \

-
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Dokaz Vety 13 (pokracovanie).

t.j., vzdialenost d := p(x, A) > 0. Pripomenme, ze metrika p na X je indukovana
normou || - || danou skalarnym saéinom (-, -) podla (1) a (73). Obzvlast, plati

0<d<|z—mu| prekazdéue A. (85)
Naviac, existuje postupnost {yx}7—; C A s vlastnostou

lim o —gell = lim (o, yy) = d. (86)

k— o0 k— o0

Ukazeme, ze postupnost {yr}7>; je cauchyovska v priestore X. Vyuzitim

rovnobeznikového pravidla (74) pre kazdé dva indexy m,n € N postupne mame
lyn — ym||2 = [[(z —ym) — (z — yn)”2

(74)

="2[lz —ym | +2[lz — ynll® = 122 — yn — ym|?

2

=2z = ym|® + 2|z — ynl* -4 (87)

1
x_i(yn"‘ym)

Nakolko vektor u := % (yn + yYm) je zrejme prvkom podpriestoru A, podla (85)
plati d < ||z — u||, a tak pomocou (87) dostavame nerovnost

llyn = ymll* < 2[lz = ymll* + 2 [lz — yn || — 4d° (88)

A kedze z (86) vieme, e limm— oo | — Ym|| = d = limp— 0 ||z — ynl|, ziskana
nerovnost (88) implikuje relaciu

o
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Dokaz Vety 13 (pokracovanie).

lyn — ym|| = 0 pre min{m,n} — oo. (89)
Teda postupnost {yx } 7>, je skutocne cauchyovska a vd'aka plnosti priestoru X i
konvergentna v X. Oznacéme y := limy_, o yx. KedZe podpriestor A je uzavrety,
vektor y € A. Naviac, vyuzijuc spojitost normy || - || v stlade s Vetou 1, z relacie
(86) vyplyva rovnost ||z — y|| = d. Polozme z := 2 — y. Ukazeme, ze vektor z
je prvkom ortogonalneho doplnku AL, t.j., v zhode s (83) splia (z, u) = 0 pre
kazdé u € A. Zvolme nejaky vektor u € A. Potom pre kazdy skalar ¢t € T je

z+tu=z—y+tu=x— (y—tu), atak podla (85) plati ||z + tul| > d.
€A

Nasledne, vyuzitim formuly (73) a zakladnych vlastnosti skalarneho si¢inu mame

& < o+ tull? B (2 tu, 24 tu) = (2, 2) + £ (=, @) + Tz, w) + |t2(u, w)

73 — -
() 12112 +1¢2||w||® + t (2, u) + T (z, u), a tak dostdvame nerovnost
Rg—/
d

[t ||ul|? + t (z, u) + % (2, u) > 0 pre kazdé t € T. (90)
Nie je tazké si premysliet, ze posledna nerovnost méze byt splnena pre kazdé
t € T jedine vtedy, ked (z, u) = 0. Preto z € A™, a tak plati rozklad z = y + z.




Norma Sacin Hilbert

Doékaz Vety 13 (pokracovanie).

Napokon dokazeme jednoznacnost tohto rozkladu. Ak § € Aa Z € A* je dvojica
vekorov splhajica x = § + Z, potom y + 2z = § + Z, a nasledne y — 5 = Z — z.
Vektor y — §j € A a vektor Z — z € A, takze podla Definicie 14 mame

|2 (73)

ly=3l* =" -9, y—9 =(—-29—-7) =0,

a tak § = y, a nasledne i Z = z. Dékaz je teraz kompletny. |

A\

Désledok 3

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skaldrnym sic¢inom (-,-) a A C X je
Z o P . , , 1\ L
normovany linedrny podpriestor. Potom plati rovnost A = (A*)™.

Dékaz Désledku 3.

| A\

V stlade s Poznamkou 15 zrejme staci dokazat inklaziu (Al)L C A. Nech
T € (AJ‘)J' je lubovolny vektor. Z Vety 13 vieme, ze existuji vektory y € A a
z € At svlastnostou z = y+2z. Obzvlast, podla (83) mame (z, z) = 0 = (y, 2),
a tak ||z]|*> = (z, z) = 0, Go znamena, ze vektor z = 0. Preto . = y € A. [ |

\
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Poznamka 16

Vysledok Vety 13 mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare

X=A® A", (91)

kde symbol @ reprezentuje algebraicky sicet podpriestorov A a A*. V dokaze
Vety 13 sme ukazali, ze pre kazdy vektor z € X sa v jeho ortogonalnej pro-
jekcii y do normovaného podpriestoru A realizuje vzdialenost p(z, A), t.j., plati
p(z,A) = ||z — y||. Zobrazenie P : X — A definované predpisom P(z) = v,
kde y je ortogonalna projekcia vektora = sa rovnomenne nazyva (ortogonalna)
projekcia priestoru X na podpriestor A. Nie je tazké overit, ze plati

(i) P je linearne zobrazenie,

(i) R(P)=AaKerP = A",

(i) P?(z) = P(z) a ||P(z)|| < ||z|| pre kazdé = € X.
Obzvlast, z vlastnosti (i) a (iii) vyplyva, ze zobrazenie P je lipschitzovské, pres-
nejsie neexpanzivne zobrazenie. Dokazuje to vypocet

; (iii) w
I1P@) — P L 1P@ =) < lle—yll, pre kazdé 2,y € X (92)

Spojitost projekcie P znamena, ze podpriestor A+ je topologickym doplnkom
podpriestoru A v X a rozklad v (91) mozeme zapisat v tvare X = A §; A™*.

o
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V dalSej Casti prednasky budeme Studovat ortonormalnych systémov vektorov.

Definicia 15 (Uplné a uzavreté systémy vektorov)

Nech (X, (-,-)) je unitarny priestor nad T a A C X je dana mnozina.

(i) Systém vektorov A nazyvame tplnym, ak jediny prvok = € X, ktory splha
(z, y) =0 pre kazdé y € A, je z = 0.

(ii) Systém vektorov A sa oznacuje ako uzavrety, ak plati Lint A = X.

Nasledujice tvrdenie ukazuje, Ze v pripade ortonormalnych systémov v Hilber-
tovych priestoroch pojmy Gplnost a uzavretost zavedené v Definicii 15 splyvaja.

Veta 14

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skalarnym siicinom (-, -). Potom ortonor-
malny systém A C X je uzavrety prave vtedy, ked' je dplny.

| \

Dokaz Vety 14.

Nech ortonormalny systém A C X je uzavrety a nech 2 € X splha (x, u) = 0 pre
kazdé u € A. V silade s Definiciou 15(ii) existuje postupnost {z;}z>; C Lint A

taka, ze limy_ 00 x = x. Potom (z, zx) = 0 pre kazdé k € N a nasledne

-
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Doékaz Vety 14 (pokracovanie).

R el (z, ) = <:c, lim :ck> Ver 12 jimy (z, z) = lim 0=0,
k— o0 k— o0 k— o0
t.j., vektor z = 0. Podla Definicie 15(i) je teda systém A aplny. Naopak, nech

systém A C X je aplny a zvolme [ubovolny vektor z € (Lin AT)L. Nakol'ko

A C Ling A, podla Definicie 14 plati (x, u) = 0 pre kazdé u € A. Vdaka
aplnosti systému A je potom v stlade s Definiciou 15(i) vektor z = 0. Takze

podpriestor (LinqrA)L = {0}, z &oho nasledne podla Désledku 3 mame

1 a
Lint A = ((LinTA)J‘> _ {O}L Poznamka 14 X

V zhode s Definiciou 15(ii) je teda systém A uzavrety a dokaz je hotovy. |

Poznamka 17

| A\

Vsimnime si, ze aplnost unitarneho priestoru (X, (-, -)) sme vyuzili iba pri dékaze,
Ze aplny systém A C X je uzavrety. To znamena, Ze vo vieobecnom unitarnom
linedrnom priestore je kazdy uzavrety systém vektorov zaroven aj aplny.

Ustrednym objektom v teérii unitarnych priestorov je ortonormalna baza.
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Definicia 16 (Ortonormalna baza unitarneho priestoru)

Nech X je unitarny linearny priestor nad T so skalarnym stcinom (-, -). Pod poj-
mom ortonormalna baza priestoru X rozumieme kazdy maximalny ortonormalny
systém vektorov v priestore X.

Prirodzenou otazkou je existencia ortonormalnej bazy pre dany unitarny priestor.
Ukazuje sa, ze podobne ako pri linearnych priestoroch a ich Hamelovych bazach
odpoved zavisi na predpoklade axiémy vyberu.

Veta 15

Kazdy unitarny linearny priestor nad T ma aspon jednu ortonormalnu bazu.

Dokaz Vety 15.

Dokaz prebieha analogicky ako pri dokazovani existencie algebraickej bazy
lineadrneho priestoru. Pre vieobecny unitarny linearny priestor je nekonstruk-
tivny a vyuziva predpoklad platnosti Zornovej lemy. V pripade separabilného
unitarneho priestoru je mozné zostavit alternativny dékaz bez pouzitia Zornovej
lemy. Je zalozeny na Gramovom—-Schmidtovom ortonormalizacnom procese ap-
likovanom na vhodny najviac spocitatelny linedrne nezavisly systém vektorov.
Tento pristup si ukazeme neskér v prednaske. ]

>
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Lema 3

Nech X je unitarny priestor nad T so skalarnym sdcinom (-,-). Ortonormalny
systém A C X je ortonorméalnou bazou priestoru X prave vtedy, ked je dplny.
. o

Dékaz Lemy 3.

Kazda ortonormalna baza A C X musi byt nutne dplny systém vektorov. V
opacnom pripade by v salade s Definiciou 15(i) existoval jednotkovy vektor € X
taky, ze mnozina A U {z} by bola ortonormalnym systémom. To je vSak v
rozpore s vlastnostou maximality ortonormalnej bazy v Definicii 16. Na druhej
strane, ak ortonormalny systém A C X je aplny, potom podla Definicie 15(i) je
maximalnym ortonormalnym systémom. V zhode s Definiciou 16 sa teda jedna
o ortonormalnu bazu unitarneho priestoru X. Dékaz je hotovy. |

Lema 4

| A\

Nech X je unitarny priestor nad T so skalarnym sicinom (-,-). Kazdy uzavrety
ortonormalny systém A C X je ortonormalnou bazou priestoru X .

-

Dokaz Lemy 4.

Vysledok je priamym dosledkom komentara v Poznamke 17 a Lemy 3. |
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Nasledujice tvrdenia sa tykaja vztahu ortonormality a linearnej nezavislosti sys-
témov vektorov v unitarnych priestoroch.

Veta 16

Nech X je unitarny priestor so skalarnym sicinom (-,-) a A C X je ortonormalny
systém. Potom A je linearne nezavisla mnozina v linedrnom priestore X .

| A

Dékaz Vety 16.

Nech {z1,...,zn} C A, n € N, je nejakd kone€nd mnozina vektorov a nech
A, -5 Am € T je n-tica skalarov splhajica
AMz1+ -+ Apxn =0. (93)

Vyuzitim zakladnych vlastnosti skalarneho stéinu potom dostavame

= \; (@i, ©;) pre kazdé i € {1,...,n}, (94)

kedZe v silade s Definiciou 13 plati (z;, z;) = 0 pre kazdé dva rézne indexy
i,j € {1,...,m}. Nakolko (z;, z;) = 1 pre kazdé i € {1,...,n}, z (94) mame
rovnost A\; = 0 pre kazdy index i € {1,...,n}. Vektory zi,...,z, si teda

linedrne nezavislé v X, a tak mnozina A je linearne nezavisla v X. ]
o
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Veta 17

Nech X je unitarny priestor so skalarnym siiéinom (-,-) a A C X je najviac spoci-
tatelna a linedrne nezavisla mnozina v X. Potom existuje najviac spocitatelny
ortonormalny systém B C X taky, Ze plati Lint B = Lint A.

| A\

Dokaz Vety 17.

Tvrdenie sa dokaze aplikaciou standardného Gramovho—-Schmidtovho ortonorma-
lizaéného procesu na mnozinu A. |

4

Ako sme uz zmienili v dékaze Vety 15, existencia ortonormalnej bazy pre sepa-
rabilné unitarne linearne priestory nezavisi na platnosti axiémy vyberu.

Veta 18

Nech X je separabilny unitarny priestor nad T so skalarnym sicinom (-, -). Potom
v priestore X existuje aspon jedna ortonormalna baza.

| A\

Dékaz Vety 18.

Nech {zx}72; C X je mnozina husta v priestore X. Z tejto postupnosti vylacime
vsetky Eleny x;, [ € N, ktoré sa daji vyjadrit ako linearna kombinacia vektorov
v
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Dokaz Vety 18.

7k, s indexami k < [. Touto procedirou ziskame najviac spoéitatelny a linerne
nezavisly systém A C X, ktory je uzavrety, t.j., podla Definicie 15(ii) plati
Liny A = X. V sulade s Vetou 17 jej ortonormalizdciou dostaneme najviac
spocitatelny ortonormalny systém B C X, ktory splia Lint B = Lint A = X.
Podla Definicie 15(ii) je ortonormalny systém B uzavrety, ¢o v kombinacii s
Lemou 4 napokon dokazuje, ze B je ortonormalna baza priestoru X. |

-

Poznamka 18

Doplime, ze v separabilnom unitarnom priestore (X, (-, -)) je kazdy ortonormalny
systém A C X najviac spocitatelna mnozina. Vyplyva to zo skutocnosti, Ze pre
vzdialenost kazdych dvoch réznych prvkov z,y € A plati

o@y) Lle—y| D Vg a-n =V o+ oy =v2  (9)

-

Je prirodzené studovat vztah medzi ortonormalnymi a Hamelovymi bazami dané-
ho unitarneho linearneho priestoru nad T. KlG€ovymi parametrami sii dimenzia
daného priestoru a plnost priestoru vzhladom na normu generovanii odpoveda-
jacim skalarnym stéinom v (73). llustrujeme to na nasledujacich prikladoch.
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Priklad 16 (Unitarne linearne priestory konecnej dimenzie)

V pripade unitarne linearneho priestoru (X, (-,-)) nad T s konecnou dimenziou
je kazda ortonormalna baza zaroven i Hamelovou bazou tohto priestoru. Je to
désledkom Gplnosti priestoru X vzhladom na normu v (73). Skutocne, ak A C X
je nejaka ortonormalna baza, potom kombinaciou Lemy 3 a Vety 14 dostavame,
Ze systém vektorov A je uzavrety, t.j., podla Definicie 15(ii) plati Lint A = X.
Nakolko v koneéno rozmernych normovanych priestoroch s vietky algebraické
podpriestory uzavreté, dostdvame Lint A = Lint A = X. To znamena, ze
mnozina A je Hamelovou bazou priestoru X (Dodatky, Definicia 12).

Priklad 17 (Hilbertove priestory nekonecnej dimenzie)

V Hilbertovom priestore nekonecnej dimenzie ziadna ortonormalna baza neméze
byt jeho Hamelovou bazou. Toto tvrdenie zdévodnime neskér v prednaske.

Pre netplne nekoneéno rozmerné unitarne linearne priestory nie je vseobecny
vztah medzi ortonormalnymi a Hamelovymi bazami. Svedcia o tom nasledujiice
dva priklady. Poznamenajme, ze obidva skiimané unitarne priestory maja rovnaky
aplny obal, konkrétne Hilbertov priestor L?[a,b] v Prikladoch 12 a 14.
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Priklad 18

Na linedarnom priestore C[—m,n] spojitych komplexnych funkcii na intervale
[=m, 7] je mozné definovat skalarny sicin tvaru

(9= " f@)9@)dz, f,g€Cl—m,xl. (96)

Jednou z ortonormalnych baz priestor (C[—m, 7], (-,-)) je trigonometricky sys-

4 _1 cosnz sinnz
tem{m,—ﬁ , S
priestoru (C[—m, 7], (-, -)), nakolko existuji spojité funkcie, ktoré na [—, 7] ne-
maja tvar trigonometrického polynému.

n € Nt. Tato mnozina vsak nie je Hamelovou bazou

| A

EL L

Uvazujme linearny priestor polynémov P[—1,1] so skalarnym stcinom v (96)
na intervale [—1,1]. Jeho Hamelovou bazou je spocitatelny systém polynémov
{z"}5Lo. Ortonormalizaciou vznikne systém polynémov {r,}n tvaru

1 [2n+1 d»
ro(z) = —on 5 @(gﬁ —1)", n € No. (97)

Podla Vety 17 plati Lint {r, }n>o = Lint {z" }32, a tak {r,}n> je Hamelova
baza priestoru P[—1,1]. Zaroven {r,}n=q je aj ortonormalna baza v P[—1,1].
o
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Fourierove koeficienty a Fourierove rady

Definicia 17 (Fourierove koeficienty a Fourierov rad)

Nech X je unitarny linearny priestor nad T so skalarnym saéinom (-,-) a S C X
je ortonormalny systém. Pre dané x € X sa skalary definované

cu = (z, u), uwES, (98)

nazyvaji Fourierove koeficienty vektora z vzhladom na systém S. Nekoneény
rad }°, cg Cut sa oznaCuje ako Fourierov rad vektora x vzhladom na systém S.

Zakladnou témou tejto Casti prednasky bude skiimanie konvergencie nekonecného
radu 3 g cuu pre dany vektor z € X. KedZe ortonormalny systém S C X
mbdze byt vo vieobecnosti nespocitatelny, budeme pouzivat pojem konvergencie
nekonecného radu predstaveny v Definicii 9. Pre dani ortonormalny systém
S C X a dany vektor x € X zaved me oznacenie

sz(A) == Z cuu  pre dand koneéni mnozinu A C S. (99)
u€A

Nasledujace tvrdenie je klG€ové pre vySetrovanie konvergencie Fourierovych ra-
dov v unitarnych linedrnych priestoroch.
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Nech X je unitarny linearny priestor nad T so skalarnym siéinom (-,-) a S C X
Jje dany ortonormalny systém. Nech A C S je nejakd konecnd mnozina, pricom
polozme A := {u1,...,un}. Potom pre kazdy vektor x € X a pre kazdi n-ticu
skaldrov A1, ..., \n € T plati rovnost’

Iz = s(AI? = llel* = D leal?+ D Pk —cul?, (100)

ucA ke{l,...,n}

kde cu, cu,, kK = {1,...,n}, si odpovedajice Fourierove koeficienty v (98)
vektora x a veli¢ina s(A) := >} _, Ak Uk.

Dokaz Lemy 5.

Zvolme vektor x € X a skalary A1,...,\, € T. Vyuzitim Definicie 17 a zaklad-
nych vlastnosti skalarneho stéinu v Definicii 10 a Poznamke 9 postupne mame

I—Z)\kuk :3 <a:—i)\kuk,z—z>\lul>

llz = s(A)|* =

A\
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Dékaz Lemy 5 (pokracovanie).

(73) L n n
= 2l = New = D AkCup + Y Pml?
=1 k=1 m=1

n n

k=l= — N

E Jlall? + 3 (el = AT — Ko cuy + lew ) = Y lou, 2
k=1 k=1

n n
= llel® = D lew® + D Ik = cu, 1%

k=1 k=1

Ziskany vyraz je pozadovana prava strana formuly (100). Dékaz je hotovy. W

Poznamka 19

| A\

Ziskan( rovnost v Leme 5 mozno geometricky interpetovat nasledujiacim spo-
sobom. Medzi vsetkymi linearnymi kombinaciami danych vektorov w1, ..., un
ortonormalenho systému S aproximuje vektor & v norme || - || najlepsie prave
stcet sz (u1,-..,un) v (99), t.j., prave ta linearna kombinacia, ktorej koeficienty
st Fourierovymi koeficientami vektora x vzhladom na vektory w1, ..., u,. Toto
pozorovanie ma svoje uplatnenie v numerickej analyze, kde je zakladom tzv.
met6dy najmensich Stvorcov.

o
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Désledok 4 (Besselova nerovnost)

S oznacenim a predpokladmi Lemy 5 plati pre kazdé x € X identita

l&® =" leul® + llz — s2(A)||*  pre kazdii koneéni mnozinu A C S.  (101)
uEA

Obzvlast, plati Besselova nerovnost

Z lcu|? < ||z||?  pre kazdii kone¢nd mnozinu A C S. (102)
ucA

Dékaz Désledku 4.

Formula (101) vyplyva priamo z rovnosti (100) pre volbu koeficientov Ay := cu, ,
ke {l,...,n}. Kedze ||z — sz (A)|| > 0 pre kazd konecnd mnozinu A C S, z
rovnosti (101) dostavame nerovnost (102). Dékaz je hotovy. [ |

-

| A\

Nech X je unitarny linearny priestor nad T so skalarnym siéinom (-,-) a S C X
je dany ortonormalny systém. Potom pre kazdy vektor x € X je nekonecny rad

2, kde cu, u € S, st Fourierove koeficienty v (98), konvergentny.

ZuES |C“
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Dékaz Vety 19.

Zvolme vektor € X a uvazujme siibor {c, }ucs jeho Fourierovych koeficientov
vzhladom na ortonormalny systém S. Podl'a Besselovej nerovnosti (102) plati

(102)
sup Z lcu|?, A € S je konecna mnozina » < ||z||? < oco. (103)
u€A
V silade s Vetou 6 je potom nekonecny rad >~ ¢ |cu|® konvergentny v R. W
. o
Z (103) vyplyva odhad » _ |cu|* < |lz||* pre kazdé = € X. (104)

u€eS

Veta 20 (Parsevalova rovnost)

Nech X je unitarny linearny priestor nad T so skalarnym siéinom (-,-) a S C X
je dany ortonormalny systém. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.

(i) Pre vektor z € X Fourierov rad )’ g cuu konverguje k x v priestore X.

(ii) Pre vektor x € X plati Parsevalova rovnost

D leul? =l (105)

u€eS

-
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Dékaz Vety 20.

Symbolom S oznacme systém vsetkych konec¢nych podmnozin mnoziny S.
Zvolme vektor z € X. Predpokladajme, ze Fourierov rad > o cuu je kon-

vergentny v priestore X so su¢tom x. Podla Definicie 9 plati relacia v (47), t.j.,
pre kazdé € > 0 existuje mnozina A. € S taka, ze plati

llz = s=(Ae)] < Ve (106)

kde vektor si(A:) je definovany v (99). V salade s formulou (101) je nerovnost
(106) ekvivalentna s relaciou

lel? —e< > leal (107)

u€EAe

Vzhladom na nerovnost (103) podmienka v (107) vyjadruje skutocnost, ze islo
[]|* je suprémum mnoziny {3}, _4lcu|?, A € S}. Nasledne podla Vety 6
dostdvame, Ze sicet nekoneéného radu Y o lcu|® je [|z]|?, t.., plati rovnost
(105). Naopak, nech plati Parsevalova rovnost (105). Kombinaciou Vety 6 a
nerovnosti (103) je ||z||* suprémum mnoziny {3, |cu|®, A € S}. Preto pre
kazdé & > 0 existuje mnozina A. € S s vlastnostou ||z||* — &% < D uca, lew?.
Kedze rad 3, .5 |cu|* ma nezaporné éleny, plati

o —e? < Y feul® < D feul® prekazdé AcSs A C A (108)
u€EAe u€A
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Dokaz Vety 20 (pokracovanie).

Kombinaciou (108) s identitou (101) dostavame
[lx — sz(A)|| <e pre kazdée A Ss A. C A. (109)
kde sz (A) je definované v (99). V sulade s Definiciou 9 relacia v (109) znamena,

ze nekonecny rad 3 . c,u konverguje v priestore X k vektoru . ]

Veta 21

Nech X je unitarny linearny priestor nad T so skalarnym siéinom (-,-) a S C X
je dany ortonormalny systém. Potom systém S je uzavrety prave vtedy, ked pre
kazdy vektor x € X plati Parsevalova rovnost (105) vzhladom na S.

| A\

Dokaz Vety 21.

Predpokladajme, Ze systém S je uzavrety vzhladom na X a zvolme vektor z € X.
V stlade s Definiciou 15(ii) potom pre kazdé ¢ > 0 existuje n. € N, mnozina
A= {u1,...,un.} € S askalary A1,..., \n. € T tak, ze ||z — s(A4)] < /e,

kde vektor s(A) := >"7c | A\x ux. Kombinaciou s formulou (100) dostaneme
(100)
lll> "=" llz = s(AIZ+ D leul® = D0 Me—cupl® <et Y leul®. (110)
ucA ke{1,..., ne} uceA

-
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Doékaz Vety 21 (pokracovanie).

Vzhladom na Besselovu nerovnost (102) odvodena relacia v (110) vyjadruje sku-
tocnost, ze Cislo ||z je suprémum mnoziny {}",_ , cul®, A € S}. V kontexte
dékazu Vety 20 nasledne plati Parsevalova rovnost (105). Naopak, nech pre
kazdy vektor x € X je splnenad Parsevalova rovnost (105) vzhladom na systém
S. Potom podla Vety 20(i) plati ) .o cuu = = pre kazdé € X. Nie je tazké
si premysliet, Ze v kontexte Definicie 9 to znamena, ze Lint S = X. V zhode s
Definiciou 15(ii) je teda systém S uzavrety. Dékaz je hotovy. ]

| A\

Veta 22 (Fourierove rady v Hilbertovom priestore)
Nech X je Hilbertov priestor nad T so skalarnym sicinom (-,-) a S C X je dany
ortonormalny systém. Nasledujiice tvrdenia st ekvivalentné.
(i) Systém S je ortonormalna baza priestoru X .
(i) Systém S je uplny.
(iii) Systém S je uzavrety.

(iv) Pre kazdy vektor x € X plati} , .o cuu =z, kde c., u € S, sti Fourierove
koeficienty vzhladom na systém S.

(v) Pre kazdy vektor z € X plati Parsevalova rovnost' Y, _s |cu|® = ||z|°.
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Z vyssie ziskanych vysledkov vidime, ze v teérii Fourierovych radov v unitarnych
linearnych priestoroch st vyznamné podmnoziny skalarov {Aq}acr C T, kde I
je nejaka indexova mnozina, pre ktoré je

nekonecny rad Z [Aa|? konvergentny. (111)

a€cl

KedZze cleny nekoneéného radu v (111) st nezaporné realne &isla, jeho konver-
gencia je aplne charakterizovana vo Vete 6.

Lema 6

Nech I je dana indexova mnozina a {\a}acr C T je dany systém skaldrov. Ak
nekoneény rad v (111) je konvergentny, potom mnozina vsetkych indexov o € I,
pre ktoré plati Ao, # 0, je najviac spocitatelna.

| A\

Dékaz Lemy 6.

Oznaéme s := Zaef|>‘a|2 a predpokladajme, ze s € R. Ukazeme, ze pre
kazdé n € N existuje iba konecne vela indexov a € I takych, ze [Ao| > 1,
konkrétne najviac n?s. Zvolme n € N a sporom predpokladajme, Ze existujii
skalary Ay, ..., Aa,, pre nejaké m > n’s s vlastnostou |Aa,| > 1 pre kazdé

ke {l,...,m}. Z Vety 6 vieme, ze ;" ; |Aa,| < s. Na druhej strane mame

i
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Dékaz Lemy 6 (pokracovanie).
1 m
Z ‘Aak| Z —2 E > s,

¢o odporuje vyssie uvedenemu odhadu. A nakol'ko plati

{,\a;éo,ael}zU{\,\a|2%,ael}, (112)

neN

nenulovych prvkov v systéme {\q }acr mdze byt najviac spocitatelne vela. W
~

Pre dani indexovli mnozinu I uvazujme mnozinu vSetkych systémov skalarov
{Aa}aer C T, ktoré splhaja pdomienku (111), t.j.,

V= {{Aa}aez CT, > [l’< oo} . (113)
ael
Ak na mnozine V v (113) zavedieme séitanie a nasobenie skalarom v tvare

{Aataer +{pataer :i={Aa + pataecr, v{laktaer :={vAatacr (114)

pre kazdé {A\o}acr, {ftatacr € V a kazdé v € T, potom pomocou Vety 6 a
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Minkowského nerovnosti (Dodatky, Veta 3 pre p = 2) nie je tazké ukazat, ze V
je linearny priestor nad T. Naviac, z Hélderovej nerovnosti (Dodatky, Veta 2 pre
p = 2 = q) vyplyva, ze zobrazenie

(Datact, {fatact) =3 AaTim, {Aatacs, {Hotacr €V,  (115)

acl

je skalarny stcéin na priestore V. Takto definovany unitary linearny priestor
budeme oznacovat (*(I). D4 sa dokonca ukazat, ze sa jedna o Hilbertov priestor.

Poznamka 20

Pre kazdi koneént indexovii mnozinu I s mohutnostou n € N je priestor 1%(I)
zrejme totozny s euklidovskym priestorom T™. V pripade I = N je I*(N) = 2,
kde 12 je unitarny priestor predstaveny v Priklade 12. V oboch pripadoch sa
jedna sa o separabilny Hilbertov priestor s ortonormalnou bazou
em = {Omr}h_,, mEN, (116)
kde 1 je Standardny Kroneckerov symbol a hodnota NV € NU {co}. V pripade
I = T dostavame neseparabilny Hilbertov priestor I?(T) s ortonormalnou bazou
et 1= {éts}se’l[‘7 teT. (117)

Systémy e¢, t € T, v (117) je zrejme mozné identifikovat ako stbor charakteri-
stickych funkcii vietkych jednobodovych mnozin v telese T.

o
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Nech X je unitarny linearny priestor nad telesom T so skalarnym sacinom (-, -) a
S C X je dany ortonormalny systém. V salade s Vetou 19 a nerovnostou (104)
sme odvodili, Ze pre kazdy vektor z € X je systém Fourierovych koeficientov
{cu}ues v (98) prvkom priestoru [2(S). Mézeme preto uvazovat zobrazenie
®: X — 1%(S) definované predpisom

B(2) = {cu}ues L {(z, wlues, z€X. (118)

Nasledujiice vysledok predstavuje doplnenie Vety 22 d'alsou vlastnostou, ktora je
ekvivalentna s tvrdeniami (i)—(v).

Veta 23 (Fourierove rady v Hilbertovom priestore)

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skalarnym sicinom (-,-) a S C X je dany
ortonormalny systém. Nasledujiice tvrdenia st ekvivalentné.

(i) Pre kazdy vektorx € X platiy_, o
koeficienty vzhladom na systém S.

cuu = x, kde ¢, uw € S, sii Fourierove

(ii) Pre kazdu dvojicu vektorov xz,y € X plati rovnost

(z, ) = D> cudu, (119)

u€S

kde ¢y, a dy, u € S, st Fourierove koeficienty x a y vzhladom na S.
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Dékaz Vety 23

Predpokladajme platnost (i) a nech uvazujme dvojicu vektorov z,y € X.
Vyuzitim Cauchyho—Schwarzovej—Bunakovského nerovnosti (77) v Poznamke 12
a defini¢nej formuly (98) pre Fourierove koeficienty postupne mame

|

-3 cuda| = <x— S e, y— 3 duu > D (@ = 5:(C), y - 54(O))]
uel ueC ueC
77)
< lz = s2(O)| Iy — sy(C)|| pre kazde C C S, (120)

kde {cu}ucs a {du}ues su systémy Fourierovych koeficientov vektorov z a
y vzhladom na systém S. Zvolme ¢ > 0. KedZe plati ) . cou = x a
> wes dut =y, podla (47) v Definicii 9 existujd mnoziny A., B. € S také, ze

lz = se(A)l < Ve, |lz—sy(B)ll < e (121)

pre kazdé mnoziny A, B € S splhajice A. C A a B. C B. Uvazujme mnozinu
C: := A. U B. € §. Kombinaciou (120) a (121) dostavame

g Cuu

uel

(120) (121)
e pre kazdé C € Ss C. C C.

V silade s relaciou (47) v Definicii 9 preto plati formula (119). Naopak, z pod-
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Doékaz Vety 23 (pokracovanie).

mienky (i) vyplyva tvrdenie (i), nakolko volbou z =y v (119) mame

lo12 @ (2, 2) 22 ST cumm = 3 eul?  pre kazdé z € X,
u€es u€eS

Pre kazdy vektor z € X teda plati Parsevalova rovnost (105). Nasledne, podla
Vety 20(i) dostavame rovnost » o cuu = x pre kazdé z € X. [ |

Désledok 5

>
| A\

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skalarnym sacinom (-,-) a S C X je dana
ortonormalna baza. Potom zobrazenie ® : X — I1?(S) definované v (118) je
linearne a izometrické, t.j., plati

(®(x), 2(W))i2(s) = (=, y)x pre kaZdé dva vektory z,y € X. (122)

>

Dékaz Désledku 5

Linearita zobrazenia ® v (118) je désledkom axiémy P3 v Definicii 10, t.j., line-
arity skalarneho stcinu v prvej zlozke, a definicie operacii scitania a nasobenia
skalarom v priestore 1%(S) v (114). KedZe systém S je ortonormalna baza v X,
kombinaciou Vety 22(iv) a Vety 23(ii) dostavame platnost formuly (119) v pries-
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Dékaz Désledku 5 (pokracovanie).

tore X. Vzhladom na definiciu zobrazenia ® v (118) a skalarneho stéinu v
priestore 1?(S) v (115) je vSak rovnost ekvivalentna s identitou (122). |

Poznamka 21

Dodajme, ze v sulade s Poznamkou 13 je zobrazenie ® v (118) izometrickym

zobrazenim i medzi normovanymi priestormi (X, || - [|x) a (1*(S), || - [i2(s)). t-s
pre kazdy vektor x € X plati rovnost
1@l s) = llzllx- (123)

Obzvlast, v salade s axiémou N1 v Definicii 1 a linearitou ® to znamena, ze
zobrazenie ® je prosté.

Fundamentalne vysledky vo Vetach 22 a 23 zavisime vyznamnym tvrdenim po-
jednavajacim o dalSich vlastnostiach zobrazenia ® v (118). V literatare sa ten-
to vysledok Standarne oznacuje ako Rieszova—Fischerova veta. Ako ukazeme
dalej, poskytuje efektivny spdsob ako klasifikovat vsetky Hilbertove priestory nad
danym telesom T. V nasledujicom tvrdeni analyzujeme konvergenciu nekonec-

ného radu tvaru ) o Auu pre dany ortonormalny systém S, kde {Ay}ues C T.
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Veta 24

Nech X je unitarny priestor nad T so skaldrnym sacinom (-,-) a S C X je
ortonormalny systém. Nech {Au}ues C T je systém skalirov s vlastnostou, Ze
nekonecny rad )~ < Auu je konvergentny v priestore X so siictom x. Potom

Au = (z, u) pre kazdé u € S. (124)

Inymi slovami, {\.}ues je sabor Fourierovych koeficientov vektora = vzhladom
na ortonormalny systém S.

Dokaz Vety 24.

Zvolme pevne vektor v € S. Pre kazdii mnozinu A € S postupne plati

<:c — Z Aul, v>
u€EA

kde s(A) := > ,ca Auwu. V silade s predpokladmi pre kazdé € > 0 existuje
Ac € S taka, ze ||z — s(A)|| < € pre kazdé A € S s A. C A. V kombinacii
s (125) nasledne dostavame, Zze plati Y o Au(u, v) = (z, v). Vzhladom na
ortonormalitu systému S sa posledna rovnost redukuje na tvar A, = (z, v).
Vektor v € S bol zvoleny [ubovolne, a tak pre kazdé u € X plati (124). [ |

| A\

(77)
(@ v) = D Aufy, v) < lz = s(A) ]l

u€A

= [lz — (A, (125)
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Veta 25 (Rieszova-Fischerova)

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skalarnym sicinom (-,-) a S C X je dany
ortonormalny systém. Potom pre kazdy stibor {\,}ues € 1*(S) existuje vektor
x € X s vlastnostou, ze

plati rovnost (124) pre kazdé u € S a Z Au|? = ||z]2. (126)
u€eS

| A\

Dékaz Vety 25.

Zvol'me systém skalarov {\, }ues € [*(S). V stlade s definiciou priestoru 1*(S)
plati podmienka (111), t.j., mame

D ul? < 0. (127)

u€S

Podla Lemy 6 existuje najviac spocitatelne vela vektorov w € S, takych, ze
skalar Ay, # 0. Ozna¢me preto symbolom {un}nen € S mnozinu vietkych
takychto vektorov. Nakolko konvergencia v (127) je “absolatna”, plati rovnost

o0
Dol =D Pl (128)
k=1

u€S

Dokazeme, ze rad } ;7 | Au, ux je konvergentny v X v zmysle Definicie 7. Vda-
w
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Hilbert

Dokaz Vety 25 (pokracovanie).

ka Gplnosti priestoru X staci ukazat, ze postupnost Eiasto¢nych sti¢tov {zn }nz1,
Tn =D p_ Au, Uk, 7 € N, je cauchyovska v norme || - || priestoru X definovanej
v (73). Pre kazdé dva indexy n,m € N, n > m, postupne mame

2 2

= Z )\ukuk

k=m+1

(7—3)< Z )\ukuk 5 Z )\ulul >
k=m+1 l=m+1

= Z A“k >‘_“l (ukv ul> = Z |)\uk |2 . (129)
———

k,l=m+1 k=m+1

Jen — 2m® =

n m
Z )\uk Uk — Z )\ukuk
k=1 k=1

Okl

V zhode s predpokladmi nekonecny &iselny rad > 77 |)\“k|2 konverguje, a preto
podla Cauchyho—Bolzanovho kritéria plati

n

pre kazdé e > 0 existuje n. € N tak, ze pre kazdé n > m > n. je Z |>\“k|2 < &2
k=m+1

So zretelom na identitu (129) je tento vyrok ekvivalentny s relaciou
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Déokaz Vety 25 (pokracovanie).

pre kazdé € > 0 existuje ne € N tak, ze pre kazdé n > m > n. plati ||mn - xm” < &

Nasledne je postupnost {zn }n=1 konvergentna v priestore X. V sulade s Defini-
ciou 7 preto existuje vektor € X taky, ze > 2 | Ay, ur = z. Aplikaciou Vety 24
vzhladom na ortonormalny systém {u, }nen ziskame rovnost Ay, = (z, u,) pre
kazdé n € N. V pripade vektorov z mnoziny S \ {un }nen vyuzijeme spojitost
skalarneho stéinu (-, -), pricom dostavame

n n
<nlew]leAukuk, u> = nlew <kzl Auy Uk, u>

(z, u)

= nhﬁn;o ;)‘uk (ug, u) =0= X, pre kazdé u € S\ {un fnen-

Rovnost (124) teda plati pre kazdy vektor w € S. Napokon druha rovnost
v (126) vyplyva z Vety 20(ii) vzhladom na ortonormalny systém {un,},ecn a
formuly (128). Konkrétne, mame

(128) ~— (105)
STl TETD T w2 = 2
u€eS k=1

Ukazali sme platnost celého tvrdenia v (126), ¢o kompletizuje dékaz. [ |
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Désledok 6

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skalarnym siacinom (-,-) a S C X je dany
ortonormélny systém. Pre dany systém skalirov {\y}ues C T nekonecny rad
Y wes Autt konverguje v priestore X prave vtedy, ked \u, u € S, st Fourierove
koeficienty nejakého vektora x € X vzhladom na systém S.

| A\

Dékaz Désledku 6.

Smer “=" je obsahom Vety 24. Platnost implikacie “<" je désledkom Vety 25.
Konkrétne, ak A, u € N, st Fourierove koeficienty vektora z € X, potom podla
Vety 19 je nekonecny rad > ¢ [Aul? konvergentny, a teda systém skalarov
{Au}ues € I(S). To nasledne podla Vety 25 implikuje podla (126) rovnost
> wes |Aul? = llyl|* pre vhodny vektor y € X. Napokon v silade s Vetou 20(i)
dostavame rovnost > _ . Ayu = y. Dokaz je hotovy. [ |

u€eS

Poznamka 22

| A

Je nutné zdéraznit, ze v pripade vseobecného ortonormalneho systému S nie je
vektor z € X v Désledku 6 pre dany stbor {A\,}ues C T urceny jednoznacne.
Na druhej strane, v siilade s Vetou 24 prave jeden z takychto vektorov je suctom
nekoneéného radu Y _ . Ayu v priestore X, konkrétne vektor y v dékaze vyssie.

u€eS
v
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Nasledujaci tvrdenie kompletizuje vlastnosti zobrazenia ® definovaného v (118),
ktoré sme uviedli v Dosledku 5.

Veta 26

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skalarnym sacinom (-,-) a S C X je dana
ortonormalna baza. Potom zobrazenie ® : X — 12(S) v (118) je izometricky
izomorfizmus unitarnych priestorov (X, (-,-)x) a (I*(S), (-, )i2(s))-

Dokaz Vety 26.

| A\

Klucovym predpokladom je prave skutocnost, ze ortonormalny systém S C X
je ortonormalna baza priestoru X. Zvolme systém skaldrov {\,}ues C 12(S).
Podla Vety 25 vieme, ze existuje © € X, ze skalary Ay, u € S, st Fourierove ko-
eficienty vektora « vzhladom na systém S a plati 3°, ¢ [Au|® = [|z[|*. V salade
s Vetou 20(ii) sa teda jedna o Parsevalovu rovnost v (105), pricom zaroven podla
Vety 20(i) mame > .o Ayu = x. Z ekvivalencii vo Vete 22 nasledne vyplyva,
Ze x je jediny vektor, ktorého Fourierove koeficienty st prave skalary \,, u € S.
Preto v silade s (118) dostavame rovnost ®(z) = {\u}ues. To znamena, ze zo-
brazenie ® je surjektivne. Na druhej strane v zhode s Désledkom 5 je ® zaroven i
linearne izometrické zobrazenie. Preto ® je izometricky izomorfizmus priestorov
(X, (-, )x) a (I(S), (-, )i2(s)). Dokaz je hotovy. [ |

o
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Poznamka 23

Je vhodné presne vymedzit vyznam jednotlivych predpokladov vo Vete 26 a ich
nasledné pouzitie v samotnom dékaze. Rieszova—Fischerova Veta 25 zarucuje,
ze pre kazdy ortonormalny systém S v Hilbertovom priestore X je zobrazenie
® definované v (118) surjektivne, t.j., plati ®(X) = [*(S). Zobrazenie ® je
zrejme vzdy linedrne a podla Vety 20 zachovava normu kazdého vektora = € X,
ktory je suctom svojho Fourierovho radu » o cuu, kde {culues = @(z) v
stlade s (118). V kontexte Poznamky 22 vsak vektor z € X nemusi byt nutne
sactom radu Y o cuu. Tato poziadavka je podla Vety 22 splnena pre kazdé
x € X prave vtedy, ked systém S je ortonormalna baza priestoru X. V pripade
Hilbertovho priestoru X podla Vety 23 teda dostavame

S je ortonormalna baza < @ zachovava skalarny stcin < @ je injektivne zobrazenie.

V tomto duchu potom mézeme hlbsie interpretovat vysledok Vety 21. Ak S C X
je dana ortonormalna baza Hilbertovho priestoru X, potom kazdy vektor z € X
je mozné jednoznacne vyjadrit v tvare

&= Z cuw, kde ¢y = (z, u) pre kazdé u € S. (130)
u€esS

Systém {cy }ues C T je prvkom Hilbertovho priestoru i?(S) a plati rovnost

D lel® = izl

u€esS
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V poslednej sekcii tejto prednasky klasifikujeme vsetky Hilbertove priestory. Ako
uvidime, kli€ovym parametrom pri tejto analyze bude mohutnost ortonormalnej
bazy skamaného Hilbertovho priestoru.

Veta 27

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skaldrnym siéinom (-,-) a S,T C X si
dve ortonormalne bazy. Potom plati card S = card T'.

Dékaz Vety 27.

V pripade, ze dimenzia priestoru X je koneéna, tvrdenie vyplyva z komentara v
Priklade 16. Predpokladajme, ze dim X = co. Zvolme vektor x € T' a nech
{cu(z)}ues je systém jeho Fourierovych koeficientov vzhladom na ortonormalnu
bazu S definovanych v (98). Podla (104) plati nerovnost 3_ ¢ [cu(2)]* < ||z|°.
V salade s Lemou 6 je preto mnozina {c.(z) # 0, u € S} najviac spoéitatelna
a neprazdna, kedze x # 0. To nasledne znamena, ze

| A\

mnozina Ap = U {cu(v) # 0, u € S} ma rovnaki mohutnost ako 7. (131)
veT

Kedze T je ortonormalna baza priestoru X, v stlade s Lemou 3 je systém T
aplny, t.j., podla Definicie 15(i) pre kazdy vektor u € S existuje vektor v € T'
taky, ze cu(v) = (v, u) # 0. V salade s (131) teda plati S = Ap, a tak
card S = card Ay = card T'. Dokaz je hotovy. |

i
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Poznamka 24 (Hilbertova dimenzia)

Kardinalita ortonormalnej bazy daného Hilbertovho priestoru X nad T sa nazyva
Hilbertova dimenzia priestoru X a budeme ju oznacovat dimg X. Na zaklade
vysledku vo Vete 27 je tento pojem definovany korektne. Z Prikladu 16 vyplyva,
Ze v pripade koneéno rozmerného Hilbertovho priestoru s dimenziou n € N plati
dimyg X = dim X = n. V Hilbertovych priestoroch X nekoneénej dimenzie v
siilade s Vetou 16 kardinalne &isla dimz X a dim X splnajo dimg X < dim X.

o

Priklad 20 (Hilbertove priestory nekonecnej dimenzie)

V Priklade 17 sme uviedli, ze v kazdom nekonecno rozmernom Hilbertovom
priestore X ziadna ortonormalna baza neméze byt jeho Hamelovou bazou. Tato
skutoénost je désledkom Vety 25 a jednoznaénosti reprezentacie v (130). Ak
S je dana ortonormalna baza v priestore X, potom existuje aspon jeden vektor
z € X, ktory ma nenulové vietky Fourierove koeficienty vzhladom na systém
S. To nasledne znamena, Zze vektor x sa neda vyjadrit ako linedrna kombinacia
nejakej konecnej mnoziny vektorov z S, t.j., systém S nie je Hamelovou bazou
linedrneho priestoru X.

o

Pomocou ziskanych vysledkov prezentujeme klasifikaciu Hilbertovych priestorov.
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Veta 28

Pre kazdi dand neprazdnu indexovi mnozinu I existuje Hilbertov priestor X
nad T s dimyg X = card I. Kazdy takyto Hilbertov priestor X je izometricky
izomorfny s Hilbertovym priestorom 1%(I).

Dokaz Vety 28.

| A

Ukazeme, 7e ma Hilbertova dimenzia priestoru I%(I) je rovna mohutnosti mnoziny
I. Skutocne, systém vektorov e, u € I, tvaru

1, v=u,
ew ={Atoer CT, Ay := uel, (132)

0, v#u,
je ortonormalna baza priestoru *(I) a card {e,, uw € I} = cardI. Jednoz-
nacnost Hilbertovho priestoru X s vlastnostou dimg X = card I je priamym
désledkom Vety 26, kde pozadovany izometricky izomorfizmus je realizovany
prostrednictvom zobrazenia ® definovaného v (118). Dékaz je hotovy. |

Déosledok 7

| A

Dva Hilbertove priestory nad danym telesom T s izometricky izomorfné prave
vtedy, ked majii rovnakii Hilbertovu dimenziu.

o
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Poznamka 25 (Separabilné Hilbertove priestory)

Medzi Hilbertovymi priestormi nad T maja z hl'adiska aplikacii vyznamné postave-
nie separabilné Hilbertove priestory. Pomocou Poznamky 18 a Vety 28 je mozné
[ahko ukazat, ze Hilbertov priestor X je separabilny prave vtedy, ked ma na-
jviac spoditatelna ortonormalnu bazu, t.j., jeho Hilbertova dimenzia dimy X v
Poznamke 24 je bud koneéna alebo je rovna kardinalnemu &islu Rg. V kontexte
Vety 28 je kazdy Hilbertov priestor s algebraickou dimenziou n € N izometricky
izomorfny s priestorom 1%(I), kde I je akakolvek n-prvkova mnozina. Obzvlast
sa teda jedna o euklidovsky priestor E" nad danym telesom T prezentovany v
Priklade 11. Kazdy nekoneéno rozmerny separabilny Hilbertov priestor je izomet-
ricky izomorfny s priestorom 1?(N) = 12 v Priklade 12. Dalsimi jeho realizaciami
st funkcionalny priestor L?[a, b], taktiez z Prikladu 12, alebo Sobolevov priestor
W'2[a, b] spomenuty v Priklade 15, kde [a,b] C R je kompaktny interval.

| A\

Poznamka 26

Nech X je Hilbertov priestor nad T a A C X je nejaky dany normovany linearny
podpriestor. Z Vety 13 a Poznamky 23 vyplyva, ze ak Sa je ortonorméalna baza
podpriestoru A a S,1 je ortonormalna baza podpriestoru AL, potom systém
SaUS . predstavuje ortonormalnu bazu celého priestoru X.

o
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