10. Pravdépodobnostni vytvarujici funkce

10.1. Definice:Definice pravdpodobnostni vytviujici funkce celdiselne nezaporné nahodneée
veliciny.
Necht’ X je cel@&iselna nezaporna nahodna ela < pravdpodobnostni funkci

p(X = k):{pk prok = 012,...

Ojinak . Pravéépodobnostni vytviujici funkce (dale zrigena p.v.f.)

— - k
nahodné vetiny X je dana vztahen®x (@) = kZ_;)ka Z<1

00

Vyswétleni: Je zejmé, ze p.v.f. je specialnintipadem vytvaujici funkce posloupnos{ian}nzoz

G.@2)= Z(:)anz” .V tomto pipadk posloupnostPiti sphiuje vztahy:
Ok = 012,...: p, 20 2P =1,
k=0

Je také vidt, 7e9x (2) = E(Zx ) =2 Pz

k=0



10.2. Friklad: Najdéte prav@podobnostni vytviujici funkci nahodné valiny X, ktera ma
rozlozeni: a) PaJ(), b) Bi(n,9), c) Ge@).

Reseni:
)\k
_ —le‘A prok = 012,...
ad a) P = k_'_ :
Ojinak
_ X k_oo)\k —)\k_—)\oo()\z)k_—)\ Az _ A (z-D)
gX(Z)_Zka —Z_e Z =€ Z =" [& =e
k=0 oo K! = k!
(njsk(l—S)”'kprok =04...,n
P =LK
ad b) ,
Ojinak
gy (2) = ipkzk = Zn:[nj{}"(l—ﬁ)”‘kz" :Zn:(nj(zﬁ)k(l—ﬁ)”‘k =(1-9 +z9)"
k=0 o\ k o\ K

_|@@-9)“® prok = 04,...
ad C) pk - ..
Ojinak ’

0, @ =Y p2" = 1-9) 82" :Si((za-a))k =

00
k=0 k=0

1-z(1-9)



10.3. \Kta: Vypocet pravédpodobnostni funkce pomoci prayadobnostni vytviujici funkce.
Je-li g«(z) p.v.f. ndhodné valiny X, pak pro prav&podobnostni funkci nahodné wehy X

_9°@
plati: Pi kI

prok=0,1,2, ...

z=0
Diikaz: Plyne z ¥ty 10.4. kurzu Markovsk#etzce, protoze p.v.f. je specialnifigadem
vytvorujici funkce.

10.4. \Kta: Vypocet stedni hodnoty a rozptylu pomoci pr&padobnostni vytviujici funkce.
Necht’ X je cel@&iselnd nezaporna nadhodna &ela < p.v.f. g(z). Pak plati:

+E(X) - [E(X)f

=1

= ikpkzk_l
k=1

E(X) _igx (2),., DX)= dzgx (Z)

= ikpk = E(X)

1

d (oo}
Ditkaz: ng (Z)‘Fl = EZ P Z"

k=0 7=1 z=1

0 @) = 3 P = > k{k ~2)p, = E(X(x ~1)) = E{x?)- E(x]

0]
z=1 k=2

o\ _ o
Odtud plyne, zeE(X ) 42 —0(2)

dokazovany vztah.



10.5. Fiklad: Pomoci pravépodobnostni vytviujici funkce najéte stedni hodnotu a rozptyl
Qéhodné vetiny X ~ PoQ.).
Re3eni:Podle gikladu 10.2. (a) g(z) = é“Y.

d 2
E(X) = -0x (@), =A“P|_ =)

z=1
2

D) =0,@)  +EC)-[EC0P = e

+ )\ _ )\2 — )\Ze)\(z—l)
1

AN =N NN

Z= Z=

z=1
10.6. ta: Véta o pravdpodobnostni vytviujici funkci sodtu n stochasticky nezavislych
celatiselnych nezapornych ndhodnych wieli
Nech’ X4, ..., X, jsou stochasticky nezavislé célleelné nezaporné ndhodné &y, které maji

p.v.f. gxl(Z),... Ox, (Z) Pak pro p.v.f. transformované nahodnédveyi Y = ;xi plati:

0 (2)=[] 9 (@)
Diikaz: & ()= E(ZY): E[Z;x J - E(Ij = J - |j E(in ): |j gy (2)



10.7. Fiklad: Nech’ X4, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodnédmali, X; ~ A(9),
I =1, 2, .., n. Naj&ke prav@podobnostni vytviwjici funkci transformované ndhodné valy

n

Y :in .
i=1

kfq_ Y-k _
9% (1-9)" prok O’l,i:1,2,...,n
0 jinak ’

00 1 1
Oy, (2) = kzz(:)pkzk = kzz;)ﬁk(l‘s)l_kzk () @-9)"=1-9+28 ppgle ¥ty 10.6. plati:

gy@ =0, @0.0, @=[0-9+28)"= Y -~ Bi(nys)

Redeni:X; ~ A(s) = Px _{



10.8. \éta: V¢éta o pravdpodobnostni funkci s@tu n stochasticky nezavislych céiselnych
nezapornych nahodnych v@h.
Nech’ Xy, ..., X, jsou stochasticky nezavislé célleelné nezaporné nahodné ¥ely, které maji

_{pk prok = 012,... .

v3echny stejnou pra¥dodobnostni funkeP(%i =K) Ojinak LU = PV

transformovana nahodna wétia ¥ = ;Xi ma pravdpodobnostni funkci
P(Y = k) = {pk }n*pmk =012...
Ojinak :
Diikaz: Necht’ g«(z) je p.v.f. nahodné veiny X;, i=1, ..., n. Pak podlegty 10.6.
gv(2) = [ox(2)]". Podle ¥ty 10.7. kurzu Markovsk&tzce je posloupnos{lP(Y = k)}oko=0 n-tou

konvoluni mocninou posloupnos{pk}k=o.



10.9. Fiklad: Nech X4, X; jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi, pricemz

Xi ~ Bi(n,s), i =1, 2. Pomociaty 10.8. utete rozlozeni transformované nahodnédcush
Y = X1+ Xo.

Reseni:

[E}S"(l—ﬁ)”"‘prok =04,...n

Py =1
Ojinak
. n (n -
Y =)=(0.F =P, 0.+t pupo = -9 | o)+
n 1(1 _ n-1 n k=11 _ n—k+1 n k1 _ n-k n 01 _ n _
+(1}9 1-5) (k_l}s 1-5) +...+(k}9 a-9)( "s°-o)

= i(n}sl (1—8)”“'@ ~ J&"‘j (1-9)"™1 = 91— )2

i=o \J

kK (n)n 2n _
_ = -9
o\ Ak=]) \k
k=0,1,..,2n. Znamenato, ze Y ~ Bi@n,

(Tento poznatek lze zobecnit pro r stochastickyamestych nahodnych veilin s tymz
binomickym rozlozenim Bi(n,), i = 1, 2.. Jejich saiet bude mit rozlozeni Bi(r.n).)



10.10. Wta: Véta o pravdpodobnostni funkci s@tu nahodneho pitu stochastiky nezavislycl
celatiselnych nezapornych ndhodnych wieli

Nech’ X, X, ... jsou stochasticky nezavislé cékelné nezaporné nahodné #ely, které maji
P, prok = O;L2,...i:l2 _ ; ;
Ojinak 1 --- a N je celdiselna

. - L _ . _ \_|g,pron=0212,...
nezaporna nahodna w@ha, ktera ma pravgodobnostni funkd(N =n)= Ojinak

vSechny stejnou pravd. funkci PX; = k)={
. Pak

N
transformovana nahodna vétia S=_X; (sowet ndhodného @tu nahodnych velin) ma
i=1

oy |h :iqn{p I prok = 012,...
pravcEpodobnostni funkcF(S‘ k)‘{ = :
Ojinak

Diikaz: Pouzijeme vzorec tplné praymbdobnostiP(A) = > P(H,)P(A/H,) kde I je nejvyse

spaetna indexova mnozina{dl;;i 01} je Gplny systém hypotéz. Ozfme A={S=k}, H,={N=n}.
Pak P(H) = P(N=n), P(A/H) = P(S=k/N=n) = P(%t+...+Xy=k/N=n) = P(X%+...+X,=k), ovSem

podle &ty 10.8. DX = k} ={p}" . Po dosazeni do vzorce upiné prpatiobnosti dostaner
i=1

P(A)=P(S= k):iP(Hn)P(A/Hn):iqn{pk}”*,k = 012,...



10.11. Definice Definice slozeného rozlozeni.

N
Rozloieni{hk}k:O transformované nahodné \&hy S= Z;Xi se nazyva slozené rozlozeni.
1=



10.12. Kiklad: Necht’ X, X,, ... jsou stochasticky nezavislé ndhodnécumli pricemz
Xi~A(9),i=1, 2, ... NechN je na nich nezavisla ndhodna vigla, N ~ Pox). Najdkte
rozlozeni nahodné vélny S =X + ... + X,.

(Ejﬁ"(l—ﬁ)”'kprok =04,...,n

Ojinak

9% (1-9) " prok = 01
Reéem’: P {O]mak {pk}

— <

_ )\—e'kpron = 012,...
d, =4y n!
Ojinak

-k+k| —

=R pra-oy ey Loy |y -

n=k n!

S A e I FETAP'S of 1Ll I

rmx K!(n-k)! k! . (n—k)!
_1 e [)\(1 ’9)] 1 k A1-8) — (Aa)k -9
=€ (As)z T oo (A9)e?) = Ger=

S ~ Po\d).



10.13. W&ta: Véta o pravdpodobnostni vytviujici funkci nahodné valiny S.
Pro p.v.f. ndhodné veliny S plati g(z) = gu(gx(2)).
Dukaz:

05(2) = ihkz =3 S a.{p 2

k=0 n=0 n

=30, o 25 = Y0, lox @) = 0, (04 (@)

k=0 n=0

Ms

1
o

10.14. Kiklad: Pro nahodnou veiinu S z gikladu 10.12. odvdite prav@podobnostni
vytvorujici funkci.

00 1
Regeni:X, ~ A(9) = Ox @ =D p 2" =Y 9 (1-8)" 2" =1-9+20
k=0 k=0

N ~ Pog) = 9y (@) =€'“"  gy(2) = qu(x(2)) = €77 = = 5~ popd).



10.15. Riklad: Volavka léeta k jezirku, aby ulovila rybu. To se@dai s pravédpodobnosti p,
0 <p < 1. Ozn&me N paet lefi a gedpokladejme, Z& ~ Gel-9) 0<9 < 1. Odvalte
rozlozeni nahodné vélny S, ktera udava celkovy pet ryb ulovenych volavkouipjejich N
letech k jezirku.
Reseni:X; ... patet ryb ulovenych pi-tém letu, X ~ A(p), &(z) =1—p + zp

1-9

N ... paset leti volavky k jezirku,N ~ Gel1-9), 9x (z)= 1- 79
S ... celkovy poet ulovenych ryb, S = X+ ... + X,

gJﬂZQN@x&»zl_aé:i+zm

_1-qg
Muze to byt p.v.f. geometrického rozlozeni pegaké g takoveé, 288(2) T 1- 2q ?

Citatele i jmenovatele petime 1-9 +3p:

1-9 1-9+39p-9p 1- ap
(z): 1-9+9p _  1-9+9p _ 1-9+3p
Is 1-93+39p-z9p 9p 9p
-2z ————| 1-21 ————
1-3+38p 1-9+9p 1-9+9p

vp
Vidime tedy, 7e>~ G{l' 1-9 +3pj .



10.1¢. Véta: Véta o stedni hodnat a rozptylu nahodné veélny S .

Nech’ Xy, X,, ... jsou stochasticky nezavislé catelné nezaporné nahodné #ely, které maji
vSechny totéZ rozloZeni sé¢eini hodnotoyw a rozptylenms® Necht N je na nich nezavisla
celatiselna nezaporna nahodna viela. Pak nahodna véina S = X + ... + Xy ma stedni
hodnotu E(S) = E(N) a rozptyl D(S) = D(N)* + E(N)o”.

Diukaz:

ES) = 0:@),., =+ (0 )], =94 (0 @) 2)... = 0’ (0. Do ') =

=0,'(L )gx (1)= (N)E(X) = E(N)u

d? 2
DO =790 +EO -[EQF . Nejprve spéteme 2. derivaci p.v.f. v bédz=1:

z=1

dd—;gs(Z)L=1 =0y (0:@)ox (27, +9n'(0x (@ax (2, = 90" Wy @ + 9y D)o (1) =
=gy "(u® +E(N)a, " (@)

Ze vzorce pro rozptyl plyne, " (1) = D(N) - E(N)+[E(N)]* g,"(1) = 0® —p+p?, tedy
o(lj—2 (2)],., = D(N)Ju® = E(N)u? + [E(N)'u® + E(N)o® ~E(N)u + E(N)*  pg dosazent:

D(S) = D(N)u? - E(N)u? + [E(N)Pu? + E(N)o? = E(N)u + E(N)u? + E(N)u - [E(N)Pu? =
=D(N)u* + E(N)o



