11. Galtoniv — Watsoniv proces \tveni

11.1. Definice:Neclt jedinec tvaici nultou generaci fize dat vznik 0, 1, 2, ... jedifum
(potomkim) prvni generace. Analogicky kazdy jedinec z pgererace five dat vznik O, 1, 2,
... jedindim druhé generace atditem predpokladame, ze
a) paet potomk X ndhodr zvoleného jedince ma praywbdobnostni funkci

p, prok=0,1,2,...
P(x = k) = {ojinak , kterd nezavisi na zvoleném jedinci ani na gemedamiz
prislusi;
b) jedinci z dané generace davaji vzniknout svytoméim vzajemi nezavisle.
Ozname X, pcet jedind n-té generace (specidlfe X, = 1). Za uvedenychipdpoklad
posloupnost nahodnych wh {X,;nON,} tvoii homogenni markovskietszec s mnoZinou
stava J = {0, 1, 2, ...}. Tentdettzec se nazyva Galtén — Watsoiiv proces ¥tveni.
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11.4. Rriklad: Neclt {X,:nONo} je Galtoriiv — Watsofiv proces ¥tveni s mnoZinou stév
J=1{0, 1, 2, ...} a vektorem géatenich pravdpodobnostp(0) = (%4, ¥4, %2, 0, ...). Najtk
matici prechoduP.

Reseni:
1 0 0 (1 0 o

5| P P 0, |_|ua va w2z
0.2 20,0 200, +pl ...| | 116 2116 516 ...

11.5. ta: Pro pravdpodobnostni vytviujici funkci ndhodné valiny X, plati:
_[9x. @x (@)pron=12,...

dx (2 =

Opron=0

nahodné vediny X;.

, kde ¢(z) je pravé@podobnostni vytviujici funkce

Xn
Diikaz: ProtozeX n1 = ; Uk je sowet nahodného @tu nahodnych vedin, tvrzeni plyne
z vty 10.13.



11.6. Fiklad: Neclt {X,;nON} je Galtorfiv — Watsoiiv proces ¥tveni, gicemz
nahodna vetina X; sefidi rozlozenim A¢), tedy jeji pravépodobnostni vytviujici
funkce ma tvaidy (z) =1-9 + 73 . Najdste pravépodobnostni vytviujici funkci
nahodné vediny X..

Reseni:

gy (2)=1-9+z9 =1-9(1-2)

Ox, (2) =94 (9x (2)) =1-9 "“9(1_‘9 i ZS) = 1_82(1_ Z)
Ox, (2) =0y, @y () =1-9°[1-(1-9 +29)| =1-9°(1-2)
Obecr: Ox (2)=1-9"(1-2) pron=1, 2, ...



11.7. \kta: Necht p je stedni hodnota & je rozptyl ndhodné veliny X,. Pak pro sedni
hodnotu a rozptyl néhodné \@hy X, plati:
2, ,n-1
Ftal
D(X,) =+ n-1
\no’prop =1
Diikaz: Provedeme matematickou indukci. &w10.16. plyne:
E(Xpa) =E(Upag o+ Uy ) = EX =g =p™,
2,,n-1

Nech u# 1. Pak
D(X n+1) = D(Un+11 toF Un+1X ) = D(Xn)p‘2 + E(Xn)o-2 2 u (u]_ )p‘z +|1n02 =
y 1N u_

E(X,)=u",

_ o2 — g™ + g2u™ - g2 _ O.2un(un+l _1)
-1 -1

Necht' n = 1.
Pak D(%x1) = D(X,) + 6°=no” +6° = (n + 1)c°




11.8. Fiklad: Pro zadaniikladu 11.4. vypéiéte stedni hodnotu a rozptyl ptu potomk v n-

té generaci.
(Pripomeime, ze vektor piateinich pravdpodobnostp(0) = (Y4, Y4, Y2, 0, ...).)
Reseni:

:p:ogl+1gl+2al:—,
D(X,)=0? = ( ) [E(X, ) -ozahfghzzg% (4)2:1_1

16

E(X,)

)T T

11.9. ta: Ozna&me @ = P(X, = 0) prav@podobnost vyhynuti v n-té generaci. Pak plati:
d, =9y (0).

Diukaz: gxn (Z) = ZP(XH = k)zk :>an (0) = P(Xn = O) =q, .

k=0

E n
4




11.10. Wta: Necht 0 < p< 1. (Krajni gipady p = 0 a g = 1 vyliCujeme, protoze progp= 0 je
g.=0provsechnan=1,2,...apgppljeg=1provSechnan=1, 2, ..)

a) Je-lip<1, paklma, =1,
b) Je-lin>1, pak!]i[Tjo d, =&, kde&0(01) je nejmensi kladny Ken rovnice z = g(z).

Interpretace: Je-li < 1, pak s prawtpodobnosti 1 proces dosahne jen KoBennoha generaci.
Je-lip > 1, pak s prawipodobnostE proces dosahne kofré¢ mnoha generaci a

s prav@podobnosti 1 € dosdhne nekokeé mnoha generaci.

Dukaz: nebudeme provéid

11.11. Riklad: Pro Galtoidv — Watsoiiv proces z fikladu 11.4. najéte limitni hodnotu
pravcEpodobnosti vyhynuti.
Reseni:
5 5
V piikladu 11.8. bylo vyp&eno, 2eE(X1)=Z. Protoze, >1 podle tvrzeni b) &ty 11.10.

2
Ima, =&, kde&O (01) je nejmensi kiadny ken rovnice z = g(z) = épkzk =~
1.1 .1 3+.9-8 :<1
4

=ttt P Aleze 228 227 -2 +1=0=2, = 1. Podminku spiuje kaen %,
2

tedy limitni hodnota pravgbodobnost i vyhynuti je O,



11.12. Poznamke Predchozi vysledky lze snadno zobecnit fipad, kdy nulta generace je
tvorena k> 1 jedinci. Pak pron=1, 2, ... plati.

a) E(Xn) = kol-ln

(ko qun—l(un _1)prop £1
5 D(X,) =1 u-1
k,no“prop =1
_ lprop<l
c) A h :{Ek" prop >1

Lze si totiz pedstavit, Ze vedle sebe se navzajem nezawisle ky populaci, z nichz kazda
vznikla z pra¢ jednoho jedince.



Proces zaniku Fijmeni

V r. 1845 francouzsky statistlkenée Jules Bienaymaivaejnil ¢lanek ,O
zakonu nasobeni a trvani rodin“. ¥m si polozil otazku, jaka je
pravcEpodobnost, ze muz bude mit po n generacich muigkeny nesouc
jeho @ijmeni. Uvad zde, ze je-li pimérny pcaiet syrii jednoho muze nejvyse
1, je pravdpodobnost zanikuigmeni 1. Je-li vSak gmeérny patet syni vetsi
nez 1, neni zanikipmeni jisty jev a pravébodobnost zanikuimeni lze
vypccitat jakoreSeni jisté algebraicke rovnice.

Na Bienaymeho praci navaz: roce 1847 jehoiiitel, matematik a ekonom
Antoine-Augustin Cournot. Uvedeme zde specialniipad, kterym se

Cournot zabyval.



Predpokladejme, ze kazdy muz ma nejvyse dva syny.
Po ... prav&podobnost, ze nema zadného syna
p: ... pravépodobnost, ze ma jednoho syna
P2 ... pravépodobnost, ze ma dva syny
Pot+tp=1
Pravdpodobnost vyrieni v 1. generaci:iGF [
Pravdpodobnost vyrieni ve 2. generaci: mohou nastatiizné situace.
1.Rod vynie jiz v 1. generaci s pravdodobnosti g= .
2. Muz ma pra¥ jednoho syna, ktery nema zadné muzské potomky. To
nastane s pra¥godobnosti g;.
3. Muz ma pra¥ dva syny, zadny z nich nema muzské potomky. K tomu
dojde s pravébodobnosti g;°.
Celkem: ¢ = po + puth + Po0h”.
Pravdpodobnost vyrieni ve 3. generaci: §pmohou nastatitsituace, stej@
jako ve 2. generaci. Jejich prayadobnosi jsou p, pidg, P0z°. Tedy
O = Po + P10 + Pa0”.
Obecr: ¢ = po + Puln1 + Poln1°.



Plati, Ze posloupnot.},. pravdspodobnosti vyrreni je rostouci posloupno
d, <1 proOnON. Tato posloupnost ma limitw<1, ktera jeteSenim
kvadratické rovnicex = p, + p,x +p,x*. Protozep, + p, +p, =1, vyjadiime p, jako
P, =1-p,-p,. Pak
X =Py +(1_po _pz)X+p2X2,
0= po(l_ X) — pZX(l— X) = (1_ X)(po - pzx)/ P2

_ Po
0=(1 x){p2 xj

Po

Odtud je vidt, Ze rovnice ma dva kenyx=1a>=



Dame tyto kdeny do souvislosti serstdni hodnotou piu syni libovolného
muze:u=0[p, +1lp, +2[p, =p, +2p, =1-p, —p, +2p, =1-p, +p,

Mohou nastatit rizné situace.

Je-lin<l1,t.1-p+p<1l, pakg—z >1 Avsak x je pravépodobnost, tedy
jedinou moznou limitou je

Je-lip=1,t.1-pg+p= 1, pakg—zzl a limitou je 1.

Po

: : P .
Je-lip>1,t.1-pg+p>1, pakp—z<1 a limita je,

2

Zamena to, zeipstredni hodnat poctu symi pu < 1 @ijmeni ugité zanikne,

zatimco pi u > 1 @ijmeni zanikne jenom s praémbdobnostﬁl—z.



Prakticka aplikace Galtonova — Watsonova procesu&veni v demografii

Vychozi data

Budeme vy3ébvat sled generaci Zenské popul@eskoslovenska. Mame k dispozici Gdaje z roku 1961,
které popisuji rozéleni zen ve ¥kovem intervalu (45 let, 50 let) (tedy na koncinagukéniho obdobi)
podle pa@tu ziv narozenych &i. Zen v tomto ¥kovém intervalu bylo 450259.

pocet déti| oznaceni| pocet Zzen
0 cO 65387
1 cl 78901
2 c2 136150
3 c3 79878
4 cd 39387
5 c5 19856
6 c6 15365
7 c7 7683
8 c8 3841
9 c9 1921
10 cl0 960
11 cll 480
12 cl2 240
13 cl3 120
14 cla 60
15 cl5 30

Tabulka 1 - vychozi data



Stanoveni pravdpodobnosti narozeni dcery, ktera se dozije reprodutniho véku 25 let

Zajimaji nas pouze potomci zenského pohlavi. Jenende v r. 1961 byl po#én poctu zivé narozenych

chlapd k poctu zive narozenych divek 1,055 (tzv. ukazatel maskulinitydy pravédpodobnost narozeni
, . 1

divky je T D55

Déle je znamo z Gmrtnostnich tabul@8R pro rok 1961, ze praypodobnost doziti 25 let pro zenu je

0,96788. Tedy hodnotu h = 0,967% = 0,470988 Ize povazovat za prapddobnost, ze zi&v

narozeny potomek je dcera, ktera se doja2s let.



Rozlozeni pd&tu Zen podle pdtu dcer, které se doziji reprodulkéniho véku 25 let

Neclt' ¢ je patet Zen s i potomky. Z vlastnosti binomického roeluizs parametry i a h plyne, ze Zpog
pripada (1-h); na Zeny s zadnou 25 letou dcerou, ih(Tdana Zeny s pravjednou 25 letou dcerou atd.

pocet potomku | pocet Zen|rozdéleni Zen podle poctu 25 letych dcer
0 1 2
0 Co Co 0 0
1 Cq (1-h)C1 hc, 0
2 & (1-h)°c, | 2h(1-h)c, hc,
3 e (1-h)*cs | 3h(1-h)’c; | 3h*(1-h)cs
4 e (1-h)*c, | 4h(1-h)’cs | 6h*(1-h)’c,
suma C PoC p.C p2C

Tabulka 2 — rozéleni py, py, ... Zen podle pau 0, 1, ... 25 letych dcer
konstruované na zaklagbocta ¢y, ¢, ... Zen s 0, 1, ... potomky.



Numerické vyhodnoceni tabulky 2:

pocet potomkud|pocet Zen| rozdéleni Zen podle po€tu 25 letych dcer
0 1 2 3 4
0 65387 | 65387 0 0 0 0
1 78901 |41740 | 37161 | O 0 0
2 136150 | 38102 | 67846 [30202| O 0
3 79878 [11826 | 31586 |28121|8645| 0 |...
4 39387 | 3045 | 10985 |14671| 8708 | 1938 |0
suma 450259 |161420|153833|85789|31330|11549

Na zaklad této tabulky Ize stanovit pragdodobnosti g pi, P, ...

161420
= =0,35850
Po 45025¢ 4

p1 = 0,3416544, p= 0,1905325, $=0,0695821, ...

Stredni hodnotavn=p, + 2p + 3+ ... =0,341655 + 2.0,190533 + 3.0,069583 = 1,111166 >1



Matice pravdépodobnosti geechodu

1 0 0
= Po P1 P>
= 2 2
Po- 200P1 P1 +2PpoP;

V nasSem fipac tedy dostavame:

1 0 0 0

0,358504 0,341655 0190533 0,069583 ---

P=| 0128525 0,244969 0,253342 0180085 ---

0,0460/77 0131733 0199067 0,206734 ---




Pravdépodobnostni rozlozeni pétu 25 letych dcer v n-té generaci

Pro vektor absolutnich praggbdobnosti plati zakon evolugg(n) = p(0)P".

V nasledujici tabulce jsou uvedeny slozky vektpfo) pron =0, 1, ..., 10

>

0

1

2

3

4

S

6

=

1,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000] ...

0,358504

0,341655

0,190533

0,065830

0,025651

0,009428

0,003191

0,001013]...

0,509170

0,174495

0,131214

0,078222

0,046294

0,026754

0,015134

0,008447] ...

0,593159

0,105974

0,090446

0,064523

0,045799

0,031962

0,022014

0,015040| ...

0,646756

0,071021

0,065064

0,051054

0,039920

0,030799

0,023537

0,01/881]...

0,683843

0,050729

0,048627

0,040485

0,033619

0,027604

0,022493

0,018246] ...

0,710930

0,037884

0,037477

0,032484

0,028103

0,024071

0,020485

0,017367|...

0,731494

0,029234

0,029590

0,026409

0,023533

0,020781

0,018246

0,015970] ...

0,747563

0,023131

0,023824

0,021/36

0,019805

0,017/894

0,016085

0,014416] .

0,760402

0,018665

0,019489

0,180087

0,016768

0,015422

0,014117

0,012887] .

Blo|o|~|o|a|s|jwnvik|o

0,770845

0,015300

0,016151

0,015194

0,014281

0,013322

0,012371

0,011460

Tabulka 3 — pravipodobnostni rozlozeni(p) poctu i 25 letych dcer v n-té generaci

V prvnim sloupci jsou pravgodobnosti vyhynuti (v zenske linii). Je $idze v 10. generaci je
pravéEpodobnost vyhynutigl10) = 0,770845 hodnvysoka. Naproti tomu pra¥dodobnosti libovolného
nenuloveho pé&u dcer jsou velice malé (nappro jednu dceruygfl0) = 0,015300 a s rostoucimdpem
generaci se stale snizuiji.



Vytvo fujici funkce poctu 25 letych dcer v n-té generaci

an (Z) = ankzk
k=0

yA

9:1(2)

92(2)

J3(2)

94(2)

9s(2)

0,0

0,358504

0,509170

0,593159

0,646756

0,683843

0,1

0,394647

0,528015

0,604730

0,654564

0,689446

0,2

0,435057

0,550027

0,618573

0,664047

0,696322

0,3

0,480260

0,575893

0,635302

0,675717

0,704892

0,4

0,530872

0,606507

0,655773

0,690318

0,715785

0,5

0,587619

0,643056

0,681205

0,708964

0,729979

0,6

0,651360

0,687140

0,713398

0,733401

0,749073

0,7

0,723115

0,740967

0,755101

0,766513

0,775872

0,8

0,804109

0,807566

0,810729

0,813400

0,815726

0,9

0,895811

0,891733

0,887770

0,883881

0,880022

1,0

1,000000

1,000000

1,000000

1,000000

1,000000

Tabulka 4 — hodnoty vytvajici funkce g(z) pcoitu 25 letych dcer v n-té generaci







Pravdépodobnost vyhynuti

Limitni hodnotu pravépodobnosti vyhynuti Ize ziskat jako nejmensi klakoken rovnice
z=0(z), kde g(z) =f2) = p + Pz + pZ° + ...

V nasem fpads fe$ime rovnici z = 0,358504 + 0,341655z + 0,190533,069583% + ...
Vysledek: & = 0,834043

Je zajimaveé posoudit rychlost konvergence poslostpgopravdpodobnosti vyhynuti potontkv zenské
linii v jednotlivych generacich kifslusné limitni hodnat & = 0,834043- viz 1. sloupec v tabulce 3.

Pro zajimavost je§tuvedeme limitni hodnoty pragdodobnosti vyhynuti potonikv Zenské linii protizné
zene (Udaje jsou z roku 1960).

zemé &

Peru 0,2620
Japonsko | 0,3242
Mexiko 0,4066

Madarsko|0,7130

USA 0,8209




