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4.2. Poznamka:Lze odvodit, ze nahodna v&ha X~ PO(?\) ma tytociselné charakteristiky:
a) stedni hodnoteE(X)=A
b) rozptyl D(X) =A

1
c) Sikmost93(X) = iy

1
d) épEatostO‘4(x) Y

4.3. Poznamka:Nahodna vetiina X~ PO(?\) udava poet udalosti, které nastanou
v jednotkovéntasovem intervalu resp. jednotkové oblagiicgmz tyto udalosti nastavaji
nahodr, jednotliw a nezavisle na sébParameti > 0 udava sedni hodnotu (i rozptyl) @ou
udalosti.
Poissonovym rozlozenim $&li naff.

- podet vyzev, které dojdou na TU za jednotk@agovy interval

- pocet mikroorganizm v jednotkoveé oblasti zorneého pole mikroskopu

- pcocet pozadavk v systéemu hromadné obsluhy za jednotkéasovy interval

- atd.

Upozornéni: Pokud X udava pet udalosti, které nastanodasovem intervalu délky t aretin
hodnota p&tu udalosti v jednotkovérkasovém intervalu j&, pak X~ PO(M).



4.4, \ita: Necht X ~ PAdA) a Y ~Bi(n,9, ). prlcemZ“mS =0 glimnd, =\ pak

n—- oo

pravcEpodobnostni funkce ndhodné vely Y konverguje pro r— o« k pravdpodobnostni
funkci nahodné vetiny X.

Dukaz:

(N _ . n! n!

lim| |8 7(1-9, )" =Ilim 3.7(1-9, )" =lim ( j( j
n_,oo(yj ( ) n- oo yl( y)l ( ) I’I_>ooy

e 8, o el

Upozornéni: Binomické rozlozeni izeme dobe aproximovat Poissonovym rozlozenim, kdyz

pravapodobnost vyskytu jevu v jednom pokusu je velmiar@ < 01) a zarové poset pokus
je dostaténé velky (n=30).



4.5. Hriklad: Predpokladejme, zerppéstovani rostlin hrachu jeravéEpodobnost uhynuti
rostliny 0,002. Jaka je pra#plodobnost, zeippéstovani 1000 rostlin
a) neuhyne zadna rostlina, b) uhynou nejvyse 4img3t

Redeni:Ozname Y nahodnou velinu, kterd udava get uhynulych rostlin hrachu.
Z podminek Glohy plyne, Ze Y Bi(10000,002)
Presny vypdget:

1000
a) P(Y =0)= (o Jo,oo?o,ggs“mo = binopdf(0,10000.002) = 013506452

4 (1000
b) P(Y <4)= Z(y jo,oozyo,ggsmwy = binocdf(4,0,0000.002) = 0,94752761
y=0

Aproximace Poissonovym rozlozenim: podmirnki 30 a @ < 01 jsou splgny. Ritom
A =n[9 =100000,002=2.

0
a) P(Y =0)= %e‘z = poisspdf(0,2) = 013533528

4
( 4) = Zyy 2 = poisscdf(4,2) = 094734699
y:



4.6. \&ta: Necht X ~ PdA) . Pak pro modug plati: A —1< X< A . Je-lid ptirozené¢islo, pak
existuji d¥ modalni hodnoty. Neni-k prirozenécislo, je Poissonovo rozlozeni unimodalni.

Diikaz: Protoze modus je nejpragymbdobréjSi hodnota, musi sdasré vyhovovat déma
nerovnostem:

X —1 X +1
n(®) 2 1% -1 Cn(®) 2 1k +1). 4 “(Tf(ﬁ) ) sm"(rf(ﬁ) Je1

Dosadime za pra¥godobnostni funkci a postupnpravujeme:

)\)A(—l e_)\ )\§(+l e_)\
()A(Tl)! le()A(fl)! <1
K e_)‘ K e_)‘
X! X!




4.7. Hiklad: K holi¢i chodi paimérneé 6 zakaznilt za 1 h. Ukete nejpravé&podobrEjSi paiet
zakaznik u holice kthem @il hodiny a uéete pravdpodobnost tohoto @tu.

ReSeni:Nahodna veliina X udava peet zakaznik u holice lshem 1/2 h, X ~PO(3). Protoze\.
je prirozenécislo, existuji d¢ modalni hodnoty, a to 2 a 3. Jejich prgwaldobnost

2
P(X =2)= %e'S = 45 = 0,224

P(X =3)= ge‘?’ = 45e° = 0,224



4.8. &ta: Neclt X ~ PogQ.). Pak prolX = 1,23,--- plati: xmi(x) = An(x —1). Prav@podobnostni
funkci Poissonova rozlozeni Ize tedy vyj@dekurzivre:

T[(X)ZgT[(X—l) prox=1, 2, 3, ...,T[(O):

Dikaz:
)\X N )\X-l N
xT(x) = x—e e =\ = Am(x —1)

(1)

r(x+12)
4.9. Véta: Necht X ~ Pog.). Pak prolix = 012,--- plati: ®(x)= r(x+1) , kde

= [ttedt T(aA)=[t*"edt
0 A
pro pirozené al (@)= (a-1), r(aAr)=e? " +(a-2)e?A*? +...+(a-1)e”
Dukaz:
r(x+12) _ew +x—e_A)\X_1 +x(x —1) gR +...+x!§ A} —e? A ..t+e? =
rx+1  x X! X! x! x! (x —1)

=7(x)+{x ~1)+...+ (0) = ®(x)




4.1C. Véta: Necht X;, X, jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi, X; ~ Pof), i =1, 2. Pak
transformovana nahodna v@ha Y = X; + X, ~ Pofu+ Ay).
Duakaz:

Podle ¥ty o konvoluci dostavame:

00} y A i
n(y)= Y mx)mly-x)=x,20y-x,20=0<x,<y|= > "L-eh 2~
A= %0 X! (y _Xl)!
:i -(A1+A2) . y X1\ Y1 — ()\1+)\2)y (A1 +A,) — PNT
y! © X;}[Xl}‘l A y! e proy=0,1,2,...,=0jinak
Vidime, Ze Y ~ PO@+ Ly).

4.11. PoznamkaTvrzeni ¥ty 4.10. Ize zobecnit i na n stochasticky nezaeislyelicin
X1, .oy Xy Xi ~ PoOQy), 1 =1, ..., n. Pak transformovana nahodnadciedi

n n

Y = lexi ~P ;A‘j . Znamena to, ze Poissonovo rozlozeni je terad vzhledem k operaci
1= 1=

sitani



4.12. \Bta: Necht’ X ~ PO(?\), pricemzA je pirozenécislo \KtSi nez 9. Pak rozlozeni ndhodné
veliciny X Ize aproximovat rozlozenim N(A).

A
Diikaz: Podle poznamky 4.11. jé = ;Xi , pricemz stochasticky nezavislé nahodnédneyi
X1, ..., X seridi rozlozenim Po(1), E(X=1, D(X) =1,i=1, ... A Fitom
E(X):E(iXiJ:iE(Xi):)\, D(X)zD(iXiJ:iD(Xi):)\_
i=1 i=1 i=1 i=1

Podle CLV dostavame, Ze vifia X = N(A,A).
Graf prava@podobnostni funkce Po(z  Graf hustoty N(20,20)

0.09 ' ' ' = ' ' ' 0.09 ' ' ' =~
i / N\
0.08} 1 0.08f /A
* * / \
/ \
o7} 1 0.07} / \
0.07 . / \
. |
0.06} 1 0.06} /s/ \\
+ /
* / \
0.05} 0.05- / \
% / \
0.04} . 1 0.04f
* / \
0.03} 1 0.03f / \
* . // \\
/ \
0.02} 1 0.02f
*
* ¥ // \\
0.01f * . 1 0.01f / \
* *
Ottt et . . . . %**%sk*** 0 L . . . I




4.13. \Bta: Necht’ X ~ PO()\), pricemz je @irozenécislo WtSi nez 9. Pak pro nezaporna cela
¢isla a, b, a < b plati:

b-A a—A»A
Plas X <h)= (D[Tj - (D[TJ , kded je distribwni funkce rozlozeni N(O, 1).

Dukaz:
a-E(X)

lasxsb)=F 2 lsus bﬂE(;;)J (el E ey

4.14. Poznamka:Aproximace Poissonova rozlozeni normalnim rozlobese zlepsi, kdyz
pouzijeme tzv. opravu na nespojit

oran-o o




4.15. Fiklad: Neclt X ~ P0(12). Pomoci aproximace normalnim rozlozenim stanovte
P(8< X <20).
Reseni:

— + 1 — -1
P(8sXs20)=cb(20 12 Zj—cb[S 1272

Z 2 2 | =q@(245)-d(-13)=
= )= ol29-0(-13
= (245) -1+ d(13) = 0,99286-1+ 0,9034= 0,89606

Pro porovnani provedemeégsny vypdet:

20
P(8< X <20)= de‘“ = poisscdf(2012) — poisscdf(712) = 0,8989
X!

X=8



4.16. Véta: Necht’ Xy, ..., X,je nahodny vy®r z rozlozeni Pad(), pricemz n. > 9. Ozname

_1
M= H;Xi vybeérovy pramér. Pak meze 100(&)}% asymptotického intervalu spolehlivosti

pro stedni hodnotu jsou

M M
D=M-,—u,,, H=M+_ |—u,,
n a2, n Lo

Ditkaz: Podle centralni limitniaty M = N(E(M),D(M)), kde E(M) =, D(M) =

_M-A_ N(07)
Standardizaci M dostaneme A . Konvergence k N(0,1) se neporusi, kdyze

n

. . , u=M-2 _N(oy) ,
jmenovateli nahradime M, tet /M . Pak plati:
n

A>0:1-a<P -u_,, <M—_)\ <Up_gp | = P[M = 1/Mul_a/2 <A<M +1/Mul_a/2j
/M n n
n

&
-




4.17. Poznamka:Meze 100(1e)% asymptotického intervalu spolehlivosti préesini hodnotu.
se zfjesni, kdyz pouzijeme tzv. opravu na nespojitost:

1 M 1 M
D:M—%— Ful—a/Z,H:M-F%-I_ Ful—a/z.

4.18. Fiklad: Predpokladame, zerpvyrobé urcité tkaninyje paet kazi pripadajicich na 100
teto tkaniny ndhodna veéina s rozlozenim Paj. Pri kontrole 25 balili, z nichz kazdy
obsahoval 100 m této tkaniny, bylo 180, ze celkovy péet kazi je 30. Najdte 95%
asymptoticky interval spolehlivosti prastini hodnotu p&iu kazi pripadajicich na jeden balik.
Reseni:n = 25, m = 30/25 = 1,2, = 0,05.

1 [m 1 [12
d=m-—-./—u,_ . =12-——-_]2£196= 075
on \n %2 L 50 25]’9
1 [m 1 [12
h=m+—+_|—u =12+ —+ _[—/—196= 165

on \n ¥%2 1 50 \/25l L

S prav@podobnosti aspo95 % Ize dekavat, ze sedni hodnota pidu kazi pripadajicich na
jeden balik se naézi v mezich od 0,75 do 1,¢



_15
4.19. \Kta: Neclt Xy, ..., X,je ndhodny vylr z rozloZeni Pd(). Ozname M ‘ﬁ;"i
realizaci vylgrového ptiméru. Pak meze 100(&)% empirického intervalu spolehlivosti pro

1 1
stredni hodnota jsou: 9 = %XZG/Z(Z””‘) h= %le-a/Z(Z”m+ 2).

Ditkaz: Viz HATLE JAROSLAYV - LIKES JRi. Zaklady p&tu pravapodobnosti a
matematické statistiky, 2. vyd. Praha: SNTL — Ndklalstvi technické literatury, 1974. 463 s.
Upozornéni: Podle vztah uvedenych vedté 4.19. péita MATLAB pomoci funkce poissfit
meze 100(1x)% empirického intervalu spolehlivosti pradesini hodnotu.

4.20. Fiklad: Pro udaje z fikladu 4.16. najéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro
stredni hodnotu p#iu kaz pripadajicich na jeden balik.

Redeni:n = 25, m = 30/25 = 1,2, = 0,05.

1 1 1
d=—¥%2(2nm) = —x%Z0025(60) = —4048= 081
o X er2(2nm) = 22X 002s(60) = :

h= 2—];])(21—a/2(2nm + 2) = 5—];])(20975(62) = 5—];]85,65: 171

S prav@podobnosti aspo95 % Ize dekavat, ze seédni hodnota pidu kazi pripadajicich na
jeden balik se nachaz mezich od 0,81 do 1,



4.21. Véta: (Souvislost exponencialniho a Poissonovo rozlozeni)

Nech’ ndhodna vetina X, udava peéet udalosti za x jednotalasu, picemz zatasovou jednt-
ku nastava gimerné A udalosti, séidi rozlozenim Pak). Pak nahodna veélina Y, kterd udava
dobu mezi dgéma po sob nasledujicimi udalostmi, seli rozlozenim EX).

Dukaz:

()\X)k ~AX —
X ~PdAx)= P(X =k)=1" Kk e” prok=0,1,2,...

0 jinak
Pravdpodobnost, ze za x jednot&éksu nenastane zadna udalost, je stejna jako pasdb-
nost, ze na udalost budeekat vice nez ¥asovych jednotek, tedy

P(Y >x)=P(X =0)=e™ =1-®(x), kde®d(x) je distribwni funkce rozloZeni EXJ.



4.22. Fiklad: V dok¢ okéda @ijde do restaurace fomeérne 20 host za hodinu. Fedpokladame,
ze pa@et hostt ma Poissonovo rozlozeni. Vyiste pravépodobnost, ze v pbéhu 5 minut ne-
ptijde do restaurace nikdo. Ulohieste vyuzitim a) Poissonova rozlozeni, b) exporémitio
rozlozeni.

Reseni:

Casova jednotka = 5 min = 1/12 h

Ad a) X — paet hosti, kteri prijdou do restaurace gasovou jednotku, X ~ Py 12 = 3

w o

P(X =0)=e * =01889
_20_5
Ad b) Y — doba, ktera uplyne mezighaa Fichody hosi, Y ~ ExQ.), A= T
Negijde-li bchemcasove jednotky 5 min nikdo, pak to znamena, Ze dotz d¥ma gichody
je vetSi nez 1
5

P(Y >1)=e 3 =01889



4.23. Vzorce pro meze 100(&)% intervalu spolehlivosti pro stredni hodnotu rozlozeni
Po(.)

1. zpisob: Vyuziti Pearsonova rozlozeni chi-kvadrat:
1 1

d=— 20( 2nm) h=— 2—0( 2nm+ 2
> Xaz(20m) b= X )

2. zmisob: Vyuziti standardizovaného normalniho rozlozeni

/m /m
d=m-./—u,_ h=m+.—u,_
n 1-a/2 N 1-0/2

Zavislost mezi 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu Poissonova rozlozeni Zévislost 3itky 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu Poissonova rozlozeni
na rozsahu vybéru na rozsahu vybéru

12 0,70
0,65
1,0 0,60
0,55
0,8
0,50
0,6 0,45
0,40
0,4
0,35
0,30
0,2
—e— d: chi2 0,25
—e— h: chi2
0,0 —e— d: N(0,1) 0,20 —e— sirka: chi2

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 —e— h:N(O,1) 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 —e sirka: N(0,1)



4.24. Fiklad: Paiet hosi v restauraci sedi Poissonovym rozlozenim, Z ~ Rh(Prav@podobnost, ze
nahodr vybrany host si objedna napoj, je p (0 < p < pyavdEpodobnost, Ze neobjedna, je q =1 —p.
Nahodna vetliina X udava peéet host, kteri si okjednaji napoj a nahodna w@ha Y udava péet hosti, kteri
si neobjednaji napo;.

a) Najdte marginalni rozlozeni nahodnych ¢atiX a .

b) Najctte simultanni rozloZzeni nahodného vektoru (X, Y).

Redeni:Je 2ejmé, Ze X + Y = Z. Za podminky, Ze Z = n, s&id rozlozenim Bi(n, p) a Y sédi
rozlozenim Bi(n, q).

Ad a) Ri hledani pravépodobnostni funkce veéiny X resp. Y pouzijeme vzorec Uplné prépddobnosti:

P(A)= Y piH JlaH)

Ozn&ime A={X=k},H,={Z=n},n=0, 1, 2, ... Pak

P(X =k)= iP(Z =n)P(X =k/Z=n)= i—ne‘A(n]p"q”"‘ = e‘AiE 2 M kg = In=n-k+k =
n=0

ik = nl ki(n-k)
O g Ol g 00 a5 80 _ ) o g - QB g - () o
ki~ & (h-k) k! ~ k! k! k!

Vidime tedy, Zze X ~ Paf). Analogicky Ize odvodit, ze Y ~ Pal).



Ad b) Fi hledani simultanni pra¥godobnostni funkce vektoru (X, Y) &gpouzijeme vzorec pro uplnou
pravcEpodobnost, kde polozinA={X=icY=j, H,={Z=n},n=0, 1, 2, ... Pak

PX=i0Y=j)=Y PZ=n)PX =i0Y =j/Z=n)
n=0
Uvédomime si, zZe P(X =1 Y =j/Z=n) =0, kdyz Z i +]. Pak
PX=iOY =j)=P(z=i+jP(X=i0Y =j/z=i+])=PZ=i+|PX =i/z=i+])=
(I+j)! | (I+j)! 1!
=P(x =i)P(Y =)
Simultanni pravépodobnostni funkce je rovna stnu marginalnich pravgbodobnostnich funkci, tedy
nahodné vetiny X a Y jsou stochasticky nezavis

i! !



