Zakladni poznatky o markovskychietézcich se spojityméasem

Definice markovskéhoietézce se spojitymtasem

Neclt (Q,A,P) je pravépodobnostni prostor,

T= <0,°°) je indexova mnozina, jejiz prvky nazveme okamaky

J={..,-2,-1,0,1, 2, ..} je nejvySe sf@bna mnozina st@vbez Ujmy na obecnosti Ize
predpokladat, ze J = {0, 1, 2, ...} nebo J = {0,1,n}).

Stochasticky proce{th;tDT} definovany na ritelném prostordQ,A), jehoZ slozky X
nabyvaji hodnot z mnoziny sté&VJ, se nazyvénarkovskyretezec(se spojityntasem), jsou-li
splnény nasledujici podminky:

a) 0j0JCtOT: P(X, = j)>O(vylouceni nepatebnych staf)

b) Oty <t <...<t, OT g, jseees o DIPX, =0 /X = i0a EX, = inp o DX = o) = PIX =00 /X, = 0a)
za fredpokladu, (X, =j,, CX, =j,, C...[X, =j,)>0 (markovska vlastnost — budouci

chovani markovskehi@tzce zavisi pouze naippmnéem stavu a nikoliv na stavech minulych).



Vysvétleni: Markovskeérettzce se spojityndasem modelu;ji fyzikalndi jiné soustavy, kterée
mohou v libovolném okamziku nahatiprejit do rektereho ze svych moznych stav
Markovska vlastnost znamena, ze to, do jakého sta\aoustava dostan# pasledujici zrane,
zavisi pouze na tom,jakém stavu se soustava pfanachazi a nezavisi na staveébdehozict

Nap:. sledujem-li béhem pracovni doby provoz automatickych sirodilné, ndhodna vedina
X4, tD<O,T) je paet stroji, které v okamziku t nepracuji (jsou opravovanyaékaji na

opravu).



Oznaceni:

Jev {X; = J} — markovskyietzec je v okamziku t ve stavu j.

P(X: = ]) = p(t) — absolutni pravgpodobnost stavu j v okamziku t.
p(t) = (...., p(t), ...) —vektor absolutnich pra¥godobnosti

P(X,., =i/X, =i)=p,(t,t+h) — pravépodobnost fechodu ze stavu i v okamZiku t do stavu

v okamziku t+

hl:)(t’t th)y=|-p (t’j‘ +h) - matice pravépodobnosti pechodu mezi

okamziky t, t+h
P(Xo = j) = p(0) — pa&ateni praveépodobnost stavu j.
p(0) = (...., /0), ...) —vektor pa&atenich pravdpodobnosti.



Definice HMR se spojityméasem

Nech’ {Xt;t DT} je markovskyretézec se spojityndasemRekneme, Ze tentetizec je
homogennijestlize plati:
Oi, j0J0tLhOT: P(X,,, =j/X, =i)=p,(n).

Vysvétleni: Znamena to, Ze praspodobnosti gechoduP(X .., = /X, =i) — pokud existuji —
zavisi pouze ngasovem firustku h a nezavisi naasovem okamziku t.

Matice pravdpodobnosti fechoduP(t,t+h) se pak zra P(h) a nazyva senatice pechodu za
casovy pirastek h Pro HMR se spojitymtasem tedy existuje cely systém matieghodu
{P(h),nOT}. Je zvykem definova®(0) =1.



Vlastnosti HMR se & (CH-K rovnice a zékon evoluce)
Nech’ {Xt;t DT} je homogenni markovskgizec se spojityndasem, s vektorem patenich
pravaspodobnostp(0) a systémem matidgchodu{P(h),hOT}. Pak proCh,gOT plati:

a) P(h+g) =P(h) P(g) (Chapmanova — Kolmogorovova rovnice)
b) p(h) =p(0) P(h) (zdkon evoluce)



Definice matice intenzit g‘echodu
Nech’ {Xt 1 DT} je homogenni markovsketézec se spojityndasem se systémem matiephodu

{P(h),hOT}. Pak definujeme:

. —py(h)

a) Ui,j0J: 9; = L'IQ ]h - intenzita pechodu ze stavu i do stavu j
: =i 1- P; (h) . : , :

b) Libd: ¢ =M ~ | -intenzita vystupu ze stavu i

Matice Q = (g;)i;j0J, kde g = -g, se nazyvénatice intenzit fechoduHMR se spojitynmtasem.

Vysvétleni: MaticeQ je charakterizovana tim, Zz¢ 30 pro i# j a g < 0 a sotet prvki v kazdentadku je
nulovy. Je tkvazistochasticka matice

Matici intenzit gechodu Ize graficky vyjdtt pomocipirechodového diagramde to ohodnoceny
orientovany graf, kde

a) vrcholy jsou stavy, b) hrany odpovidaji nenulovptenzitam pechodu

c) ohodnoceni hran je rovnéntto intenzitdm. Hrany, které nejsou stkgmi, maji kladné ohodnoceni

(g; > 0) a smyky maji zaporné ohodnoceni;(g 0).



Definice stacionarniho vektoru HVR se &
Nectt {X,;tOT} je HMR se &, ktery ma systém matidechodu{P(t);t O T}. Stochasticky
vektora takovy, ze prdJtUT platia = aP(t), se nazyv&tacionarni vektofstacionarni

rozlozen) danéhaetzce.

Vypocéet stacionarniho vektoru pomoci matice intenzit pechodu

Nectr {X;tOT} je HMR se &, ktery ma systém matidechodu{P(t);t 0T} a matici intenzit
prechoduQ = (j)ij0J-

Jestlize existujg U T tak, Ze matic®(t) je reqularni (tj. vSechny jeji prvky jsou klagn pak

existuje stacionarni vektor danéieftzce a je dan vztaheraQ = 0. TotoreSeni je jediné.



Kolmogorovovy systemy a systém evatnich diferencialnich rovnic

Nech’ {Xt;t DT} je homogenni markovskgizec se spojityndasem, ktery ma system matic
prechodu{P(t);t 0T}, systém vektdr absolutnich pra\Epodobnosti{p(t);tDT}, vektor
pocateEnich pravdpodobnostp(0) a matici intenzit fechoduQ. Pak plati:

a) P'(t)=P(t)Q s paateini podminkouP(0) =1 (Kolmogorowviv systém prospektivnich
diferencialnich rovnit

b) P'(t) =QP(t) s pa@&ateeni podminkowP(0) =1 (Kolmogoroviv systém retrospektivnich
diferencialnich rovnit

c) p'(t)=p(t)Q s paateni podminkowp(0) = dany stochasticky vektasystém evolénich

diferencialnich rovnig



Definice Poissonova procesu

Nectr {X;tOT} je homogenni markovsktszec se spojityndasem, ktery ma mnoZinu stav
J={0, 1, 2, ...}, vektor peateEnich pravdpodobnostp(0) = (1, O, ...) a matici intenzit
prechodl

-A A 0 O
10 =2 A O
Q= O O =X A ..| kdeA>0 je konstanta, nazyva sgenzita
Prechodovy diagram:
+ QO B D
‘-&_/ A / Q»’f ‘k ,x’“l

Tento HVR se nazyv&oissoiiv proces(s parametrerh). (Vidime, Ze v Poissonéyprocesu je
mozneé jen setrvani v dosavadnim stavu nébohwd do nejblizSiho vyssSiho stavu.)



Pravdépodobnostni rozlozeni slozek Poissonova procesu
Nectr {X;tOT} je Poissofiv proces s parametrein Pak plati:

i
DtDTDjDJ:pj(t):(M) e™

J!

Pravdépodobnosti prechodu v Poissona¥procesu

Nectr {X;tOT} je Poissofiv proces s parametrein Pak plati:

(A1)

OtOT 05, jOJ:p, (t) =1 (j-i)
Oproj<i

e proj=i




Grafické znazornéni realizaci Poissonova procesu

Predpokladejme, ze¢them 15 minut zaznamenavaniécpozi hovory do inform&iho stediska. Prvni
zakaznik volal 3 minuty po zahajeni sledovani,idadkaznici pak 4, 7, 9 a 13 minut po zahajenicsiadi.

Béhem sledovanych 15 minut tedy nastal@ishmozich hovai.
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(0,t>, sefidi rozlozenim Padg¢). Stedni hodnota pidu udalosti, které nastanou v interveQQJt>, je rovna
cislut, tedy konstanta predstavuje $edni hodnotu p#iu udalosti, které nastanou za jednotkdagovy

interval. Proto s& nazyva intenzita procesu.

Cisla p(t) udavaji pravépodobnosti, Ze v interval(O, t> nastalo pré¥| udalosti.

Cislo py(t) = €" udava pravépodobnost, Ze v intervaI(D, t> nenastala zadna udalost.

Ozna&ime-li S dobuekani na zénu mezi stavy (tj. dobtekani na fichod udalosti resp. dobu setrvani ve

)_{1—6_M,t20

stavu), pak P(S > t) ="& tedy F)(SS t 0.t <0 . To znamena, zZe je-li rozlozenigho udalosti,

které nastaly v intervall(D, t> Poissonovo, je rozlozeni dobgkani na zrinu resp. doby setrvani ve stavu

exponencialni.



Definice procesu vzniku a zaniku

Nech’ {Xt;t DT} je homogenni markovsketezec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stav

J={0, 1, 2, ...}, vektor ptateenich pravdpodobnostp(0) = (1, 0, ...) a matici intenzittpchodu

-\, A, 0 0
Q= H, (“‘1 +)\1) A, 0
0 U, —(pz +)\2) A, ...| kdex >0j=012,.ap >0j=1.2,. jsou konstanty.

Tentoretzec se nazyvaroces vzniku a zanik(resp. mnozeni a amrti).

Prechodovy diagram:

2 N "y N+ 1
)H HJ\ J)-ﬂ

S VAR A g; 2

(M4 r\“ |p(_+‘-.2} M1 "1 1) 'l“_.ﬂ‘]' - '_i*f

JI'.. 'u.h *

Upozornéni: Je Zejmé, Ze Poissdiv proces je specialnintipadem procesu vzniku a zaniku, sme
=0,j=1,2,...4;=1,j=0,1, 2, ...



Vysvétleni:
Proces vzniku a zaniku modeluje kolisani rozsalb@a objeki v ¢ase za fedpokladu, ze

a) v nahodnych okamzicich vstupuji do tohoto soulmarve objekty, ficemz pravdpodobnost,
Je v intervalu(t, t + h) vstoupi do souboru rozsahu j novy objekthjg +0o(h), kdex; > 0 je
intenzita vstupu do stavu |;

b) v nahodnych okamzicich vystupuji z tohoto soubjimei objekty, gicemz pravdpodobnost,
eV intervalu(t,t + h> vystoupi ze souboru rozsahu j jeden objekt e+ O(h), kdepy; > 0 je
intenzita vystupu ze stavu j;

C) vstupy a vystupy objektjsou stochasticky nezavislé jevy;

d) béhem kratkéh@asoveého intervalutstava rozsah souboru tyz nebo se j@dne\ktSi i

zmensi.



6. Zakladni pojmy teorie hromadné obsluhy (THO)
6.1. Motivace

THO je matematicka disciplina, ktera se zabyva matekym modelovanimiinnosti systému hromadné
obsluhy (SHO), tj. systému zakaznik — obsluzn&dirlobsluha. THO se pouziva pro modelovani
komunika&nich, dopravnich, obchodnich a zdravotnickych sg&té vyrobnich procés Paiatky THO
spadaji do 30. let 20. stoleti a jsou spjagdevsim s modelovanim provozu telefonnicheaksn.

6.2. Zakladni pojmy
Zakladni jednotkou SHO |je trojice zakaznik — obstulinka — obsluha.

Zakaznik je subjekt, ktery vyZaduje vizeni svého pozadavku. Napakaznik je telefonnicastnik, ktery
vyzaduje uskut@neni telefonniho spojeni.

Obsluzna linka je osoba nebo #aeni, které zpracovava poZzadavky zakaxniag. to mize byt telefonni
ustedna.

Obsluhaje ¢innost, ktera vede k uspokojeni poZzadavku zakazniégd. spojeni s volanymaastnikem.



Do SHO ichazeji zdkaznici vestupnim proudu, coz je posloupnost okamiaikiichodi zakaznik do
SHO. Okamziky pichodi mohou byt deterministické nebo nahodné &epaakaznik mize byt omezeny
nebo neomezeny.

Zdroj zakaznilt mize byt prakticky neomezenyado\ tisice — klienti banky, auta, ktera jezdi k beowin
cerpaci stanici, registrovani pacienti I&kaklienti mobilniho operatora) nebo omezeny (strag vyrobni
hale, které je nutné udrZovat a opravovat).

Pokud zakaznici nemohou byt po svéftipodu do SHO okamZibslouzenifadi se do fronty. dsob
razeni zdkaznikdo fronty a vykr zakaznik k obsluze se nazyvéontovy rezim.

NejznangjSi frontoveé rezimy jsol

FIFO (prvni vstupuje, prvni je obslouzen)
LIFO (posledni vstupuje, prvni je obslouzen)
SIRO (obsluhy v nahodném ifzali)

PRI (obsluha podle priorit).

Doba obsluhy rize byt:

pevna (ij. stejna prvSechny zakazniky)
zavisla na typu zakaznika

nahodna

Vystupni proud je posloupnost okamaikvystupi zakaznik ze SHO. Vlastnosti vystupniho proudu jsou
zavislé na vlastnostech vstupniho proudu a n& dbbluhy.



Zakladni struktura SHO

- . . S S W S S S R S S S S S e e -

Systém obsluhy

: Linka obsluhy

Vstup prvku Vystup prvka

Fronta | Linka obsluhy

Linka obsluhy

Uloha THO: najit funkéni zavislost velin, které charakterizuji kvalittinnosti SHO na charakteristikach
vstupniho proudu, linek obsluhy a naigpbu organizace SHO jako celku.

Priklady SHO

systém obsluzné linky zakaznici
banka iednici Klienti banky
samoobsluha pokladny nakupujici
poliklinika lekari pacienti
benzinovaerpaci stanicgcerpadla vozidla
dopravni systém ikovatky se semafonozidla




6.3. Déleni SHO podle miznych kriterii

a) Podle typu matematického modelu

- markovské modely (doby meziiphody zakaznik sefidi exponencialnim rozlozenim)
- semimarkovské modely (doby me#*ighody zakaznik seridi Erlangovym rozloZzenim)
- nemarkovské modely

b) Podle patu zakazniki
- systém s ohradenym pétem zakaznik
- systém s neohratf@nym p&tem zakaznik

c) Podlec¢ekani zakaznili na obsluhu

- systém bezekani (zakaznik, ktery se nedostane k obsluze pogtichodu, néeka a odchazi)

- systém sekanim (zakaznik neime odejit bez obslouzeni. Jsou-li vSechny linkyagbgségeka ve frond,
ktera je bd’ ohrantena nebo neohrai@na)

- systém smiSeny (zakazrigka ve front jen tehdy, je-li spléna réjaka dodaténa podminka)



6.4. Kendallova klasifikace SHO

David Georg Kendall (1918 — 2007): britsky stakisptisobil na univerzitach v Oxfordu a Cambridge.riPat

ke s\wtove Spéce v oblasti teorie pra¥g@odobnosti a analyzy dat a byl jednim ze zakladatelchasticke
geometrie.




Pri Kendallow klasifikaci se SHO &i podle:
- rozlozeni doby mezifchody zakaznik

- rozlozeni doby obsluhy

- poctu linek obsluhy

- kapacity systéemu

- frontového rezimu.

Pouziva se ozieni X/Y/n nebo X/Y/n/m/z

X ... ozn&uje rozlozeni doby mezitfghody zakaznilk
Y ... ozna&uje rozlozeni doby obsluhy

n ... paet linek obsluhy

m ... kapacita systemu

z ... frontovy rezim

Na mist X a Y mohou byt tyto symbol

M pro exponencialni rozlozeni

Ex pro Erlangovo rozlozeni s parametrem k
D pro degenerované rozlozeni

G pro obecné rozlozeni

Na mis€ n a misla 1, 2, ..

Na mist z: FIFO, LIFO, SIRO, PF



Nap:. M/D/2/</FIFO je systém, kde tupni proud tvéi Poissofiv proces, doba obsluhy je konstantni,
v systému jsou dvlinky, systém ma neomezenou kapacitu a frontovyrréz ,prvni vstoupi, prvni je
obslouzen®.

6.5. Pouzivana ozné&ni v SHO

A ... intenzita vstupniho proudu {pnérny paiet zakaznik, ktet vstoupi do SHO za jednotkiasu)
M ... intenzita obsluhy (fimerny patet zakaznil, ktere linka obslouzi za jednotkasu)

p="
u

P ... intenzita provozu (zakladni charakteristika éyst,casto se udava v %)

Casové charakteristiky

W ... doba pobytu zakaznika v systému
Ws ... doba obsluhy

Wy, ... dobacekani zakaznika v systému
Je zejmé, ze W = W+ W,

Charakteristiky tykajici se po¢tu zakaznika

N ... patet zakazika ve stabilizovaném systému — nezavisi jiXase t
Ns ... patet obsluhovanych zakazriik

No ... pacet zakaznik ve front

Je Zejmé, Zze N = N+ No.



Pravdépodobnostni charakteristiky

a ... pravdpodobnost, ze systém je prazdny

g ... pravépodobnost, Ze v systému je p¢gweakaznik

Po ... pravdpodobnost, zeifthazejici zakaznik budekat ve front
P, ... pravéépodobnost, zeifrhazejici zakaznik bude odmitnut

Nakladové charakteristiky

Pokud je uzivatel schopen ohodnotit ndkladyelani zakaznika, naklady na prosigprovoz linek
obsluhy, je mozno systém optimalizovat vzhledernjeha nakladovou efektivnost.

Je mozno uifit nag. optimalni intenzitu obsluhy nebo optimalniépbobsluznych linek.

6.6. Littledv vzorec

V systémech s neomezenym zdrojem zakazpi#ti, Zze sedni hodnota piiu zakazniku wystému (resp. \
fronté resp. u obsluhy) je rovna soou intenzity vstupniho proudu aatini hodnoty doby pobytu zakazn
v systému (resp. ve frantesp. u obsluhy):

E(N)=AE(W)

E(N, )= AE(W,)

E(Ns) =AE(W,)

Za predpokladu, Ze zname intenzily, L, Ize ze znalosti aspgedné charakteristiky E(N), E@Y, E(N),
E(W), E(Wo), E(Ws) ostatni charakteristiky dopivat.



6.7. Metody zkoumani SHO
Existuji dw rizné metody zkoumani SHO.

Analytickd metoda: Analytik zna nebo je schopen odvodit vzorce prpodgt jednotlivych charakteristik
systému. Pak stajenom dosadit daithto vzoré konkrétni parametry systému.
Nevyhoda: analytickéeSeni je znamé jenom gkolika nejjednodussich model

Simulaéni metoda Systém nahradime simdldm modelem a jeh&innost mnohonasokmezavisle
simulujeme na pataci. Jednotlivé vystupni charakteristiky systému pakradime jejich odhady, nap
sttedni hodnotu gimérem, pravdpodobnost relativnietnosti apod. Takto lze analyzovat i velmi slozité
systemy.



6.8. Intenzita provozu v SHO s jednou linkou obslui
V tomto gipact je intenzita provoz = —.

Mohou nastatit rizné situace:
a) Intenzita vstupu = intenzita obslulpy= 1
Idealni situace, net¥bse fronta a linka obsluhy je vyuzita na 100 %.

b) Intenzita vstupu < intenzita obsluhyx 1
Nove prichozi zakaznik je obslouzen hiaskani, ale linka obsluhy je poditou dobu nevyuzita. Vyuzi
linky je 100*p %.

) Intenzita vstupu > intenzita obsluhly> 1
Nestabilni systém, Z&naji se postuphhromadit zakaznici, i kdyzZ linka obsluhy pracugpietrzit. Pokud
zakaznici néekaji na obsluhu a odchazeji, jde o systém se mirata



6.9. llustrace SHO s jednou linkou obsluhy

Mame Kk dispozici zaznamy o okamzicidtichodi a odchod 16 zakaznik do SHO khem 8 hodin.

¢. zak.| prichod| odchod dobacekani| doba mezi fichody| obsluhg prostoj| celkem
1 0,20 0,30 0 20 10 20 10
2 0,40 1,10 0 20 30 10 30
3 0,50 1,30 20 10 20 0 40
4 2,10 3,10 0 80 60 10 60
5 3,20 3,50 0 70 30 10 30
6 3,40 4,10 10 20 20 0 30
7 4,10 4,40 0 30 30 0 30
8 4,20 5,00 20 10 20 0 40
9 4,50 5,50 10 30 50 0 60
10 5,10 6,00 40 20 10 0 50
11 5,50 6,10 10 40 10 0 20
12 6,20 6,40 0 30 20 10 20
13 6,40 6,50 0 20 10 0 10
14 7,10 7,30 0 30 20 20 20
15 7,40 7,50 0 30 10 10 10
16 7,50 8,00 0 10 10 0 10




Predpokladame, ze vstupni proud zakainéPoissofiv proces s parametrein(tj. sttedni hodnota pidu
zakazniki, kteri vstoupi do SHO za jednotkasu, je)). Zacasovou jednotku zvolime 1 hodinu.

Odhad parametrir A Z% =2.

Padty zakaznik v jednohodinovych intervalech se miagit Poissonovym rozlozenim.

5|6(7(8
312(2(3

¢. hodiny 12|34
pocet zakaznik|3|0| 1] 2

Pouzijeme jednoduchy test Poissonova rozlozenirnliadyznamnosti zvolime 0,05.

m=2

s? :%[(3—2)2 +(0-2)° +...+(3—2)2]=

(-1 7@

m 2
Kriticky obor: W = <O’ X" 01025(7)> U <X20975(7)’ °°) = < 0;1'69> - <16’01; OO)
K W = Hynezamitame na asymptotické hlagdirgznamnosti 0,05.

~ | 00

Testova statistikaK =



1 :
Odhad parametr: primérna doba obsluhy j&N = 1_6(10+ 30+...+10) = 225min = 0,375

~ 1 —
H = m 2,6 zékaznik za 1 h.

Doba obsluhy se miadit exponencialnim rozlozenim. Pouzijeme Darlimgest, hladinu vyznamnosti
volime 0,05.

m=225

s? = 1—15 [(10— 225) +(30-225) +...+(10- 22,5)2] =220

(n-1)s* _ 15220
m? 2252
riticky obor: W = (0, X% 0025(15)) 0 (X 0s75(15), 0) = (0:6,262) [ (27,488 )

K W = Hynezamitame na asymptotické hladiyznamnosti 0,05.

K= =6,5185

Vyuziti systému:



Doba mezi pichody zakaznik se m&idit exponencialnim rozlozenim. Pouzijeme Danlimgest, hladinu
vyznamnosti volime 0,05.

m = 1—16(2o+ 20+...+10) = 29375

S = 1—15 [(20— 29375 +(20-29375f +...+(10- 29,375)2] =3929167

n-1)s° _15[3929167
m? 29375
riticky obor: W = (0,X”0025(15)) O (X 0s75(15), 0) = (0:6,262) 0 (27,488 o0)

L

=6,8302

K W = Hynezamitame na asymptotické hlagiyznamnosti 0,05.



