(v4ri)- (var)- [(o00 oo s

d ) ! ) d oy Ai +)® — n 0
e ) i () PR - =
A<|@A<|®A<‘@U ' SR Y ?I.él n 0
‘werderp Aaopoyoard U0 0 0 X X—)

npoyoa1d yzudjur ronew e (‘0 ‘0 ‘1) = (0)d
nisouqopodapaeid yorugajegod waIopRaA ‘{1 0} = [ NABIS NOUIZOUW S NYIURZ B NYIUZA $3201d
af A 13 ﬁJ& $9501d Ao1ISBYI01S X BUIDI[OA BUPOURU 3 } 9SBY A NUWIYISAS A TIUZEYBZ 39904

Ayn|sqo eyul|
N
-« (O) -—— -
pnoid judniskin Bjuolj pnoid (udnjsa

ERIR N 1] |

-,,uaznogsqo af ruaid ‘amdnysa ruaid*

of wiizar Aaojuoyy ‘euazawoau f nwigisAs eyoedey ‘Aynjsqo eyur eupal of nwisAs A ‘(M)xyg
WIudZ0[z01 IPLI 3s Ayn[sqo eqop “y wanadwered s s9501d Anuossiod af nyjruzeyez pnoad rudnsp
O 1A/%/T/IN/IN WIISAS “T°L

nojredey NOUIZIWOIU S AYN[SqO JUPLWOIY AWISAS */



Odvozeni stacionarniho rozlozeniResime systém rovnaQ = 0, Z(;aj = 1.
J:
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(A A

Rada%(ﬁ} absolut’ konverguje, kdya < p. PodilP = H Se nazyva intenzita provozu.
Vyjadiuje vyuziti linky obsluhy, tj. pimérny patet vstug béhem paimérné doby obsluhy.
Systém se ii¥e stabilizovat, poku@ <1,

Stacionarni rozlozen@; = p‘(l—p), j=0,1, ...

Patet N zakaznik ve stabilizovaném systému se tétti rozloiem’n@e(l—p).

(1-9)9 prox=0,1,2,..
0 jinak '

1-9
Pro ipomenuti:X ~ Ge[8) , kdyz nx) = { E(X) = 9

Vyznam parametru p:

Je-lip < 1, bude po dostate¢ dlouhe dob pravdpodobnost vzniku fronty aité délky stale
stejna.

Je-lip > 1, systém se nedostane do stacionarniho stavaveépodobnost vzniku fronty
neomezené délky se bude blizit 1.



Odvozeni charakteristik stabilizovaného systemu:
A

P o m o A
. E(N)=—"—= =
ProtoZze N ~ Ge(}), je 1-p 4_ A p-A.

vl

E(N 1
Z Littleova vzorce(‘ (( ))) dostavameE( ) ﬁ

1
Dale vime, ze W~ Ex(u), tedy E(Ws)= 0
1 1 A p
dosazenlE(WQ)— 2 E ( )

Ng)= )\E(W)

A_

Z Littleova vzorce dale pIyng( IJ

Protoze E(W) = E(W) —

E(W), dostavame po




Prehled charakteristik stabilizovaného systému:

A
Stredni hodnota piu zakaznil v systému:E(N) - U=A -
(No)= ™
e o - . EIN, )=
Stredni hodnota piu zakaznik ve frong: Q M(Il _)\) :
A
Stredni hodnota piiu obsluhovanych zékaznin’kE(Ns) B E
1
Stredni hodnota doby stravené v systérﬁ(}{v) =~ U=\
' (W)=
Stredni hodnota doby stravené ve feorfE\Wo ) = M(IJ _)\).
1
Stredni hodnota doby obsluhﬁ(ws) - E :

Pravapodobnost, 7e zakaznik najde volnou linkdy=1-P =1~ 0

A
Pravatpodobnost, Ze zakaznik budkat ve front: 1= 3 =P = e



Charakteristiky stabilizovaného systéemu M/MéMFIFO paita funkce neomezeny 1.m
%Syntaxe: [a0,ro,ENS,ENQ,EN,EWS,EWQ,EW]=neomezefignibda,mi)

%Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy

%

% Vystupni parametry:

% aol ........ pravibodobnost, ze v systému nebude zadny zakaznik
%ro........ intenzita provozu

% ENS ....... s$edni hodnota pidu obsluhovanych zakazriik

% ENQ ....... stdni hodnota pdu zakaznik ve front

% EN ........ dedni hodnota pidu zakaznilk v systému

% EWS ....... gedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi obsluhou
% EWQ ....... stdni hodnota doby, kterou zakaznik stravi ve &ont
% EW ........ dedni hodnota doby, kter zakaznik stravi systemi



7.2.Simulacecdinnosti systému M/M/1ko/FIFO

K novinovému stankuifyde v praméru 30 zadkaznik za hodinu. Vstupni proud zakazhile Poissofiv
proces. Obsluha jednoho zakaznika tr praméru 1,5 minuty &idi se exponencialnim rozlozenim.
Simulujte¢innost tohoto systému hromadné obsluhy pomoci MABUAro 30, 300 a 3000 zakazhi&
empirické charakteristiky systému porovnejte se¢gokymi. (Simulaciinnosti systému M/M/2b/FIFO
provadi funkce simulace 1.
Reseni:

30 _

Intenzita vstupniho proudu zakaziikd = ~ 60 5 zdkaznika za 1 minutu

1 2
Intenzita obsluhyH = 15 = 3 zdkaznika za 1 minutu

AL _E , S
Intenzita provozuP =\ =537 <1 systém se fie stabilizovat
E(N) Lo - =3. U novinového stanku sedmm&rng hazeji 3 z4 ici
TR 2/3 12 tpnérné nachazeji 3 zakaznici.

% 4 9
E(N,) = T=n) = 2/3(2]//3_]/2) =7 = %22 Ve front teka v ptimeru 2,25 zakaznik

E(Ng)=—=Z=-=—=075
( s) U 23 4 Primeérné je obsluhovano 0,75 zakazhik



1 1
E W f— p— _ 6 o v Ve Ve Ve Ve 7 o
( ) L-A 23-12 V praméru stravi zdkaznik u stanku 6 minut.
A 1/2 9
E(W, )= =

“ul-A) 2323-12) 2 45 7akaznikseka ve front v priméru 4,5 minuty.

1
E(Ws) = 0 23 2 15, zakaznik je obsluhovan vipméru 1,5 minuty.
AL 3.1

Pravdpodobnost, Ze zakaznik nebugkat ve front: :1‘5 =1 4

N



- 3\ 1
— A1 _ — .
Pravdpodobnostni rozlozeni pu zakaznik v systému:=i — P (1 p) (Z) Z, ]=0,1, 2, ...

pocet zakazniki pravdépodobnost kumulovana pravdpodobnost
0 0,250 0,250
1 0,188 0,438
2 0,141 0,578
3 0,105 0,684
4 0,079 0,763
5 0,059 0,822
6 0,044 0,867
7 0,033 0,900
8 0,025 0,925
9 0,019 0,944
10 0,014 0,958




Grafické znazoréni prav@&podobnosti a kumulované prajgbdobnosti p&tu zakaznik

0,26 1,00
0,24} ] 0,95
0,90
0,22 } .
3 0,85
0,20 } £ 0,80
7 0187 20,75
g 0,16 q‘% 0,70
§ osa) o
S _ © o,
0 0,12 I 2055 .
§ 0,10 [ § 0,50
2 0,08t S 045
5
[ ] 0,40
0,06 5 035
0,04} H . 0.30
0,02} H ﬂ 1 0,25
0,00 - - - - - H [ 0,20 L] - - - - -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pocet zakaznikl pocet zakazniku



Vysledky simulace pro 30 zakaznil

Vysvétlivky:

IMP ... intervaly mezi pichody zakaznitk

DO ... doby obsluhy zakaznik

OPZ ... okamziky gichodi zakaznik

ZO ... zaatky obsluhy zakaznik
KO ... konce obsluhy zakaznik
CZ ... cekani zakaznikna obsluhu
NLO ... nevyuziti linky obsluhy

C. Imp DO oPZ 17O KO ~7 NLO

zak|

1 |a.4764 1311 44764 | 44764| 57874 0 44764
2 00777 4504 4554 | 57874| 102014 1.2333 0

3 [10.7486 | 0.1535 153026| 153026 154581 0 50112
4 |051 0,0852 158126 1581268 158978 O 0.3565
50,4035 1.0674 16.2161| 162161 17,2835 0O 0,3183
6 |0.2815 1.0723 164977| 17.283% 18,3598 07859 0

7 |4.9435 16283 214412 214412 230695 0 3.0854
8 |1.8337 0.158 23.2748| 23,2748 234328 0 0.2054
9 [2.6951 1.4944 2507 | 25097 | 27.464F 0 25372
10 {04461 32946 264161 274644 30759  1.0483 0




11 |1,6814 0,3722 28,0975 30,759 31,1312 2,6615 0

12 10,1872 1,4134 28,2847 31,1312 32,5447 2,8466 0

13 |3,4092 2,1301 31,6939| 32,5447 34,6748 0,8508 0

14 |2,6651 1,3598 34,359 34,6748 36,0346 0,3158 0

15 [3,8546 3,508 38,2136| 38,2136 41,7216 O 2,179
16 [3,9892 3,0377 42,2028 42,2028 45,2405 O 0,4812
17 10,2802 0,0895 42,4829 45,240% 45,3301 2,7576 0

18 {1,0905 0,0673 43,5734 45,3301 45,3943 1,7567 0

19 {1,1962 0,8295 44,7696 45,3973 46,2269 0,6278 0

20 |3,8627 4,2256 48,6323 48,6323 52,8579 O 2,4054
21 10,3179 2,1737 48,9502\ 52,8579 55,0316 3,9077 0

22 10,9495 1,5613 49,8996/ 55,0316 56,5928 5,1319 0

23 12,0942 0,2955 51,9938 56,5928 56,8883 4,599 0

24 11,334 6,2597 53,3278| 56,8883 63,1481 3,5605 0

25 11,8236 4,719 55,1514| 63,1481 67,8671 77,9967 0

26 |5,1549 2,6669 60,3063 67,8671 70,5339 7,5607 0

27 12,8549 0,6482 63,1612 70,5339 71,1821 77,3727 0

28 14,186 0,4685 67,3472 71,1821 71,6507 3,8349 0

29 |3,3866 0,6514 70,7338 71,6507 72,3021 0,9168 0

30 |2,8546 1,1947 73,5885 73,5885 74,7832 O 1,2864
X |[Pmamér=2,45 | Piimeér=1,75 Piimeér=1,99 Sodet=22,34




Ovéreni, ze vstupni proud zakaznila je Poissomv proces:

Nejprve na hladiévyznamnosti 0,05 otestujeme hypotézu, Ze intermadyi Fichody zakaznik sefidi
exponencialnim rozlozenim. Pouzijme jednoduchy ljbgiiv) test exponencialniho rozlozeni. Testova
(n-1)s°

statistikaK = -

nabyva hodnoty 23,794, odpovidajici p-hodnota32®, tedy na asymptotické

hladirg vyznamnosti 0,05 hypotézu o exponencialnim rozibhezamitame.

Ovéreni, ze doba obsluhy sédi exponencialnim rozlozenim:

Dale budeme testovat hypotézu, ze doby obsluhyznilkiaseridi exponencialnim rozlozenim. V tomto
piipact K = 24,6565, p = 0,6081, tudiZz na asymptotickdlim&avyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypo,
Ze doby obsluhy zakaznikmaji exponencialni rozloze



Rozbor simulovanych vysledki:

Celkova doba simulacetmrhodu 30 zakazniktimto systémem hromadné obsluhy je 74,78 mino d®ba,
kdy 30. zakaznik odchazi od novinoveho stanku.

Zakaznik stravi v giméru 1,99 min ve frod, v praméru je obsluhovan 1,75 min, u novinového stanku tedy
stravi ptimérn¢ 3,74 min.

Z celkové doby simulace 74,78 min byl stanek neityw22,34 min, tedy odhad praggbdobnosti, Ze
obsluzna linka bude pracovat, tzn., ze v systénaspa jeden zakaznik, je 1 - 22,34/74,78 = 0,7.

Z celkového pétu 30 zakaznik muselo 19 zakaznilkcekat na obsluhu, 11 bylo obslouzeno ihned. Z toho
|ze odvodit odhad pra¥godobnosti, ze zakaznik budlekat, jako 19/30 = 0,63, coz je odhad intenzity
provozu

Pro stanoveni imérneho pétu zakaznilk v systému, ve frogta u obsluhy musime ¢&it pocty zakaznik

v jednotlivych¢asovych Usecich.

Lze zjistit, Ze po dobu 22,34 min je systém prazdiraw jeden zakaznik byl v systému po dobu 19,56 min,
praw dva 11 min, pra&vtii 16,88 min a prayv¢tyii po dobu 5 min. Vezmer-li v vahu délku sledovaného
obdobi 74,78 min, pak odhady praépddobnosti, Ze v systému je 0, 1, 2, 3, 4 zakazstmi 0,2988

0,2615 10,1471 0,225 0,0669



Vysledky pro opakovaneé simulace:

Simulaci provedeme znovu pro n = 300 a poslézenpr@000 zakaznik

Charakteristika Hodnota charakteristiky

n=30 n=300 n=3000 ne
Primérna doba meziifichody zakaznik 2,45 1,97 2,04 2
Primérna doba stravena v systému 3,74 5,13 5,47 6
Primérna dobaekani 1,99 3,61 3,96 4,5
Primérna doba obsluhy 1,75 1,53 1,51 1,5
Pramérny paiet zakaznil v systému 1,5004 | 2,47 2,68 3
Praimérny paiet zakaznil ve frong 0,7992 | 1,74 1,99 2,25
Praimérny patet obsluhovanych zakaziriik 0,7012 | 0,73 0,74 0,75
VyuZiti systému 0,70 0,72 0,73 0,75




Rovréz do tabulky zaznamename odhady pegediobnosti pétu zakaznik od 0 do 10:

lodhad pravépodobnosti

R n=30  |n=300 n=3000 | ne

0 02988 | 02663 | 02927 | 02500
1 02615 | 02148 | 02156 | 01875
2 01471 | 0.1508 | 01464 | 0.1406
3 02258 | 0.1005 | 01080 | 0.1055
4 00669 | 0.0847 | 00779 | 00791
5 0.0000 | 0,0450 | 00495 | 00593
6 0.0000 | 0,0499 | 00342 | 00445
7 0.0000 | 0.0356 | 00255 | 00334
8 0.0000 | 0,0111 | 00158 | 00250
9 0.0000 | 0,0114 | 00124 | 00188
10 0.0000 | 0,0085 | 00087 | 00141




7.3.System M/M/1o/FIFO s netrpélivymi zakazniky
Vstupni proud zakaznikjie Poissofiv proces s parametreindoba obsluhy s&di rozlozenim

EX(H) , V systému je 1 linka obsluhy, kapacita systemme@mezena, frontovy rezim je ,prvni
vstupuje, prvni je obslouzen“iifle-li zakaznik do systému, ¥mz je jiz n zakaznik pak je
ochotencekat pouze s pra¥godobnosti h Fitom 1 =k>b,> ... > 0.

Ozna&me ¢ =1,6=hbib,...0b4,j=1, 2, ...

Stacionarni rozlozeni:

. " 1
AY > (AY
softfaren s f5ef)

E(N) =

M

11
o

Stredni hodnota pitu zakaznik v systému: ja,
J

E(N)

Stredni hodnota doby stravené v systélgr(w) = A

Z
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A

Ozname P = 11 - Podil P =" se nazyva intenzita provozu. Systém sgerstabilizovat, pokud

p<1.

Stacionarni rozlozeni ziskarf®senim systému rovnaf = 0, Z(;aj =1
J:

Vysledek'
BJ
—aopI’Oj 12,...,n
aj—<J _
B’ - :
Y a, proj=n+1n+2...

PR il



Charakteristiky stabilizovaného systemu:

—g=B_A

Vyuziti systému:* =P == P
pravetpodobnost, Zetichazeiici zakaznik budekat ve front: Po =% —F—
rav@epodobnost, zemnazZejiCl ZakaZznik ou at ve 1ror: " Q n!(l—p)

_ P
Sttedni hodnota pitu zakaznik v systému:E(N) =F T

Stredni hodnota doby stravené obsluhg&ws) =



7.5. Priklad: Mycka aut ma d¥ linky. Auto stravi mytim v piméru 6 min a phmérné prijede
do my¢ky 8 aut za 1 h.i#edpokladame, ze vstupni proud aut je Poidg@moces a doba myti
auta ma exponencialni rozlozeni. Atst zda se systemiire stabilizovat. Pokud anfeste
nasledujici ukoly:

a) Jaka je pravghodobnost, ze @myci linky budou prazdné?

b) Jaka je pravipodobnost, ze v systému bude g@rdvauto resp. préwwe auta?

c) Spatéte prtimérnou deélku fronty.

v oL , _ _ _ B:A:E p:E §<1:> , - .y
ReSeni:A =8, p=10, n=2, L 10 020 systém se fize stabilizovat.

B m" | [&og 2m8 | 3
Ada)ao_{z! n!(n [3)} {Z' +2!(2—0,8)} m7 7048

= |
Pravdpodobnost, ze @dinky jsou prazdné, je 0,428.
B’ 08 3 12 08?2 24
Adb) Proj= 1,23 =5 % tedy® =~ =3 = 0343 8, ==L =10, = 0137

S prav@podobnosti 0,343 resp. 0,137 bude v systému 1 2emsyia.

n 2
Ad ) Po=do——=o020 =8 202286 E(N)=R, 2 =2 %= 10 - 1504
nl-p) 7 206 35 ’ 1-p 35 06 105

Pramérna délka fronty je 0,1524 aL



Charakteristiky stabilizovaného systemu M/M#FIFO paita funkce neomezeny n.m
%syntaxe: [a0,ro,PQ,ENS,ENQ,EN,EWS,EWQ,EW]=neomgzefm,|lambda,mi)

% Vypccita prvek a0 stacionarniho rozlozeni, intenzitwpmau

% a charakteristiky systému hromadné obsluhy M|N|&|IFO.

% Vstupni parametry:

%n....... pcet linek obsluhy

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy

% Vystupni parametry:

% ao ........ pst, ze v systému nebude zadny zékazn

% ro ........ intenzita provozu (vyuZziti systému)

% PQ ........ pst, zerighazejici zakaznik budekat ve front

% ENS ....... sedni hodnota piu obsluhovanych zakazriik

% ENQ ....... stdni hodnota pdu zakaznik ve front

% EN ........ dedni hodnota pidu zakaznil v systému

% EWS ....... gedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi obsluhou
% EWQ ....... stdni hodnota doby, kterou zakaznik stravi ve &ont
% EW ........ dedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi v systému

Pro informaci: simulaatinnosti systemiM/M/n/«o/FIFQ provadi funkce simulace n.



