8. Systémy hromadné obsluhy s omezenou kapacitou

8.1. Systém M/M/1/1

Vstupni proud zakaznikil je Poissontliv proces s parametrem A, doba obsluhy se tidi
exponencialnim rozloZenim s parametrem p, v systému je 1 linka obsluhy, kapacita systému je 1
(zakaznik nemtZe Cekat ve fronté a pfijde-li k obsazenému systému, viilbec neceka a odchazi).

Pocet zakaznikil v systému v ¢ase t Ize modelovat HMR se spojitym ¢asem {Xt te T}

-A A
s mnozinou stavi J = {0, 1} a matici pfechodu Q= ( T Hj :

_|_m A
Stacionarni rozloZeni dostaneme ve tvaru: 2 = ( Atp A+ MJ :

Vyznam slozek stacionarniho rozloZeni:

M W W 14 L 4 14 /4 14
B =5 NREE pravdépodobnost, Ze v systému neni zadny zakaznik
A
4= wo pravdépodobnost, Ze v systému je prave 1 zakaznik = pravdépodobnost, zZe

prichazejici zakaznik bude odmitnut = P,



Charakteristiky systému:
Stredni hodnota poctu pfijatych zakaznikl za jednotku Casu: Ap = Aay
Stfedni hodnota po¢tu odmitnutych zédkaznikli za jednotku casu: Az = Aa,

A
Vyuziti systému: K =pPa, = ;ao

A
A+ L

Sttedni hodnota podtu zékazniki v systému; E(N)=0-a, +1-a, =a, =

E(N 1
Stfedni hodnota doby stravené v systému: E(W)= (}L ) in

8.2. Priklad: Je zndmo, Ze pocet ptichozich hovorl na jistou telefonni linku se fidi Poissonovym
rozlozenim, ptfi¢emz v priméru ptichdzi 1 hovor za 1 h. Dale je znamo, Ze doba trvani hovoru se
fidi exponencidlnim rozloZenim a hovor trva v priméru 20 minut. JestliZe je linka obsazena,
novy volajici okamzité zavési. Vypoctéte, jake procento lidi se nedovolalo.

A1
ReSeni: Za Gasovou jednotku zvolime 1 h. PakA =1, p=3 P= ; = 3 <l= systém se muze
stabilizovat.
A1 250
a T4 /0 Nedovola se 25 % lidi.

:k+u



8.3. Systém M/M/1/m/FIFO

Vstupni proud zakazniki je Poissonliv proces s parametrem A, doba obsluhy se tidi
exponencidlnim rozloZzenim s parametrem p, v systému je 1 linka obsluhy, systém ma kapacitu
m a frontovy rezim je FIFO. Je-li systém obsazen, dalsi zdkaznici odchazeji bez obslouzeni. Ve
fronté miize byt nejvyse m — 1 zdkaznik.

Pocet zakazniki, ktefi jsou v systeému v okamziku t, je ndhodna veliCina X, a stochasticky proces
X ;te T} je HMR se spojitym ¢asem, mnozinou stavii J = {0, 1, ..., m}, vektorem po&ateénich
pravdépodobnosti p(0) = (1, 0, 0, ..., 0) a matici intenzit pfechodu

—A A 0 0 .. 0 0
u —(A+p) A 0O ... 0 O
Q=0 u ~(A+p) A 0 0

0 0 0 0O ... p —u



A

u- Odvodime stacionarni rozlozeni tohoto systéemu. VyfeSime systém rovnic

Ozna¢me P~

— — — AJ
aQ = 0 s normalizacni podminkou Z():aj =1 a zjistime, ze &i = (Mj 40 =P j=1,2,...,m.
J:

1 1
a, = = v
Hodnotu a; odvodime z normaliza¢ni podminky: ’ 1+ i o S ol - Rada ve ymenovateli je
i=1 i=0
1 | 1= p
1-p™ —prop #1
LT prop #1 l1-p
o> = 1-p ) =1
konecna a jeji soucet je 45 , tedy
m+lprop=1 m+1pTOP=1




Charakteristiky systému

m+1

(p[l — (m + l)pm + mp

m — prop =1
: EN)=3ja =] (0-pll-p™)
Stf. hodnota poctu zakaznikl v systému: =%
a —prop=1
L2
o E(N) pl(_gz)prop;tl
— : _ _ p
Sti. hodnota poctu zakaznikl ve fronté: E(NQ)_ Z_;(J ~1)a; =E(N)-(1-a,)=
g E(N)- prop =1
L m +
pl_(l;g)propil
Stt. hodnota poétu obslouzenych zakaznikii: A, =A(1-a,, ), “m 7
=1
(m+1 S
E(N E(N,)
Stf. hodnota doby stravené v systému: E(W)= % , ve fronté: B(W,)= X .
P P

Pravdép., ze zakaznik nebude obslouzen (tj. v systému je jiz m pozadavkil): a, =a,p"
Pravdép., Ze zakaznik bude obslouzen: 1 - a,



8.4. Priklad: Béhem osmihodinoveé smény dojde v priméru ke 12 porucham stroji. Oprava trva
v pruméru ptl hodiny. Pokud je opravar obsazen, ve front€ na opravu mohou ¢ekat maximalné
tf1 stroje. Stanovte zakladni charakteristiky systému.

ReSeni: Jde o systém M/M/1/4/FIFO. Za ¢asovou jednotku volime 1 h.

KZE—IS n=— : —2,p:&:1’520,75,m:4
8 0,5 nwo 2

_1I-p 1-0,75
Pravdépodobnost, Ze opravaf je volny: %o = == T 1-0.5°

=0,3278

Pravdépodobnost, Ze stroj nebude opraven v diisledku omezen¢ kapacity systému:
a,=a,p’ =0,1037

Stt. hodnota po&tu opravenych strojii: A, = A(1—a, )=15(1-0,1037)=13444

9 . o . p[l— m+1)p" +mpm“] 0,75(1—5-0,754 +4-0,755)
- E(N)= =
Sti. hodnota poctu strojli v systému: (N) ( p)(l o ) 0’25(1 —0.75° )

pl<1 piﬂ) = 1,4443 — 0’715£1(;;);755 ) 0,7721

)-
E(N) _ i 4443 ~1,0743h = 1h 4 min 30s

\_/v

= 1,4443

Stf. hodnota po&tu strojii ve frontg: B(N,)=E(N

Stt. hodnota doby stravené v systému: E(W)= 2
P
) E(N,) 0,7721

Stt. hodnota doby stravené ve fronté: E(WQ T 13444 0,5743h = 34 min 30s
P )




8.5. Otevreny systém M/M/n/m/FIFO

Kapacita systému s n linkami je omezend, je rovna m, m > n. Zakaznik, ktery piijde k plné
obsazenému systému je odmitnut. Ve fronté tedy muze byt nejvySe m —n > 0 zakazniku. Pocet
zékazniku, ktefi jsou v systému v okamziku t, je nahodna veli¢ina X, a stochasticky proces

X, LET] je HMR se spojitym ¢asem, mnozinou stava J = {0, 1, ..., m}, vektorem pocate¢nich
pravdépodobnosti p(0) = (1, 0, O, ..., 0) a matici intenzit prechodu

[-X A 0 .0 0 0 o000
po —(pe+A) A e | 0 0 caw W 0
0 2 —(2u+A) ... 0 0 0 .. 0 0
0 0 0 oonp —(np+A) A .. 0 0
0 0 0 .. 0 nL —(npu+A) ... 0 0

\ 0 0 0 .0 0 0 onp —np)

kde A > 0 je intenzita vstupniho proudu a p > 0 je intenzita obsluhy. Je-li v systému vic
zakaznikl nez linek obsluhy (j > n, j <m), jsou intenzity obsluhy stejné¢ jako pro j =n.



n linek obsluhy

vstupni proud __ fronta
——[[[—
nejvy$e m-n zakazniku

O
O vystupni proud
N

O
O




Stacionarni rozlozeni:

A

Ozna¢me P = ; aP= e Obvyklym zpusobem (tj. feSenim systemu aQ = 0, Z.;aj - 1)
=

odvodime, Ze stacionarni rozloZent je:
(@

Tao proj=1,2,...,n

. n-1Qj n m
a. =- B n |
J _ p, n
n i  kde %o Z it " Zp
_'p a,proj=n+1,...,m o J | =

L N

Stacionarni rozloZeni existuje vzdy.




Charakteristiky stabilizovaného systému:

n

n m
Pravd&podobnost, Ze piichazejici zdkaznik bude odmitnut: Tz =2am = LN
1_ pm—n
P,=7" 1-p
\an(m —n)pro p=1

Stredni hodnota poétu piijatych zakazniki za jednotku &asu: A, = A(1-P,).

prop # 1
Pravdépodobnost, zZe pfichazejici zdkaznik bude Cekat ve fronté:

Stfedni hodnota po¢tu odmitnutych zdkaznikl za jednotku dasu: A, = AP, .

Sttedni hodnota poctu zakazniki ve fronté: E(NQ ) - _Zl(j a n)aj :
j=n+

Sttedni hodnota poctu obsluhovanych zakaznik: E(Ns ) = B(l - P, )

Vyuziti systému: K = P(l - P, )

Ostatni charakteristiky dostaneme pomoci Littleova vzorce.



8.6. Priklad: Na jistém oddéleni nemocnice jsou na dvou operacnich salech neptetrzité
provadény urgentni operace. Na kazdém sale se v priiméru operuji 4 pacienti za den a na
oddéleni ptichazi v priméru 7 pacientli za den. Piitom z organizacnich diivodl bylo stanoveno,
Ze na poradniku muizZe byt maximalné 10 pacientil, ostatni jsou odesilani jinam. Ur€ete zakladni
charakteristiky tohoto systému hromadné obsluhy.

ReSeni: Za ¢asovou jednotku volime 1 den.

B_7
n 8-

AT
Jde o systém M/M/Wm/FIFO, kden=2,m=10+2=12,A=7,u=4, = =7 P=

Pravdépodobnost, Ze systeém je prazdny:

. -1 . -1
n-1 QJ nn m 1 (7 22 12 )
aO:[ZBT+—'ZpJJ = Zg+—'2(%y =0,0821
=0 J Iy =0 J 215
Pravdépodobnost, ze pacient bude odeslan jinam:

n 2 12
P—a =2 pma =2 7] 0,0821=0,0331
! 218



Pravdépodobnost, Ze pacient bude Cekat:
I-p 1-p® B 1- (7)10 _@ (7)
P, =a, =a, a, 8 4 00821 5. =0,7411
l-p l-p 2! = 2
Stredni hodnota poctu Cekajicich pamentu.

E(No)= 3 (i-nk, = (-2, =3 (- 22(a, = 3 (- 22(:F0.0821 = 28729

j=n+l =3 j=3 j=3

m-—-n

Pravdépodobnost, Ze oba saly budou obsazeny:
P(N > 2) =l-a,—a, =1-a,—-Pa, =1-0,0821-70,0821=0,7742

Vyuzitf systému: k= p(l—P,)=(1-0,0331)=0,8461

Stiedni hodnota po&tu operovanych pacienti: E(Ng)=p(1—P,)=2(1-0,0331)=1,6921

Stfedni hodnota poctu pacientu v systemu: E(N) = E(Ng) + E(Ng) = 1,6921 + 2,8729 = 4,5651

Stiedni hodnota procekané doby:
E(N E(N

B(w, )= "WNo) _ ENo) _ 28729

5 = = =0,4245dne=10h 11 min
A, MI-P,) 6,7683

E(N,) 1,6921
Stredni hodnota doby operace: E(WS) - Mo = 6.7633 =0,25dne=6h

Stredni hodnota doby stravené v systému:
E(W) = E(Ws) + E(Wq) = 0,25 +0,4245 = 0,6745 dne = 16 h 11 min



Charakteristiky stabilizovan¢ho systému M/M/n/m/FIFO pocita funkce odmitani.m

% [a,PZ,PQ,lambdaP,lambdaZ.kappa, ENS,ENQ,EN,EWS, EWQ,EW |]=odmitani(lambda,mi,n,m)
% Vypocita stacionarni rozlozeni, vyuziti a charakteristiky systemu

% hromadne obsluhy s omezenou kapacitou M|M|njm|FIFO s odmitanim.

% Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy

%n......... pocet linek obsluhy

Y%m....... kapacita systému

% Vystupni parametry:

%a........ stacionarni rozlozeni

% PZ ... pravdepodobnost, ze prichozi zakaznik bude odmitnut

% PQ ........ pravdepodobnost, ze prichozi zakaznik bude cekat ve fronte

% lambdaP ... stredni hodnota poctu prijatych zakazniku za jednotku casu

% lambdaZ ... stredni hodnota poctu odmitnutych zakazniku za jednotku casu
% ENS ....... stredni hodnota poctu obsluhovanych zakazniku

% ENQ ....... stredni hodnota poctu zakazniku ve fronte

% EN ........ stredni hodnota poctu zakazniku v systemu

% EWS ....... stredni hodnota doby, kterou zakaznik stravi obsluhou

% EWQ ....... stredni hodnota doby, kterou zakaznik stravi ve fronte

% EW ........ stredni hodnota doby, kterou zakaznik stravi v systemu



8.7. Priklad: Je znamo, Ze systém M/M/2/5/FIFO je vyuZivan na 68,62 %.
a) Kolik procent ptichazejicich zakazniki bude odmitnuto?
b) Zjistéte stfedni hodnotu poctu Cekajicich zdkazniku.

A B B
ﬁeéeni:nzz,mzs,B:;aP ,k=p(l-P,)=0,6862

22 5 5 B BS
P, =a,=—p’a, =2p’a, :2[23—5210 :B_aO,tedy k=p(l-P,)= 2( e =0,6862

16
2 3 4 5\
1+[3+B +B +B +B a
2 4 8 16/ -Nyniag

{555 (25218 -

1

j=2

dosadime do vzorce pro k a dostaneme rovnici:
BS

Bl 16

2 3 4 )
2 1+B+B +B +l3 +l3
2 4 8 16

K jejimu feSeni pouzijeme symbolicky toolbox systemu MATLAB:

Syms X;
solve(0.5*x*(1-(0.0625*x"5/(1+x+0.5*x"2+0.25*x"3+0.125*x"4+0.0625*x"5)))-0.6862)

=(,6862




Zjistime, Ze B = 1,5 a dale ap = 0,1793.
V ukolu (a) pocitame pravdépodobnost odmitnuti zdkaznika, tedy

22 5 _ 5 _ BS _ BS _ 1955 .
P,=a;= Ep a,=2p’a, = 2?210 = an = ¥-0,1793 =0,0851
Vidime, ze bude odmitnuto 8,5 % piichazejicich zakazniki.
V tkolu (b) pocitame stfedni hodnotu poctu ¢ekajicich zakazniki, t;.

m 5
E(NQ): Z(j—n)aj = Z(j—Z)aj =a, +2a, +3a,
j=n+1 j=3

n

n :
a, =Fp a,proj=n+1,...,m

B 3 15 3
a, =2p’a, = 2(5j a, = 2( 2 j 0,1793=0,1513

B 4 15 4
a, =2p‘a, = 2(5j a, = 2( 2 j 0,1793 =0,1135

B 5 15
a, =2p’a, = Z(EJ a, = 2(7) 0,1793 =0,0851

Po dosazeni do vzorce pro E(Ng) mame: E(NQ )=0,1513+2-0,1135+3-0,0851 = 0,6336
Znamena to, Ze v primeru ¢eka ve fronté 0,6336 zakazniki.



8.8. Uzavreny (cyklicky) systém M/M/n/m/FIFO
V tomto systému cirkuluje m zakazniki, pricemz mohou ¢ekat v omezené fronté délky m—n > 0.

Zakaznici po ukonceni obsluhy opoustéji systém, ale pozdéji se do né€j vraceji s novym
pozadavkem.

[lustrace:
n linek obsluhy
O
vstupni proud fronta O vystupni proud
= - . £
O
O

Doba pobytu kazdeho zakaznika mimo systém ma rozlozeni Ex(A), doba obsluhy u kazdé z n
linek obsluhy se fidi rozlozenim Ex(p).

Systém, l1ze modelovat pomoci procesu vzniku a zaniku X,;te T} s mnozinou stavi

J=10, 1, ..., m}, kde stavy interpretujeme takto:



0 ... systém je prazdny
1 ... vsystému je 1 obsluhovany zakaznik, ostatnich m — 1 je mimo systém

n ... v systému je n obsluhovanych zakaznik{, ostatnich m —n je mimo systém
n+1 ... n obsluhovanych, 1 ve fronté¢, m —n —1 mimo systém

m ... n obsluhovanych, m —n ve fronté
Vektor pocatecnich pravdépodobnosti je p(0) = (1, 0, ..., 0) a matice pfechodu ma tvar:

Q —

(—nz/\ m\ —_— 0 0 P \
11 —(p+(m-=1)A) ... O 0 0 PRI

0 21t .0 0 0 .0

0 0 cooonp —(np+ (m—mn)A) (m —n)A PR
0 0 PR njt —(npu+(m—-—n—1A) ... 0

\ 0 0 0 0 0 ——y

kde A > Oje intenzita Vstupniho_ proudu a u > 0 je intenzita obsluhy. ‘




Prechodovy diagram:

(m-1)A (m-2)A (m-n+1)A (m-n)A (m-n-1)A
. e — — —

U A ™ AL VA

mA -(H*H(Mm-1)A) -(2pu+(m-2)A) -(nu+(m-n)A)  ~(nu+(m-n-1)A)

Stacionarni rozlozeni:

A

Ozna¢me P = E aP= 5 - Obvyklym zpisobem ({j. feSenim systému aQ =0, Zolaj =1
=

odvodime, Ze stacionarni rozlozeni je:

((m) . .
(' JBJaO proj=1.2,...,n
J

a. =< m
"lat m! . : . kde aozl_zaj.
.)'pjao proj=n+1,...,m =

i)

n! .(m—

~

Stacionarni rozloZeni existuje vzdy.



Charakteristiky systému:

Stfedni hodnot poétu zdkaznikil v systému: E(N)=2_ja; :

j=0

n—I m
Stfedni hodnota po¢tu obsluhovanych zakaznikd: E(Ng)= Z():Jaj + nz dj .
= j=n

Stiedni hodnota po¢tu zdkazniki mimo systém: E(NR ) =m- E(N) :
Stredni hodnota podtu zakazniki prichazejicich z jednotku &asu: Ar =AE(Ng ).
Vyuziti systému: & =pE(Ny ).

Dalsi charakteristiky lze ziskat z Littleova vzorce.



8.9. Priklad: Ve firm¢ jsou k dispozici 2 kopirky pro 5 zamé&stnanctl, pfi¢emz kazdy z nich
piichazi kopirovat v priméru jednou za 40 minut. Primérna doba kopirovani je 4 minuty.
Predpokladame, Ze vstupni proud je Poissonliv proces a doba kopirovani se fidi exponencialnim
rozlozenim.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze kopirky nebudou vyuZity?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze zaméstnanec, ktery ptichazi ke kopirkam, bude muset cekat?

c) Jakd je stredni hodnota delky fronty?

ReSeni: Za éasovou jednotku volime 1 min. n=2, m =5,

| A1 B 1
40’M 4 B _E_E’p " n 20 - Vypocteme stacionarni rozlozeni
((m) . _
[' jBJaO proj=12,...,n
J m
a. =+
" |n" m ; : , kde aO:l_ZaJ,
' ~p'a,proj=n+1,...,m -
n! (m—J)!

5) 1 1 5Y1Y) 1 5101 1Y
a, = —a, =—a, a,= — | a,=—a — )| —— =120] —
: [1]10 D=0, [2}(10) TP 2!(20) %o (20 "o,

st 1) 1Y sl 1Y Y :
a,=2=—| — | a, =240 — a.=2=—|—|a, =240l — | a, a,=1-Y a. =0,6186
! 1!(20) (20) =0, s 0!(20) ’ (20) e Z;J



Ad a) Pravdépodobnost, Ze kopirky nebudou vyuZity, je ao = 0,6186.
Ad b) pravdépodobnost, Ze zaméstnanec, ktery piichazi ke kopirkam, bude muset ¢ekat, je
P(N>2)=1-P(N<1)=1-a,-a, =1-0,6186—-0,3093 = 0,0721
Ad c) Stfedni hodnota délky fronty: E(Ng) = E(N) — E(Ny), pfiemz
m n—1 m
E(N)=2"ja;=0,4648 E(N;)= ;Jaj +n2.2;=04535 140 E(N) = 0,0113.
= j=n

=0

Charakteristiky uzavieného systému M/M/n/m/FIFO pocita funkce uzavreny.m.
Syntaxe: [a,ENS,ENR,EN,lambdaR kappa]=uzavreny(lambda,mi,n,m)

Vstupni parametry:

lambda .... parametr vstupniho proudu

mi ........ parametr obsluhy

n........ pocet linek obsluhy

m......... kapacita systeému

Vystupni parametry:

A e stacionarni rozlozeni

ENS ....... sttedni hodnota poctu obsluhovanych zakazniki
ENR ....... sttedni hodnota poctu zakazniki mimo systém
EN ........ sttedni hodnota poctu zdkaznikli v systému

lambdaR ... sttedni hodnota poctu zakazniki pfichazejicich za jednotku Casu
kappa ..... vyuZiti systeému



