9. Optimalizace v systémech hromadné obsluhy

Cil: pted linkami obsluhy se nemaji vyiteh ilis dlouhé fronty a saiasre linky obsluhy maji
byt dostatén¢ vyuzity.

Je-li mala intenzita obsluhy, t¥icse dlouha fronta a klesa zisk.
Je-li naopak velka intenzita obsluhy, jsou linkyslihy po uéitou dobu nevyuzity a stoupaji
naklady.

Potrebujeme tedy v systému s jednou linkou obsluhystzapptimalni intenzitu obsluhy a
v systému s vice linkami optimalni ¢& linek obsluhy tak, abyifpminimalnich nakladech bylo
dosazeno maximalniho zisku.



9.1. Optimalizace systém M/M/1/«/FIFO

Vstupni proud zakaznikie Poissofiv proces s parametrei) doba obsluhy sidi
exponencialnim rozlozenim.

Ve stabilizovaném systému zname:

naklady ¢ na obsluhu jednoho pozadavku za jedn@tsu;

naklady ¢ na udrzbu prazdneho systému za jedno#su.

Ve vétsSing pripadi je intenzita vstupniho proududana, nizeme tedy ovlivnit pouze intenzitu
obsluhyu.

Hledame intenzitu obsluhy tak, aby funkce naklaca ztrat
F@):QH+%E@0:CM+CzE§X

nabyvala svého minima.

Funkci (i) derivujeme podlet a derivaci poloZime rovnu O:

_dF(l‘l):Cl—c2 A ZZO:>|J.:)\i /&)\
dpt (U_A) C,

Vzhledem k tomu, Zze system musi byt schopen sdistafat (tj. A <p), je minima dosazeno

C
proH=A+ C—2>\ . (Jedna se skute¢ o minimum, coz lze aitit pomoci 2. derivace:
1
d°F 2\
(2u) =G, 7>0)
dy (L-7)



9.2. Hriklad: Na malou posStu s jednotigpazkou fichazi v obdobi ustaleneho provozu
pramérné 18 klienti za 1 h. Naklady nobsluhu jednoho klient&ni 20 Ké/h a prostojové
naklady na pepazku jsou 40 &h. Stanovte optimalni dobu obsluhy jednoho kliemntagislete
funkci naklad a ztrat pro optimalni intenzitu obsluhy.

Reseni:A = 18, g = 20, ¢ = 40

n= ?\+1/—?\ =18+ \/4—038 18+6=24 zakaznik za 1 h

— —h 2min30s

n 24
18

F(24) = 2024+ 403——— = 600K
24-18

Optimalni doba obsluhy zakaznika je 2 minuty 3Qusek Pro tuto optimalni dobu obslutimni
hodnota funkce nakldcda ztrat 600 K.



9.3.Poznamka: Uvedeme jestjiny pristup | optimalizani tloze. Vedle nakladc; a ¢
budeme uvazovat j@Shaklady g, coz jsou naklady orientované na udrzeni zakazzraka

_ : : Ao , )
jednotkucasu. Budeme hledat takovou intenzitu provP :ﬁ’ pii Niz jsou celkove @Mmeérné

naklady minimalni.
Zavedeme kriterialni funkci

Clp)=c,p+c,(1-p)+c, ﬁ

Hledame minimum kriterialni funkce vzhledenpk

ddp) _ 1 c,
dp

=C,—C,+cC =0=p=1%
1 2 3(1_p) C _C
C,

C,—C,

PripadP =1+ nevyhovuje, protoze ve stabilizovaném systgmul. Tedy optimalni

C,

intenzita provozu je® =1~ , pricemz 0< — <1
Pomoci 2. derivace krlteri ni funkceame, ze jde skut®é o minimum:
d*’Clp) _ .
>0 p=1-
o O PP



9.4.Priklad: Mala stavebni firma s jednim zastnancem é&ekava v pistim nesici tyto
naklady: penalizace égxjici bankou za ngnnost je 150 000 & naklady na plat zagstnance
jsou 5(000 K& a naklady na reklamu 10 00@& KZa jakych podminek fize mit firma minimalr
naklady?

Reseni:
¢, = 50 000, ¢= 150 000, ¢= 10 000

o=1- |- :1—\/ 10000 :1—\/I = 0,683
c,—c, 150000~ 50000 10 -

Minimalni naklady pi této intenzi¢ provozucini
Clp)=cp+c,(1-p)+c, T 50000D,683+ 150000 {1 - 0,683) + 10000%%2‘;3 =103246 K.

A
Intenzita obsluhy tedy musi b}t~ zg3= 1464\

Znamena to, Ze intenzita obsluhy musi bytkakl,5 x vySSi nez intenzita vstu



9.5.Priklad: Sledujemeiinnost vydejny né&di ve strojirenskem zavéad\Naklady na obsluhu
jednoho pozadavkéini 20 Ke, ztraty : prostofi jsou 100 K/h. V priméru ma vydejna 8
pozadavk za 1 h.

Uvazujeme nasledujici 4 variantynnosti vydejny:

varianta |: neomezena kapacita systemu, optimalanzita obsluhy;

varianta Il: ve front mohou byt maximakh?2 pozadavky, optimalni intenzita obsluhy;
varianta lll: ve vydej jsou 2 okénka, systétm ma neomezenou kapacituztaeobsluhy je
polovi¢ni nez vypdtena optimalni;

varianta IV: ve vydejéjsou 2 okénka, ve froimohou byt maximakh2 pozadavky, intenzita
obsluhy je polovini nez vypdtena optimalni.

Pro kazdou zéchto variant vypététe:

- pravdpodobnost, ze systém je prazdny;

- Vyuziti systému;

- E(N), E(\), E(Ng);

- E(W), E(W), E(Ws);

- pravdpodobnost odmitnuti pozadavku;

- celkové naklady a ztraty za 1 h provc



Reseni:
_ Cry _ 100, _ _ .
A =8¢, =20,c, =100, M=A+ [ =A =8+, /= "[8=8+2V10=1432 pozadavk za 1 h
1

Varianta I: Jde o system M/M&/FIFO,A = 8,u = 14,32
Pouzijeme funkci neomezeny 1.m

ao = 0,4415

K = 55,85 %

E(N) = 1,2649

E(Ng) = 0,7064

E(Ns) = 0,5585

E(W)=0,1581 h=9min 29 s

E(Wg) =0,0883h=5min 18 s

E(Ws) =0,0698h=4min11s

PZ =0

F() = ap + 6 E(N) = 20(8 + 210) + 100.1,2649 = 412,98&K



Varianta II: Jde o systém M/M/1/3/FIF®=8,n=8+ 2/10,n=1, m=3
Pouzijeme funkci odmitani.m

a = 0,4891

k =51,09 %

E(N) = 0,8338

E(No) = 0,3229

E(Ns) = 0,5109

E(W)=0,11139 h=6 min 50 s

E(Wg) =0,0441h=2min 39 s

E(Ws) =0,0698 h=4min 11 s

P, = 0,0852

F(u) = i + 6 E(N) = 20(8 + 2/10) + 100.0,8338 = 369,87¢K



Varianta lll: Jde o systém M/M/RIFIFO, A = 8,u = (8 + 2/10)/2, n = 2
Pouzijeme funkci neomezeny n.m

a = 0,2833

K = 55,85 %

E(N) =1,6233

E(No) = 0,5063

E(Ns) = 1,1170

E(W)=0,2029 h=12min 10 s

E(Wg) = 0,0633 h =3 min 48 s

E(Ws) =0,1396 h=8min 22 s

PZ =0

F(u) = i + 6 E(N) = 10(8 + 210) + 100.1,6233 = 305,58:K



Varianta 1V: Jde o systém M/M/2/4/FIF®=8,u = (8 + 2110)/2,n=2, m=4
Pouzijeme funkci odmitani.m

ao = 0,3045

Kk =52,54 %

E(N) = 1,2754

E(Ng) = 0,2246

E(Ns) = 1,0508

E(W)=0,1555h=9min 20 s

E(Wg) = 0,0159 h=57s

E(Ws) =0,1396 h =8 min 23 s

P, = 0,0593

F(w) = ap + 6 E(N) = 10(8 + 210) + 100.1,2754 = 270,7%K



Shrnuti vysledk:

typ

%

K

E(N)

E(No)

E(Ns)

E(W)

E(Wo)

E(W5s)

Pz

F)

0,4415

55,85 %

1,2649

0,7064

0,5585

9 min 29 s

5 min 18

A min 11 9

0

413 K

0,4891

51,09 %

0,8338

0,3229

0,5109

6 min 50 s

2 min 39

A min 11 S

8,52 %

370 K¢

0,2833

55,85 %

1,6233

0,5063

1,1170

12 min 10 9

3 min 48 §

8 min 22 3

0

306 K

IV

0,3045

52,54 %

1,2754

0,2246

1,0508

9min 20 s

O min 57

B min 23 S

5,93 %

271 K&




9.6. Optimalizace systéemu M/M/nk/FIFO
Vstupni proud zakaznikje Poissoflv proces s parametreimdoba obsluhy sgdi
exponencialnim rozlozenim s parametier@name:
c: ... haklady na&ekajiciho zakaznika za jednoté&asu,
C, ... haklady na nevyuzitou linku obsluhy za jednotksu.
Cilem je najit takovy ptet linek obsluhy,  némz jsou piimérné celkovée naklady minimalni.
Zavedeme kriterialni funkéi(n) = ¢,E(N,, )+ c,[n - E(Ng)).
Prvni €itanec vyjaduje pimérné naklady néekajiciho zakaznika. Ty jsou émeé stedni
hodnot poctu zakaznik ve frong.
Druhy gitanec vyjaduje ptimérné naklady na nevyuziti linky obsluhy. Ty jsoudiné stedni
hodnot paitu nevyuzitych linek.

’ _p P _, P a oA _B B, np’ _
Pritom E(NQ)_PQ 1-p Po = n!(l—p) 1-p° p= 0w E LZ n!(n B)} ; E(NS)—np_

Po dosazeni do kriterialni funkce dostaneme:
C(n)=c, =P +c,(n - np)

(1-p)

A A :
Systém se fize stabilizovat, kdyz> P :% :n_u , tedyn > e Hledame ntak, ze

cln')= min{C(n);n >2 o N} _

H




9.7.Priklad: Zatinajici softwarova firma drze @ekavat 4 objednavky zadsic. Charakter
objednavky je takovy, ze programator je schopaesiy za misic pamerné dveé objednavky.
M¢ési¢ni naklady na provizorrieSeni, kdy zakaznideka na kongneieseni, jsou 50 000K
Nema-li programator praci, dostava z rezervniho didimany zakladni plat 10 000 K

V ptipact, ze programator ma objednavku, je jeho zakladatigdls vykonnostnifjplatek zcel:
pokryt z ceny objednavky.iPjakém p@&tu programatar budou pémérné nesicni naklady
stabilizované firmy minimalni?

ReSeni:Casova jednotka = 1 dfel'c

A =4,u=2,c, =5000Qc, ~10000p=2=2p=F -
v n

_p B, e | _[g2, n2 |
I =y B, BT [Z' ni(n- B)} ‘Lzoi”“!(”‘ﬁ)}

Z podminky stability plyne, ze minimalni &t programatdr je 3.

Cln)=6, 2P+, (- p)

(1-p)

&
n

3
n:3;p:§,ao (1+2+2+¥) _L a:Ba 8@%—4

BN
| 0o

4
E(NQ): A (1_pp)2 =57

C(3) = 500003 +100003- 2) = 544444 K¢

@\H@J\I\)

27 9



. P _25_4
E(N, )= =—Br=— Slhp=als=
(N,) a4(1_p)2 %5 2 E(Ng)=np 4t =2
C(4)= 500002%+1000c(4 2) = 2869565 K
2 4 2 532 9 _p
n_5_p_5’aO (1+2+2+3+3+120EB) 67,85—5,
_ o) 12 £ 8
E(Ng)= By = 5a7 —P=oie=
Mo *-pF 335 201 FNS)=TP 555% °
c(5)= 500002%] +100005- 2) = 3199005 K¢
1 4 2 4 2\'_5 p°
—R-N=_ 1+2+2 UL =55 -
USG5, fa (+ TeT373 15 15) 37 % g
_. P s 1
E(N,)= = =Mp=bis=
(Q) a6(1_p) 333 ¢ 111’ E(Ns) np 6% 2

C(6)= soooolill +1000(6 - 2) = 4045045 K¢

_ 329 10
12C 67 33¢

_64 .5 _ 4

0=

72C 37 332



Shrnuti vysledk:

nip & C(n)

3|2_ 5|4 _grag; 5444444 K
3 27

4l1_ 05| 2 - ggg70 |28 69565 K
2 23

5 éz 2% 12= _ 003ss| 31 990,05 K

6[1_ o3| 4 _og120|40 450,45 K
3 33¢:

Vidime, Ze optimalni p&et programatar je 4.

Upozornéni: Hodnotu teto kriterialni funkce piaa funkce opt_neomezeny n.m.
Vstupni parametry:

n ... p&et linek obsluhy

lambda .... parametr vstupniho proudu

mi ... parametr obsluhy

cl ... ndklady naekajiciho zakaznika za jednotéasu

c2 ... nadklady na nevyuzitou linku obsluhy za jaén@asu

Vystupni parametr:

C ... hodnota kriterialni funkce



9.8. Poznamka: Alternativni pristup k optimalizaci systémuM/M/n/ oo/ FIFO

Vstupni proud zakaznikjie Poissofiv proces s parametreilnmdoba obsluhy sgdi
exponencialnim rozlozenim s parametyer@name:

c: ... naklady na pobyt zakaznika v systému za jednédku,

C, ... naklady na provoz jedné linky obsluhy za jedoai#su.

Cilem je najit takovy p#et linek obsluhy,  némz jsou pdmérné celkové naklady minimalni.
Kriterialni funkce ma fi tomto pistupu tvaC(n) = ClE(N) +C,N,

Prvni €itanec vyjaduje pimérné naklady na zakaznika. Ty jsoudinme stedni hodnat pactu
zakaznik v systému.

Druhy gitanec vyjaduje pfimérné naklady provoz linky obsluhy. Ty jsou émé p@tu linek.

L — L = B” = A, :A E Bn 1
Pritom E(N)_PQ l_p+np1 PQ A nl( —p) 1—p’ B |.,l’ n’ |:Z ! nl(n B):| ’
E(Ng)=np.

Po dosazeni do kriterialni funkce dostaneme:

c(n)= CLﬁ . an ron

Systém se fize stabilizovat, kdy2>P =

cln’)= min{C(n);n >2 o N} _

H

A

A . .
—u, tedyn >E' Hledame ntak, Ze

3|'D



9.C. Priklad: Benzinov&erpaci stanice ma 4 stojany. Autaradi na vjezdu do spaiee fronty

VA% v’

VLYY v’

hodinu. Doba tankovani ma exponencialni rozlozegriimérné trva 6 minut.
Predpokladame, ze naklady na provoz jednoho stajemr50 K&/h afidici oceiuji suij cas i
pobytu u benzinovéerpaci stanice na 10K. Jaky by nil byt optimalni péet stojari, aby
pramérné hodinove naklady stabilizovadérpaci stanice byly minimalni?

Reseni:Casova jednotka = 1 hodina

A B3

A=30,u=10B="=3p="="<1=nz 4., =100,c, =750, C(n):cl(Lp)ﬁnp}CZH,

n n n (L-p

I =, <\ B - <
B = %, % _Lo j! " !(n‘B)} {;’ J +”!(n_3)}

3 A 4 =
n:4:p:§,a0:{z_—+ﬂ)} :(1+3+§+27+27j -6 :1:0,0377,

>

< a(4-3 6 2) 159 53
4 4
a, =P a =302=2" _(1274
47° 4 53 21z
&
E(N)=a, 2 +4p= 20 g + 4 = 2 12+43=220= 45083
(1-p) 212 L 4 212 53

C(4) = 100[.%) + 75004 = 345280k ¢



43 5 |
> +_)} =...=00466 a, = B aO—EE(DO466 0,0945

=3 4=y
n:5:p—5,ao L‘oj' 51(5-3

E(N)=a,—P— +5p= 00945@+5§1 33542
(1-py %

C(5) =10013,3542+ 750[5 = 408540K &

. -1
1 53 B3 g

_1 o, o3 8B s 6049 ——[(DO49 00496
21 0 {%‘J' 6'(6-3)} % =g

E(N)=a, > +6p= OO496E.@+6E-113 30991
"(L-p) 4

C(6) =10003,0991+ 75006 = 480990 K¢

Optimalni p@etcerpacich stojahnje 4.



Upozornéni: Hodnoty téeto kriterialni funkce @aa funkce opt_neomezeny n_alt.m.

Vstupni parametry:

n ... p&et linek obsluhy

lambda .... parametr vstupniho proudu

mi ... parametr obsluhy

cl ... ndklady na pobyt zakaznika v SHO za jedné&aisul
c2 ... ndklady na provoz linky obsluhy za jednatksu

Vystupni parametr:
C ... hodnota kriterialni funkce



