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Motivace

FI UvaZme nasledujici tvrzeni.
A Vysledek béhu mezi dvéma rovnocennymi zavodniky je
méné nejisty nez vysledek béhu mezi Sesti rovnocennymi
zavodniky.
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Motivace

FI UvaZme nasledujici tvrzeni.

A Vysledek béhu mezi dvéma rovnocennymi zavodniky je
méné nejisty nez vysledek béhu mezi Sesti rovnocennymi
zavodniky.

B Vysledek rulety je vice nejisty nez vrh kostkou.

C Vysledek vrhu idedlni kostkou je vice nejisty nez vysledek
vrhu faleSnou kostkou.

Ziejmé s vySe uvedenymi tvrzenimi Ize okamzité souhlasit.
Obtizné vSak bude definovat, co je to vlastné nejistota.
Podivejme se na dveé riizné ndhodné veliciny X a Y. Necht

PX=0)=p, PX=1)=1-p,

P(Y =100)=p, P(Y =200)=1-p,
pricmz0 < p < 1.
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Motivace

Zrtejmeé by nam definice nejistoty méla zajistit, ze X a Y jsou
stejné nejisté. Tedy nejistota X a tedy i Y by méla byt funkci
pouze pravdépodobnosti p. Tato vlastnost nejistoty musi byt
rozsifitelna i na ndhodné proménné, které nabyvaiji vice nez
dvou hodnot. Tedy:

Nejistota nahodné proménné Z, ktera nabyva hodnoty a; s
pravdépodobnosti p;, (1 < i < n), je funkci pouze
pravdépodobnosti p1, ..., pp.
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Definice nejistoty

Proto znacime takovouto funkci jako H(ps, ..., pn), pfiCemz
predpokladame spinéni nasledujicich pfirozenych podminek:

(A1) H(p1,...,pn) je maximalni,kdyzpy =po=...=pp=1/n.
(A2) Pro kazdou permutaci = na {1,..., n} plati

H(pi,...,pn) = H(Pﬂ(1), e ,Pw(n))~

Tedy H je symetricka funkce svych argumentd, f{j. jeji
vysledek nezavisi na poradi.

(A3) H(py,...,pn) > 0 arovnost nastava prave tehdy, kdyz
p;i = 1 pro néjaké i.
Nejistota ma tedy vzdy nezapornou hodnotu a je nulova
prave tehdy, kdyZ je jakakoliv nahoda vyloucena.
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Definice nejistoty

(A4)
H(p17' . 7pn)0) = H(p17' N 7pn)-
Nejistota vrhu Sestibokou idealni kostkou je tataz jako

nejistota vrhu sedmibokou kostkou, u které je nemozné,
aby padla 7, ale ostatni pfipady jsou si rovnocenné.

TN T (L I
n n n—+1 n-+1

Vysledek béhu mezi dvéma zavodniky je méné nejisty nez
vysledek béhu mezi vice zavodniky.

(AB) H(p1,-..,Pn) je spajité funkce svych parametrd. Malé
zmény na vstupu daji malé zmény na vystupu.

(AS)
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Definice nejistoty
1 1
(1.1,

(A7) Jsou-li m,n € N, pak
H<1,...,1> —H<1,...,1> " H
m-n m-n m m
Tato podminka fika, ze nejistota vrhu m - n—stranné kostky
je obsazena ve vrhu m-stranné kostky nasledovana vrhem
n-stranné kostky, a je rovna souctu individualnich nejistot.
(A8) Necht p=py +---+pmaqg=qy+---+ gn, Pi,qjjsou
nezaporné. Jsou-li p a g kladna Cisla, p + g = 1, pak plati

H(p177pm7q177qn) = H(p7 q)+p H(p1/p7 . 7pm/p)
+q-H(q/q, ..., qn/q).

Pfedstavme si, Ze mame n + m uchazecl na misto v
konkurzu - z toho je m muzu a n Zzen, s pravdépodobnostmi
pi, g vitézstvi v konkurzu. Pak nejistota vysledku konkurzu
je nejistota, ze vyhraje muz nebo zena plus vazeny soucet,
nejistot vyhry mezi muzi a Zenami.
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Charakterizace nejistoty

Véta 1.1

Bud' H(p1, - .., pn) funkce definovana pro kazdé prirozené cislo
n a pro vsechny hodnoty p4, ..., pn tak, Ze p; > 0 a

n
> opi=1.
i=1
Pokud H splruje axiomy (A1)-(A8), pak plati

H(p17p27"'7pn):_Azpk'logpka <11)
K

kde ) je libovolna kladna konstanta a sumuje se pres vsechna
k takova,ze py > 0.

V.
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Dukaz Vety 1.1

MA Necht H splnuje axidomy (A1)-(A8). Definujme
(1) g(n)=H(/n,...,1/n) pro ne N. Z (A7) pak

g(n*) = g(n) + g(n*)
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Dukaz Vety 1.1

MA Necht H splnuje axidomy (A1)-(A8). Definujme
(1) g(n)=H(/n,...,1/n) pro ne N. Z (A7) pak

g(n*) = g(n) + g(n*)

a tedy
(2) g(n*) = k- g(n).

Bud diler,se N—{1},ne Nam=m(n,r,s) € Ntak, Ze
(3) r™ < s" < rmt1. pak dle (2) a monotonie g (dle (A5))

mame

g(r™) < g(s") < g(r™"),
tedy
m-g(r)<n-g(s) < (m+1)-g(r).
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Dukaz Vety 1.1
Z (3) pak mame

m-In(r) < n-In(s) < (m+1)-1In(r)

a tedy

1
< —.
n

‘g(s) _ In(s)

g(r)  In(r)
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Dukaz Vety 1.1
Z (3) pak mame

m-In(r) < n-In(s) < (m+1)-1In(r)

a tedy

<

o) _te)| 1t
n

g(r)  In(r)
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Dukaz Vety 1.1
Z (3) pak mame

m-In(r) < n-In(s) < (m+1)-1In(r)

a tedy

‘g(s) _In(s) <

]
g(r) In(r)| = n’

Protoze n bylo libovolné prirozené cislo, je
(4)
g(s) _9(r) _ |
In(s)  In(r) ’

kde )\ je néjaka (kladna) konstanta.
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Dukaz Vety 1.1

Tedy
(5)

g(s) = A - In(s), t. H(1§, o %) =\ In(1§).
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Dukaz Vety 1.1

Tedy

© 11 1
9(8) = A-In(), G H(5.- -, ) = =A-In(2).

Bud' 0 < p < 1 raciondlni, p =t/n, t,n € N.
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Tedy

© 11 1
9(8) = A-In(), G H(5.- -, ) = =A-In(2).

Bud' 0 < p < 1 raciondlni, p =t/n, t,n € N.
Polozme q = (n—t)/n. Z (A8) pak
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Dukaz Vety 1.1

Tedy

© 11 1
9(8) = A-In(), G H(5.- -, ) = =A-In(2).

Bud' 0 < p < 1 raciondlni, p =t/n, t,n € N.
Polozme q = (n—t)/n. Z (A8) pak

1 1 t n—t

9(n) = Hiz 2y = HL 04 g0+ Lg(n-o)
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Dukaz Vety 1.1

Zejména pak

(6)

Hp,1—p)=—-A-(p-Inp+(1-p)-In(1-p)),

a to pro kazdé racionalni Cislo p mezi 0 a 1. Ze spojitosti H
plati (6) pro véechna 0 < p < 1.
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Dukaz Vety 1.1

Zejména pak

(6)
H(p,1—=p)=-A-(p-Inp+(1—p)-In(1-p)),

a to pro kazdé racionalni Cislo p mezi 0 a 1. Ze spojitosti H
plati (6) pro véechna 0 < p < 1.

Dokazme, ze pro kazdé N € N plati

(7)
H(p17"'7pN —A- Zpl |npl7

pficemz p; >0aps +---+ py = 1, a to indukci podle N.
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Dukaz Vety 1.1

Z (6) vime, ze (7) plati pro N = 2 a trividlné platipro N =1 z
(A3).
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Dukaz Vety 1.1

Z (6) vime, ze (7) plati pro N = 2 a trividlné platipro N =1 z
(A3). Predpokladejme, Ze (7) plati pro N a uvazujme
H(p1,...,pny1). Polozme p = py + - + pn, 9 = pn. 1. Pipad
p = 0 je jasny, predpokladejme tedy, ze p > 0 a pouzijme (A8).
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Dukaz Vety 1.1

Z (6) vime, ze (7) plati pro N = 2 a trividlné platipro N =1 z
(A3). Predpokladejme, Ze (7) plati pro N a uvazujme
H(p1,...,pny1). Polozme p = py + - + pn, 9 = pn. 1. Pipad
p = 0 je jasny, predpokladejme tedy, ze p > 0 a pouzijme (A8).

Mame pak
=0
_ p1 PNy T
H(ps,....pn+1) = H(p,q)+p- H(p : p)+q H(1)
N .
= —)\-p-Inp—)\-q~|nq—|—p-(—)\)-2&|n&

- PP

z indukéniho predpokladu.
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Dukaz Vety 1.

Upravime-li posledni rovnost na tvar

N

H(p1,. .., Pns1) = =A-(p-In p+Pns1-In pys1+ D pj-(In pi—In p)),
i—

a vzpomeneme-li si, ze - ., p; = p, obdrzime hledanou
rovnost

N-+1
H(pr, - Pns1) = =A- 3 pi-Inp.

i=1
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Ekvivalentni definice nejistoty

FI Na zakladé vySe uvedené véty pak definujeme

Definice 1

Bud' X nahodna promenna s konec¢nym oborem hodnot s
odpovidajicimi pravdépodobnostmi py, po, ..., pn. Pak
definujeme nejistotu neboli entropii nahodné veli¢iny X jako

H(X) == _ px - log P, (1.2)
k

kde suma se bere pouze pres ta k, pro ktera je py > 0.

.
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Ekvivalentni definice nejistoty

Poznamka 1.2

Nadale budeme vZdy (bez ujmy na obecnosti) predpokladat, Ze

pro vSechny Cleny pravé strany (1.2) jsou pravdépodobnosti py
nenulové.

Poznamka 1.3

Podminky (A1)-(A8) odpovidaji axiomum pro entropii
navrZzenym Shannonem.

Poznamka 1.4

Entropii nahodné veliciny X miZeme rovnéz interpretovat
jakoZto stfedni hodnotu nahodné proménné log, ﬁ. Tedy

HIX) = Elogs ozs) = = > pe-logzpee (1)
k

v

= = = = =
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Ekvivalentni definice nejistoty

Priklad 1.5

Necht
X — 1 s pravdépodobnosti p (1.4)
| 0 s pravdépodobnosti1 — p. '
Pak
H(X) = —plogap — (1 — p) loga(1 — p). (1.5) ]

Hp)
o
o

T T T T T T 7T

0 1 L1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
P
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Priklady

@ Ktery dostih ma vétsi entropii: ten, ve kterém je sedm
Zokeju, tfi z nich vyhraji s pravdépodobnosti % a Ctyri z nich
s pravdepodobnosti % nebo dostih, ve kterém je 8 Zokeji s
dvéma koni s pravdépodobnosti vyhry % a Sest koni s
pravdépodobnosti vyhry {5 ?

.
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Priklady

@ Ktery dostih ma vétsi entropii: ten, ve kterém je sedm
Zokeju, tfi z nich vyhraji s pravdépodobnosti % a Ctyri z nich
s pravdepodobnosti % nebo dostih, ve kterém je 8 Zokeji s
dvéma koni s pravdépodobnosti vyhry % a Sest koni s
pravdépodobnosti vyhry {5 ?

@ Ovéfte, Ze vyse definovana funkce entropie splriuje
podminky (A1)-(A8).

A




Nejistota

Priklady

Priklad 1.7

6 H=-1.0+log, 1.0=0.0

H=-0.75+log, 0.75
-0.25+log, 0.25 = 0.81

H=-0.5+]0g,0.5
-0.5+l0g,0.5=1.0

Motivace Definice Charakterizace nejistoty
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Entropie nahodného vektoru

FI  Rekli jsme, Ze pro ndhodnou proménnou X s konednym
oborem hodnot a s pravdépodobnostmi py, ..., p, tak, ze

d pi=t1ap>0(1<i<n),

definujeme entropii X jako

n
H(X) == px - logo Pk
pa
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Entropie nahodného vektoru

Analogicky pak pro ndhodny vektor X, ktery nabyva pouze
kone¢né mnoha hodnot uy, ..., u,, defimujeme jeho entropii
nahodného vektoru jako

m

HX) = — > plug) - logo p(u). (2.1)
k=1
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Entropie nahodného vektoru

Analogicky pak pro ndhodny vektor X, ktery nabyva pouze
konecné mnoha hodnot uy, ..., un,, defimujeme jeho entropii
nahodného vektoru jako

HX) = — > plug) - logo p(u). (2.1)
k=1

Je-li napfiklad X 2-dimenzionalni nahodny vektor, X = (U, V) s
pPij = P(U = 4aj, V= bj),

budeme Casto psat

H(X) = H(U.V) = =" pj - logz
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Entropie nahodného vektoru

Zcela obecnég, jsou-li Xi,..., Xy nahodné proménné tak, ze
kazda z nich nabyva pouze kone¢né mnoha hodnot, Ize pak
povazovat X = (X1, ..., Xn) za ndhodny vektor a definovat

souhrnou entropii Xi, ..., Xy jako
HXt, . Xm) = HX) == Y p(X1,..., Xm)-loga p(X1, .. ., Xm),
(X15e-,Xm)

(2.2)

kdep(x1,...,xm) = P(X1 :X1,X2 :Xg,...,Xm:Xm).
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Entropie nahodného vektoru

Zcela obecnég, jsou-li Xi,..., Xy nahodné proménné tak, ze
kazda z nich nabyva pouze kone¢né mnoha hodnot, Ize pak

povazovat X = (X1, ..., Xn) za ndhodny vektor a definovat
souhrnou entropii Xi, ..., Xy jako
HXt, . Xm) = HX) == Y p(X1,..., Xm)-loga p(X1, .. ., Xm),
(X15e-,Xm)
(2.2)

kdep(x1,...,xm) = P(X1 :X1,X2 :Xg,...,Xm:Xm).
Snadno se ovéfi, Ze:

H(X) = 0 prave tehdy, kdyz X je konstantni. (2.3)
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Horni hranice entropie

Horni hranice pro H je ur¢ena nasleduijici veétou:

Véta 2.1
Pro kazdé prirozené Cislo n mame

H(p1a"'apn) < IOana

pricemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz
pr=p2=-=pa=n". )
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Dukaz Vety 2.1
Ziejmé
logo X = logs e log,, X.

Protoze logaritmus je konkavni funkce, tj. lezi cela pod te¢nou,
mame (bereme-li derivaci v bodé 1)

log. x < x—1,

pricemz rovnost nastava pravée tehdy, kdyz x = 1.
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Dukaz Vety 2.1

Ziejmé

logo X = logs e log,, X.

Protoze logaritmus je konkavni funkce, tj. lezi cela pod te¢nou,
mame (bereme-li derivaci v bodé 1)

log. x < x—1,

priCemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz x = 1. Tedy, je-li
(g1, --.,Qqn) libovolné pravdépodobnostni rozdéleni, pak mame

log.(qk/Pk) < (qk/Px) — 1,
s rovnosti pravé tehdy, kdyz qx = px.
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Dukaz Vety 2.1

Tudiz,
> pi-log(Gi/pi) <Y Gk — > Pk =0,

a z toho pak

Zpi -log g < Zpi - logz pj.
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Dukaz Vety 2.1

Tudiz,
> pi-log(Gi/pi) <Y Gk — > Pk =0,

a z toho pak

Zpi -log g < Zpi - logz pj.

Polozime-li g; = 1/n, obdrzime dosazenim

H(p17'-'7pn) = _Zpi'|0g2pi < |0g2n7

coz se meélo dokazat. Zbytek tvrzeni o rovnosti plyne
bezprostfedné z dikazu.
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Klicové lemma
Poznamenejme, ze jsme dokazali velmi uziteCnou nerovnost:

Lemma 2.2

Je-lip = (p; : 1 < i < n) dané pravdépodobnostni rozdeleni,
pak minimum funkce

G(G1,...,Gn) =—> _pi-logyqi

pres vsechna pravdépodobnostni rozdeleni q = (qy, - . ., Qn)
nastava, pokud qx = px (1 <k <n).

Nékdy téz mluvime o relativni entropii

D(plla) = Zp/ |0g2
Tedy D(plla) > 0 a D(pa) = 0, pokud p = q.
e 4 4444



Vlastnosti Entropie nahodného vektoru Horni hranice Séitani entropii

Obsah

9 Entropie a jeji vlastnosti

@ Scitani entropii
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Scitani entropii

Véta 2.3

Jsou-li X a Y nahodné proménné s konec¢nym oborem hodnot,
plati pak

H(X, Y) < H(X) + H(Y),
pricemz rovnost nastava tehdy a jen tehdy, kdyz X a 'Y jsou
nezavislé. )
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Dukaz Véty 2.3

Predpokladejme, ze

r=PX=ag)(1<i<m), s=PY=b)(1<j<n),

t,-/-:P(X:a,-,Y:b/-)(1gigm,1§j§n).
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Dukaz Véty 2.3

Predpokladejme, ze

t,-/-:P(X:a,-,Y:b/-)(1gigm,1§j§n).

Pak
HX)+ H(Y) = - (Zr, - logs i + Zsj - logs Sj)
i i
= - Zt,-j-logzr,-+2t,-j-logzsj ,
i jii
protoze

ZT/]’:I’,’,ZTUZSI'.
j i
e 4 4444
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Dukaz Vety 2.3

Odtud pak

HX)+ H(Y) = —Zt,, logo(f; - Sf)

> _Ztlj log (1)) = H(X, Y)

dle pfedchoziho lemmatu.
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Dukaz Véty 2.3

Odtud pak

H(X)+ H(Y) = —Zt,, logo(f; - Sf)

> _Ztlj log (1)) = H(X, Y)

dle pfedchoziho lemmatu. Rovnost nastane praveé tehdy, kdyz
ri - §j = tj.

Ale to je pravé podminka nezavislosti X a Y.
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Scitani entropii

Jednoduchym rozSifenim této metody Ize dokéazat:

HXq,. ... Xn) < HOXG) + -+ H(Xn), (2.4)

pricemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz Xi, ..., X, jsou
navzajem nezavislé;
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Scitani entropii

Jednoduchym rozSifenim této metody Ize dokéazat:
H(Xi,.... Xn) < H(X1) + - + H(Xn), (2.4)

pricemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz Xi, ..., X, jsou
navzajem nezavislé; pripadné

H(U,V) < H(U) + H(V) (2.5)

pro kazdou dvojici nahodnych vektor U, V, pficemz rovnost
nastava prave tehdy, kdyz U a V jsou nezavislé nahodné
vektory.
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Scitani entropii

Jednoduchym rozSifenim této metody Ize dokéazat:
H(Xi,.... Xn) < H(X1) + - + H(Xn), (2.4)

pricemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz Xi, ..., X, jsou
navzajem nezavislé; pripadné

H(U,V) < H(U) + H(V) (2.5)

pro kazdou dvojici nahodnych vektor U, V, pficemz rovnost
nastava prave tehdy, kdyz U a V jsou nezavislé nahodné
vektory.

Dlkazy (jez Ize dokazat presné stejnym zpusobem jako vétu
2.3 z pfedchoziho lemmatu 2.2) jsou ponechany Ctenafi.
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Scitani entropii

@ Dvé ideaini kostky jsou vrZzeny; X oznacuje hodnotu
ziskanou prvni kostkou, Y hodnotu ziskanou druhou
kostkou. DokaZte, Ze H(X,Y) = H(X) + H(Y). DokaZte,
Zeje-liZ=X+Y, pak

H(Z) < H(X,Y).
© Dokazte, Ze pro kaZdou nahodnou proménnou X,

H(X, X?) = H(X).

© Dokazte, Ze pro kaZdou posloupnost nahodnych
promennych (X; : 1 < i < o0),

HXq, .o X)) < H(X1, ..o, Xnst)-
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@ Definice podminéné entropie
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Podminéna entropie

FI Ptredpokladejme, Ze X je nahodna proménna na
pravdépodobnostnim prostoru 2 a A je udalost z Q. Nabyva-li
X kone¢né mnoziny hodnot {a; : 1 < i < mj}, je pfirozené
definovat podminénou entropii nahodné proménné X uréenou
udalosti A jako

H(X|A) = =Y P(X = a|A)logP(X = a,|A).
k=1
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Podminéna entropie

Uplné stejné, je-li Y jind nahodna promé&nna nabyvajici hodnot
bk (1 < k < m), definujeme podminénou entropii nahodné
proménné X ur¢enou ndhodnou proménnou Y jako

H(XIY) =) H(X|Y = b)P(Y = b)).
J
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Podminéna entropie

Uplné stejné, je-li Y jind nahodna promé&nna nabyvajici hodnot
bk (1 < k < m), definujeme podminénou entropii nahodné
proménné X ur¢enou ndhodnou proménnou Y jako

H(XIY) =) H(X|Y = b)P(Y = b)).
J
Povazujeme H(X|Y) za entropii ndhodné proménné X urenou
jistou hodnotou Y zprdmérovanou pres vSechny hodnoty, jichz

muZze Y nabyvat.
Zcela trividlni dusledky definic jsou:

H(X|X) =0, (8.1)
H(X|Y) = H(X) jsou-li X a Y nezdvislé. (3.2)
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Podminéna entropie

Priklad 3.1

Bud' X nahodna promeénna ziskana vrhanim idealni kostky.
Bud’dale Y jina nahodna proménna uréena timtéz
experimentem, pricemz Y se rovna 1, je-li vrzena hodnota licha
a 0 v ostatnich pfipadech. ProtoZe kostka je idealni, plati

H(X) =1og6,H(Y) =1log2 a H(X|Y) = log 3.
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Podminéna entropie

Priklad 3.1

Bud' X nahodna promeénna ziskana vrhanim idealni kostky.
Bud’dale Y jina nahodna proménna uréena timtéz
experimentem, pricemz Y se rovna 1, je-li vrzena hodnota licha
a 0 v ostatnich pfipadech. ProtoZe kostka je idealni, plati

H(X) =1og6,H(Y) =1log2 a H(X|Y) = log 3.

Jsou-li U a V ndhodné vektory, pfirozené rozSifime definici
podminéné entropie nasledovné

H(UIV) =) "HUV = v))P(V = v)), (3.3)
j

pricemzZ se scita, jako obvykle, pfes (konecny) obor hodnot v;
tak, Ze odpovidajici pravdépodobnost je kladna.
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Q Podminéna entropie

@ Vlastnosti podminéné entropie
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Vlastnosti podminené entropie

Jako prvni priklad, jakym zpusobem entropie H(U|V) méFi
nejistotu o U obsazenou ve V, dokazeme:

H(U|V) = 0 prave tehdy, kdyz U = g(V) pro néjakou funkci g.
(3.4)
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Vlastnosti podminené entropie

Jako prvni priklad, jakym zpusobem entropie H(U|V) méFi
nejistotu o U obsazenou ve V, dokazeme:

H(U|V) = 0 prave tehdy, kdyz U = g(V) pro néjakou funkci g.
(3.4)
Dlkaz. Prava strana z definice podminéné entropie je soucet
kone¢ného poctu nezapornych velicin.
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Vlastnosti podminené entropie

Jako prvni priklad, jakym zpusobem entropie H(U|V) méFi
nejistotu o U obsazenou ve V, dokazeme:

H(U|V) = 0 prave tehdy, kdyz U = g(V) pro néjakou funkci g.
(3.4)
Dlkaz. Prava strana z definice podminéné entropie je soucet
konecného poctu nezdpornych velicin.
Tudiz, aby byla nulova, potfebujeme H(U|V = v;) = 0 pro
vSechna j.
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Vlastnosti podminené entropie

Jako prvni priklad, jakym zpusobem entropie H(U|V) méFi
nejistotu o U obsazenou ve V, dokazeme:

H(U|V) = 0 prave tehdy, kdyz U = g(V) pro néjakou funkci g.

3.4

Dlkaz. Prava strana z definice podminéné entropie je soué(et )

konecného poctu nezdpornych velicin.

Tudiz, aby byla nulova, potfebujeme H(U|V = v;) = 0 pro

vSechna j.

Ale opét kazda z téchto nezapornych veli€in je nulova prave

tehdy, kdyz U je jednoznacné uréena V.
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Vlastnosti podminéné entropie - fetézcové pravidlo
Ponékud vice nam dava nasledujici vysledek, ktery
matematicky vyjadfuje ideu, Ze nase definice podminéné
entropie X pfi daném Y korektné méfi zbyvajici nejistotu.
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Vlastnosti podminéné entropie - fetézcové pravidlo
Ponékud vice nam dava nasledujici vysledek, ktery
matematicky vyjadfuje ideu, Ze nase definice podminéné
entropie X pfi daném Y korektné méfi zbyvajici nejistotu.

Pro kaZdou dvojici nahodnych proménnych X a Y, které
nabyvaji pouze konecné mnoZiny hodnot, plati

H(X, Y) = H(Y) + H(X]Y).
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Vlastnosti podminéné entropie - fetézcové pravidlo
Ponékud vice nam dava nasledujici vysledek, ktery
matematicky vyjadfuje ideu, Ze nase definice podminéné
entropie X pfi daném Y korektné méfi zbyvajici nejistotu.

Pro kaZdou dvojici nahodnych proménnych X a Y, které
nabyvaji pouze konecné mnoZiny hodnot, plati

H(X, Y) = H(Y) + H(X]Y).

H(X) H(Y)
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Dukaz Vety 3.2

Bez ztraty na obecnosti Ize pfedpokladat, ze X a Y nabyvaji
pouze celoCiselnych hodnot a, kde to bude nutné, ze
pj=P(X=iY=)).
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Dukaz Vety 3.2

Bez ztraty na obecnosti Ize pfedpokladat, ze X a Y nabyvaji
pouze celoCiselnych hodnot a, kde to bude nutné, ze
pj=P(X=iY=)).

Nyni
HX,Y) = —ZZP = JlogP(X =i, Y =)

— _ZZP = PlogP(X = ilY = ))P(Y =)
— _ZZ'D"/'OQ'D =ilY =)) ZZP/]'OQP
i
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Dukaz Vety 3.2

Tedy

HX,Y) = =322 pilogP(X =i|Y = j) =3, > pylogP(Y = j)
= =22 PX=ilY =))P(Y = j)logP(X = i|Y = j) + H(Y)
=—2P(Y =) P(X=ilY =))logP(X = i|Y =) + H(Y)

= 2 P(Y =)HX]Y =j)+ H(Y)

= H(X|Y)+ H(Y), coz bylo tfeba dokazat.
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Vlastnosti podminéné entropie - fetézcové pravidlo

Jsou-liU a V nahodné vektory, které nabyvaji pouze konecné
mnoZiny hodnot, plati

H(U,V) = H(V) + H(U|V).




Podminéna entropie Definice podminéné entropie  Vlastnosti podminéné entropie

Vlastnosti podminéné entropie - fetézcové pravidlo

Jsou-liU a V nahodné vektory, které nabyvaji pouze konecné
mnoZiny hodnot, plati

H(U,V) = H(V) + H(U|V).

Dikaz Véty 3.3: Prochazime dikazem predchozi véty, ale
namisto X a Y nabyvajich pouze celoc¢iselnych hodnot i a j
mame U a V nabyvajich hodnot u; a v;, kde u; a v; jsou zadané
vektory.




Podminéna entropie Definice podminéné entropie  Vlastnosti podminéné entropie

Vlastnosti podminené entropie

Dulsledek 3.4

Pro kaZdou dvojici X a Y ndhodnych vektord je H(X]Y) < H(X)
a rovnost nastava praveé tehdy, kdyz X a 'Y jsou nezavislé.
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Vlastnosti podminené entropie

Dulsledek 3.4

Pro kaZdou dvojici X a Y ndhodnych vektord je H(X]Y) < H(X)
a rovnost nastava praveé tehdy, kdyz X a 'Y jsou nezavislé.

Dikaz Dusledku 3.4: Z Véty 3.3 mame

H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y).
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Vlastnosti podminené entropie

Dulsledek 3.4

Pro kaZdou dvojici X a Y ndhodnych vektord je H(X]Y) < H(X)
a rovnost nastava praveé tehdy, kdyz X a 'Y jsou nezavislé.

Dikaz Dusledku 3.4: Z Véty 3.3 mame

H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y).
Ale H(X]Y) + H(Y) = H(X,Y) < H(X) + H(Y), s rovnosti prave
tehdy, kdyz X a Y jsou nezavislé.
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Vlastnosti podminené entropie

Dulsledek 3.4

Pro kaZdou dvojici X a Y ndhodnych vektord je H(X]Y) < H(X)
a rovnost nastava praveé tehdy, kdyz X a 'Y jsou nezavislé.

Dikaz Dusledku 3.4: Z Véty 3.3 mame

H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y).
Ale H(X]Y) + H(Y) = H(X,Y) < H(X) + H(Y), s rovnosti prave
tehdy, kdyz X a Y jsou nezavislé.

Tedy H(X]Y) < H(X) a rovnost nastava prave tehdy, kdyz X a Y
jsou nezavislé.
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Vlastnosti podminené entropie

@ Ukazte, Ze pro kaZdou ndahodnou proménnou X plati

H(X?|X) =0,

ale uved'te pfiklad, Ze H(X|X?) neni vZdy nulova.




Podminéna entropie Definice podminéné entropie  Vlastnosti podminéné entropie

Vlastnosti podminené entropie

@ Ukazte, Ze pro kaZdou ndahodnou proménnou X plati
H(X?|X) =0,

ale uved'te pfiklad, Ze H(X|X?) neni vZdy nulova.

© Nahodna promenna X nabyva celociselnych hodnot
1,...,2N se stejnou pravdépodobnosti. Nahodna
proménnad Y je definovana Y = 0, je-li X suda, ale Y =1,
je-li X licha. UkaZzte, Ze

H(X|Y) = H(X) — 1,

ale Ze H(Y|X) = 0.
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Informace

FI Zdé& se, ze R.V.L. Hartley byl v r. 1928 prvni, kdo se pokusil
prifadit kvantitativni miru k pojmu informace.
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Informace

FI Zdé& se, ze R.V.L. Hartley byl v r. 1928 prvni, kdo se pokusil
prifadit kvantitativni miru k pojmu informace.

Jeho myslenky byly pak pomoci matematické statistiky a teorie
pravdépodobnosti zevSeobecnény Shannonem, Wienerem a
Fischerem koncem 40. let téhoz stoleti a daly zaklad
kvantitativni teorii informace, ktera se zameérovala na problémy
souvisejici s mnozstvim informace, ale ne na problém, co to
vlastné informace je.
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Informace

FI Zdé& se, ze R.V.L. Hartley byl v r. 1928 prvni, kdo se pokusil
prifadit kvantitativni miru k pojmu informace.

Jeho myslenky byly pak pomoci matematické statistiky a teorie
pravdépodobnosti zevSeobecnény Shannonem, Wienerem a
Fischerem koncem 40. let téhoz stoleti a daly zaklad
kvantitativni teorii informace, ktera se zameérovala na problémy
souvisejici s mnozstvim informace, ale ne na problém, co to
vlastné informace je.

Naznacily v8ak, Ze je tfeba hledat odpovéd' v obsahovych a
kvalitativnich projevech informace.
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Informace

Racionalni pficinu tohoto pokusu mizeme ¢astecné popsat
nasledovné.
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Informace

Racionalni pficinu tohoto pokusu mizeme ¢astecné popsat
nasledovné.

Predpokladejme, ze E; a E, jsou dvé udalosti v
pravdépodobnostnim prostoru 2 spojené jistym experimentem
a predpokladejme, ze funkce / je nase mira informace.
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Informace

Racionalni pficinu tohoto pokusu mizeme ¢astecné popsat
nasledovné.

Predpokladejme, ze E; a E, jsou dvé udalosti v
pravdépodobnostnim prostoru 2 spojené jistym experimentem
a predpokladejme, ze funkce / je nase mira informace. Maji-li
E; a E, pravdépodobnosti p; a po, pak mizeme argumentovat
tim, Ze kazdé pfirozena mira obsahu informace by méla
splnovat

I(p1p2) = I(p1) + 1(p2)
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Informace

Racionalni pficinu tohoto pokusu mizeme ¢astecné popsat
nasledovné.

Predpokladejme, ze E; a E, jsou dvé udalosti v
pravdépodobnostnim prostoru 2 spojené jistym experimentem
a predpokladejme, ze funkce / je nase mira informace. Maji-li
E; a E, pravdépodobnosti p; a po, pak mizeme argumentovat
tim, Ze kazdé pfirozena mira obsahu informace by méla
splnovat

I(p1p2) = I(p1) + 1(p2)

na zaklade toho, ze, pro dvé nezavislé realizace experimentu,
informace, pro kterou vysledky téchto experimentl dopadnou
jako E; nasledovano E,, by méla byt souctem informaci
ziskanych provedenim téchto experimentt zvlast.
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Informace

Pripustime-li, Ze vySe uvedend rovnost ma jistou platnost, a
prejeme-li si mit nasi miru nezapornou a spojitou v p, coz jsou
oba prirozené predpoklady, zbyva nam s malou alternativou
definovat informaci | udalosti E kladné pravdépodobnosti jako

I(E) = —log, P(E),

pficemz jsme vybrali 2 jako zaklad nasich logaritmu, abychom
zachovali soulad s moderni konvenci.
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Informace

Pripustime-li, Ze vySe uvedend rovnost ma jistou platnost, a
prejeme-li si mit nasi miru nezapornou a spojitou v p, coz jsou
oba prirozené predpoklady, zbyva nam s malou alternativou
definovat informaci | udalosti E kladné pravdépodobnosti jako

I(E) = —log, P(E),

pficemz jsme vybrali 2 jako zaklad nasich logaritmu, abychom
zachovali soulad s moderni konvenci.

Hartley pavodné pouzil logaritmy o zakladu 10. Nékdy téz
mluvime o Hartleyové mire informace.
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Informace

Plati totiz nasledujici tvrzeni

Véta 4.1

Funkce I(p), definovana pro vSechna 0 < p < 1, splriuje
podminky

@ /(p) > 0, pro vséechnaO < p <1,

@ I(p-q)=I(p)+ I(q) pro vSechny 0 < p, q < 1 takové, Ze p
a q jsou pravdépodobnosti navzajem nezavislych jevd, a

@ podminku spojitosti vzhledem k p
prave tehdy, kdyZz je tvaru

I(p) = ~Alog,p,

kde )\ je kladna konstanta.
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Dukaz Vety 4.1

Ponechame za cviCeni ukazat, ze kazda funkce vyse
uvedeného tvaru splnuje vSechny tfi podminky.
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Dukaz Vety 4.1

Ponechame za cviCeni ukazat, ze kazda funkce vyse
uvedeného tvaru splnuje vSechny tfi podminky.

Abychom dokazali obracené tvrzeni, pfipomenme, zZe z
vlastnosti I(p- q) = I(p) + I(q) mame I(p") = nl(p) pro vSechna
kladna pfirozena Cisla n. Specialné tedy plati

I(p).

1
n

(pr) =
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Dukaz Vety 4.1

Ponechame za cviCeni ukazat, ze kazda funkce vyse
uvedeného tvaru splnuje vSechny tfi podminky.

Abychom dokazali obracené tvrzeni, pfipomenme, zZe z
vlastnosti I(p- q) = I(p) + I(q) mame I(p") = nl(p) pro vSechna
kladna pfirozena Cisla n. Specialné tedy plati

Odtud pak mame

1 n |

nl(p7) =~ I(p),

\

—~~

e
3>

N
Il

tj. plati /(p?) = gl(p) pro vSechna kladna raciondlni Cisla q.
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Dukaz Vety 4.1

Ze spojitosti umocnovani a funkce / mame, Ze pro vSechna
kladna realna Cisla r musi platit
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Dukaz Vety 4.1

Ze spojitosti umocnovani a funkce / mame, Ze pro vSechna
kladna realna Cisla r musi platit

Bud nyni p libovolné, pevné zvolené Cislo, 0 < p < 1. Protoze

kazdé &islo g, 0 < g < 1 Ize psat ve tvaru g = p'°%9, mame

pak
lo
1(g) = I(p'°%%) = I(p)logyq = I(p) 227 — ~Xlog,q.
logyp
pro vhodnou kladnou konstantu A = —lé(z(;’)p.
2
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Dukaz Vety 4.1

Ze spojitosti umocnovani a funkce / mame, Ze pro vSechna
kladna realna Cisla r musi platit

Bud nyni p libovolné, pevné zvolené Cislo, 0 < p < 1. Protoze

kazdé &islo g, 0 < g < 1 Ize psat ve tvaru g = p'°%9, mame

pak
lo
1(g) = I(p'°%%) = I(p)logyq = I(p) 227 — ~Xlog,q.
logyp
pro vhodnou kladnou konstantu A = —lé(z(;’)p.
2

Ze spojitosti funkce / plyne /(1) = 0.
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Priklad

Priklad 4.2

Predpokladejme, Ze mame zdroj, ktery emituje retézec
binarnich Cislic 0 a 1, kaZzdou se stejnou pravdépodobnosti a
nezavisle pro po sobé jdoucich Cislicich. Bud' E udalost, Ze
prvnich n Cislic jsou stfidavé nuly a jednicky. Pak evidentné

1

a totéz plati pro kaZzdou predepsanou posloupnost cislic délky
n.




Informace Motivace Charakterizace Vzajemna informace

Priklad

Priklad 4.2

Predpokladejme, Ze mame zdroj, ktery emituje retézec
binarnich Cislic 0 a 1, kaZzdou se stejnou pravdépodobnosti a
nezavisle pro po sobé jdoucich Cislicich. Bud' E udalost, Ze
prvnich n Cislic jsou stfidavé nuly a jednicky. Pak evidentné

1

a totéz plati pro kaZzdou predepsanou posloupnost cislic délky
n. )

Tedy "informacné-teoretickd"jednotka informace, totiz bit,
odpovida pfirozené vyuziti slova "bit", které znamena binarni
Cislo v soucasné pocitacové terminologii.
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Informace pro nahodné vektory

RozSifime pojem informace na to, abychom pokryli nahodné
proménné a vektory nasledovné.
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Informace pro nahodné vektory

RozSifime pojem informace na to, abychom pokryli nahodné
proménné a vektory nasledovné.

Predpokladejme, Ze X je nahodny vektor, ktery nabyva hodnoty
Xi,...,Xm, S pravdépodobnostmi py, ..., pm.
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Informace pro nahodné vektory

RozSifime pojem informace na to, abychom pokryli nahodné
proménné a vektory nasledovné.

Predpokladejme, Ze X je nahodny vektor, ktery nabyva hodnoty
Xi,...,Xm, S pravdépodobnostmi py, ..., pm.

Pak kazda z elementérnich udalosti X = xx (1 < k < m)
obsahuje sdruzenou informaci rovnou —log,px a
poznamenejme, ze entropie vektoru X je urCena vztahem

H(X) = =) plogapk = > prl(X = Xy),
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Informace pro nahodné vektory

RozSifime pojem informace na to, abychom pokryli nahodné
proménné a vektory nasledovné.

Predpokladejme, Ze X je nahodny vektor, ktery nabyva hodnoty
Xi,...,Xm, S pravdépodobnostmi py, ..., pm.

Pak kazda z elementérnich udalosti X = xx (1 < k < m)
obsahuje sdruzenou informaci rovnou —log,px a
poznamenejme, ze entropie vektoru X je urCena vztahem

H(X) = =) plogapk = > prl(X = Xy),

tedy H(X) ma pfirozenou interpretaci jako stfedni hodnota
informace sdruzené s elementarnimi udalostmi urcenymi X.
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Q@ Informace

@ Vzgjemna informace
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Vz4jemna informace pro nahodné vektory

Obecnéji, jsou-li X a Y dva nahodné vektory, definujeme
vzajemnou informaci o X poskytnutou Y jako Cislo

IX]Y) = H(X) — H(X]Y).
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Vz4jemna informace pro nahodné vektory

Obecnéji, jsou-li X a Y dva nahodné vektory, definujeme
vzajemnou informaci o X poskytnutou Y jako Cislo

IX]Y) = H(X) — H(X]Y).

Jinak feCeno, /(X|Y) vyjadfuje mnozstvi nejistoty o X
odstranéné Y.
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Vz4jemna informace pro nahodné vektory

Obecnéji, jsou-li X a Y dva nahodné vektory, definujeme
vzajemnou informaci o X poskytnutou Y jako Cislo

IX]Y) = H(X) — H(X]Y).

Jinak feCeno, /(X|Y) vyjadfuje mnozstvi nejistoty o X
odstranéné Y. Zfejmé plati, ze

I(X]X) = H(X),

I(X]Y) = 0 prave tehdy, kdyz X a Y jsou nezvislé.
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Vz4jemna informace pro nahodné vektory

Obecnéji, jsou-li X a Y dva nahodné vektory, definujeme
vzajemnou informaci o X poskytnutou Y jako Cislo

IX]Y) = H(X) — H(X]Y).

Jinak feCeno, /(X|Y) vyjadfuje mnozstvi nejistoty o X
odstranéné Y. Zfejmé plati, ze

I(X|X) = H(X),
I(X]Y) = 0 prave tehdy, kdyz X a Y jsou nezvislé.
Ddkaz. Vysledek plyne bezprostfedné z dfivejSi poznamky, ze

H(X) = H(X|Y) pravé tehdy, kdyz X a Y jsou nezavislé.
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Vz4jemna informace pro nahodné vektory

Ponékud udivujici symetrie v |/
je nasledujici vysledek, ktery
ziejmé nema intuitivni vysvétleni.

IX]Y) = H(X)— H(X]Y)
= H(X) - [H(X,Y) = H(Y)]
= H(X) + H(Y) — H(X,Y)
= I(Y|X).

H(X) H(Y)
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Vz4jemna informace pro nahodné vektory

@ Co ma vétsi informacni obsah: posloupnost deseti pismen
nad abecedou o 26 pismenech nebo posloupnost 26 Cislic
zmnoZiny {0,1,...,9}? [ Pfedpokladejte, Ze vsechny
posloupnosti maji stejnou pravdépodobnost.]

@ Ideéini kostka je vrzena. UkaZte, Ze informace o hodnoté

kostky dana znalosti, Ze se jedna o nesloZené cislo, ma
velikost log, 3.
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Vztah vzajemné informace a relativni entropie

Véta 4.4

Jsou-li X a'Y dva nahodné vektory s pravdépodobnostnimi
rozdélenimip = (pi: 1 <i<m)aq=(g;:1<j<n)a
nahodny vektor (X, Y) ma pravdépodobnostni rozdeleni
Px.y) =(rj:1<i<m1<j<n), pak

X|Y Z":ﬂogz D(p(xy)HPQ),

kde pq je soucinové rozdéleni marginali nahodného vektoru
(X,Y).
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Vztah vzajemné informace a relativni entropie

Véta 4.4

Jsou-li X a'Y dva nahodné vektory s pravdépodobnostnimi
rozdélenimip = (pi: 1 <i<m)aq=(g;:1<j<n)a
nahodny vektor (X, Y) ma pravdépodobnostni rozdeleni
Pxy) = (rij: 1 <i<m1<j<n), pak

I(X]Y) = Z r; ,1og2

D(P(xy) [pa),

kde pq je soucinové rozdéleni marginali nahodného vektoru
(X,Y).

V.

I(X|Y) méfi odliSnost sdruzeného rozdéleni nahodného vektoru
(X, Y) od soucinového rozdéleni, kterym by se vektor (X,Y)
fidil, pokud by X a Y byly nezavislé.
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Dukaz Véty 4.4

Uvédomme si nejprve, Ze

Pxy) = Pxy9q,

kde px|y je pravdépodobnostni rozdéleni nahodného vektoru
X|Y.
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Dukaz Véty 4.4

Uvédomme si nejprve, Ze

Pxy) = Pxy9q,

kde px|y je pravdépodobnostni rozdéleni nahodného vektoru
X]Y. Plati pak

IX|Y) = H(X) — H(X]Y)
=— i pilogopi — 32 GH(X|Y =y))
=2 (rijlogopi — qP(X = X;|Y = y))logo,P(X = x;[Y = y)))
= Z"J (I’,’Jlogz%’; — r,-,jlogzp,)
=2 fi,/logzp%, = D(px.v|[pq)
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@ Shrnuti
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Shrnuti

Shrneme-li predchozi odstavce, ukazali jsme, Ze nejistota a
informace jsou tytéz veliCiny a odstranéni nejistoty je rovno
podani informace. Obé veliCiny jsou méfitelné matematickym
pojmem entropie, ktery je jednoznacné definovan (az na
multiplikativni konstantu) veli¢inou

H=-X) p;-logp:.

Konvence si zada, aby logaritmy byly brany o zakladu 2, v
kterémzto pripade je jednotka entropie bit.
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© zaver
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Problémy k feSeni

Problemy 1

@ DiskZokej ma slovnik o kapacité 10 000 slov a prondsi
1000 slov nahodné (opakovani je dovoleno). Ukazte, Ze
informacni obsah jeho 1000 slov je mnohonasobné mensi
neZ obrazovky televizniho prijimace o 500 radcich a 600
sloupcich, pricemz kazdy pixel nabyva jednu z 16 drovni
jasu.
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Problémy k feSeni

Problemy 1

@ DiskZokej ma slovnik o kapacité 10 000 slov a prondsi
1000 slov nahodné (opakovani je dovoleno). Ukazte, Ze
informacni obsah jeho 1000 slov je mnohonasobné mensi
neZ obrazovky televizniho prijimace o 500 radcich a 600
sloupcich, pricemz kazdy pixel nabyva jednu z 16 drovni
jasu.

© Jsou-li X a Y diskrétni nahodné proménné, které nabyvaji
pouze konecného poctu hodnot, ukazte, Ze

H(X + Y|X) = H(Y|X).

Ukazte, ze

H(g(X, Y)IX) = H(Y|X)

neplati obecné pro g : R> — R.
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Problémy k feSeni

Problémy 1

Q Je-li (X;: 1 < i < o) posloupnost nahodnych proménnych
a 'Y je néjaka jina nahodna proménnd, dokaZte, Ze

H(X'I:"':XI'I‘Y) < H(X17-~7Xn+1‘y)

pro kaZzdé pfirozené ¢&islo n.
© Statisticky prehled Zenatych dvojic ukazuje, Ze 70% muZzu
mélo tmavé viasy, 25% Zen bylo blondynek a Ze 80%
blondynek si bere tmavovlasé muZe. Kolik informace o
barve muZovych viasu je sdéleno barvou vlasu jeho Zeny?
© Jsou-li X, Y, Z ndhodné vektory, pficemz kazdy z nich
nabyva pouze konecné mnoha hodnot, dokaZte, Ze

H(Y|X) + H(ZIX) > H(Y,Z|X).

v
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Problémy k feSeni

Problémy 1

© Dokazte, Ze pro kaZdy nahodny vektor Y a pro kaZdou
mnoZinu nahodnych proménnych Xy, ..., X,.1 plati

H(Y|Xq,..., Xp) = HY[Xq, ..., Xniq).
@ Jsou-li X a'Y dvé nadhodné proménné a f a g jsou
libovolné adve funkce, dokazte, Ze
H(f(X),g(Y)) < H(X, Y).
© Nahodna proménna X ma binomialni rozdéleni s

parametry n a p aplati, pro0 < k < n,

P(X = k) = () p“a" ",

kde0O<p<1aq
Dokazte, Ze H(X)

—

=1-p.
g n(plogp + qlogq)
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Problémy k feSeni

Problémy 1

© Na&hodna velicina X ma geometrické rozloZeni a nabyva
celociselnych hodnot k = 0,1,2,... s pravdépodobnostmi

pr = P(X = k) = pg,

kde 0 < p ap+ q = 1. UkaZte, Ze rozsifime-li pojem
entropie a definujeme-li

H(X) == px - log px,
k=0

kdykoliv prava strana konverguje, pak zejména
H(X) = —(plogp + glogq)/p.
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Problémy k feSeni

Problemy 1
Q@ Nazvéme dve nahodné proménné X a Y ekvivalentni,
jestlize H(X|Y) =0 a H(Y|X) = 0. DokaZte, Ze jsou-li X a
Y ekvivalentnia Z a'Y jsou ekvivalentni, jsou i Z a X jsou
ekvivalentni.
@ Definujme vzdalenost mezi dvéma nahodnymi
proménnymi X a'Y jako

d(X,Y) = H(X|Y) + H(Y|X).

DokaZte, Ze pro vSechny tfi nahodné proménné X, Y,Z
plati

d(X,Y)+d(Y,2) > d(X,2).
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Problémy k feSeni

Problemy 1

@ Predpokladejte, Ze X je nahodnd proménna nabyvajici
hodnot vy, ..., v,. UkaZte, Ze je-li E(X) = u a X je
nahodna proménna s maximailni entropii vzhledem k témto
omezenim, pak

p = P(X =) = Ae Y,

kde A a « jsou konstanty urcené vztahy E(X) = n a

P =1.

Pozndmka: hotejsi priklad je ilustraci principu maximdlni
entropie: jedna se o rozsifeni Laplaceova principu nedostatecné
priciny; tento je Casto uZivan ve statistické mechanice, vytvareni
obrazli a podobné jako je princip pro vybrani a priori distribuce
vzhledem k riznym omezenim. Viz napt. Guiasu a Shenitzer
(1985).
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