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Zakladni pojmy

FI V této kapitole dokadzeme prvni a snadnéjsi ze dvou
Shannonovych hlavnich vét pro nejjednodussi tfidu zdroju.

Strucny oxfordsky slovnik definuje zdroj jako pramen, vrchol
ziidla, ze kterého proudi vystupy.

Ve své pIné obecnosti, je to presné to, co uvazujeme v teorii
informace, ackoliv typicky povazujeme zdroj za proud
symboll jisté konecné abecedy.

Zdroj ma obvykle néjaky ndhodny mechanismus, ktery je
zalozen na statistice situace, ktera je modelovana.

Tento nahodny mechanismus muze byt pomérné dost
komplikovany, ale my se budeme pro okamzik soustfedit na
nasledujici opravdu specidlni a jednoduchy priklad.
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Znaci-li X; i-ty symbol vytvoteny zdrojem, dohodneme se pak,
Ze, pro kazdy symbol a;, pravdépodobnost

je nezavisla na i a tedy je nezavisla na vSech minulych nebo v
budoucnosti vyslanych symbolech.
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Znaci-li X; i-ty symbol vytvoteny zdrojem, dohodneme se pak,
Ze, pro kazdy symbol a;, pravdépodobnost

je nezavisla na i a tedy je nezavisla na vSech minulych nebo v
budoucnosti vyslanych symbolech.

Jinak fe€eno, Xi, Xo, ... je pravé posloupnost identicky
distribuovanych, nezavislych nahodnych veli€in. Takovyto zdroj
nazveme zdrojem s nulovou paméti nebo zdrojem bez
pameéti a jeho entropie H je definovana jako

H=-> pjlogp
kde scitame pfes mnozinu j takovych, ze p; > 0.
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Procvicovani

@ Je-li S zdroj bez paméti s abecedou ¥, rozSiteni fadu n S
Jje zdroj bez paméti S s abecedou X" skladajici se ze
vSech fetézcu délky n symbolu ze ¥ tak, Ze
pravdépodobnost kazdého fetézce o je urCena
pravdépodobnosti, Ze je to retézec prvnich n symboli
vyslanych S. Dokazte, Ze S(") ma entropii

H(S™M) = nH(S).
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FI Hlavni problém feSeny v této kapitole je nasledujici.
Predpokladejme, Ze mame zdroj bez paméti S, ktery vysila
symboly z abecedy W = {wjq, ..., w,} s pravdépodobnostmi
{p17' . 7pI7}'

Z pedagogickych divodu budeme prvky W nazyvat zdrojova
slova a ptat se na nasledujici otazku.

Je-li X abeceda D symbol(, jak miizeme zakédovat zdrojova
slova w; pomoci symbolll z X, abychom dostali co mozna

vvvvvv
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Priklad

Priklad 2.1

Predpokladejme, Ze zdroj S vysila Ctyfi zdrojova slova a, b, ¢, d
S pravdépodobnostmi

pP2=0.9, pp,=0.05 pc=pg=0.025.
Srovname-li pak zakdédovani

a~0, b~ 111, c~ 110, d~ 101,

a~~00, b~01, c~10, d~ 11,

je evidentne primérna délka zakédovaného zdroje 1.2 v
prvnim kédu a 2 v druhém kodu.
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do X*, kde X* oznacuje soubor konecnych fetézct symboll z
2.
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Zakladni pojmy - Kodovani

Formalnéji, kodovani nebo kod je zobrazeni f z {wy,..., Wy}
do X*, kde X* oznacuje soubor konecnych fetézct symboll z
2.

Zprava je kazdy konecny fetézec zdrojovych slov a, je-li

m=w ... W

a je-li f kédovani, pak rozsifeni f na W* je definovano
obvyklym zpusobem pomoci zietézeni

f(m) = f(w,) ... f(w,).
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Koédovani f je jednoznacné dekddovatelné, jestlize kazdy
koneCny fetézec z X* je obraz nejvySe jedné zpravy.
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Zakladni pojmy - Jednoznacné dekddovatelné kody

Koédovani f je jednoznacné dekddovatelné, jestlize kazdy
koneCny fetézec z X* je obraz nejvySe jedné zpravy.

Retézce f(w;) se nazyvaji kddova slova a pfirozena Gisla
|f(w;)| jsou slovni délky kédovani f.

Primeérna délka (f) koddovani f je definovana jako

() =" pilf(w)|.
i—1
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Koédovani f se nazyva bezprostredné dekodovatelné nebo
prefixové, jestlize neexistuji rizne w; a w; tak, ze f(w;) je prefix
f(w).
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Zakladni pojmy - Prefixové kddy

Koédovani f se nazyva bezprostredné dekodovatelné nebo
prefixové, jestlize neexistuji rizne w; a w; tak, ze f(w;) je prefix
f(w).

Zde pouzivame, jak Ize oCekavat, prefix v obvyklém smyslu, ze
pokud x, y € ¥*, pak x je prefix y, jestlize existuje z € ¥* tak,
zexz=y.

wy wy w, w
100 101 110 111

Prefixova kédovani jsou jednoznacné dekddovatelna.
Skute¢né, maji silngjsi vlastnost, ze prefixovy kod muze byt
dekodovan ‘on line’ bez pohledu do budoucnosti.
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Priklad - Prefixové kédy

Predpokladejme, Ze ¥ = {0,1} a mame Ctyri zdrojova slova
Wi, .., Wy.
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Priklad - Prefixové kédy
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Priklad - Prefixové kédy
Priklad 2.2
Predpokladejme, Ze ¥ = {0,1} a mame Ctyri zdrojova slova
Wi, .., Wy.

Prefixové kédovani je

Napfiklad zpravu 01101001010010 /ze dekddovat jako

W1 W3 Wo W1 Wo Wo W4 Wo.

(Toto je pfiklad toho, co je znamo jako Carkové kodovani,
protoZe evidentné pouZivame nulu, abychom signalizovali
konec slova.)
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Priklad - Prefixové kédy

Ne kazde jednoznacne dekodovatelne kodovani je prefixove.

Priklad 2.3

Predpokladejme, Ze W = {wy,wo}, X = {0,1} a kédovani g je
definovano jako

g(w1) =0, g(w)=01.
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Priklad 2.3

Predpokladejme, Ze W = {wy,wo}, X = {0,1} a kédovani g je
definovano jako

g(w1) =0, g(w)=01.

Toto kddovani neni evidentné prefixoveé, ale Ize snadno oveérit,
Ze je jednoznacné dekodovatelné, pokud budeme postupovat
Zpéet z konce zpravy.
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Prefixové kody

Priklad - Prefixové kédy

Ne kazde jednoznacne dekodovatelne kodovani je prefixove.

Priklad 2.3
Predpokladejme, Ze W = {wy,wo}, X = {0,1} a kédovani g je
definovano jako

gwy) =0, g(wp)=01.
Toto kddovani neni evidentné prefixoveé, ale Ize snadno oveérit,
Ze je jednoznacné dekodovatelné, pokud budeme postupovat

Zpéet z konce zpravy.
Je zfejmé, Ze jednoznacné dekodovatelna kédovani jsou o
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Priklad - Prefixové kédy

Ne kazde jednoznacne dekodovatelne kodovani je prefixove.
Piiklad 2.3

Predpokladejme, Ze W = {wy,wo}, X = {0,1} a kédovani g je
definovano jako

g(w1) =0, g(w)=01.

Toto kddovani neni evidentné prefixoveé, ale Ize snadno oveérit,
Ze je jednoznacné dekodovatelné, pokud budeme postupovat
Zpéet z konce zpravy.

Je zfejmé, Ze jednoznacné dekodovatelna kédovani jsou o
Prekvapive ukazeme, Ze mizeme omezit pozornost na
prefixova kédovani v nasem hledani jednoznacné
dekdédovatelnych kédovani, ktera maji minimalni primeérnou
délku.
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Jiny pohled na prefixové kdédovani

Poznamka 2.4

Uvazujme D-arni strom, tj. kaZdy uzel bud’ ma D nasledniku
nebo je listem. Necht dale vétve stromu reprezentuji symboly
pfislusnych kédovych slov. Napf., D vétvi vychazejicich z
korenového uzlu reprezentuje mozné vyskyty prvniho symbolu
kédového slova. Pak kaZdé kddové slovo je reprezentovano
listem naseho stromu. Cesta od korene k listu se pak fidi
symboly kédového slova. Evidentné, protoZe kédova slova jsou
praveé listy, neni Zadné kddové slovo predchidcem jiného
kddového slova, tj. nase kédovani je prefixove.
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Poznamka 2.4

Uvazujme D-arni strom, tj. kaZdy uzel bud’ ma D nasledniku
nebo je listem. Necht dale vétve stromu reprezentuji symboly
pfislusnych kédovych slov. Napf., D vétvi vychazejicich z
korenového uzlu reprezentuje mozné vyskyty prvniho symbolu
kédového slova. Pak kaZdé kddové slovo je reprezentovano
listem naseho stromu. Cesta od korene k listu se pak fidi
symboly kédového slova. Evidentné, protoZe kédova slova jsou
praveé listy, neni Zadné kddové slovo predchidcem jiného
kddového slova, tj. nase kédovani je prefixove.

Obracené, méjme prefixové kdédovani na abecedé o D
pismenech a uvaZzme maximalni D-arni strom, ktery ma
hloubku rovnu nejdelsimu slovu naseho kédovani.
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Jiny pohled na prefixové kdédovani

Poznamka 2.4

Podminka, Ze se jedna o
prefixové kédovani implikuje, P
Ze Zadné kddové slovo neni
predchidcem jiného kddo-
vého slova v nasem stromu.
Zejména tedy kazdé kodové
slovo eliminuje vSechny své
nasledniky jakoZto mozZna
kodova slova.
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Jiny pohled na prefixové kdédovani

Poznamka 2.4

Podminka, Ze se jedna o
prefixové kédovani implikuje, P
Ze Zadné kddové slovo neni N
predchidcem jiného kddo-
vého slova v nasem stromu.
Zejména tedy kazdé kodové
slovo eliminuje vSechny své
nasledniky jakoZto mozZna
kodova slova.

Lze tedy z maximalniho stromu odebrat vsechny nasledniky ko-
dovych slov a obdrZime pak D-arni strom, kde listy odpovidaji
kddovym slovam.

= = = = =
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Jiny pohled na prefixové kdédovani

Poznamka 2.5

Ackoliv jsme definovali kédovani jako zobrazeni, ¢asto ho

identifikujeme se souborem C kédovych slov.
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Jiny pohled na prefixové kdédovani

Poznamka 2.5

Ackoliv jsme definovali kédovani jako zobrazeni, ¢asto ho
identifikujeme se souborem C kédovych slov.

@ Ukazte, Ze pro kaZdé prirozené c¢islo m existuje prefixové
koédovani nad {0,1}, které ma slova vsech délek v
mnoziné {1,..., m}.
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Kraftova a McMillanova nerovnosti
FI V tomto odstavci dokazeme dvé zakladni nerovnosti, které

zapomenout na pojem jednoznacné dekddovatelnosti a omezit
pozornost na prefixova kédovani.
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zapomenout na pojem jednoznacné dekddovatelnosti a omezit
pozornost na prefixova kédovani.

Nejdfive vyslovme nerovnosti.
KRAFTOVA NEROVNOST
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Kraftova a McMillanova nerovnosti

FI V tomto odstavci dokazeme dvé zakladni nerovnosti, které
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zapomenout na pojem jednoznacné dekddovatelnosti a omezit
pozornost na prefixova kédovani.

Nejdfive vyslovme nerovnosti.
KRAFTOVA NEROVNOST

Je-li ~ abeceda mohutnosti D a W obsahuje N slov, pak
nutna a dostatecna podminka, ze existuje prefixové
kodovani f : W — * se slovnimi délkami /1, ..., /Iy je, ze
plati

N
d Dh<. (3.1)
i=1
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Kraftova a McMillanova nerovnosti

McMILLANOVA NEROVNOST

Je-li © abeceda mohutnosti D a W obsahuje N slov, pak
nutna a dostatecna podminka, ze existuje jednoznacné
dekodovatelné kodovani f: W — ¥* se slovnimi délkami
l,..., Iy je, ze plati (3.1).
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Kraftova a McMillanova nerovnosti

McMILLANOVA NEROVNOST

Je-li © abeceda mohutnosti D a W obsahuje N slov, pak
nutna a dostatecna podminka, ze existuje jednoznacné
dekodovatelné kodovani f: W — ¥* se slovnimi délkami
l,..., Iy je, ze plati (3.1).

Kombinaci téchto dvou nerovnosti dostaneme:

Jednoznacnée dekddovatelné kédovani s predepsanou délkou
slov existuje pravé tehdy, kdyZ existuje prefixovy kod se stejnou
délkou slov.
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McMillanova nerov-
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Dukaz nerovnosti

Diukaz Vety 3.1
DUKAZ KRAFTOVY NEROVNOSTI
Predpokladejme, ze mnozina {/, ..., Iy} spliuje

N
Y Dh<.
i=1
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Diukaz Vety 3.1
DUKAZ KRAFTOVY NEROVNOSTI
Predpokladejme, ze mnozina {/, ..., Iy} spliuje

N
Y o<,
i=1

PrepiSme nerovnost do tvaru

/
S D <1,
j=1

kde nj je pocet /; rovnych j, | = max/; a vynasobme ji D
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Diukaz Vety 3.1
DUKAZ KRAFTOVY NEROVNOSTI
Predpokladejme, ze mnozina {/, ..., Iy} spliuje

N
Z Dl <1,
i=1

PrepiSme nerovnost do tvaru
I

Z nijj <A1,
j=1

kde nj je pocet /; rovnych j, | = max/; a vynasobme ji D
PfepiSme tuto nerovnost opét do tvaru

m<D —nmD-"—...—n_4D. (3.2)
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Dukaz Vety 3.1 - Kraftova nerovnost

Protoze n; jsou vSechna nezaporna, postupné dostaneme z
(3.2) nerovnosti

n_q < D1 - ny D2_ .. - ni_»D,
ni_» < D2 — ny D8 ..  — ni_sD,
ng < D®—nD?—...— D, (3.3)

HQSDZ—I'HD,
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McMillanova nerov-  Dukaz nerovnosti
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Dukaz Vety 3.1 - Kraftova nerovnost

Protoze n; jsou vSechna nezaporna, postupné dostaneme z
(3.2) nerovnosti

n_q < D1 - ny D2_ .. - ni_»D,

ni_» < D2 — ny D8 ..  — ni_sD,
ng < D®—nD?—...— D, (3.3)

n, < D2 - mD,

ny < D

Tyto nerovnosti jsou kli¢ ke konstrukci kddovani s danou délkou
slov.
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Dukaz Vety 3.1 - Kraftova nerovnost

Nejdrive vyberme ny slov délky 1, pfi€emz pouzijeme rizna
pismena z ¥. Zbyva nam D — ny nepouzitych symbolu a
muUzeme vytvofit (D — ny)D slov délky 2 pfidanim pismena ke
kazdému z téchto symbold.
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Dukaz Vety 3.1 - Kraftova nerovnost

Nejdrive vyberme ny slov délky 1, pfi€emz pouzijeme rizna
pismena z ¥. Zbyva nam D — ny nepouzitych symbolu a
muUzeme vytvofit (D — ny)D slov délky 2 pfidanim pismena ke
kazdému z téchto symbold.

Vyberme nasich n, délky 2 libovolné z téchto slov a zbyva ndm
pak D? — nyD — ny, prefixd délky 2.
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Dukaz Vety 3.1 - Kraftova nerovnost

Nejdrive vyberme ny slov délky 1, pfi€emz pouzijeme rizna
pismena z ¥. Zbyva nam D — ny nepouzitych symbolu a
muUzeme vytvofit (D — ny)D slov délky 2 pfidanim pismena ke
kazdému z téchto symbold.

Vyberme nasich n, délky 2 libovolné z téchto slov a zbyva ndm
pak D? — nyD — ny, prefixd délky 2.

Tyto Ize uZit pro vytvofeni (D?> — nyD — ny)D slov délky 3, ze
kterych mizeme vybrat ns libovolné atd. PokraGujeme-li timto
zpusobem, pokazdé je zachovana vlastnost, ze zadné slovo
neni prefixem jiného.




Kraftova nerovnost . q a
McMillanova nerov-  Dlkaz nerovnosti

nost

Dukaz Vety 3.1 - Kraftova nerovnost

Nejdrive vyberme ny slov délky 1, pfi€emz pouzijeme rizna
pismena z ¥. Zbyva nam D — ny nepouzitych symbolu a
muUzeme vytvofit (D — ny)D slov délky 2 pfidanim pismena ke
kazdému z téchto symbold.

Vyberme nasich n, délky 2 libovolné z téchto slov a zbyva ndm
pak D? — nyD — ny, prefixd délky 2.

Tyto Ize uZit pro vytvofeni (D?> — nyD — ny)D slov délky 3, ze
kterych mizeme vybrat ns libovolné atd. PokraGujeme-li timto
zpusobem, pokazdé je zachovana vlastnost, ze zadné slovo
neni prefixem jiného.

V kazdém pripadé zjistime, ze nerovnosti (3.3) nam dovoli
provést tento vybér. Tedy skonCime s prefixovym kédovanim s
predepsanymi délkami kédovani.



Kraftova nerovnost . q a
McMillanova nerov-  Dlkaz nerovnosti

nost

Dukaz Vety 3.1 - McMillanova nerovnost

Dokazali jsme, Ze numericka podminka (3.1) je dostate¢na pro
existenci prefixového kédovani. Ackoliv Kraft rovnéz dokazal i
nutnost podminky (3.1), jedna se o bezprostfedni dusledek
McMillanovy nerovnosti, kterou v dal§im dokazeme. Podany
ddkaz je o mnoho jednodussi, nez McMillanGv plvodni dikaz a
patfi Karushovi (1961).




Kraftova nerovnost . q a
McMillanova nerov-  Dlkaz nerovnosti

nost

Dukaz Vety 3.1 - McMillanova nerovnost

Dokazali jsme, Ze numericka podminka (3.1) je dostate¢na pro
existenci prefixového kédovani. Ackoliv Kraft rovnéz dokazal i
nutnost podminky (3.1), jedna se o bezprostfedni dusledek
McMillanovy nerovnosti, kterou v dal§im dokazeme. Podany
ddkaz je o mnoho jednodussi, nez McMillanGv plvodni dikaz a
patfi Karushovi (1961).

DUKAZ McMILLANOVY NEROVNOSTI

Predpokladejme, Ze mame jednoznacné dekddovatelné
kédovani C s délkami slov /y, ..., Iy.




Kraftova nerovnost . q a
McMillanova nerov-  Dlkaz nerovnosti

nost

Dukaz Vety 3.1 - McMillanova nerovnost

Dokazali jsme, Ze numericka podminka (3.1) je dostate¢na pro
existenci prefixového kédovani. Ackoliv Kraft rovnéz dokazal i
nutnost podminky (3.1), jedna se o bezprostfedni dusledek
McMillanovy nerovnosti, kterou v dal§im dokazeme. Podany
ddkaz je o mnoho jednodussi, nez McMillanGv plvodni dikaz a
patfi Karushovi (1961).

DUKAZ McMILLANOVY NEROVNOSTI

Predpokladejme, Ze mame jednoznacné dekddovatelné
kédovani C s délkami slov /y, ..., Iy.
Pokud / = max/;, pak, pro kazdé kladné celé Cislo r, mame

rl
(D4t D"N>r ~ S b0, (3.4)
p

kde b; je nezaporné celé Cislo.
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Dukaz Vety 3.1 - McMillanova nerovnost

Ale cela Gisla b; jsou pravé pocet moznosti, kolika zpuUsoby Ize
fetézec délky i z symbol( abecedy ¥ utvorit konkatenaci r
kddovych slov z délek vybranych z mnoziny {/,..., Iv}.




Kraftova nerovnost . q a
McMillanova nerov-  Dlkaz nerovnosti
nost

Dukaz Vety 3.1 - McMillanova nerovnost

Ale cela Gisla b; jsou pravé pocet moznosti, kolika zpuUsoby Ize
fetézec délky i z symbol( abecedy ¥ utvorit konkatenaci r
kddovych slov z délek vybranych z mnoziny {/,..., Iv}.

JelikozZ je kédovani C jednoznacné dekddovatelné, kazdy
fetézec délky i tvoreny z kddovych slov musi odpovidat nejvyse
jedné posloupnosti kédovych slov. Musime tedy mit

bi<D  (1<i<n).
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Dukaz Vety 3.1 - McMillanova nerovnost

Ale cela Gisla b; jsou pravé pocet moznosti, kolika zpuUsoby Ize
fetézec délky i z symbol( abecedy ¥ utvorit konkatenaci r
kddovych slov z délek vybranych z mnoziny {/,..., Iv}.

JelikozZ je kédovani C jednoznacné dekddovatelné, kazdy
fetézec délky i tvoreny z kddovych slov musi odpovidat nejvyse
jedné posloupnosti kédovych slov. Musime tedy mit

bi<D  (1<i<rl).

Dosadime-li do (3.4), obdrzime

r

(D*“ N D*’N) <.
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Dukaz Vety 3.1 - McMillanova nerovnost

Proto

I
> DA < VT
=

a protoze r bylo libovolné kladné celé Cislo, dostavame limitnim
prechodem r — oo na pravé strané McMillanovu nerovnost.
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nost

Dukaz Vety 3.1 - McMillanova nerovnost

Proto

/
anij < /1/!’,.1/r7
j=1

a protoze r bylo libovolné kladné celé Cislo, dostavame limitnim
prechodem r — oo na pravé strané McMillanovu nerovnost.

@ Jaky je maximalni pocet slov bindrniho prefixového
kddovani, ve kterém je maximalni délka slova 77?




Kraftova nerovnost ) 3 a
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nost

llustrace Kraftovy nerovnosti

[Nalezneme binarni kéd s délkami kédovych slov 1,2,3,3.]
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llustrace Kraftovy nerovnosti

[Nalezneme binarni kéd s délkami kédovych slov 1,2,3,3.]
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[Nalezneme binarni kéd s délkami kédovych slov 1,2,3,3.]
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[Nalezneme binarni kéd s délkami kédovych slov 1,2,3,3.]




Kraftova nerovnost . q a
McMillanova nerov-  Dlkaz nerovnosti

nost

llustrace Kraftovy nerovnosti

[Nalezneme binarni kéd s délkami kédovych slov 1,2,3,3.]




Kédovani bez Sumu

Zakladni odhad Shannon

@ Véta o kodovani bez sumu
pro zdroje bez paméti
@ Zakladni odhad
@ Shannonovo koédovani




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Véta o kddovani bez Sumu pro zdroje bez paméti

FI UvaZujme nyni nasledujici situaci. Méjme zdroj S bez
paméti, ktery vysila slova wy, ..., wy s (kladnymi)
pravdépodobnostmi py, ..., py, kazdé vyslané slovo je vybrano
nezavisle na vSech jinych slovech.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Véta o kddovani bez Sumu pro zdroje bez paméti

FI UvaZujme nyni nasledujici situaci. Méjme zdroj S bez
paméti, ktery vysila slova wy, ..., wy s (kladnymi)
pravdépodobnostmi py, ..., py, kazdé vyslané slovo je vybrano
nezavisle na vSech jinych slovech.

Nas problém je: je-li dan takovyto zdroj spole¢né s abecedou
Y, najdéte jednoznacné dekddovatelné kddovani, jez ma
minimalni pramérnou délku slov. Takovéto kédovani nazyvame
kompaktni.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Véta o kddovani bez Sumu pro zdroje bez paméti

FI UvaZujme nyni nasledujici situaci. Méjme zdroj S bez
paméti, ktery vysila slova wy, ..., wy s (kladnymi)
pravdépodobnostmi py, ..., py, kazdé vyslané slovo je vybrano
nezavisle na vSech jinych slovech.

Nas problém je: je-li dan takovyto zdroj spole¢né s abecedou
Y, najdéte jednoznacné dekddovatelné kddovani, jez ma
minimalni pramérnou délku slov. Takovéto kédovani nazyvame
kompaktni.

Heuristicky pfistup k tomuto problému by mohl byt nasleduijici.
Zdroj S ma entropii

H=->pilogp;.



Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Véta o kddovani bez Sumu pro zdroje bez paméti

Maximalni entropie v abecedé o D pismenech je logD. Tedy
pocet symboll abecedy potfebny v priméru na zakédovani
slova ze zdroje by mél byt asi H/logD.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Véta o kddovani bez Sumu pro zdroje bez paméti

Maximalni entropie v abecedé o D pismenech je logD. Tedy
pocet symboll abecedy potfebny v priméru na zakédovani
slova ze zdroje by mél byt asi H/logD.

Tuto hrubou ideu nyni upfesnime.

Véta 4.1

Ma-li zdroj bez paméti entropii H, pak kaZdé jednoznacné
dekddovatelné kédovani C pro tento zdroj v abecede o D
symbolech musi mit délku alespori H/logD. Navic existuje
takové jednoznacné dekddovatelné kédovani, které ma
prumérnou délku slov mensi nez 1 4+ H/logD.

Rovnost I(C) = H/logD plati pravé tehdy, kdyz p; = D, kde I;
Je délka zakdédovani slova w;.

v




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Predpokladejme, Ze mame jednoznacné dekddovatelné
kodovani C s délkami slov /y, ..., Iy. Pfedpokladejme déle, Ze
pravdépodobnosti emitovanych slov odpovidajicich témto
délkam jsou py, ..., pN-




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Predpokladejme, Ze mame jednoznacné dekddovatelné
kodovani C s délkami slov /y, ..., Iy. Pfedpokladejme déle, Ze
pravdépodobnosti emitovanych slov odpovidajicich témto
délkam jsou py, ..., pN-

Tedy

H=~7)_pilogp;
a prumeérna délka kddovani C je dana

1C)="3" pi




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Predpokladejme, Ze mame jednoznacné dekddovatelné
kodovani C s délkami slov /y, ..., Iy. Pfedpokladejme déle, Ze
pravdépodobnosti emitovanych slov odpovidajicich témto
délkam jsou py, ..., pN-

Tedy
H=-> pilogpi
a prumeérna délka kddovani C je dana

(€)= pili.
Z Kraft-McMillanovy nerovnosti vime, Zze
/ .
G= Z njD_f <1.
j=1



Kédovani bez Sumu Z&kladni odhad

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Shannon

Definujme g; (1 < i < N) jako

q=D"/G,

tedy je (g4, - .., gn) pravdépodobnostni rozdéleni.
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Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Definujme g; (1 < i < N) jako

q=D"/G,

tedy je (g4, - .., gn) pravdépodobnostni rozdéleni.

Aplikujme Klicové Lemma a obdrzime pak

H=— Z pilogp; < — Z pilogq;.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Definujme g; (1 < i < N) jako

q=D""/G,
tedy je (g4, - .., gn) pravdépodobnostni rozdéleni.

Aplikujme Klicové Lemma a obdrzime pak

H=— Z pilogp; < — Z pilogq;.
Ale

logg; = —lilogD — logG.
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Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Definujme g; (1 < i < N) jako

q=D""/G,
tedy je (g4, - .., gn) pravdépodobnostni rozdéleni.

Aplikujme Klicové Lemma a obdrzime pak

H=— Z pilogp; < — Z pilogq;.
Ale

logg; = —lilogD — logG.

H< (Z p,-/;) logD + (Z p,') logG.
e 4 4444

Tedy



Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Ale G < 1 z Kraft-McMillanovy nerovnosti a tedy, jak je
pozadovano,

H < 1(C)logD.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Ale G < 1 z Kraft-McMillanovy nerovnosti a tedy, jak je
pozadovano,

H < 1(C)logD.
Dale plati

0</(C)—H/logh = Z(p;/logD)logE: —logG/logD
= D(pl|q)/logD + loggs /logD.

Prava strana je rovna nule pravé tehdy, kdyz p = q.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Abychom dokazali horni hranici, vybereme nase délky slov
i, ..., Iy podle pravidla, ze pro vSechna i je délka /; minimalni
pFirozené Cislo spliujici

p; ' <D D" < p; (4.1)

1




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Abychom dokazali horni hranici, vybereme nase délky slov
i, ..., Iy podle pravidla, ze pro vSechna i je délka /; minimalni
pFirozené Cislo spliujici

p;l <D gD <p (4.1)

Ale, protoze p1 + - - - + py = 1, toto implikuje

N
S Dh<t.
i=1




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Odtud vime, Ze existuje jednoznacné dekddovatelné (ve
skutec¢nosti prefixové) kédovani s témito slovnimi délkami.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Odtud vime, Ze existuje jednoznacné dekddovatelné (ve
skutec¢nosti prefixové) kédovani s témito slovnimi délkami. Ale,
protoze (4.1) je ekvivalentni s

lilogD > —logp;

a /; je minimalni vzhledem k této vlastnosti, vime, ze

li <1 —1logp;i/logD.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Vety 4.1 - Kédovani bez Sumu

Odtud vime, Ze existuje jednoznacné dekddovatelné (ve
skutec¢nosti prefixové) kédovani s témito slovnimi délkami. Ale,
protoze (4.1) je ekvivalentni s

lilogD > —logp;

a /; je minimalni vzhledem k této vlastnosti, vime, ze

li <1 —1logp;i/logD.

Mame tedy, ze

I(C)=> pili <1+ H/logD.



Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Cviceni

@ Zakdédujeme-li n stejné pravdépodobnych slov nad binarni
abecedou, véta o kédovani bez sumu tvrdi, Ze primerna
délka slova I(C) kaZdého kompaktniho jednoznacne
dekddovatelného kédovani splriuje

10g2n = /( C)a

pro které hodnoty n plati rovnost?




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Cviceni

@ Zakdédujeme-li n stejné pravdépodobnych slov nad binarni
abecedou, véta o kédovani bez sumu tvrdi, Ze primerna
délka slova I(C) kaZdého kompaktniho jednoznacne
dekddovatelného kédovani splriuje

logon < I(C),
pro které hodnoty n plati rovnost?

© Srovnejme hranice véty o kédovani bez sumu s délkou
kompaktniho zakédovani 2k — 1 stejné pravdépodobnych
slov nad {0,1}.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Shannonovo kédovani

Predpokladejme, Zze mame dan zdroj S bez paméti ze slov

wy, ..., Wy S pravdépodobnostmi py, ..., py a Ze si pfejeme
najit kompaktni kédovani C& pro S nad abecedou
{0,1,...,D—1}.

@ bez Ujmy na obecnosti pfedpokladame p; > 0,
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Shannonovo kédovani

Predpokladejme, Zze mame dan zdroj S bez paméti ze slov

wy, ..., Wy S pravdépodobnostmi py, ..., py a Ze si pfejeme
najit kompaktni kédovani C& pro S nad abecedou
{0,1,...,D—1}.

@ bez Ujmy na obecnosti pfedpokladame p; > 0,

@ polozime = [logDp/’1-‘ 7




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Shannonovo kédovani

Predpokladejme, Zze mame dan zdroj S bez paméti ze slov
wy, ..., Wy S pravdépodobnostmi py, ..., py a Ze si pfejeme
najit kompaktni kédovani C& pro S nad abecedou
{0,1,...,D—1}.

@ bez Ujmy na obecnosti pfedpokladame p; > 0,

@ polozime = [logDp/’1-‘ 7

@ tato Cisla splniuji Kraftovu nerovnost:

N N N
S prfbeen ] <y o =g -
i=1 i=1 i=1




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Shannonovo kédovani

Predpokladejme, Zze mame dan zdroj S bez paméti ze slov
wy, ..., Wy S pravdépodobnostmi py, ..., py a Ze si pfejeme
najit kompaktni kédovani C& pro S nad abecedou
{0,1,...,D—1}.

@ bez Ujmy na obecnosti pfedpokladame p; > 0,

@ polozime = [logDp/’1-‘ 7
@ tato Cisla splniuji Kraftovu nerovnost:
N N N
Z D~ [1ogDp/_1] < Z D—logDPf‘ — Zp’ — 1’
i=1 i=1 i=1

@ slova kédovani Cg nalezneme pomoci konstrukce
prefixového kddu se zadanymi délkami /;.



Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Meze Shannonova kodovani

Pouziti Shannonova kédovani muze byt mnohem horsi nez
kompaktni kodovani.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Meze Shannonova kodovani

Pouziti Shannonova kédovani muze byt mnohem horsi nez
kompaktni kodovani.

Napfiiklad uvazme dva symboly, z nichz jeden se vyskytuje s
pravdépodobnosti 0,9999 a druhy s pravdépodobnosti 0,0001.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Meze Shannonova kodovani

Pouziti Shannonova kédovani muze byt mnohem horsi nez
kompaktni kodovani.

Napfiiklad uvazme dva symboly, z nichz jeden se vyskytuje s
pravdépodobnosti 0,9999 a druhy s pravdépodobnosti 0,0001.

V pfipadé Shannonova kdédovani pouzijeme délku kédového
slova 1 bit, respektive 14 bitl. V pfipadé kompaktniho kédovani
to bude zjevné 1 bit pro oba symboly.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Meze Shannonova kodovani

Pouziti Shannonova kédovani muze byt mnohem horsi nez
kompaktni kodovani.

Napfiiklad uvazme dva symboly, z nichz jeden se vyskytuje s
pravdépodobnosti 0,9999 a druhy s pravdépodobnosti 0,0001.

V pfipadé Shannonova kdédovani pouzijeme délku kédového
slova 1 bit, respektive 14 bitl. V pfipadé kompaktniho kédovani
to bude zjevné 1 bit pro oba symboly.

Rozdil primérnych délek pak bude 0,0013 ve prospéch
kompaktniho kédovani.



Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Meze Shannonova kodovani

Dulsledek 4.3

Plati
H(p)/logD < I(C8) < 1+ H(p)/logD.
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Meze Shannonova kodovani

Dulsledek 4.3

Plati
H(p)/logD < I(C8) < 1+ H(p)/logD.

Véta 4.4 (Divergence je cena za nevhodné kddovani)

Bud’ dan zdroj S bez paméti ze slov wy, . .., wy s (kladnymi)
pravdépodobnostmi py, ..., py. Necht dale q = (qy, - .., qn) je
(kladné) rozdeleni pravdépodobnosti a Cg je Shannonuv kéd
zkonstruovany na zaklade rozdéleni q v abecede o D
symbolech. Potom plati:

[H(X) + D(pl|a)}/logD < h(CZ) < [H(X) + D(plla)]/logD + 1.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Véty 4.4 - Divergence

Nejprve dokazme horni mez. Plati:

p(CH = XXy piflogpai"] < Xy pi- (logpqi~" +1)
i N
= Y pi-logp (% : %) + 2011 Pi
= Yipi- logpf + S P logDé + 1

= [Zf\; p; - loga:f + Zf\; pi - log%} /logD + 1
= [H(X) + D(plla)]/logD + 1.




Kédovani bez Sumu Zakladni odhad Shannon

Dukaz Véty 4.4 - Divergence

Nyni obdobné dokazme dolni mez. Plati:

p(CH = SLipiflogpai™"] = Xy pi-logpgi™
= YL pi-logp (% : %)
= SLipi- logpg + S pi 10gDﬁ
= [ZL pi-logZ + > p;- logﬂ /logD
= [H(X) + D(plla)]/logD.




Kompaktni kédovani

Konstrukce Nebinarni pfipad
Dukaz korektnosti

e Konstruovani kompaktnich
kédovani

@ Konstrukce
@ Dukaz korektnosti
@ Nebinarni pfipad




K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

FI Pfredpokladejme, Ze mame dan zdroj S bez paméti ze slov
Wy, ..., Wy S pravdépodobnostmi py, ..., py a Ze si pfejeme
najit kompakini kddovani C pro S nad abecedou X.




K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

FI Pfredpokladejme, Ze mame dan zdroj S bez paméti ze slov
Wy, ..., Wy S pravdépodobnostmi py, ..., py a Ze si pfejeme
najit kompakini kddovani C pro S nad abecedou X.

Z véty o kddovani bez Sumu vime, Ze primeérna délka musi
splfiovat ohraniceni

H/logD < I(C) < 1+ H/logD, (5.1)

ale snadno se vidi, Ze dolni hranice Ize dosahnout pouze, kdyz
pi jsou jisté celoCiselné mocniny D.




Kompaktni kddovani
panl kocovan Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

FI Pfredpokladejme, Ze mame dan zdroj S bez paméti ze slov
Wy, ..., Wy S pravdépodobnostmi py, ..., py a Ze si pfejeme
najit kompakini kddovani C pro S nad abecedou X.

Z véty o kddovani bez Sumu vime, Ze primeérna délka musi
splfiovat ohraniceni

H/logD < I(C) < 1+ H/logD, (5.1)
ale snadno se vidi, Ze dolni hranice Ize dosahnout pouze, kdyz
pi jsou jisté celoCiselné mocniny D.

Z Kraft-McMillanovy nerovnosti mame:

Jestlize existuje kompaktni jednoznacné dekddovatelné
kodovani o primérné délce I, pak existuje kompaktni prefixové
kddovani o prumérné délce |.



Kompaktni kédovani
P ! Kodovani Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

Muzeme se tedy omezit na prefixova kédovani. Nyni popiseme
metodu navrhnutou Huffmanem v roce 1952 pro konstruovani
kompaktnihu prefixového kdédovani pro vySe uvedeny zdroj S v
pripade, ze ¥ je binarni abeceda.




Kompaktni kédovani
P ! Kodovani Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

Muzeme se tedy omezit na prefixova kédovani. Nyni popiseme
metodu navrhnutou Huffmanem v roce 1952 pro konstruovani
kompaktnihu prefixového kdédovani pro vySe uvedeny zdroj S v
pripade, ze ¥ je binarni abeceda.

Vysledny kéd neni urcen jednoznacneé (napf. bitovou inverzi
nebo permutaci na abecedé ¥ ziskame jiny optimalni kéd).




Kompaktni kédovani
P ! Kodovani Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

Muzeme se tedy omezit na prefixova kédovani. Nyni popiseme
metodu navrhnutou Huffmanem v roce 1952 pro konstruovani
kompaktnihu prefixového kdédovani pro vySe uvedeny zdroj S v
pripade, ze ¥ je binarni abeceda.

Vysledny kéd neni urcen jednoznacneé (napf. bitovou inverzi
nebo permutaci na abecedé ¥ ziskame jiny optimalni kéd).

Jednoznac¢né neni zadana ani délka kédovych slov.




Kompaktni kédovani
P ! Kodovani Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

Muzeme se tedy omezit na prefixova kédovani. Nyni popiseme
metodu navrhnutou Huffmanem v roce 1952 pro konstruovani
kompaktnihu prefixového kdédovani pro vySe uvedeny zdroj S v
pfipadé, Ze ¥ je binarni abeceda.

Vysledny kéd neni ur€en jednoznacné (napf. bitovou inverzi
nebo permutaci na abecedé ¥ ziskame jiny optimalni kéd).

Jednoznac¢né neni zadana ani délka kédovych slov.

Huffmanovo kédovani se pouziva na zavérecné zpracovani
formatd JPEG, MP3, DEFLATE, PKZIP resp. na
predzpracovani souboru pro aritmetické kddovani.



Kompaktni kédovani

Konstrukce Nebinarni ptipad
Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

Nejprve dokdzeme nékteré vlastnosti kompaktniho prefixového
kédovani C nad © = {0, 1}. Budeme uZivat /(w) k oznaceni
délky slova w v C.

Kompaktni kédovani pro zdroj s pravé dvéma slovy wy a ws je

wy — 0, wo — 1.




Kompaktni kédovani

Konstrukce Nebinarni ptipad
Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani

Nejprve dokdzeme nékteré vlastnosti kompaktniho prefixového
kédovani C nad © = {0, 1}. Budeme uZivat /(w) k oznaceni
délky slova w v C.

Kompaktni kédovani pro zdroj s pravé dvéma slovy wy a ws je

wy — 0, wo — 1.

Dlkaz je zrejmy.



Kompaktni kédovani
p ovani [ trikee Nebinarni pfipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich koédovani
Lemma 5.2

Je-li C prefixové a kompaktni kodovani a p; > p;, pak
I(wi) < I(w).




K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich koédovani
Lemma 5.2

Je-li C prefixové a kompaktni kodovani a p; > p;, pak
I(wi) < I(w).

Ddkaz. Pokud tomu tak neni, vytvofme novy kéd C’' z C
zamenou zakodovani w; a w;. Pak praimeérna delka je
zmenSena a stale mame prefixové kdédovani.




K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Konstruovani kompaktnich kodovani
Lemma 5.2

Je-li C prefixové a kompaktni kodovani a p; > p;, pak
I(wi) < I(w).

Ddkaz. Pokud tomu tak neni, vytvofme novy kéd C’' z C
zamenou zakodovani w; a w;. Pak praimeérna delka je
zmenSena a stale mame prefixové kdédovani.

Je-li C prefixové a kompaktni kédovani, pak mezi vsemi
kédovymi slovy v C maximalni délky musi existovat alespori
avé lisici se pouze v posledni cislici.

Dikaz. Necht tomu tak neni; pak mizeme odebrat posledni
Cislici z téchto vSech kddovych slov maximalni délky a stale

mame ﬁrefixové kédovani, coz '|e sEor [ komﬁaktnosti C.



K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Beze ztraty obecnosti miZzeme predpokladat, ze zdroj S ma
svUj systém zdrojovych slov {wj, ..., wy} uspoféddanych tak, ze
pravdépodobnosti p; vyslani w; splnuji




K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Beze ztraty obecnosti miZzeme predpokladat, ze zdroj S ma
svUj systém zdrojovych slov {wj, ..., wy} uspoféddanych tak, ze
pravdépodobnosti p; vyslani w; splnuji

p1=2pP22>- 2PN
Huffmanova procedura konstruuje rekurzivné posloupnost
zdroju Sy, Sy, ..., Sy_o tak, ze Sy = S a Sk je ziskano z Si_
ztotoznénim dvou nejméné pravdépodobnych symboll z S+
s jedinym symbolem o z Si. Pravdépodobnost, Ze symbol ¢ je
vyslan z S je brana jako soucet pravdépodobnosti jeho dvou
vytvarejicich symbolt v Sx_ 1.



K ktni kodovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Tedy S; je ziskan z Sy ztotoznénim wy a wy_4 do jednoho
symbolu wy_4 vyskytujiciho se s pravdépodobnosti py + py_1-




K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Tedy S; je ziskan z Sy ztotoznénim wy a wy_4 do jednoho
symbolu wy_4 vyskytujiciho se s pravdépodobnosti py + py_1-
V kazdém stavu mame zdroj s o jeden méné symboly.




K ktni kédovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad
Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Tedy S; je ziskan z Sy ztotoznénim wy a wy_4 do jednoho
symbolu wy_4 vyskytujiciho se s pravdépodobnosti py + py_1-
V kazdém stavu mame zdroj s o jeden méné symboly.

Po N — 2 takovychto redukcich dospéjeme k zdroji Sy_o, ktery
ma pouze dva symboly.

Pfechod mezi S;_1 a S; Ize nejlépe vidét na nasledujicim
obrazku.




K ktni kodovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Zakédovani  Pravdépodobnost Slovo Slovo Pravdépodobnost Zakédovani

aqi Vi uy aq

Q2 Vo U Q2
Qk—1 Vk—1 Uk—1 Qk—1

Qqk Vi Uk gt + Q1
Qk+1 Vi+1 Uk41 Ak
qt—1 Vi1

Qi Vi ut Qt—1
Qt+1 Vi1




Kompaktni kédovani
P : Konstrukce Nebinarni ptipad
Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Je-li dano zakoédovani oy, . .., ot zdroje S;, Huffmanova
procedura pro nalezeni zakodovani zdroje S;_4 je nasledujici
velmi snadné pravidlo.

Pfedpokladejme pravdépodobnosti g1 > g> > -+ > gy, slov z
S;_1 jsou takove, Ze slovo vytvofene z v; a vy, 1 je slovo uk z S;.
Pak by Huffmanovo zakédovani S;_4 mélo byt, jak je ukazano v
levém sloupci predchozi tabulky. Formalné, mélo by byt zadano
pravidlem

Vi — oj (1§i§k—1),V/—)O’,‘+1 (kSISt—1),

Vt%(o‘k,O), Viiq *)(O’k,‘l).



K ktni kodovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Zakédovani  Pravdépodobnost Slovo Slovo Pravdépodobnost Zakédovani

01 e} Vi us ]| 01
o2 o]} Vo us Q2 g2
Ok—1 Qk—1 Vk—1 Uk—1 Qk—1 Ok—1
Ok+1 Ak Vi Uk gt + Qt+1 Ok
Ok+2 Qk+1 Vik+1 Uk Ak Ok+1

gt Qi1 Vi1
(Uk-, 0) qt Vi ut Qt—1 ot
(o, 1) Qt1 Vi




K ktni kédovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad
Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Zpétnym zpracovanim nastartujeme nasi zakédovaci
proceduru zakédovanim dvou slov z Sy_» s dvéma kédovymi
slovy 0 a 1; pak Sy_3 bude mit tfi kddova slova atd. a budeme
pokraCovat ve vySe uvedené procedure, az dosahneme
Huffmanova kédu pro S = S.




Kompaktni kédovani
P ! Kodovani Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Zpétnym zpracovanim nastartujeme nasi zakédovaci
proceduru zakédovanim dvou slov z Sy_» s dvéma kédovymi
slovy 0 a 1; pak Sy_3 bude mit tfi kddova slova atd. a budeme
pokraCovat ve vySe uvedené procedure, az dosahneme
Huffmanova kédu pro S = S.

Priklad 5.4

V nasledujici tabulce je uvedeno Huffmanovo kodovani
francouzského a anglického jazyka. Frekvence udava, kolikrat
se pismeno objevilo ve vzorku 1000 slov.

Dalsi tabulka ukazuje Huffmanovo kodovani anglického jazyka
(véetné mezery) zaloZené na pravdépodobnostech z jiného
korpusu.

A




K ktni kodovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Char | Fr, Coder, Fe,, Codeg,
E 850 00 591 100
A 395 1110 368 1111
S 388 1101 275 0110
I 366 1100 286 0111
T 356 1011 473 001
N 355 1010 320 1100
R 305 1001 308 1011
U 295 0111 111 00010
L 278 o101 153 10101
o] 255 0100 360 1110
D 200 11110 171 11011
C 148 10000 124 01010
M 145 01101 114 00011
P 144 01100 89 00000
A% 75 100010 41 1101001
Q 61 1111110 5 1101000101
G 51 1111101 90 00001
F 46 1111100 132 01011
B 42 1000111 65 101000
H 35 11111111 237 0100
J 29 11111110 6 1101000110
X 17 10001100 7 1101000111
Y 10 100011010 89 110101
Z 8 1000110111 3 1101000100
K 2 10001101101 19 11010000
W 1 10001101100 68 101001




Kompaktni kédovani

Nebinarni pfipad
Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

a; pi log, pi’ L cla;)

a 0.0575 1.1 1 0000

b 0.0128 6.3 6 001000

c 0.0263 5.2 5 00101

d  0.0285 5.1 5 10000

e 0.0913 3.5 1 1100

£ 0.0173 5.9 6 111000

g 0.0133 6 001001

h 0. 3 5 10001

i 0.0599 4 1001

i 0.0006 10 1101000000

k  0.0084 7 1010000

1 0.0335 5 11101

m  0.0235 5.4 6 110101

n  0.0596 4.1 4 0001

o 0.0689 39 4 1011

p 0.0192 5.7 6 111001

q 0.0008 10.3 9 110100001

r  0.0508 1.3 5 11011

s . 4.1 4 o011

t  0.0706 3.8 4 1111

u  0.0334 19 5 10101

v 0.0069 7.2 8 11010001

v  0.0119 6.4 7 1101001

x  0.0073 7.1 7 1010001

y  0.0164 5.9 6 101001

z  0.0007 104 10 1101000001
0.1928 2.4 2 01




K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Budeme ilustrovat Huffmanovu metodu na skute¢né malém

prikladé.
Ptiklad 5.5
Predpokladejme, Ze S je zdroj s péti zdrojovymi slovy a

pravdépodobnostmi (viz niZze). Pak vyvoj Huffmanova
zakodovani Ize povaZovat za prochazeni Sipek dopredu a pak

zakodovani zpatky.

w P C w P C w P C W P C
wi 05 1 Vi 05 1 u 05 1 x3 05 0
W 02 o1 7] 02 01 u 03 00 x 05 1
ws  0.15 001 vs 0.15 000 us 02 01

Wy 0.1 0000 v, 0.15 001
ws 0.05 0001
W: slovo, P: pravdépodobnost  C: kédovani




K ktni kédovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

E\lalezneme Huffmantv binarni kéd pro priklad 5.53




K ktni kodovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

M




K ktni kodovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

M

X X2, Uy

U2 us




Kompaktni kédovani
P Konstrukce

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

M

X2, Uy, 1
X1

Up Us, V2

Vs Vs

Nebinarni ptipad




K ktni kédovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

(Nalezneme Huffman(v binérni kéd pro pfiklad 5.5 - 4. krokj

Xo, Ut, Vi, Wy




K ktni kodovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Xo, Ut, Vi, Wy




K ktni kodovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Ptiklad 5.5 (PokraCovani)
Vysledné zakodovani

wi — 1, wo — 01, wg — 001, wy — 0000, ws — 0001

ma prumeérnou délku 1.95 na zdrojové slovo.




Kompaktni kédovani

Konstrukce Nebinarni ptipad
Dukaz korektnosti

HUFFMANUV KODOVACI ALGORITMUS

Ptiklad 5.5 (PokraCovani)
Vysledné zakodovani

wi — 1, wo — 01, wg — 001, wy — 0000, ws — 0001

ma prumeérnou délku 1.95 na zdrojové slovo.

Poznamka 5.6

Minimalné dvakrat v hornim pfikladu jsme schopni provést
vybeér, protoZe dvé slova maji stejné pravdépodobnosti. Pokud
tento pripad nastane, dostaneme riizna zakédovani.




K ktni kédovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Duikaz korektnosti

DUKAZ, ZE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNi

Z Lemmatu 5.1 vime, Ze zakdédovani Sy_» dvéma symboly 0 a
1 je optimalni. Dikaz bude tedy Uplny, jestlize budeme schopni
dokdazat, ze kompaktnost je zachovavana pfi prechodu ze
zdroje S; ke zdroji S;_1.




K ktni kédovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Duikaz korektnosti

DUKAZ, ZE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNi

Z Lemmatu 5.1 vime, Ze zakdédovani Sy_» dvéma symboly 0 a
1 je optimalni. Dikaz bude tedy Uplny, jestlize budeme schopni
dokdazat, ze kompaktnost je zachovavana pfi prechodu ze
zdroje S; ke zdroji S;_1.

Predpokladejme tedy, Ze S; je kompakiné zakddovan a ze
l,...,l jsou délky slov o1, ..., o, ale ze Huffmanovo
zakddovani C;_4 zdroje S;_1 neni kompaktni.




K ktni kédovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Duikaz korektnosti

DUKAZ, ZE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNi

Z Lemmatu 5.1 vime, Ze zakdédovani Sy_» dvéma symboly 0 a
1 je optimalni. Dikaz bude tedy Uplny, jestlize budeme schopni
dokdazat, ze kompaktnost je zachovavana pfi prechodu ze
zdroje S; ke zdroji S;_1.

Predpokladejme tedy, Ze S; je kompakiné zakddovan a ze
l,...,l jsou délky slov o1, ..., o, ale ze Huffmanovo
zakddovani C;_4 zdroje S;_1 neni kompaktni.

Existuje tedy prefixové kompakini kodovani C zdroje S;_4 tak,
Ze

I(C) < I(Cj_y).



K ktni kédovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad
Dukaz korektnosti

DUKAZ, ZE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNi

Dle lemmatu 5.1 muzeme preusporadat kodova slova kédovani
C maximalni délky tak, ze ma-li C kédova slova v'y,..., V¢, 1S
délkami //1, ceey I,t+1, pak I,1 < //2 e < /,t+1 a

V't = (0,0), V't 1 = (0,1), kde o je néjaké kddové slovo z T*.




K ktni kédovani
ompaiini kocovant Konstrukce Nebinarni pfipad

Duikaz korektnosti

DUKAZ, ZE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNi

Dle lemmatu 5.1 muzeme preusporadat kodova slova kédovani
C maximalni délky tak, ze ma-li C kédova slova v'y,..., V¢, 1S
délkami //1, ceey I,t+1, pak I,1 < //2 e < /,t+1 a

V't = (0,0), V't 1 = (0,1), kde o je néjaké kddové slovo z T*.

Necht kédovani C’ zdroje S; sestavé ze slov
Vi Vi Vi, 0 Vi Vs
pak C' je prefixové zakédovani zdroje S; a ma prameérnou délku
I(C") = ail'v+ -+ Q-1lk—1+(qt + Qre1)|o]| + Gkl'k

ki1 kgt + o+ Gl
= I(C) — (qt + qGr+1).



K ktni kédovani
ompaKInl Kodovan - e TikeS Nebinarni pfipad

Duikaz korektnosti

DUKAZ, ZE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNi

Ale zaroven

I(Cj) = I(Cj—1) — (Gt + Q1+1)-




K ktni kédovani
ompaKInl Kodovan - e TikeS Nebinarni pfipad

Duikaz korektnosti

DUKAZ, ZE HUFFMANUV ALGORITMUS JE KOREKTNi

Ale zaroven
I(Cj) = I(Cj—1) — (qt + Q1)

Tudiz, jestlize I(C) < I(Cj—1), pak

I(C) < I(C)),

coz je spor s kompaktnosti C;.




K ktni kédovani
ompail kocovant Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANOVA KODOVANI NAD NEBINARNiMI ABECEDAMI

Predpokladejme, Ze pracujeme namisto s binarni abecedou
{0,1} s abecedou X o r symbolech.




K ktni kédovani
ompaktnl kodovan! Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANOVA KODOVANI NAD NEBINARNiMI ABECEDAMI

Predpokladejme, Ze pracujeme namisto s binarni abecedou
{0,1} s abecedou X o r symbolech.

Budeme postupovat stejnym zplsobem. Stejné jako v binarnim
pripade, zaCnéme s S = S, (puvodni zdroj) a budeme
konstruovat posloupnost zdroju Sy, Sy, ..., St az skonéime u
zdroje S; obsahujicim pravé r symbold.




K ktni kédovani
ompaktnl kodovan! Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANOVA KODOVANI NAD NEBINARNiMI ABECEDAMI

Predpokladejme, Ze pracujeme namisto s binarni abecedou
{0,1} s abecedou X o r symbolech.

Budeme postupovat stejnym zplsobem. Stejné jako v binarnim
pripade, zaCnéme s S = S, (puvodni zdroj) a budeme
konstruovat posloupnost zdroju Sy, Sy, ..., St az skonéime u
zdroje S; obsahujicim pravé r symbold.

Tento zdroj ma kompaktni zakdédovani (jednoduSe mame bijekci
mezi St a abecedou ).




K ktni kédovani
ompaktnl kodovan! Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

HUFFMANOVA KODOVANI NAD NEBINARNiMI ABECEDAMI

Musime aplikovat nasledujici dva body:

@ Kdyz budeme konstruovat S;1 z S}, ztotoznime ne 2, ale r
nejmene pravdepodobnych symbolt z S; do jednoho
symbolu z S; 1. Tedy S;; 1 ma o r — 1 symbolt méne nez
S;.

© Budeme potiebovat pro zavéreény zdroj S;, abychom méli
pravé r symbold. Abychom toho dosahli, je nutno zacit se
zdrojem S s pravé r + t(r — 1) symboly. Protoze obecné je
malo pravdépodobné, ze S bude mit prave tento pocet
slov, uméle pfidame k S mnozinu S, ktera bude disjunktni
s S, a slova v ni obsazena budou mit nulovou
pravdépodobnost. Pak klademe Sy = SU S" a mame
IS =r+t(r—1)—|S|.



K ktni kédovani
ompaktnl kodovan! Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Cviceni

o Jaka je primérna délka slova kompaktniho kédovani nad {0, 1}, jestlize mame 5
stejné pravdépodobnych zdrojovych slov?




K ktni kédovani
ompaktnl kodovan! Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Cviceni

o Jaka je primérna délka slova kompaktniho kédovani nad {0, 1}, jestlize mame 5
stejné pravdépodobnych zdrojovych slov?

@ Najdéte kompaktni kédovani nad {0, 1} pro zdroj vysilajici slova wy, . .., ws s
pravdépodobnostmi

P(wi) = 3, P(we) = 5, P(Ws) = o, P(wa) = P(s) = P(we) = 7

a porovnejte jejich pramérnou délku s horni a doini hranici dle vety o kédovani
bez Sumu pro zdroje bez paméti.




K ktni kédovani
ompaktnl kodovan! Konstrukce Nebinarni ptipad

Dukaz korektnosti

Cviceni

o Jaka je primérna délka slova kompaktniho kédovani nad {0, 1}, jestlize mame 5
stejné pravdépodobnych zdrojovych slov?

@ Najdéte kompaktni kédovani nad {0, 1} pro zdroj vysilajici slova wy, . .., ws s
pravdépodobnostmi

P(W1) = %7P(W2) = %7 P(Ws) = %,P(W4) = P(W5) = P(WG) = 11—2

a porovnejte jejich pramérnou délku s horni a doini hranici dle vety o kédovani
bez Sumu pro zdroje bez paméti.

© Najdéte kompaktni kédovéni nad {0, 1,2} pro zdroj z pfedchoziho pfikladu.




Generovani rozdéleni Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni
Binarni stromy Problémy k feseni

@ Generovani diskrétnich
rozdéleni pomoci vrhu
idealni mince
@ Diskrétni rozdéleni
@ Binarni stromy
@ Dyadické rozdéleni
@ Problémy k feSeni




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni AN 5 SHEIE
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

FI Uvazme néasledujici otazku.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni AN 5 SHEIE
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

FI Uvazme néasledujici otazku.

Kolik vrha idedlni mince je potfeba, abychom vygenerovali
nahodnou proménnou X vzhledem k pfedem zadanému
pravdépodobnostnimu rozdéleni?




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

FI Uvazme néasledujici otazku.

Kolik vrha idedlni mince je potfeba, abychom vygenerovali
nahodnou proménnou X vzhledem k pfedem zadanému
pravdépodobnostnimu rozdéleni?

Zkusme si to nejprve ukazat na jednoduchém prikladé.




Generovani rozdéleni Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni
Binarni stromy Problémy k reseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince
Ptiklad 6.1

Bud’ dana posloupnost vrhii idedlni mincf (tj. idedln{ bity). Dale
predpoklddejme, Ze si pfejeme vygenerovat ndhodnou proménnou X s

rozdélenim
a s pravdépodobnost{ %,
X=<0b s pravdépodobnosti %, (6.1)
c s pravdépodobnost{ %.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdélenti

Generovani rozdéleni s . S
Binarni stromy Problémy k reseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince
Ptiklad 6.1

Bud’ dana posloupnost vrhii idedlni mincf (tj. idedln{ bity). Dale
predpoklddejme, Ze si pfejeme vygenerovat ndhodnou proménnou X s

rozdélenim
a s pravdépodobnost{ %,
X=<0b s pravdépodobnosti %, (6.1)
c s pravdépodobnost{ %.

Neni zZadny problém uhodnout odpovéd’. Je-li prvni bit 0, poloZime
X = a. Jsou-li prvni dva bity 10, polozime X = b. Pokud vidime 11,
polozime X = c. Je jasné, Ze X ma pozadované rozdéleni.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdélenti

Generovani rozdéleni s . S
Binarni stromy Problémy k reseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince
Ptiklad 6.1

Bud’ dana posloupnost vrhii idedlni mincf (tj. idedln{ bity). Dale
predpoklddejme, Ze si pfejeme vygenerovat ndhodnou proménnou X s

rozdélenim
a s pravdépodobnost{ %,
X=<0b s pravdépodobnosti %, (6.1)
c s pravdépodobnost{ %.

Neni zZadny problém uhodnout odpovéd’. Je-li prvni bit 0, poloZime
X = a. Jsou-li prvni dva bity 10, polozime X = b. Pokud vidime 11,
polozime X = c. Je jasné, Ze X ma pozadované rozdéleni.

Uréeme dile primérny pocet idedlnich biti potfebnych pro
vygenerovani této ndhodné proménné. V tomto piipadé to je

J(1) + 12) + 1(2) = 1,5 bitd.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni AN 5 SHEIE
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Obecny problém mazeme pak formulovat nasledovné. Méjme
danu posloupnost vrhi idealni minci Z;, 25, . . . ,.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani rozdéleni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Obecny problém mazeme pak formulovat nasledovné. Méjme
danu posloupnost vrhi idealni minci Z;, 25, . . . ,.
Prejeme si vygenerovat diskrétni nahodnou proménnou X

s oborem hodnot {a;, as,...,an} s pravdépodobnostnim
rozdélenim py,po, ..., Pm-




Generovani rozdéleni Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Obecny problém mazeme pak formulovat nasledovné. Méjme
danu posloupnost vrhi idealni minci Z;, 25, . . . ,.

Prejeme si vygenerovat diskrétni nahodnou proménnou X
s oborem hodnot {a;, as,...,an} s pravdépodobnostnim
rozdélenim py,po, ..., Pm-

Dalezité!!! X ma konecny obor hodnot !!!




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Obecny problém mazeme pak formulovat nasledovné. Méjme
danu posloupnost vrhi idealni minci Z;, 25, . . . ,.

Prejeme si vygenerovat diskrétni nahodnou proménnou X
s oborem hodnot {a;, as,...,an} s pravdépodobnostnim
rozdélenim py,po, ..., Pm-

Dalezité!!! X ma konecny obor hodnot !!!

Necht ndhodna proménna T oznacuje pocet vrhd mince
pouzitych v algoritmu.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Obecny problém mazeme pak formulovat nasledovné. Méjme
danu posloupnost vrhi idealni minci Z;, 25, . . . ,.

Prejeme si vygenerovat diskrétni nahodnou proménnou X
s oborem hodnot {a;, a, ..., an} s pravdépodobnostnim
rozdélenim py,po, ..., Pm-

Dalezité!!! X ma konecny obor hodnot !!!

Necht ndhodna proménna T oznacuje pocet vrhd mince
pouzitych v algoritmu.

MuZzeme popsat algoritmus zobrazujici fetézce bith Z;, 2o, . . .,
na mozné vystupy nahodné proménné X pomoci binarniho
stromu.



Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni AN 5 SHEIE
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Listy stromu jsou oznaceny vystupnimi
symboly X a cesta k listim je zadana
posloupnosti bitd generovanou vrhem
idealni minci.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Listy stromu jsou oznaceny vystupnimi
symboly X a cesta k listim je zadana
posloupnosti bitd generovanou vrhem
idealni minci.

Napftiklad strom pro generovani prav-
dépodobnostniho rozdéleni }.1.1 z @
prikladu 6.1 je uveden na sousednim
obrazku.

Strom reprezentujici algoritmus musi
splnovat jisté vlastnosti:



Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni AN 5 SHEIE
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

@ Strom musi byt Gplny, tj. kazdy uzel je bud' list nebo ma
dva nasledniky ve stromu. Strom muze byt nekonecny.




Generovani rozdéleni Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

@ Strom musi byt Gplny, tj. kazdy uzel je bud' list nebo ma
dva nasledniky ve stromu. Strom muze byt nekonecny.

@ Pravdépodobnost listu hloubky k je 2-%. Mnoho listl maze
byt oznaceno stejnym vystupnim symbolem - celkova
pravdépodobnost vSech téchto listl je pak rovna
pozadované pravdépodobnosti vystupniho symbolu.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

@ Strom musi byt Gplny, tj. kazdy uzel je bud' list nebo ma
dva nasledniky ve stromu. Strom muze byt nekonecny.

@ Pravdépodobnost listu hloubky k je 2-%. Mnoho listl maze
byt oznaceno stejnym vystupnim symbolem - celkova
pravdépodobnost vSech téchto listl je pak rovna
pozadované pravdépodobnosti vystupniho symbolu.

© Prumérny pocet idedlnich bitll ET pozadovanych na
vygenerovani X je roven stfedni hodnoté hloubky tohoto
stromu.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

@ Strom musi byt Gplny, tj. kazdy uzel je bud' list nebo ma
dva nasledniky ve stromu. Strom muze byt nekonecny.

@ Pravdépodobnost listu hloubky k je 2-%. Mnoho listl maze
byt oznaceno stejnym vystupnim symbolem - celkova
pravdépodobnost vSech téchto listl je pak rovna
pozadované pravdépodobnosti vystupniho symbolu.

© Prumérny pocet idedlnich bitll ET pozadovanych na
vygenerovani X je roven stfedni hodnoté hloubky tohoto
stromu.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

@ Strom musi byt Gplny, tj. kazdy uzel je bud' list nebo ma
dva nasledniky ve stromu. Strom muze byt nekonecny.

@ Pravdépodobnost listu hloubky k je 2-%. Mnoho listl maze
byt oznaceno stejnym vystupnim symbolem - celkova
pravdépodobnost vSech téchto listl je pak rovna
pozadované pravdépodobnosti vystupniho symbolu.

© Prumérny pocet idedlnich bitll ET pozadovanych na
vygenerovani X je roven stfedni hodnoté hloubky tohoto
stromu.

Samozfejmé mame mnoho moznych algoritm(, které generuiji
stejné rozdéleni pravdépodobnosti.



Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni AN 5 SHEIE
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Napfiiklad, zobrazeni 00 — a, 01 — b, 10 — ¢, 11 — anam
rovnéz poskytne rozdéleni 3, , ; z pikladu 6.1.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Napfiiklad, zobrazeni 00 — a, 01 — b, 10 — ¢, 11 — anam
rovnéz poskytne rozdéleni 3, , ; z pikladu 6.1.
Ale primérny pocet idealnich bitd potfebnych pro vygenerovani

této nahodné proménné je 1(2) + 1(2) + 1(2) + 1(2) = 2 bity.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Napfiiklad, zobrazeni 00 — a, 01 — b, 10 — ¢, 11 — anam
rovnéz poskytne rozdéleni 3, , ; z pikladu 6.1.

Ale primérny pocet idealnich bitd potfebnych pro vygenerovani
této nahodné proménné je 1(2) + 1(2) + 1(2) + 1(2) = 2 bity.
Neni tedy tak efektivni jako pfifazeni z pfikladu 6.1, kde jsme
potfebovali pouze 1,5 bitd.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Napfiiklad, zobrazeni 00 — a, 01 — b, 10 — ¢, 11 — anam
rovnéz poskytne rozdéleni 3, , ; z pikladu 6.1.

Ale primérny pocet idealnich bitd potfebnych pro vygenerovani
této nahodné proménné je 1(2) + 1(2) + 1(2) + 1(2) = 2 bity.
Neni tedy tak efektivni jako pfifazeni z pfikladu 6.1, kde jsme
potfebovali pouze 1,5 bitd.

Muzeme tedy oCekavat, ze budeme potiebovat alespon tolik
nahodilosti v idedlnich bitech, kolik vytvofime ve vystupnich
symbolech.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e . SR
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Napfiiklad, zobrazeni 00 — a, 01 — b, 10 — ¢, 11 — anam
rovnéz poskytne rozdéleni 3, , ; z pikladu 6.1.

Ale primérny pocet idealnich bitd potfebnych pro vygenerovani
této nahodné proménné je 1(2) + 1(2) + 1(2) + 1(2) = 2 bity.
Neni tedy tak efektivni jako pfifazeni z pfikladu 6.1, kde jsme
potfebovali pouze 1,5 bitd.

Muzeme tedy oCekavat, ze budeme potiebovat alespon tolik
nahodilosti v idealnich bitech, kolik vytvofime ve vystupnich
symbolech.

Protoze entropie je mira nahodilosti a kazdy idealni bit ma
entropii jednoho bitu, miZzeme Cekat, ze pocet pouzitych
idealnich bitd bude alespon tolik jako entropie vystupu.



Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni oo 5 S
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Pro dalSi ivahy oznaCme ) mnozinu listd Uplného stromu. Déle
uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni na listech tak, ze
pravdépodobnost listu hloubky k stromu bude 2. Bud dale Y
nahodna proménna s touto distribuci. Mame pak nasleduijici
lemma.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni oo 5 S
Binarni stromy Problémy k feseni

Generovani diskrétnich rozdéleni vrhem idealni mince

Pro dalSi ivahy oznaCme ) mnozinu listd Uplného stromu. Déle
uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni na listech tak, ze
pravdépodobnost listu hloubky k stromu bude 2. Bud' dale Y
nahodna proménna s touto distribuci. Mame pak nasleduijici
lemma.

Pro kazdy uplny strom uvaZujeme pravdépodobnostni
rozdéleni na listech tak, Ze pravdépodobnost listu hloubky k
stromu bude 2. Pak stfedni hodnota hloubky stromu je rovna
entropii tohoto rozdélent.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni oo 5 S
Binarni stromy Problémy k feseni

Dukaz Lemmatu 6.2

Pro kaZdy uplny strom uvaZujeme pravdépodobnostni
rozdéleni na listech tak, Ze pravdépodobnost listu hloubky k
stromu bude 2. Pak stfedni hodnota hloubky stromu je rovna
entropii tohoto rozdélent.

MA Stfedni hodnota hloubky stromu je rovna
ET =) k(y)2™ ¥ (6.2)
yey
a entropie rozdéleni ndhodné proménné Y je
1
H(Y) = }; ) g22k Zk y)2~k (6.3)

kde k(y) znaci hloubku listu y € Y. Tedy H(Y)=ET.



Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni oo 5 S
Binarni stromy Problémy k feseni

Stredni hodnota hloubky stromu

FI Pro kaZdy algoritmus generujici nahodnou proménnou X je
stredni hodnota poctu idealnich bitd alespori rovna entropii
H(X), t.

ET > H(X). (6.4)




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni oo 5 S
Binarni stromy Problémy k feseni

Stredni hodnota hloubky stromu

FI Pro kaZdy algoritmus generujici nahodnou proménnou X je
stredni hodnota poctu idealnich bitd alespori rovna entropii
H(X), t.

ET > H(X). (6.4)

MA Kazdy algoritmus generujici ndhodnou proménnou X
pomoci idealnich bitd mizeme reprezentovat pomoci Uplného
binarniho stromu.




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni oo 5 S
Binarni stromy Problémy k feseni

Stredni hodnota hloubky stromu

FI Pro kaZdy algoritmus generujici nahodnou proménnou X je
stredni hodnota poctu idealnich bitd alespori rovna entropii
H(X), t.

ET > H(X). (6.4)

MA Kazdy algoritmus generujici ndhodnou proménnou X
pomoci idealnich bitd mizeme reprezentovat pomoci Uplného
binarniho stromu.

Oznacme vSechny listy tohoto stromu rliznymi symboly
yey={1,2,...}.
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Generovani rozdéleni oo 5 S
Binarni stromy Problémy k feseni

Stredni hodnota hloubky stromu

FI Pro kaZdy algoritmus generujici nahodnou proménnou X je
stredni hodnota poctu idealnich bitd alespori rovna entropii
H(X), t.

ET > H(X). (6.4)

MA Kazdy algoritmus generujici ndhodnou proménnou X
pomoci idealnich bitd mizeme reprezentovat pomoci Uplného
binarniho stromu.

Oznacme vSechny listy tohoto stromu riznymi symboly
yeyY={12,...}

Je-li strom nekonecény, pak je i abeceda ) nekonecna.



Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni oo 5 S
Binarni stromy Problémy k feseni

Stredni hodnota hloubky stromu

Zde je nutno byt opatrny - zatim jsme pracovali pouze s
nahodnymi proménnymi s konecnym oborem hodnot, ale
snadno nahlédneme, ze v tomto pripadé v§echny tvahy
zastanou stejné!!!




Generovani rozdéleni Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni
Binarni stromy Problémy k feSeni

Stredni hodnota hloubky stromu

Zde je nutno byt opatrny - zatim jsme pracovali pouze s
nahodnymi proménnymi s konecnym oborem hodnot, ale
snadno nahlédneme, ze v tomto pripadé v§echny tvahy
zastanou stejné!!!

Uvazme nyni ndhodnou proménnou Y definovanou na listech
tohoto stromu tak, ze pro kazdy list y € Y hloubky k(y) je
pravdépodobnost P(Y = y) = 2-k0),




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni
Binarni stromy Problémy k feSeni

Generovani rozdéleni

Stredni hodnota hloubky stromu

Zde je nutno byt opatrny - zatim jsme pracovali pouze s
nahodnymi proménnymi s konecnym oborem hodnot, ale
snadno nahlédneme, ze v tomto pripadé v§echny tvahy
zastanou stejné!!!

Uvazme nyni ndhodnou proménnou Y definovanou na listech
tohoto stromu tak, ze pro kazdy list y € Y hloubky k(y) je
pravdépodobnost P(Y = y) = 2-k0),

Dle Lemmatu 6.2 je stfedni hodnota hloubky stromu rovna
entropii H(Y). Ale ndhodna proménna X je funkci ndhodné
proménné Y a tedy

H(X) < H(Y) = ET. (6.5)
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Dyadické rozdéleni

Re&me nyni otazku optimality pro dyadické rozdéleni.
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Dyadické rozdéleni

Re&me nyni otazku optimality pro dyadické rozdéleni.

Véta 6.4

FI  Necht nahodna proménna X ma dyadické rozdéleni. Pak
optimalni algoritmus pro vygenerovani X pomoci vrhu idealni
minci ma stfedni hodnotu poctu vrhu minci rovnu entropii, t.

H(X) = ET. (6.6)

4
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Dikaz Véty 6.4

MA Z véty 6.3 mame nerovnost H(X) < ET. Vénujme se nyni
obracené nerovnosti. Pro dyadické rozdéleni pak Huffmanovo
kédovani C splnuje I(C) = H(X).
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Dikaz Véty 6.4

MA Z véty 6.3 mame nerovnost H(X) < ET. Vénujme se nyni
obracené nerovnosti. Pro dyadické rozdéleni pak Huffmanovo
kédovani C splnuje I(C) = H(X).

Pro kazdé x € X je hloubka listu k(x) v kédovacim stromu
odpovidajicimu x rovna délce odpovidajiciho kddového slova,

coz je k(x) = loga 55
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Dikaz Véty 6.4

MA Z véty 6.3 mame nerovnost H(X) < ET. Vénujme se nyni
obracené nerovnosti. Pro dyadické rozdéleni pak Huffmanovo
kédovani C splnuje I(C) = H(X).

Pro kazdé x € X je hloubka listu k(x) v kédovacim stromu
odpovidajicimu x rovna délce odpovidajiciho kddového slova,

coz je k(x) = loga 55

Pouzijeme-li toto kédovani pro vygenerovani nahodné
proménné X, tento list bude mit pravdépodobnost

0-k(X) — p7O%2 5 — p(x).
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Dikaz Véty 6.4

MA Z véty 6.3 mame nerovnost H(X) < ET. Vénujme se nyni
obracené nerovnosti. Pro dyadické rozdéleni pak Huffmanovo
kédovani C splnuje I(C) = H(X).

Pro kazdé x € X je hloubka listu k(x) v kédovacim stromu
odpovidajicimu x rovna délce odpovidajiciho kddového slova,
coz je k(x) = loga 55

Pouzijeme-li toto kédovani pro vygenerovani nahodné
proménné X, tento list bude mit pravdépodobnost

0-k(X) — p7O%2 5 — p(x).

Stredni hodnota poétu vrhi minci je pak rovna stfedni hodnoté
hloubky stromu, coz je nasledné rovno entropii (protoze
rozdéleni je dyadické). Mame tedy okamzité, ze pro dyadické
rozdéleni optimalni generujici algoritmus spliuje H(X) = ET.
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Dyadické rozdéleni

FI Co se stane, pokud pravdépodobnostni rozdéleni nebude
dyadické?
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Dyadické rozdéleni

FI Co se stane, pokud pravdépodobnostni rozdéleni nebude
dyadické?

V tomto pfipadé pak nelze pouzit tutéz myslenku, protoze
Huffmanovo kdédovani bude generovat dyadickée
pravdépodobnostni rozdéleni na listech, nikoliv rozdéleni, se
kterym jsme zacali.
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Dyadické rozdéleni

FI Co se stane, pokud pravdépodobnostni rozdéleni nebude
dyadické?

V tomto pfipadé pak nelze pouzit tutéz myslenku, protoze
Huffmanovo kdédovani bude generovat dyadickée
pravdépodobnostni rozdéleni na listech, nikoliv rozdéleni, se
kterym jsme zacali.

Protoze v§echny listy z naseho stromu maji pravdépodobnost
tvaru 2-%(2) | je jasné, Zze bychom méli rozdélit kazdou
pravdépodobnost p;, ktera neni dyadicka, do atomu, které uz
dyadické jsou.
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Dyadické rozdéleni

FI Co se stane, pokud pravdépodobnostni rozdéleni nebude
dyadické?

V tomto pfipadé pak nelze pouzit tutéz myslenku, protoze
Huffmanovo kdédovani bude generovat dyadickée
pravdépodobnostni rozdéleni na listech, nikoliv rozdéleni, se
kterym jsme zacali.

Protoze v§echny listy z naseho stromu maji pravdépodobnost
tvaru 2-%(2) | je jasné, Zze bychom méli rozdélit kazdou
pravdépodobnost p;, ktera neni dyadicka, do atomu, které uz
dyadické jsou.

Mizeme pak pfipojit tyto atomy k listim naseho stromu.
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Dyadické rozdéleni

Napriklad, ma-li jeden z vystupu x pravdépodobnost p(x) = },

budeme potfebovat pouze jeden atom (list stromu v Grovni 2),
ale pokud p(x) = £ =  + § + §, budeme potfebovat tfi atomy,
jeden na arovni 1, druhy na drovni 2 a tfeti na Urovni 3 naseho
stromu.
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Dyadické rozdéleni

Napriklad, ma-li jeden z vystupu x pravdépodobnost p(x) = },

budeme potfebovat pouze jeden atom (list stromu v Grovni 2),
ale pokud p(x) = £ =  + § + §, budeme potfebovat tfi atomy,
jeden na arovni 1, druhy na drovni 2 a tfeti na Urovni 3 naseho
stromu.

Abychom minimalizovali stfedni hodnotu hloubky stromu, méli
bychom pouzit atomy s co nejvétSimi pravdépodobnostmi.
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Dyadické rozdéleni

Napriklad, ma-li jeden z vystupu x pravdépodobnost p(x) = },

budeme potfebovat pouze jeden atom (list stromu v Grovni 2),
ale pokud p(x) = £ =  + § + §, budeme potfebovat tfi atomy,
jeden na arovni 1, druhy na drovni 2 a tfeti na Urovni 3 naseho
stromu.

Abychom minimalizovali stfedni hodnotu hloubky stromu, méli
bychom pouzit atomy s co nejvétSimi pravdépodobnostmi.
Tedy, je-li dana pravdépodobnost p;, ktera neni dyadicka,
najdeme nejvétsi atom tvaru 27X, ktery je mensi nez p; a
pFipojime tento atom ke stromu. Pak spoc¢itdme zbytek a
najdeme nejvetsi atom, ktery je pod zbytkem.
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Generovani rozdéleni

Dyadické rozdéleni

Napriklad, ma-li jeden z vystupu x pravdépodobnost p(x) = },

budeme potfebovat pouze jeden atom (list stromu v Grovni 2),
ale pokud p(x) = £ =  + § + §, budeme potfebovat tfi atomy,
jeden na arovni 1, druhy na drovni 2 a tfeti na Urovni 3 naseho
stromu.

Abychom minimalizovali stfedni hodnotu hloubky stromu, méli
bychom pouzit atomy s co nejvétSimi pravdépodobnostmi.
Tedy, je-li dana pravdépodobnost p;, ktera neni dyadicka,
najdeme nejvétsi atom tvaru 27X, ktery je mensi nez p; a
pFipojime tento atom ke stromu. Pak spoc¢itdme zbytek a
najdeme nejvetsi atom, ktery je pod zbytkem.

Tento proces opakujeme a pak Ize rozdélit vSechny
pravdépodobnosti do dyadickych atoma.
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Ztejme je tento proces ekvivalentni nalezeni binarnich rozvoju
pravdépodobnosti p;. Bud' tedy binarni rozvoj
pravdépodobnosti p; tvaru

pi=>n 6.7)

j>1

kde p!) = 27 nebo 0.
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Dyadické rozdéleni

Ztejme je tento proces ekvivalentni nalezeni binarnich rozvoju
pravdépodobnosti p;. Bud' tedy binarni rozvoj
pravdépodobnosti p; tvaru

pi=>n 6.7)
j>1

kde pfj) = 2~/ nebo 0. Pak atomy rozvoje jsou
PP 1i=1,2,....mj>1}.

Protoze >, p; = 1, bude i soucet téchto atomu

doij>1 pf/) = 1. Pfitom pfipojime atom s pravdépodobnosti 2/

jako list hloubky j ke stromu.
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Dyadické rozdéleni

Ztejme je tento proces ekvivalentni nalezeni binarnich rozvoju
pravdépodobnosti p;. Bud' tedy binarni rozvoj
pravdépodobnosti p; tvaru

pi=>n 6.7)

. , j>1
kde pf/) = 27/ nebo 0. Pak atomy rozvoje jsou
PP 1i=1,2,....mj>1}.
Protoze >, p; = 1, bude i soucet téchto atomu
doij>1 pf/) = 1. Pfitom pfipojime atom s pravdépodobnosti 2~/
jako list hloubky j ke stromu.

Hloubky atomu splnuji Kraftovu nerovnost, mazeme tedy
zkonstruovat binarni strom, kde atomy maji pozadovanou
hloubku.
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Dyadické rozdéleni - Priklad

Priklad 6.5

Necht nahodna proménna X ma pravdépodobnostni rozdéleni

X — { a s pravdépodobnosti %,
3

b S pravdépodobnosti (645),
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Dyadické rozdéleni - Priklad

Priklad 6.5

Necht nahodna proménna X ma pravdépodobnostni rozdéleni

(6.8)

x_{a s pravdépodobnosti 2,
1 b s pravdépodobnosti

Nejprve uréime binarni rozvoje téchto pravdépodobnosti:

2 1
3= 0.10101010.. ., 3= 0.01010101.. .». (6.9)
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Dyadické rozdéleni - Priklad

Priklad 6.5

Necht nahodna proménna X ma pravdépodobnostni rozdéleni

(6.8)

x_{a s pravdépodobnosti 2,
1 b s pravdépodobnosti

Nejprve uréime binarni rozvoje téchto pravdépodobnosti:

2 1
3= 0.10101010.. ., 3= 0.01010101.. .». (6.9)

Pak prislusné atomy pro rozvoj jsou:

2 11 1 1 1 1 1
3f—)(2785327>5 3’_><4716)64’> (610)
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Pfiklad 6.5 (PokraCovani)

Tyto atomy muzZeme a
plipojit ke stromu (viz

souseadni obrazek), b
ktery generuje pravde-

podobnostni rozdéleni a
2 1
313"
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Dyadické rozdéleni

Tato procedura nam poskytne binarni strom, ktery generuje
nahodnou proménnou X.
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Dyadické rozdéleni

Tato procedura nam poskytne binarni strom, ktery generuje
nahodnou proménnou X.

V predchozim jsme tvrdili, Ze tato procedura je optimalni v tom
smyslu, ze na$ binarni strom bude mit minimalni stredni
hodnotu hloubky.
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Dyadické rozdéleni

Tato procedura nam poskytne binarni strom, ktery generuje
nahodnou proménnou X.

V predchozim jsme tvrdili, Ze tato procedura je optimalni v tom
smyslu, ze na$ binarni strom bude mit minimalni stredni
hodnotu hloubky.

Nepodame zde Uplny formalni dikaz, ale namisto toho
ohrani¢ime stfedni hodnotu hloubky stromu vygenerovaného
timto postupem.
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Dyadické rozdéleni - Odhad hloubky stromu

Véta 6.6

Pro optimalni algoritmus generujici nahodnou proménnou X
stfedni hodnota poctu ideélnich bitu mezi H(X) a H(X) + 2, {j.

H(X) < ET < H(X) + 2. (6.11)
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Dyadické rozdéleni - Odhad hloubky stromu

Véta 6.6

Pro optimalni algoritmus generujici nahodnou proménnou X
stfedni hodnota poctu ideélnich bitu mezi H(X) a H(X) + 2, {j.

H(X) < ET < H(X) + 2. (6.11)

Dukaz. MA Dle véty 6.3 mame H(X) < ET. Abychom urcili
horni hranici, uréeme pro kazdou pravdépodobnost p; binarni

rozvo| pi = Z piU)’ (6.12)

j21

) — 277 nebo 0.

kde p



Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni e 5 U
Binarni stromy Problémy k feseni

Dyadické rozdéleni - Odhad hloubky stromu

Véta 6.6

Pro optimalni algoritmus generujici nahodnou proménnou X
stfedni hodnota poctu ideélnich bitu mezi H(X) a H(X) + 2, {j.

H(X) < ET < H(X) + 2. (6.11)

Dukaz. MA Dle véty 6.3 mame H(X) < ET. Abychom urcili
horni hranici, uréeme pro kazdou pravdépodobnost p; binarni
rozvo| pi = Z piU)’ (6.12)

j21

kde p) = 27/ nebo 0.
Zkonstruujeme pomoci téchto atomu binarni strom tak, Ze jeho

listy odpovidaji atomim naseho dyadického rozdéleni.
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Zkonstruujeme pomoci téchto atomu binarni strom tak, Ze jeho
listy odpovidaji atomim naseho dyadického rozdéleni.
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Zkonstruujeme pomoci téchto atomu binarni strom tak, Ze jeho
listy odpovidaji atomim naseho dyadického rozdéleni.

Pak pocet vrhi idedlni minci potfebnych pro vygenerovani
kazdého atomu je jeho hloubka v nasem stromu.
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Zkonstruujeme pomoci téchto atomu binarni strom tak, Ze jeho
listy odpovidaji atomim naseho dyadického rozdéleni.

Pak pocet vrhi idedlni minci potfebnych pro vygenerovani
kazdého atomu je jeho hloubka v nasem stromu.

Tedy stfedni hodnota poctu vrhi idealni minci je rovna
stiredni hodnoté hloubky naseho stromu, ktera je okamzité
rovna entropii dyadického rozdéleni atoma.
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Zkonstruujeme pomoci téchto atomu binarni strom tak, Ze jeho
listy odpovidaji atomim naseho dyadického rozdéleni.

Pak pocet vrhi idedlni minci potfebnych pro vygenerovani
kazdého atomu je jeho hloubka v nasem stromu.

Tedy stfedni hodnota poctu vrhi idealni minci je rovna
stiredni hodnoté hloubky naseho stromu, ktera je okamzité
rovna entropii dyadického rozdéleni atoma.

Tudiz

ET = H(Y) (6.13)

)

kde nahodna proménna Y ma pravdépodobnostni rozdéleni

o0 oo @ gl e
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Protoze nahodna proménna X je funkci nahodné proménné Y,
z fetézcového pravidla okamzité obdrzime

H(Y) = H(Y,X) = H(X) + H(Y|X), (6.14)

stali ovérit, ze H(Y|X) < 2.
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Protoze nahodna proménna X je funkci nahodné proménné Y,
z fetézcového pravidla okamzité obdrzime

H(Y) = H(Y,X) = H(X) + H(Y|X), (6.14)

stali ovérit, ze H(Y|X) < 2.
Uvazujme nyni pfislusny podstrom a podterm T; pro kazdou
pravdépodobnost p;. Pak

Ti= > 7 a HY=>T. (6.15)
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Mlzeme najit takové pfirozené Cislo n;, ze 2" < p; < 2~ +1,
neboli

ni—1< —logp; < n;. (6.16)
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

MuZeme najit takové prirozené &islo nj, ze 27" < p; < 2=,
neboli
ni—1 < —logp; < n;. (6.16)

Nutné tedy p,(j) > 0 pouze pokud j > n. MGzeme tedy prepsat
(6.15) do tvaru

Ti= > j27 a HY)=)T. (6.17)




Diskrétni rozdéleni Dyadické rozdéleni

Generovani rozdéleni o . e
Binarni stromy Problémy k feseni

Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

MuZeme najit takové prirozené &islo nj, ze 27" < p; < 2=,
neboli
ni—1< —logp; < n;. (6.16)

Nutné tedy p,(j) > 0 pouze pokud j > n. MGzeme tedy prepsat
(6.15) do tvaru
Ti= > j27 a HY)=)T. (6.17)
jzn,:pfj)>0 /

Zaroven dle definice atomu mizeme zapsat p; jakozto

pi= Y 27 (6.18)

j>n;: p,(j)>0
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu
Ukazme nejprve, ze plati T; < —pjlog p; + 2p;. Zrejme

(a)
Ti+plogpi —2p; < Ti—pi(nj—1)—2p;=T;—(nj+1)p;
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu
Ukazme nejprve, ze plati T; < —pjlog p; + 2p;. Zrejme

(a)
Ti+plogpi —2p; < Ti—pi(nj—1)—2p;=T;—(nj+1)p;
=2ion: oY >012 (n"+1)zjzn,-:pf")>027]
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu
Ukazme nejprve, ze plati T; < —pjlog p; + 2p;. Zrejme

(a)
Ti+pllogpi —2p; < Ti—pi(ni—1)—2pi=T;—(ni+1)p;
_Z/>,, oY >012 (n"+1)zjzn,-:pf")>027]
= nj — 1)2_j

. p(/)>o(l -
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu
Ukazme nejprve, ze plati T; < —pjlog p; + 2p;. Zrejme

(a)
Ti+plogpi —2p; < Ti—pi(nj—1)—2p;=T;—(nj+1)p;
_Z/>,, oY >012 (n"+1)zjzn,-:pf")>027]

= 2o g0l — i~ 127

2740+ ). nj—1)2-

>(ni+2): p! >0(j -
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Generovani rozdéleni el 5 SUEIET
Binarni stromy Problémy k feseni

Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu
Ukazme nejprve, ze plati T; < —pjlog p; + 2p;. Zrejme

(a)
Ti+pllogpi —2p; < Ti—pi(ni—1)—2pi=T;—(ni+1)p;
- z/>n~p(")>0j27j - (mi+ 1>Z/2nfzp,(i)>0 27

= 2o g0l — i~ 127
= 204X 42 ool = M= 1)27
© _o-ni Yy gteenen o k2D
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu
Ukazme nejprve, ze plati T; < —pjlog p; + 2p;. Zrejme

(a)
Ti+plogpi —2p; < Ti—pi(ni—1)—2p;=T;—(nj+1)p;
=2ion: oY >012 (”i+1)zjzn,-:p§/>>027]
= 2jompsol = M= 127/

=27+ 0+ 3 o). ol oo —ni—1)27
(:) —2~ " +Zk>1 k+n,+1 0k2 (k+ni+1)
(2 =27 4 3o k2—(k+”f+1) =27 N4 —2-(nt1)2 — 0
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu
Ukazme nejprve, ze plati T; < —pjlog p; + 2p;. Zrejme

T + pilog pi — 2p; (3) Ti—pi(ni—1) =2p;=T; — (ni + 1)p;
=2ion: oY Wogl27 (ni+1)2j2,,i:plgn>02*j
= 2jompsol = M= 127/
=27 4043
=274y

j>(ni+2): p >O(j —ni— 1)2_j

ko—(k+ni+1)
>0

—
~

k>1: pltmitn
(2 —27M S k2—("+”f+1) =27 N4 —2-(nt1)2 — 0

pricemz (a) plyne ze vztahu (6.16), (b) plyne ze zmény
proménnych v rdmci sumy a (c) plyne z rozSifeni oboru
sumace.
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Generovani rozdéleni el 5 SUEIET
Binarni stromy Problémy k feseni

Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Ukazali jsme tedy, Ze

T; < —pjlog pi + 2p;. (6.19)
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Dukaz Veéty 6.6 - Odhad hloubky stromu

Ukazali jsme tedy, Ze
Ti < —pjlog pi + 2p;. (6.19)

Protoze ET = >, T;, mame okamzité, ze

m m m
ET=) Ti<-) plogpi+2) pj=H(X)+2 (6.20)
i=1 i=1 i=1
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Problémy k FeSeni

Problémy 2

@ Ve hre na Sachovnici ma jeden z hracu (A) uhadnout, kam
jeho protivnik umistil kralovnu. Hraci A je povoleno sest
otazek, které musi byt pravdivé zodpovezeny odpovedi
ano/ne. DokaZte, Ze existuje strategie, pri které mize hrac
A vZdy vyhrat tuto hru, ale Ze nelze zajistit vyhru, pokud
ma povoleno pouze pét otazek.

@ Je-li hra z predchoziho prikladu hrana na Sachovnici o
rozmeérech n x n, kolik otazek potrebuje hrac A, aby
bezpecné vyhral.
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Problémy k FeSeni

Problémy 2
© Najdéte primernou délku optimalniho (kompaktniho)
jednoznacné dekddovatelného binarniho kédu pro zdroj
bez pameéti, ktery vysila Sest slov s pravdépodobnostmi

0.25,0.10,0.15,0.05,0.20,0.25.

Analyzovanim Huffmanova algoritmu ukazme, Ze zdroj bez
pameéti vysila N slov a jestlize Iy, . . ., Iy jsou délky
kodovych slov optimalniho kédovani nad binarni
abecedou, pak Iy + -+ + Iy < 3(N? + N — 2).
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Generovani rozdéleni S a D
Binarni stromy Problémy k feSeni

Problémy k FeSeni

Problémy 2

© Mate k dispozici rovnovaznou vahu a deveét zdanlive
identickych minci. Bylo Vam sdéleno, Ze jedna mince je
ruzna od zbyvajicich stejnych minci. Mate za ukol najit, o
kterou minci se jedna a zda je téZsi nebo lehci. Navrhnéte
strategii o nejvyse 3 vazenich pro reseni tohoto problému.
Abychom obecné vyresili tentyZ problém pro n minci v k
vaZenich, je nutno, aby platilo, Ze k log 3 > log 2n. DokaZte.

@ V Huffmanové algoritmu pro binarni abecedu aplikovaném
na N zdrojovych slov jsou délky slov pro konecné optimalni
zakodovani ly, . . ., Iy. DokaZte, Ze

/1+---—|—/N2N|og2N.
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Binarni stromy Problémy k feSeni

Problémy k FeSeni

Problémy 2

© Méjme dva hrace, hrace A a hrace B. Tito hraci hraji hru s
nahodnou kostkou, ktera ma n stran a nabyva hodnot
1,...,n s pravdépodobnostmi py, po, . . ., Pn-

Hrac B vrha kostkou za zavésem a hra¢ A ma zjistit
hodnotu po vrZzeni kostky co mozZna nejrychleji. Hrac A se
muZze ptat hrace B a ten mu musi pravdivé odpovidat bud’
ano nebo ne. UkaZte, Ze prumeérny pocet otazek pro
uspesnou strategii hrace A musi byt alespori entropie

H = —>_pjlogp;.
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Problémy 2

@ Ukazte, Ze optimalni zakddovani zdroje s N stejné
pravdépodobnymi zdrojovymi slovy v abecede o D
pismenech, je

max{(D"*" — N — b)/(D — 1), N}
slov délky r, kde b je urc¢eno vztahem
N+b=D+k(D-1), 0<b<D-1,
ar je nejvetsi prirozené cislo tak, ze

D"<N+b.
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Generovani rozdéleni S a D
Binarni stromy Problémy k feSeni

Problémy k FeSeni

Problémy 2

© Dokazte, Ze nasledujici metoda nam dava jednoznacné
dekodovatelny kod pro zdro S (mluvime o tzv.
Shannonoveé kodovani).
Predpokladejme, Ze S ma N zdrojovych slov sq, Sp, ..., Sy
a p; je pravdépodobnost, Ze je vyslano slovo s;, pricemz
plati p; > pi1. Necht navic

a1 =0, a=p;, a=p+pe...,
an=p1 +pP2+ -+ PN-1-

Necht m; (1 < i < N) je definovano jako nejmensi takové
prirozené Cislo m; splriujici 2= < p;, tj. m; = [logzé}.
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Problémy k FeSeni

Problémy 2

Q Je-li pak a: binarni rozvoj Cisla a; na m; desetinnych mist,
je kédovani
sima, 1<j<N
jednoznacné dekddovatelné pro zdroj S. UkaZte, Ze se
nejedna o optimalni zakédovani, ale Ze primérna délka |
kodovani splruje

H(S) <T< H(S)+1.
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Problémy 2

Q Jsou-lily, ..., I, délky slov bindrniho Huffmanova kédovani
zdrojovych slov majicich pravdépodobnost py, . .., pn, pak
redundance kddovani je definovana jako

n
r:Zkak_ H(p17"'7pn)'
k=1

UkaZte, Ze plati

I < Pmax + log[2(log €) /€] = Pprax + 0.086,

kde Prmax = Max;p;.
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@ Bud C prefixové kddovani zdroje s N zdrojovymi slovy v
abecedé X o D pismenech se slovnimi délkami I, . .., Iy
takové, Ze plati

N
> Dh<t.
p

Ukazte, Ze existuje libovolné dlouha posloupnost v ¥*,
kterou nelze dekodovat.
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