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Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Zakladni pojmy

FI Pripomenme si nasledujici predpoklady pro kédovani.
Zdroj vytvari zpravu, ktera sestava z posloupnosti zdrojovych
symboll a tato zprava je prfenesena k prijemci pres kanal s
moznou chybou. Pfitom Ize bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze kanal ma stejnou abecedu ¥ jak na vstupu tak
na vystupu. Kéd C nad abecedou ¥ je soubor posloupnosti
symboll ze ¥, prvky z C se nazyvaji kodova slova.
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Zakladni pojmy

FI Pripomenme si nasledujici predpoklady pro kédovani.
Zdroj vytvari zpravu, ktera sestava z posloupnosti zdrojovych
symboll a tato zprava je prfenesena k prijemci pres kanal s
moznou chybou. Pfitom Ize bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze kanal ma stejnou abecedu ¥ jak na vstupu tak
na vystupu. Kéd C nad abecedou ¥ je soubor posloupnosti
symboll ze ¥, prvky z C se nazyvaji kodova slova.

Budeme predpokladat, Ze vSechna kddova slova maji stejnou
délku. Takovéto kddy se nazyvaji blokove kody a pri jejich
pouziti je dekédovani podstatné snazsi. Pokud maji kédova
slova z C délku na |X| = g, pak mluvime o g-arnim kédu
délky n (binarnim kédu, pokud q = 2).
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Zakladni pojmy

Zakodovani zdrojové zpravy neni nic jiného nez pfifazeni
kazdé k-dlouhé sekvenci znakl nad zdrojovou abecedou
jedno kédové slovo z C.
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Zakladni pojmy

Zakodovani zdrojové zpravy neni nic jiného nez pfifazeni
kazdé k-dlouhé sekvenci znakl nad zdrojovou abecedou
jedno kédové slovo z C.

Béhem samotného dekddovani se prijata sekvence rozc¢leni na
bloky délky n a kazdy se zpracovava samostatné. Jelikoz
prijaté n-bloky mohou mit diky chybam pfi pfenosu obecné
jinou podobu nez vysilana kédova slova, musi dekodér
rozhodovat, které slovo bylo vyslano.
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Zakladni pojmy

Zakodovani zdrojové zpravy neni nic jiného nez pfifazeni
kazdé k-dlouhé sekvenci znakl nad zdrojovou abecedou
jedno kédové slovo z C.

Béhem samotného dekddovani se prijata sekvence rozc¢leni na
bloky délky n a kazdy se zpracovava samostatné. Jelikoz
prijaté n-bloky mohou mit diky chybam pfi pfenosu obecné
jinou podobu nez vysilana kédova slova, musi dekodér
rozhodovat, které slovo bylo vyslano.

Pokud je kod dobfe navrzen, je pravépodobnost Spatného

rozhodnuti mnohem mensi nez pravdépodobnost, Ze libovolny
kodovy znak je chybné prenesen.
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Proces rozhodovani muze byt definovan pomoci dekddovaci
tabulky. K6dova slova tvofi prvni fadek tabulky. Pokud jsme
obdrzeli kddové slovo, je logické predpokladat, Ze i stejné slovo
bylo vyslano.
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Zakladni pojmy

Proces rozhodovani muze byt definovan pomoci dekddovaci
tabulky. K6dova slova tvofi prvni fadek tabulky. Pokud jsme
obdrzeli kddové slovo, je logické predpokladat, Ze i stejné slovo
bylo vyslano.

Rozhodovaci pravidlo pro zbyld mozné pfijata slova je dano
rozdélenim téchto slov do seznamu pod kazdym kdédovym
slovem, podle kterého se tato pfijata slova budou dekddovat.
Tedy, kazdé slovo délky n nad abecedou X se objevi v tabulce
praveé jednou.
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Zakladni pojmy - Blokové kodovani
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Obréazek 1: Komunikaéni kanal
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Zakladni pojmy

Definition 1.1

Bud u, v pfirozena &isla. Rekneme, Ze kéd C uréi u chyb,
jestlize, pokud kazdé kédové slovo zménime alespon na
jednom a ne vice nez u mistech, nebude vysledny fetézec
kédové slovo. Rekneme, ze kéd C uréi praveé u chyb, jestlize

ur€i u chyb a neurci u + 1 chyb.
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Zakladni pojmy

Definition 1.1

Bud u, v pfirozena &isla. Rekneme, Ze kéd C uréi u chyb,
jestlize, pokud kazdé kédové slovo zménime alespon na
jednom a ne vice nez u mistech, nebude vysledny fetézec
kédové slovo. Rekneme, ze kéd C uréi praveé u chyb, jestlize
ur€i u chyb a neurci u + 1 chyb.

Rekneme, Ze kéd C opravi v chyb, jestlize, pokud pouzijeme
pravidlo minimalni vzdalenosti, jsme schopni opravit alespon v
chyb a v pfipadé, kdy se nebudeme moci rozhodnout,
dostaneme na vystupu chybu v dekédovani. Rekneme, Ze kod
C opravi pravé v chyb, jestlize opravi v chyb a neopravi v + 1
chyb.
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Zakladni pojmy

Dale budeme predpokladat, ze abychom byli schopni zjistit
chyby pfi pfenosu, bude pfijemce schopen zkontrolovat prijaty
fetézec proti seznamu vSech kodovych slov. Pokud fetézec
nebude na seznamu, pfijemce vi, Ze nastala alespon jedna
chyba, ale neni schopen zjistit, kolik chyb skute¢né nastalo.
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Zakladni pojmy

Dale budeme predpokladat, ze abychom byli schopni zjistit
chyby pfi pfenosu, bude pfijemce schopen zkontrolovat prijaty
fetézec proti seznamu vSech kodovych slov. Pokud fetézec
nebude na seznamu, pfijemce vi, Ze nastala alespon jedna
chyba, ale neni schopen zjistit, kolik chyb skute¢né nastalo.

Zaroven by meélo byt jasné, Ze pokud obdrzené slovo nebude
koddové slovo, bude podle pravidla minimalni vzdalenosti zpatky
dekddovano, ale pfijemce nevi, zda se skute¢né jedna o
odeslané slovo. Pfijemce pouze vi, Zze pokud nenastane, v
pripadé kédu opravujiciho v chyb, vice nez v chyb, pak
dekodovaci proces bude Uspésny tj. pomoci pravidla minimalni
vzdalenosti ziskdme odeslané kddové slovo.
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Priklad
Pfiklad 1.2

Chceme vysilat Ctyfi znaky: a, b, ¢, d a zprava bude prenasena
pomoci binarniho blokového kddu délky 5. Musime tedy zvolit
Ctyri kédova slova, napf. 11000 pro a, 00110 pro b, 10011 pro ¢
a 01101 pro d. Dekédovani musi zahrnout véech 2° = 32
binarnich slov délky 5. Jedno takové dekddovaci pravidlo je na

(obr.2).
11000 00110 10011 01101

11110 00000 01011 10101
01010 10100 11111 00001

Obrazek 2: Priklad kédové tabulky pro binarni blokovy kéd délky 5.
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Priklad

Konstrukce kédu a dekddovaciho schématu z pfikladu 1.2
opravuje ne vice nez jednu chybu. V tabulce je to vzdy prvnich
5 slov v seznamu pod kédovym slovem.
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Priklad

Konstrukce kédu a dekddovaciho schématu z pfikladu 1.2
opravuje ne vice nez jednu chybu. V tabulce je to vzdy prvnich
5 slov v seznamu pod kédovym slovem.

U vice chyb uz nemame jistotu, Zze dekédovani probéhne
spravné. Napfiklad pokud by pfi pfenosu bloku 11000 vznikly
dvé chyby vedouci k pfijeti slova 11110 na vystupu kanalu, pak
toto schéma chyby odstrani. Ov§em pfi obdrzeni 11011 bude
toto slovo dekédovano chybné jako 10011.
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Hammingova vzdalenost a vaha

Oznacme déle V,,(X) mnoZinu v8ech posloupnosti délky n nad
abecedou X a nazyvejme prvky ze V,(X) slova nebo vektory.
Nékdy budeme pséat misto V,(X) také Vi (q), pokud g = cardx.
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Hammingova vzdalenost a vaha

Oznacme déle V,,(X) mnoZinu v8ech posloupnosti délky n nad
abecedou X a nazyvejme prvky ze V,(X) slova nebo vektory.
Nékdy budeme pséat misto V,(X) také Vi (q), pokud g = cardx.

Podobné jako v binarnim pfipadé je Hammingova vzdalenost
d(x,y) mezi vektory x a y poCet mist, ve kterych se x a y lisi.
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Hammingova vzdalenost a vaha

Oznacme déle V,,(X) mnoZinu v8ech posloupnosti délky n nad
abecedou X a nazyvejme prvky ze V,(X) slova nebo vektory.
Nékdy budeme pséat misto V,(X) také Vi (q), pokud g = cardx.

Podobné jako v binarnim pfipadé je Hammingova vzdalenost
d(x,y) mezi vektory x a y poCet mist, ve kterych se x a y lisi.

V pripadé, ze g = cardX je mocnina prvocisla, mizeme
povaZovat abecedu X za téleso IFq, které mé nulovy prvek 0.
MnoZinové muzeme ztotoznit Fy s Z4, pfirozené operace na Z,
ale nemusi odpovidat operacim na FFg.

Vaha slova x = x1 X2 - - - X, je pak poCet nenulovych znaku slova
X, tj. wt(x) = d(x, 0), kde 0 je slovo z n nul.
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-
| dmm -zt |

|
M Kkodovasiova @  Poskozena kodova slova
s jednou az t chybami

Obrazek 3: PouZziti Hammingovy vzdalenosti pro opravu az t chyb.
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Hammingova vzdalenost a vaha

Véta 1.3

Necht V,(X) je mnoZina vdech posloupnosti délky n nad
abecedou ¥ . Potom funkce Hammingovy vzdalenosti
d(—,—): Va(X) x Vu(X) — N ma nasledujici viastnosti. Pro
vSechnax,y,z € Vp(X),

(pozitivni definitivita)

d(x,y) >0, ad(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyz x = X,
(symetrie)

d(x,y) = d(y,x)
(trojuhelnikova nerovnost)
d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Tedy, dvojice (Vn(X), d(—, —)) je metricky prostor.
e 4444
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Bud'x € Z7, p > 0. Sférou S7'(x) v Z se stfedem x a
polomérem p rozumime mnoZinu

S,'(x) ={y ezl :dxy) <p}.
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Hammingova vzdalenost a vaha

Bud'x € Z7, p > 0. Sférou S7'(x) v Z se stfedem x a
polomérem p rozumime mnoZinu

S, (x) ={y €z dxy) < p}.
Objemem sféry S’ (x)nazveme Cislo
VI (x) = card({y € 27 : d(x,y) < p}).

tj. pocet fetézcu délky n, které maji Hammingovu vzdalenost
od x nejvyse p.
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Hammingova vzdalenost a vaha

Bud'x € Z7, p > 0. Sférou S7'(x) v Z se stfedem x a
polomérem p rozumime mnoZinu

S, (x) ={y €z dxy) < p}.
Objemem sféry S’ (x)nazveme Cislo
Vo(x) = card({y € Z7 : d(x,y) < p}),

tj. pocet fetézcu délky n, které maji Hammingovu vzdalenost
od x nejvyse p.

Pokud budou ¢isla n, r jasna ze souvislosti, budeme psat
Jjednoduse S,(x) a V,(x).
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Hammingova vzdalenost a vaha
Plati pak

Objem sféry S;"(x) je urcen vztahem

VI (x) = Zp: <Z>(r— 1)k,

k=0
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Plati pak

Objem sféry S;"(x) je urcen vztahem

VI (x) = Zp: <Z>(r— 1)k,

k=0

Dikaz.
Plyne z toho, ze pocCet fetézcl délky n, které maji Hammingovu
vzdalenost od x pravé k, je presné cCislo

(Z)(rnk.
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Hammingova vzdalenost a vaha

Hammingova vzdalenost slov01110010 211110101 je 4 a
vaha slova01110101 je 5.
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Hammingova vzdalenost a vaha

Hammingova vzdalenost slov01110010 211110101 je 4 a
vaha slova01110101 je 5.

Deko6dovani podle principu minimalni vzdalenosti znamena,
ze dekodujeme obdrzeny vektor y jako to kddové slovo ¢, které
ma minimalni vzdalenost od y, pokud mame mozny vybér,
vybereme libovolné.
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Hammingova vzdalenost a vaha

Hammingova vzdalenost slov01110010 211110101 je 4 a
vaha slova01110101 je 5.

Deko6dovani podle principu minimalni vzdalenosti znamena,
ze dekodujeme obdrzeny vektor y jako to kddové slovo ¢, které
ma minimalni vzdalenost od y, pokud mame mozny vybér,
vybereme libovolné.

Je-li tedy C koéd, je minimalni vzdalenost kodu C Cislo
d(C) = mind(c;,c)),

kde je minimum brano pres vSechny navzajem rtizné dvojice

kédovych slov z C. Pojem minimalni vzdalenosti je klicovy

pojem pro hodnoceni kodu; dobré kédy maiji rozlozena kédova
slova tak, Ze jejich minimalni vzdalenost je velka.
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Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Dadvod dulezitosti minimalni vzdalenosti je jasny z nasledujici
vety.

Ma-Ii k6d minimalni vzdalenost d, Ize opravit pomoci
dekodovani podle pravidla minimalni vzdalenosti az %(d -1)
chyb.
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Zakladni pojmy Opraveni x urceni
Vzdélenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti
Dadvod dulezitosti minimalni vzdalenosti je jasny z nasledujici
vety.

Véta 1.6

Ma-Ii k6d minimalni vzdalenost d, Ize opravit pomoci

dekodovani podle pravidla minimalni vzdalenosti az %(d -1)

chyb.

Dukaz.

Polozme v = | }(d — 1)]. Jsou-li x, z rizna kédova slova, plati
S/ (x) NSy (z) = 0.

Totiz, pokud y € S,(x) NSy (2), pak

d(x.2) < d(x.y) < 2(d 1)+ J(d—1)=d—1<d
spor. Tedy dekodovani podle pravidla minimalni vzdalenosti

opravi az v chyb. |
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Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Detekce chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Bud'te u, v pfirozena ¢isla. Pak koéd C ur¢i u (opravi v) chyb
praveé tehdy, kdyz d(C) > u+1(d(C) > 2v + 1).
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Zakladni pojmy Opraveni x urceni
Vzdélenost a vaha Maximalni kédy

Detekce chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Bud'te u, v pfirozena ¢isla. Pak koéd C ur¢i u (opravi v) chyb
prave tehdy, kdyzd(C) > u+1 (d(C) > 2v +1).

Ddkaz.

Prvni ¢ast tvrzeni je jednoduché preformulovani definice kédu
urCujicich u chyb. Pro druhou ¢ast tvrzeni jsme ukazali ve vété
1.6 implikaci zprava doleva. Pfedpokladejme nyni, Ze C je kéd
opravuijici v chyb a Ze existuji dvé riizna kédova slova ¢ a d
tak, ze d(ec,d) = d(C) < 2v.
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Zakladni pojmy Opraveni x urceni
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Detekce chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Bud'te u, v pfirozena ¢isla. Pak koéd C ur¢i u (opravi v) chyb
prave tehdy, kdyzd(C) > u+1 (d(C) > 2v +1).

Dukaz.

Prvni ¢ast tvrzeni je jednoduché preformulovani definice kédu
urCujicich u chyb. Pro druhou ¢ast tvrzeni jsme ukazali ve vété
1.6 implikaci zprava doleva. Pfedpokladejme nyni, Ze C je kéd
opravuijici v chyb a Ze existuji dvé riizna kédova slova ¢ a d
tak, ze d(ec,d) = d(C) < 2v.

Budeme chtit dokazat, Ze za predpokladu, ze jsme odeslali
kddové slovo ¢ a nastalo nejvySe v chyb, je pfesto mozné,
abychom podle pravidla minimalni vzdalenosti obdrzeli bud
chybové hlasSeni nebo dekddovali obdrzené slovo nespravne
jako d. To pak bude spor s tim, ze C opravuje v chyb. 1
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Detekce chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

PokraCovani diukazu Véty 1.7.

Nejdfive si uvédomme, Ze d(c,d) = d(C) > v + 1. Jinak
bychom totiz mohli prevést ¢ na d pfi nejvysSe v chybach, které
by zustaly neopraveny. Mizeme pak predpokladat, ze secad
li8i na prvnich k = d(C) mistech, pficemz v + 1 < k < 2v (jinak
provedeme permutaci souradnic).
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Detekce chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

PokraCovani diukazu Véty 1.7.

Nejdfive si uvédomme, Ze d(c,d) = d(C) > v + 1. Jinak
bychom totiz mohli prevést ¢ na d pfi nejvysSe v chybach, které
by zustaly neopraveny. Mizeme pak predpokladat, ze secad
li8i na prvnich k = d(C) mistech, pficemz v + 1 < k < 2v (jinak
provedeme permutaci souradnic).

UvaZzme nyni obdrzené slovo x, kieré se shoduje se slovem ¢

na prvnich k — v pozicich, dale se shoduje se slovem d na
dalSich v pozicich a shoduje se s obéma slovy ¢ a d na

poslednich pozicich, tj.
X=X{...... Xk—v Xk—yaqo-e--- X Xk4q eveves Xn .
shoduje se s ¢ shoduje se s d




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Detekce chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Pokracovani dukazu Véty 1.7.

Protoze nutné d(c,x) = v, d(d,x) = k — v < v, je budto
d(c,x) = d(d, x) (v tomto pripadé obdrzime chybové hlaseni)
nebo d(c,x) > d(d, x) (v tomto pfipade je x dekédované
nespravne jako d). |




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Detekce chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Pokracovani dukazu Véty 1.7.

Protoze nutné d(c,x) = v, d(d,x) = k — v < v, je bud'to
d(c,x) = d(d, x) (v tomto pripadé obdrzime chybové hlaseni)
nebo d(c,x) > d(d, x) (v tomto pfipadé je x dekddovane
nespravne jako d). |

Definition 1.8

Pokud ma blokovy kéd C pravé M kédovych slov délky na ma
minimalni vzdalenost d, mluvime o (n, M, d)-kodu.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Detekce chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Pokracovani dukazu Véty 1.7.

Protoze nutné d(c,x) = v, d(d,x) = k — v < v, je bud'to
d(c,x) = d(d, x) (v tomto pripadé obdrzime chybové hlaseni)
nebo d(c,x) > d(d, x) (v tomto pfipadé je x dekddovane
nespravne jako d). |

Definition 1.8

Pokud ma blokovy kéd C pravé M kédovych slov délky na ma
minimalni vzdalenost d, mluvime o (n, M, d)-kodu.

Pro pevné n pusobi parametry M a d navzajem proti sobé tak,
Ze zvétSeni M zpusobi zmenseni d a naopak.



Kédovani a odhady

Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Mame pak nasledujici dusledek.

Dasledek 1.9

@ (n, M, d)-kéd C opravi pravé v chyb tehdy a jen tehdy, kdyZz
d=2v+1nebod=2v+2.

@ Kod C ma minimélini vzdalenost d = d(C) tehdy a jen tehdy,
kdyz opravi pravé | 5(d —1)| chyb.




Kédovani a odhady

Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Mame pak nasledujici dusledek.

Dasledek 1.9

@ (n, M, d)-kéd C opravi pravé v chyb tehdy a jen tehdy, kdyZz
d=2v+1nebod=2v+2.

@ Kod C ma minimélini vzdalenost d = d(C) tehdy a jen tehdy,
kdyz opravi pravé | 5(d —1)| chyb.

Poznamenejme nyni, ze urCeni chyby a jeji oprava jdou proti
sobé, takze nemuzeme naraz dosahnout jejich maximalni
Urovné. Uved'me si to na jednoduchém prikladé.



Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Priklad 1.10

Predpokladejme nyni, Ze kéd C ma minimalni vzdalenost d. Je
to tedy kod urcujici d — 1 chyb a opravujici v = | 5(d —1)| chyb.
Pokud pouzijeme C pouze pro uréeni chyb, je schopen urcit az
d — 1 chyb. Z druhé strany, pokud chceme na C opravit chybu,
kdykoliv je to mozZné, pak je schopen opravit aZ v chyb, ale neni
schopen urcit situaci, kdy nastalo vice neZ v.a méné nez d
chyb. TotiZ, pokud nastalo vice nez v chyb, muZzeme podle
pravidla minimalni vzdalenosti "opravit" prijaty retézec na
sSpatné kodové slovo a pak bude chyba nedetekovatelna.




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Zkusme nyni podrobnéji rozebrat pfipad, kdy kvalita detekovani
chyb kédu se sudou minimalni vzdalenosti zavisi na tom, zda je
¢i neni kéd pouzit pouze pro detekci chyb nebo zaroven jak pro
detekci tak pro opravu chyb.




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Zkusme nyni podrobnéji rozebrat pfipad, kdy kvalita detekovani
chyb kédu se sudou minimalni vzdalenosti zavisi na tom, zda je
¢i neni kéd pouzit pouze pro detekci chyb nebo zaroven jak pro
detekci tak pro opravu chyb.

Predpokladejme, Ze C je (n, M, d), kde d = 2t + 2. Jakozto
pouze detekujici kod dokaze C detekovataz d — 1 = 2t + 1
chyb.




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Zkusme nyni podrobnéji rozebrat pfipad, kdy kvalita detekovani
chyb kédu se sudou minimalni vzdalenosti zavisi na tom, zda je
¢i neni kéd pouzit pouze pro detekci chyb nebo zaroven jak pro
detekci tak pro opravu chyb.

Predpokladejme, Ze C je (n, M, d), kde d = 2t + 2. Jakozto

pouze detekujici kod dokaze C detekovataz d — 1 = 2t + 1
chyb.

Na druhou stranu predpokladejme, Ze chceme pouzit C
soucasné pro opravu chyb a detekci chyb.




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Zkusme nyni podrobnéji rozebrat pfipad, kdy kvalita detekovani
chyb kédu se sudou minimalni vzdalenosti zavisi na tom, zda je
¢i neni kéd pouzit pouze pro detekci chyb nebo zaroven jak pro
detekci tak pro opravu chyb.

Predpokladejme, Ze C je (n, M, d), kde d = 2t + 2. Jakozto
pouze detekujici kod dokaze C detekovataz d — 1 = 2t + 1
chyb.

Na druhou stranu predpokladejme, Ze chceme pouzit C
soucasné pro opravu chyb a detekci chyb.

Protoze C opravi presné t-chyb, pak pokud chceme
maximalizovat moznosti opravy chyb, musime ,dovolit*, aby se
opravilo jakychkoliv t chyb.



Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

To znamena, Ze pokud obdrzime slovo x a pokud existuje
kddové slovo ¢, pro které d(c, x) < t, pak pfedpokladame, ze
doslo k nejvy$e t chybam, a opravime x na ¢. Pokud zadné
takové kodové slovo ¢ neexistuje, pak mizeme prohlasit, Ze se
vyskytly nékteré chyby.




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

To znamena, Ze pokud obdrzime slovo x a pokud existuje
kddové slovo ¢, pro které d(c, x) < t, pak pfedpokladame, ze
doslo k nejvy$e t chybam, a opravime x na ¢. Pokud zadné
takové kodové slovo ¢ neexistuje, pak mizeme prohlasit, Ze se
vyskytly nékteré chyby.

Nyni, pokud pfi pfenosu kdédového slova ¢ doslo k presné t + 1
chybam, pak pfijaté slovo x nemuize byt ve vzdalednosti
nejvySe t od zadného kdédového slova d. Kdyby tomu tak bylo,
pak by platilo

d(c,d) < d(c,x) +d(x,d) < t+1+t=2t+1<d.




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

To znamena, Ze pokud obdrzime slovo x a pokud existuje
kddové slovo ¢, pro které d(c, x) < t, pak pfedpokladame, ze
doslo k nejvy$e t chybam, a opravime x na ¢. Pokud zadné
takové kodové slovo ¢ neexistuje, pak mizeme prohlasit, Ze se
vyskytly nékteré chyby.

Nyni, pokud pfi pfenosu kdédového slova ¢ doslo k presné t + 1
chybam, pak pfijaté slovo x nemuize byt ve vzdalednosti
nejvySe t od zadného kdédového slova d. Kdyby tomu tak bylo,
pak by platilo

d(c,d) < d(c,x) +d(x,d) < t+1+t=2t+1<d.

NaSe strategie vyzaduje, abychom detekovali, Ze doSlo k
chybam, a C dokéze detekovat t + 1 chyb.



Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Pokud by vS8ak doSlo k t + 2 chybam, pak protoze d =2t + 2, v
alespon jednom pfipadé bude mit prijaté slovo x vzdalenost t
od Spatného kddového slova a pfijaté slovo ,,opravime*
nespravné aniz budeme detekovat chyby. Proto C ne vzdy
detekuje t + 2 chyb.




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Pokud by vS8ak doSlo k t + 2 chybam, pak protoze d =2t + 2, v
alespon jednom pfipadé bude mit prijaté slovo x vzdalenost t
od Spatného kddového slova a pfijaté slovo ,,opravime*
nespravné aniz budeme detekovat chyby. Proto C ne vzdy
detekuje t + 2 chyb.

Pfedchazejici Gvahy Ize zformulovat do nasledujici vety.

Véta 1.11

Pokud je (n,M, d)-kéd C, d = 2t + 2, pouZit pouze pro detekci
chyb, pak odhali pravé (2t + 1) chyb. Na druhou stranu,
pokud je C pouZit pro opravu co nejvétsiho poctu chyb a
zaroven pro odhaleni chyb, pak C opravi pravé t chyb a
dokaze soucasné detekovat t + 1 chyb, ale nemizZe vzdy
detekovat vice neZ t + 1 chyb.




Kédovani a odhady

Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Oprava chyb podle pravidla minimalni vzdalenosti

Mame pak nasledujici definici.

Definice 2

UvazZme nasledujici strategii pro opravu/uréeni chyby. Bud' u, v
prirozena cisla. Obdrzime-li slovo x a pokud ma nejblizsi
kodové slovo ¢ ke slovu x vzdalenost nejvyse v a existuje-li
pouze jediné takové kddové slovo, budeme dekddovat x jako
kddové slovo c. Pokud existuje vice nezZ jedno kddové slovo se
stejnou minimalni vzdalenosti k x nebo ma nejblizsi kodové
slovo vzdalenost vetsi nez v, obdrZime na vystupu chybové
hilaseni.
Rekneme, Ze kéd C zaroven opravi v chyb a uréi u chyb,
jestlize nastala alespori jedna a nejvyse v chyb, vyse popsana
strategie opravi tyto chyby a kdykoliv

, VySe popsana strategie nahlasi chybu.




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Opraveni v chyb a ur€eni u chyb

Kod C zaroven opravi v chyb a urci u chyb pravé tehdy, kdyz
diC)>2v+u+1.




Kédovani a odhady

Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Opraveni v chyb a ur€eni u chyb

Véta 1.12

Kod C zaroven opravi v chyb a urci u chyb pravé tehdy, kdyz
diC)>2v+u+1.

Dlkaz.

Predpokladejme nejprve, ze d(C) > 2v + u + 1. Obdrzime-li

v v s

vzdalenost nejvyse v a existuje-li alespon jedno dalSi takové
koédové slovo d, mame

2v+u+1 <d(c,d) <d(c,x)+d(x,d) < 2v,

coz je spor. Nutné tedy mame, Ze pokud obdrzime slovo x a

v v

toto kddové slovo jediné s touto vlastnosti a podle pravidla

minimalni vzdalenosti budeme SErévné dekodovat. |




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Opraveni v chyb a ur€eni u chyb

PokraCovani dikazu Véty 1.12 .

Obdrzime-li slovo x a pokud ma nejblizsi kédové slovo ¢ ke
slovu x vzdalenost alespon v + 1 a nejvySe u + v, pfi pouziti
vySe uvedené strategie dostaneme chybové hlaseni.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Opraveni v chyb a ur€eni u chyb

PokraCovani dikazu Véty 1.12 .

Obdrzime-li slovo x a pokud ma nejblizsi kédové slovo ¢ ke
slovu x vzdalenost alespon v + 1 a nejvySe u + v, pfi pouziti
vySe uvedené strategie dostaneme chybové hlaseni.

Predpokladejme nyni, Ze C je kéd opravujici v chyb a uréujici u
chyb. Necht déle d(C) < 2v + u. Nutné pak 2v + 1 < d(C).




Kodovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Opraveni v chyb a ur€eni u chyb

PokraCovani dikazu Véty 1.12 .

Obdrzime-li slovo x a pokud ma nejblizsi kédové slovo ¢ ke
slovu x vzdalenost alespon v + 1 a nejvySe u + v, pfi pouziti
vySe uvedené strategie dostaneme chybové hlaseni.

Predpokladejme nyni, Ze C je kéd opravujici v chyb a uréujici u
chyb. Necht déle d(C) < 2v + u. Nutné pak 2v + 1 < d(C).

Vime, Ze existuji dvé rlizna kédova slova ¢ a d tak, ze

k =d (ec,d) = d(C). MiZeme pak predpokladat, ze se ¢ a d liSi
na prvnich k = d(C) mistech, pficemz2v +1 < k <2v+u
(jinak provedeme permutaci soufadnic). |




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Opraveni v chyb a ur€eni u chyb

Pokracovani dukazu Véty 1.12.

UvaZzme nyni obdrzené slovo X, které se shoduje se slovem ¢

na prvnich v pozicich, dale se shoduje se slovem d na dalSich

k — v pozicich a shoduje se s obéma slovy ¢ a d na poslednich
pozicich, tj.

X=X{...Xy Xyg1-.- X X1.--Xn .
~——

~~

shoduje se s ¢ shoduje se s d




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Opraveni v chyb a ur€eni u chyb

Pokracovani dukazu Véty 1.12.

UvaZzme nyni obdrzené slovo X, které se shoduje se slovem ¢

na prvnich v pozicich, dale se shoduje se slovem d na dalSich

k — v pozicich a shoduje se s obéma slovy ¢ a d na poslednich
pozicich, tj.

X=X{...Xy Xyg1-.- X X1.--Xn .
~——

~
shoduje se s ¢ shoduje se s d

Nutné pak d(c,x) =k —v,d(d,x)=v,v+1<k—-v<v+u.
Je-li tedy ¢ odeslano a x je obdrzeno, nutné je pak pocet chyb
pri prenosu slova ¢ (ij. Cislo k — v) meziv+1av+u,
uvazovana strategie by nam mela dat na vystupu chybové
hlaSeni, ale misto toho nam dekdduje x nespravné na d. |




Kodovani a odhady Zékladni pojmy Opraveni x urCeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Definition 1.13

(n, M, d)-kod C se nazyva maximalni, pokud neni obsazen v
zadném vétSim kédu se stejnou minimalni vzdalenosti tj. neni
obsazen v Zzadném (n, M + 1, d)-kodu.

Je ziejmé, ze pro kazdy kéd C muzeme vzdy najit maximalni
kdd C', ktery jej obsahuje. Pritom plati

(n, M, d)-kdd C je maximalni pravé tehdy, kdyz pro vsechna
slova x existuje kédové slovo ¢ s vlastnosti d(x,c) < d.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Ddkaz Véty 1.14.

(n, M, d)-kéd C je maximalni pravé tehdy, kdyz neni obsazen v
zadném (n, M + 1, d)-kédu. Pfedpokladejme, Ze existuje slovo
x tak, Ze pro vSechna kodova slova c plati d(x,c) > d.
Polozime-li ¢’ = C U {x}, je pak evidentné C’' (n,M + 1, d)-kod
obsahuijici kdd C.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Ddkaz Véty 1.14.

(n, M, d)-kéd C je maximalni pravé tehdy, kdyz neni obsazen v
zadném (n, M + 1, d)-kédu. Pfedpokladejme, Ze existuje slovo
x tak, Ze pro vSechna kodova slova c plati d(x,c) > d.
Polozime-li ¢’ = C U {x}, je pak evidentné C’' (n,M + 1, d)-kod
obsahuijici kdd C.

Obracené, necht pro vSechna slova x existuje kddove slovo ¢ s
vlastnosti d(x, ¢) < d. Pfedpokladejme, Ze kdd C neni
maximalni tj. existuje (n, M + 1, d)-kdd obsahujici kdd C.
Vyberme slovo x € C’ — C. Pak ale existuje kédové slovo

ceC CC('tak, ze d(C') < d(x,c) < d, spor. |




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Poznamenejme, Ze pokud (n, M, d)—kdd C neni maximalni,
mohou nastat jak vyhodné tak nevyhodné situace pfi jeho
roz§ifeni na maximalni kéd C’.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Poznamenejme, Ze pokud (n, M, d)—kdd C neni maximalni,
mohou nastat jak vyhodné tak nevyhodné situace pfi jeho
roz§ifeni na maximalni kéd C’.

Vime, ze kod C’ rovnéz opravi | 3(d — 1)] chyb, coz je dobré a
pritom C’ mize zakddovat vice zdrojovych symboll, coz je
rovnéz dobré.




Kodovani a odhady Zékladni pojmy Opraveni x urCeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Poznamenejme, Ze pokud (n, M, d)—kdd C neni maximalni,
mohou nastat jak vyhodné tak nevyhodné situace pfi jeho
roz§ifeni na maximalni kéd C’.

Vime, ze kod C’ rovnéz opravi | 3(d — 1)] chyb, coz je dobré a
pritom C’ mize zakddovat vice zdrojovych symboll, coz je
rovnéz dobré.

Ale zatimco C muaze byt pfipadné schopen opravit vice nez
| 5(d —1)] chyb, kéd €’ nebude nikdy schopen opravit vice nez
| 3(d —1)] chyb.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy
P¥iklad 1.15

UvaZzme kod C = {00000, 11000}, ktery ma minimalni
vzdalenost 2. Tento kod opravuje jednu chybu, ale je pritom
schopen opravit dalsi jiné chyby. Napriklad, pokud bylo
odeslano slovo 00000 a prijato slovo 00111, bude toto slovo
spravné dekédovano (totiz d(00000,00111) = 3,
d(11000,00111) = 5), ackoliv pfi pfenosu nastaly tfi chyby.
Pokud ale dopilnime C do maximalniho kédu, bude dekdédovani
chybné.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy
P¥iklad 1.15

UvaZzme kod C = {00000, 11000}, ktery ma minimalni
vzdalenost 2. Tento kod opravuje jednu chybu, ale je pritom
schopen opravit dalsi jiné chyby. Napriklad, pokud bylo
odeslano slovo 00000 a prijato slovo 00111, bude toto slovo
spravné dekédovano (totiz d(00000,00111) = 3,
d(11000,00111) = 5), ackoliv pfi pfenosu nastaly tfi chyby.
Pokud ale dopilnime C do maximalniho kédu, bude dekdédovani
chybné.

Z vySe uvedeného prikladu vyplyva, ze maximalni kody jsou
nejlepsi, pokud nas u kddu pouze zajima predem urcena
pravdépodobnost chyby pfi dekdédovani u kodu, které nejsou
maximalni. Pro maximalni kédy je to jednodussi.



Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
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Maximalni kédy

Véta 1.16

Bud'C (n, M, d)-kdd. Pak pro bindrni symetricky kanal s
pravdépodobnosti chyby p je pfi pouZiti dekdédovaciho pravidla
minimalni vzdalenosti

[3(d—1)]
P(nastala chyba pfi dekédovani) < 1 — Z < Z ) pX(1 —p)" k.
k=0

Je-li navic kéd C maximalni, je

n

> ( Z > pX(1 — p)"~% < P(nastala chyba p¥i dekédovant).
k=d




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Dlkaz Véty 1.16.

Kazdy (n, M, d)-kéd C opravuje evidentné | 5(d — 1)| chyb. Je
tedy pravdépodobnost spravného dekdédovani alespon tak
velka jako je pravdépodobnost, Ze nastane nejvyse [ 3(d — 1)]
chyb tj.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Dlkaz Véty 1.16.

Kazdy (n, M, d)-kéd C opravuje evidentné | 5(d — 1)| chyb. Je
tedy pravdépodobnost spravného dekdédovani alespon tak
velka jako je pravdépodobnost, Ze nastane nejvyse [ 3(d — 1)]
chyb tj.

Méame pak
P(nastala chyba pfi dek6dovani) = 1 — P(spravné dekédovini)

1(d—1 n
<1-y32g <k>pk(1 —p)"k




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni
Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy
Pokracovani Dukazu Véty 1.16.
Bud déale (n, M, d)-kéd C maximalni. Pak, je-li pfeneseno slovo
¢ a nastane-li d nebo vice chyb, tj. d(c, x) > d, bude nutné x
blizsi k jinému kédovému slovu d # ¢ a tedy pfi pouziti pravidla
minimalni vzdalenosti nastane dekédovaci chyba.




Kédovani a odhady Zakladni pojmy Opraveni x uréeni

Vzdalenost a vaha Maximalni kédy

Maximalni kédy

Pokracovani Dukazu Véty 1.16.

Bud déale (n, M, d)-kéd C maximalni. Pak, je-li pfeneseno slovo
¢ a nastane-li d nebo vice chyb, tj. d(c, x) > d, bude nutné x
blizsi k jinému kédovému slovu d # ¢ a tedy pfi pouziti pravidla
minimalni vzdalenosti nastane dekédovaci chyba. Protoze
pravdépodobnost, Ze nastane pravé k chyb pfi prichodem
binarnim symetrickym kanélem, je

N\ k4 \n—k
< k)p (1-p)"",
obdrzime nasledujici dolni hranici pro pravépodobnost
dekodovaci chyby

n
Z ( Z ) p¥(1 — p)"~K < P(nastala chyba pfi dekédovani).
k=d




. P Zakladni pojmy
Ekvivalence kodu Vlastnosti

Obsah

Konstrukce

@ Ekvivalence kodti a
konstrukce novych kodu
@ Zakladni pojmy
@ Vlastnosti ekvivalentnich
kodl
@ Konstrukce kodu




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Zakladni pojmy

FI UziteCnym prostfedkem pro redukci mnozstvi prace pfi
nalezeni dobrych kédu je pojem ekvivalence kédu.
Predpokladejme, ze mame (n, M, d)-kod C.

Prirozenym zplsobem jeho prezentace je pomoci matice o
rozmérech M x n, pfiCemz fadky jsou rizna kédova slova.




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Zakladni pojmy

FI UziteCnym prostfedkem pro redukci mnozstvi prace pfi
nalezeni dobrych kédu je pojem ekvivalence kédu.
Predpokladejme, ze mame (n, M, d)-kod C.

Prirozenym zplsobem jeho prezentace je pomoci matice o
rozmérech M x n, pfiCemz fadky jsou rizna kédova slova.

Pfedpokladejme nyni, Ze = je permutace mnoziny {1,2, ..., n}
a pro kazdé kddové slovo ¢ € C budeme aplikovat transformaci
7 : C — (' definovanou predpisem 7(€) = (Cr(1), - - - » Cr(n))-
Takovou transformaci nazyvame pozi¢ni permutaci.




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Zakladni pojmy

Podobné, je-li  permutace mnoziny ¥, pak pro kazdy index i,
1 < i < nmlzeme aplikovat transformaci #; : C — C’
definovanou predpisem

Ay ) G pokud j # j
mi(e); _{ 7(c;) pokud i =J.




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Zakladni pojmy

Podobné, je-li  permutace mnoziny ¥, pak pro kazdy index i,
1 < i < nmlzeme aplikovat transformaci #; : C — C’
definovanou predpisem

Ay ) G pokud j # j
mi(e); _{ 7(c;) pokud i =J.

Mluvime pak o symbolové permutaci.




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Zakladni pojmy

Podobné, je-li  permutace mnoziny ¥, pak pro kazdy index i,
1 < i < nmlzeme aplikovat transformaci #; : C — C’
definovanou predpisem

Ay ) G pokud j # j
mi(e); _{ 7(c;) pokud i =J.
Mluvime pak o symbolové permutaci.

Lze-li koéd C’ ziskat z kédu C pomoci konecné posloupnosti
pozicnich nebo symbolovych permutaci, fikdme ze kod C’ je
ekvivalentni kédu C.



Ekvivalence kodti Zékladni pojmy Konstrukce
Vlastnosti

Priklady
P¥iklad 2.1

Predpokladejme, Ze mame kod C délky 5 nad abecedou
Y ={a, b, c} s kodovymi slovy ¢4, €y, C3 a ¢4 tak, Ze

C1 a b c ac
C_Cg b a b a b
Cs3 b ¢c ¢ b a
Cy c b a c a

Aplikujeme-li permutaci (1 — 2,2 — 3,...,5+— 1), obdrZzime
pozicni permutaci a k ni odpovidajici ekvivalentni kod je

¢, [ c ab c a
C,_c’2 b b ab a
¢; | a bccb

c, La c b ac




Zakladni pojmy Konstrukce
Vlastnosti

Ekvivalence kodl

Priklady

Priklad 2.1 (PokraCovani)

Podobné, aplikujeme-li permutaci (a+— b, b+ c,c — a) na
prvni sloupec kédu C’, obdrzime symbolovou permutaci a k ni
odpovidajici ekvivalentni kéd je

ci [a ab c a
C,,_c’z’ c b a b a
¢g | b bcocob

c, Lb c b ac




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Vlastnosti ekvivalentnich kod

Jsou-liC aC' ekvivalentni kddy, jsou mnoZiny vzdalenosti
kédovych slov zC aC’ stejné.




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Vlastnosti ekvivalentnich kod

Jsou-liC aC' ekvivalentni kddy, jsou mnoZiny vzdalenosti
kédovych slov zC aC’ stejné.

Protoze jak pozi¢ni tak symbolova permutace zachovavaji
vzdalenost permutovanych slov, plati totéz i pro takovouto
posloupnost permutaci. |




Zakladni pojmy Konstrukce
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Vlastnosti ekvivalentnich kod

Lemma 2.3

Je-li C kéd délky n a u vektor délky n nad stejnou abecedou,
pak existuje kod C’, ktery je ekvivalentni s C a obsahuje vektor

Dlkaz.

Prvni kédové slovo ¢4 Ize pfevést na u pomoci nejvyse n
symbolovych permutaci. 1
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Konstrukce kodu

Definition 2.4

Bud x,y binarni slova délky n. Prinik x Ny binarnich slovx ay
je binarni retézec délky n, ktery ma jednicku presné na téch
mistech, na kterych ji maji obé slova x a y. VSude jinde ma pak
nuly. Jinak feCeno, XNy = X - yiXo - Yo ... Xn - Yn-

Plati pak nasledujici jednoduché lemma.

Jsou-lix ay binarni fetézce délky n, pak

d(x,y) = wt(X) + wt(y) — 2wt(x N'y).




. s Zakladni pojmy Konstrukce
Ekvivalence kodu Viastnosti

Konstrukce kédu - rozsireni kédu

Dukaz Véty 2.5.

Polozme A11 = {I 1<i< nxi=Yy = 1}, ay = card(A11),
Ao ={i:1<i<nx=1,y =0}, ao = card(As),

Aot ={i:1<i<nx =0,y =1}, a4 = card(Ap1),

Aoo = {I 1 < i <nXx= O,y,' = 0}, apgo = Card(Aoo). Pak platl'

d(x,y) =aio+ap1 = (a1 +aso)+ (a1 + aot) — 2a11
= wt(X) + wt(y) — 2wt(x Ny),

¢imz je lemma dokazano. |
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Ekvivalence kodu Vlastnosti

Konstrukce kédu - rozsireni kédu

Dlkaz Véty 2.5.

Polozme A11 = {I 1<i< nxi=Yy = 1}, ay = card(A11),
Ao ={i:1<i<nx =1,y =0}, aio = card(Ao),

Aot ={i:1<i<nx =0,y =1}, a4 = card(Ap1),

AOO = {I 1 <i<nx = O,y,' = 0}, apgo = Card(Aoo). Pak platl'

d(x,y) =aio+ap1 = (a1 +aso)+ (a1 + aot) — 2a11
= wt(X) + wt(y) — 2wt(x Ny),

¢imz je lemma dokazano. |

Definice 3

Postup, pri kterém pridame ke vsem kédovym slovim z daného
kddu jednu nebo vice dodate¢nych pozic, a tedy zvysSime délku
kodu, se nazyva rozSireni kédu.




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Konstrukce kodu - kontrola parity

NejznaméjSi metoda rozsifeni kodu se nazyva kontrola parity.
Pro jednoduchost uvazme binarni pfipad.




Ekvivalence kodt Zakladni pojmy Konstrukce
Vlastnosti

Konstrukce kodu - kontrola parity

NejznaméjSi metoda rozsifeni kodu se nazyva kontrola parity.
Pro jednoduchost uvazme binarni pfipad.

Je-li C binérni (n, M, d)-kéd, budeme konstruovat novy kod
nasledovné. Ke kazdému kédovému slovu ¢ = ¢y ...ch € C
priddme dodatecny bit tak, Ze nové vysledné kédové slovo
bude mit sudou vahu. Tedy, mélo-li ¢ lichou vahu, pfidame
jednicku, mélo-li ¢ sudou vahu, pfidame nulu.
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Ekvivalence kodu Vlastnosti

Konstrukce kodu - kontrola parity

NejznaméjSi metoda rozsifeni kodu se nazyva kontrola parity.
Pro jednoduchost uvazme binarni pfipad.

Je-li C binérni (n, M, d)-kéd, budeme konstruovat novy kod
nasledovné. Ke kazdému kédovému slovu ¢ = ¢y ...ch € C
priddme dodatecny bit tak, Ze nové vysledné kédové slovo
bude mit sudou vahu. Tedy, mélo-li ¢ lichou vahu, pfidame
jednicku, mélo-li ¢ sudou vahu, pfidame nulu.

Oznacime-li tedy vysledné slovo jako ¢, mame

s { Ci1C2...co0  pokud wt(c) je suda,

Ci1Co...Cn1 pokud wt(c) je licha.




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Konstrukce kodu - kontrola parity

NejznaméjSi metoda rozsifeni kodu se nazyva kontrola parity.
Pro jednoduchost uvazme binarni pfipad.

Je-li C binérni (n, M, d)-kéd, budeme konstruovat novy kod
nasledovné. Ke kazdému kédovému slovu ¢ = ¢y ...ch € C
priddme dodatecny bit tak, Ze nové vysledné kédové slovo
bude mit sudou vahu. Tedy, mélo-li ¢ lichou vahu, pfidame
jednicku, mélo-li ¢ sudou vahu, pfidame nulu.

Oznacime-li tedy vysledné slovo jako ¢, mame

c_{ cce.. cn0  pokud wt(c) je suda,
| ¢ic...cnl pokud wt(c) je licha.

Novy kod C ma pak délku n + 1 a velikost M. Minimalni
vzdalenost kddu C bude bud’ d nebo d + 1 a toto &islo bude
zaviset na tom, zda bude d sudé nebo liché ¢islo.



Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Konstrukce kodu - kontrola parity

Totiz, protoze v8echna kddova slova v C maji sudou vahu, bude
vzdalenost mezi kazdymi dvéma slovy sudé ¢islo (to plyne z
lemmatu 2.5).




Zakladni pojmy Konstrukce

Ekvivalence kodu Vlastnosti

Konstrukce kodu - kontrola parity

Totiz, protoze v8echna kddova slova v C maji sudou vahu, bude
vzdalenost mezi kazdymi dvéma slovy sudé ¢islo (to plyne z
lemmatu 2.5).

Je tedy i minimalni vzdalenost kodu C sudé ¢islo. Nutné pak
dostavame, Ze, je-li d(C) = d sudé Cislo a nastava pro pro slova
¢, d, pak nutné maji obé slova stejnou paritu a tedy nutné plati
d(c,d) = d(c, d). Je tedy d(C) = d(C).
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Konstrukce kodu - kontrola parity

Totiz, protoze v8echna kddova slova v C maji sudou vahu, bude
vzdalenost mezi kazdymi dvéma slovy sudé ¢islo (to plyne z
lemmatu 2.5).

Je tedy i minimalni vzdalenost kodu C sudé ¢islo. Nutné pak
dostavame, Ze, je-li d(C) = d sudé Cislo a nastava pro pro slova
¢, d, pak nutné maji obé slova stejnou paritu a tedy nutné plati
d(c,d) = d(c, d). Je tedy d(C) = d(C).

Necht je minimalni vzdalenost kddu C liché Cislo a nastava pro
pro slova ¢, d, pak nutné ma jedno ze slov sudou paritu
(napfiklad ¢) a druhé lichou paritu (d).
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Konstrukce kodu - kontrola parity

Pak wt(c) = wt(€), w(d) + 1 = w(d), w(c N d) = w(c nd). Tedy
d(C) + 1 =4d(C).
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Konstrukce kodu - kontrola parity

Pak wt(c) = wt(€), w(d) + 1 = w(d), w(c N d) = w(c nd). Tedy
d(C) + 1 =4d(C).

V obou pfipadech pak mame

13(d(0) 1)) = [5(d(@) 1))




Ekvivalence kodt Zakladni pojmy Konstrukce
Vlastnosti

Konstrukce kodu - kontrola parity

Pak wt(c) = wt(€), w(d) + 1 = w(d), w(c N d) = w(c nd). Tedy
d(C) +1=4d(C).
V obou pfipadech pak mame

1 1,

5(d(0) — 1)] = [5(d@) — 1)),

Z toho pak plyne, Ze se nam pfi pouziti kontroly parity nezvysi
schopnost opravit chybu.
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Konstrukce kodu - kontrola parity

Pak wt(c) = wt(€), w(d) + 1 = w(d), w(c N d) = w(c nd). Tedy
d(C) +1 = d(C).
V obou pfipadech pak mame

2(d(©) 1)) = [5(d©@) — 1),

Z toho pak plyne, Ze se nam pfi pouziti kontroly parity nezvysi
schopnost opravit chybu.

Obecné pak, mame-Ili kddovou abecedu vybranu tak, Zze nam
tvofi konecné pole, feknéme Z,, kde p je prvocislo, nebo
obecné Fy, muzeme definovat kontrolu parity jako

n
C=0CiCo...CnCpi1,kdE Coyy = — ) G,
i—
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Konstrukce kodu - zkraceni kédu

Definice 4

Postup, pri kterém odebereme ta kédova slova z daného kédu,
ktera se lisi na urcené pozici i od ur¢eného symbolu s, a ze
zbyvajicich slov tuto pozici odstranime, a tedy zkratime délku
kédu, se nazyva zkraceni kédu typu x; = s.

Je-lipak C (n, M, d)-kéd, ma zkraceny kéd C® délku n—1 a
minimalni vzdalenost alespon d.
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Konstrukce kodu - zkraceni kédu

Definice 4

Postup, pri kterém odebereme ta kédova slova z daného kédu,
ktera se lisi na urcené pozici i od ur¢eného symbolu s, a ze
zbyvajicich slov tuto pozici odstranime, a tedy zkratime délku
kédu, se nazyva zkraceni kédu typu x; = s.

Je-lipak C (n, M, d)-kéd, ma zkraceny kéd C® délku n—1 a
minimalni vzdalenost alespon d.

Opravdu, zkraceni kédu muze mit za dusledek podstatné
zvétSeni minimalni vzdalenosti tedy i schopnosti opravit nového
kddu, protoze muzeme odstranit ta kddova slova, ktera se
"§patné chovaji vzhledem ke vzdalenosti".
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Konstrukce kodu - zkraceni kédu

Definice 4

Postup, pri kterém odebereme ta kédova slova z daného kédu,
ktera se lisi na urcené pozici i od ur¢eného symbolu s, a ze
zbyvajicich slov tuto pozici odstranime, a tedy zkratime délku
kédu, se nazyva zkraceni kédu typu x; = s.

Je-lipak C (n, M, d)-kéd, ma zkraceny kéd C® délku n—1 a
minimalni vzdalenost alespon d.

Opravdu, zkraceni kédu muze mit za dusledek podstatné
zvétSeni minimalni vzdalenosti tedy i schopnosti opravit nového
kddu, protoze muzeme odstranit ta kddova slova, ktera se
"§patné chovaji vzhledem ke vzdalenosti".

Samozfejmeé ale zkracenim kdédu se nam zmensi i pocCet
koédovych slov, coz neni zrovna lakavé.
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Konstrukce kodu - zkraceni kédu

Bud' d liché pfirozené Cislo. Pak existuje binarni (n, M, d)-kod
pravé tehdy, kdyz existuje binarni (n+ 1, M, d + 1)-kdd.




Zakladni pojmy Konstrukce
Vlastnosti

Ekvivalence kodl

Konstrukce kodu - zkraceni kédu

Véta 2.6

Bud' d liché pfirozené Cislo. Pak existuje binarni (n, M, d)-kod
pravé tehdy, kdyz existuje binarni (n+ 1, M, d + 1)-kdd.

Dudkaz.

Pokud existuje binarni (n+ 1, M, d + 1)-kéd C, mizeme snadno
zkonstruovat binarni (n, M, d)-kéd. JednoduSe vybereme dvé
kédova slova ¢ a d tak, Zze d(c,d) = d + 1, najdéme pozici, na
které se liSi a odebereme tuto pozici z kazdého kédového
slova. Novy kéd oznacime C’.
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Konstrukce kodu - zkraceni kédu

Véta 2.6

Bud' d liché pfirozené Cislo. Pak existuje binarni (n, M, d)-kod
pravé tehdy, kdyz existuje binarni (n+ 1, M, d + 1)-kdd.

Dudkaz.

Pokud existuje binarni (n+ 1, M, d + 1)-kéd C, mizeme snadno
zkonstruovat binarni (n, M, d)-kéd. JednoduSe vybereme dvé
kédova slova ¢ a d tak, Zze d(c,d) = d + 1, najdéme pozici, na
které se liSi a odebereme tuto pozici z kazdého kédového
slova. Novy kéd oznacime C’.

Nutné pak maji nova zkracena slova ¢’ a d’ vzdalenost
d(¢’,d’) = d a Zzadna jina dvé zkracena slova nemaji od sebe
mensi vzdalenost nez d. Celkem je tedy C’ binarni

(n, M, d)-kéd. 1




Ekvivalence kodt Zakladni pojmy Konstrukce
Vlastnosti

Konstrukce kodu - zkraceni kédu

Pokrac¢ovani dukazu Véty 2.6.

Obréacené, predpokladejme, ze mame binarni (n, M, d)-kéd D
(d liché). Kod D, ktery vznikl jako kod kontroly parity z D, ma
délku n+ 1, velikost M a minimalni vzdalenost d + 1.

|
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Zakladni odhady Vlastnosti
Hlavni problém TK

Hlavni problém teorie kédovani

FI Bud dana prirozena Cisla d, n, q. PoloZme Aq4(n, d) jakoZto
maximalni M takové, Ze existuje g-arni (n, M, d)-kod. Kazdy
takovy g-arni (n, M, d)-kod nazyvame optimalni.
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Hlavni problém TK

Hlavni problém teorie kédovani

FI Bud dana prirozena Cisla d, n, q. PoloZme Aq4(n, d) jakoZto
maximalni M takové, Ze existuje g-arni (n, M, d)-kod. Kazdy
takovy g-arni (n, M, d)-kod nazyvame optimalni.

Cisla Aq(n, d) hraji ustfedni roli v teorii kddovani a na jejich
nalezeni bylo vynalozeno velké usili. Casto se mluvi o hlavnim
problému teorie kédovani. V dalSim pro ilustraci urCime jisté
hodnoty A4(n, d) pro malé hodnoty n a d a dokaZzeme obecné
tvrzeni o téchto Cislech.
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Hlavni problém TK

Hlavni problém teorie kédovani

FI Bud dana prirozena Cisla d, n, q. PoloZme Aq4(n, d) jakoZto
maximalni M takové, Ze existuje g-arni (n, M, d)-kod. Kazdy
takovy g-arni (n, M, d)-kod nazyvame optimalni.

Cisla Aq(n, d) hraji ustfedni roli v teorii kddovani a na jejich
nalezeni bylo vynalozeno velké usili. Casto se mluvi o hlavnim
problému teorie kédovani. V dalSim pro ilustraci urCime jisté
hodnoty A4(n, d) pro malé hodnoty n a d a dokaZzeme obecné
tvrzeni o téchto Cislech.

Poznamenejme, Ze abychom dokazali, ze Ay(n, d) = K pro
jisté pfirozené Cislo K, staCi ovéfit, Ze Aq(n, d) < K a nasledné
najit vhodny g-arni (n, K, d')-kéd C, kde d < d'. Pak totiz

K < Ag(n,d’) < Aq(n,d).



Zakladni odhady Vlastnosti

Hlavni problém TK

Hlavni problém teorie kédovani

Je-li d sudé &islo, je As(n, d) = Ao(n—1,d — 1).

Plyne okamzité z véty 2.6. Totiz pak nutné plati
Ax(n,d) < Ax(n—1,d—1)a Ax(n,d) > Ax(n—1,d—1). |




Zakladni odhady Vlastnosti
Hlavni problém TK

Hlavni problém teorie kédovani

Je-li d sudé &islo, je As(n, d) = Ao(n—1,d — 1).

Plyne okamzité z véty 2.6. Totiz pak nutné plati
Ax(n,d) < Ax(n—1,d—-1)aAx(n,d) > Ax(n—1,d—1). 1|

Dusledek 3.2

Je-li d sudé Cislo a existuje binarni (n, M, d)-kod, pak existuje
binarni (n, M, d)-kdd, ve kterém maji vdechna kédova slova
sudou vahu.

Dlkaz.

Dle Véty 3.1 nutné existuje binarni kéd (n— 1, M, d — 1)-kéd a
pomoci operace kontroly parity existuje binarni (n, M, d)-kéd,
ve kterém maji vSechna kédova slova sudou vahu. nl




Zakladni odhady Vlastnost
Hlavni problém TK

Hlavni problém teorie kédovani

Nasledujici dva snadné vysledky nam budou ilustrovat, jakym
zpusobem muzeme ur€it hodnoty Ax(n, d) pro malé hodnoty n
ad.

Pouzijeme pfitom lemma 2.3, ze kterého plyne, Ze pro dany

(n, M, d)-kod C existuje ekvivalentni (n, M, d)-kéd C’, ktery
obsahuje nulové slovo (samoziejmeé za predpokladu, Ze kddova
abeceda obsahuje 0 — jinak ji Ize dodat zaménou za jiny
symbol).

Muzeme tedy v dal§im predpokladat, ze nase kddy obsahu;ji
nulové slovo.

Plati Ax(4,3) = 2.




Zakladni odhady Vlastnosti

Hlavni problém TK

Ax(4,3) =2

Dikaz.

Bud' C néjaky (4, M, 3)-kéd. Mizeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, Ze 0 = 0000 € C. ProtoZe d(C) = 3, libovoIné
dal$i kédové slovo ¢ z C musi splfovat d(c,0) > 3 a tedy musi
obsahovat alespon tfi jedniCky. Mame tedy celkem pét
moznosti pro nenulova slova leZici v C, a to

1110,1101,1011,0111,1111.

Ale kazda takovato dvé slova maji vzdalenost nejvyse 2. Proto
pouze jedno z nich mize byt obsazeno v C. Plati tedy

Ao(4,3) < 2. Déle plati, protoze C = {0000, 1110} je
(4,2,3)-kéd, mame Ay(4,3) > 2 a tedy celkem Ax(4,3) = 2.

|




Zakladni odhady Vlastnosti

Hlavni problém TK

Ax(5,3) = 4

Plati Ax(5,3) = 4.

Dukaz.

Bud' C néjaky (5, M, 3)-kéd. Muzeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze 0 = 00000 € C a pfitom pro vhodné ¢ z C plati
d(0,c) = 3, ¢y = 0. Uvazme nyni zkraceni C® typu x; = 0.
Vime pak, ze 09,¢® € C® a d(09,¢c®) = 3. Dale vime, Ze
Ax(4,3) = 2. Tedy i card(C®) = 2.

Definujme nyni zkraceny kéd C© jakozto zkraceni typu typu

x; = 1. Pak bud'to card(C®) = 1 nebo card(C®) > 1 a d(C®) = 3.
V poslednim pfipadé pak card(C®) < Ax(4,3) = 2. Celkem tedy
card(C®) + card(C®) = card(C) < 4. Plati tedy Ax(5,3) < 4. Déle
plati, protoze C = {00000,11100,00111,11011} je

(5,4, 3)-kéd, mame A,(5,3) > 4 a tedy celkem Ax(5,3) = 4. |




Zakladni odhady Vlastnosti
Hlavni problém TK

Vlastnosti maximalnich kodd

Véta 3.5

Plati nasledujici:
Q@ Ay(n,d) < q" provsechnal <d <n;
e AQ(n’ 1) = qn,.
Q Ay(n,n)=q.




Zakladni odhady Vlastnosti
Hlavni problém TK

Vlastnosti maximalnich kodd

Véta 3.5

Plati nasledujici:
Q@ Ay(n,d) < q" provsechnal <d <n;
e AQ(n’ 1) = qn!.
Q Ay(n,n)=q.

Prvni tvrzeni plati, protoZe pro kazdy kéd C je C C Vi(Qq) tj.
card(C) < g".




Zakladni odhady Vlastnosti
Hlavni problém TK

Vlastnosti maximalnich kodd

Véta 3.5

Plati nasledujici:
Q@ Ay(n,d) < q" provsechnal <d <n;
e AQ(n’ 1) = qn!.
Q Ay(n,n)=q.

Ddkaz.

Prvni tvrzeni plati, protoZe pro kazdy kéd C je C C Vi(Qq) tj.
card(C) < g".

Druhé tvrzeni plyne z toho, Ze uvazime-li C = Vj,(q), mame
d(Va(q)) = 1.




Zakladni odhady Vlastnosti
Hlavni problém TK

Vlastnosti maximalnich kodd

Véta 3.5

Plati nasledujici:
Q@ Ay(n,d) < q" provSechnal <d <n;
e AQ(n’ 1) = qn!.
Q Ay(n,n)=q.

Ddkaz.

Prvni tvrzeni plati, protoZe pro kazdy kéd C je C C Vi(Qq) tj.
card(C) < g".

Druhé tvrzeni plyne z toho, Ze uvazime-li C = Vj,(q), mame
d(Vn(q)) = 1.

Treti Cast plyne z toho, Ze se kédova slova musi liSit na véech
pozicich a takovych kédovych slov mizeme vybrat nejvyse g.
Ale méme, pro kod D = {0, ...,g-1}, ze D je (n, q, n)-kdd. 1




Hlavni problém TK

Zakladni odhady

Vlastnosti

Vlastnosti maximalnich kodd

Uz pro malé hodnoty g, n a d neni velikost Aq(n, d) znama.
Nasledujici tabulka shrnuje vétsinu nasich znalosti o Ax(n, d).

n d=3 d=5 d=7
5 4 2 -
6 8 2 -
7 16 2 2
8 20 4 2
9 40 6 2
10 72-79 12 2
11 144-158 24 4
12 256 32 4
13 512 64 8
14 1024 128 16
15 2048 256 32
16 | 2560-3276 | 256-340 | 36-37




Zakladni odhady Vlastnosti
Hlavni problém TK

Vlastnosti maximalnich kodd

Poznamenejme, Ze problém urceni Ax(n, d) je problémem
koneCnych geometrii.




Zakladni odhady Vlastnosti

Hlavni problém TK

Vlastnosti maximalnich kodd

Poznamenejme, Ze problém urceni Ax(n, d) je problémem
konecnych geometrii. Pro odhad Aq4(n, d) plati nasledujici
jednoduché tvrzeni.

Pro vsechna n > 2,

Aq(n,d) < gAq(n—1,d). (3.1)




Zakladni odhady Vlastnosti

Hlavni problém TK

Vlastnosti maximalnich kédu
Poznamenejme, Ze problém urceni Ax(n, d) je problémem
konecnych geometrii. Pro odhad Aq4(n, d) plati nasledujici
jednoduché tvrzeni.

Véta 3.6

Pro vsechna n > 2,
Aq(n,d) < gAq(n—1,d). (3.1)

Dukaz.

Bud' C kod realizujici hodnotu Aq(n, d). Uvazme nyni zkraceni
Cj typu xp = j. Pak nutné card(C;) < Ag(n— 1, d) (mohou totiz
nastat pouze dva pripady: card(C;) = 1, coZ evidentné plati, a
K = card(C;) > 1, kde pak Cj je (n— 1, K, d")-kéd, d’ > d a tedy
tvrzeni rovnéz plati). Celkem pak C = U;’;J Cj tj.

Ag(n,d) = Y7 card(C)) < gAg(n—1,d). |




Zakladni odhady Vlastnosti

Hlavni problém TK

Vlastnosti maximalnich kodd

Q@ Ukazte, Ze Ax(3,2) = 4.




Hranice Aq(n, d)

Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

@ Horni hranice
@ Perfektni kddy
@ DalSi hranice

e Dolni a horni hranice
Aq(n, d); perfektni kody
@ Dolni hranice



Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kédy

Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq(n, d)

FI  UrCeme nejprve horni hranici (sphere-packing upper
bound) Cisla Aq(n, d).




Hranice Aq(n, d)

Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq4(n, d)

FI  UrCeme nejprve horni hranici (sphere-packing upper
bound) Cisla Aq(n, d).

Necht e = | 1(d — 1)]. Pak plati

e

Aafn.d)y- (7 )@= 1 <" (@.1)

k=0




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq4(n, d)

Ddkaz Lemmatu 4.1.

Bud' C blokovy kéd s minimalni vzdalenosti d a poctem
kédovych slov Ag(n, d). Je-li pak S¢(x) koule o poloméru e se
stfedem x, mame pro kazdou dvojici kodovych slov x a 'y, Ze

Se(X) N Se(y) = 0.




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq4(n, d)

Ddkaz Lemmatu 4.1.

Bud' C blokovy kéd s minimalni vzdalenosti d a poctem
kédovych slov Ag(n, d). Je-li pak S¢(x) koule o poloméru e se
stfedem x, mame pro kazdou dvojici kodovych slov x a 'y, Ze

o . Se(x)NSe(y) = 0.
Ale je evidentni, ze e

Se(x)| = ( ,’})(q— -, (4.2)

k=0




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq4(n, d)

Ddkaz Lemmatu 4.1.

Bud' C blokovy kéd s minimalni vzdalenosti d a poctem
kédovych slov Ag(n, d). Je-li pak S¢(x) koule o poloméru e se
stfedem x, mame pro kazdou dvojici kodovych slov x a 'y, Ze

o . Se(x)NSe(y) = 0.
Ale je evidentni, ze e (

[Se(®)| =

k=0

Prava strana nerovnosti (4.1) je celkovy pocet slov délky n nad
abecedou o g symbolech.

,’})(q— 1", (4.2)




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq4(n, d)

Ddkaz Lemmatu 4.1.

Bud' C blokovy kéd s minimalni vzdalenosti d a poctem
kédovych slov Ag(n, d). Je-li pak S¢(x) koule o poloméru e se
stfedem x, mame pro kazdou dvojici kodovych slov x a 'y, Ze

o . Se(x)NSe(y) = 0.
Ale je evidentni, ze e R
< k>(q_ 1)k- (4.2)

Se(x)| =)

k=0
Prava strana nerovnosti (4.1) je celkovy pocet slov délky n nad
abecedou o g symbolech.
Leva strana je pocet prvki obsazenych v disjunktnim
sjednoceni kouli, jejichz stfedy jsou navzajem rlizna kédova
slova.
Takovychto riznych kédovych slov je Ag(n, d). Tedy dostavame

nerovnost i4.1 i




Hranice Aq(n, d)

Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq4(n, d)
Podobne plati

(Gilbert-Varshamovova hranice)

a1
Aafn. )y (1 )a-1)= " (4.9




Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq4(n, d)
Podobne plati

(Gilbert-Varshamovova hranice)

A(nd)§<n>( 1)k > qn 43
k=0

Dlkaz.

Bud' C (n, M, d)-kéd s maximalnim poctem kédovych slov. Pak
zcela jisté neexistuje vektor z V,,(q) — C, jehoz vzdalenost od
vSech kodovych slov je alespon d, jinak by totiz M nebyl
maximalni pocet kddovych slov.




Hranice Aq(n, d)

Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dolni a horni hranice Aq4(n, d)
Podobne plati

(Gilbert-Varshamovova hranice)

A(nd)§<n>( 1)k > g 43
k=0

Dlkaz.

Bud' C (n, M, d)-kéd s maximalnim poctem kédovych slov. Pak
zcela jisté neexistuje vektor z V,,(q) — C, jehoz vzdalenost od
vSech kodovych slov je alespon d, jinak by totiz M nebyl
maximalni pocet kddovych slov.

Jinak feceno, koule o poloméru d musi pokryvat cely prostor
Vh(q). Ale to je pfesné podminka (4.3). |




Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Polomér pokryti blokového kédu

Definice 6

Polomér pokryti blokového kédu C je nejmensi polomeér p
takovy, Ze

Fj C | S,(c).

ceC
Dale pro kazde f € Fj klademe d(f, C) = mincec d(c, f).




Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Polomér pokryti blokového kédu

Definice 6

Polomér pokryti blokového kédu C je nejmensi polomeér p
takovy, Ze

Fj C | S,(c).

ceC
Dale pro kazde f € Fj klademe d(f, C) = mincec d(c, f).

Polomér pokryti je dal$i charakterizaci kddu, nema vSak tak
hojné uplatnéni jako minimalni vzdalenost.



Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Polomér pokryti blokového kédu

Necht C je blokovy kod délky n. Pak p je polomér pokryti kodu
C pravé tehdy, kdyZz plati

= maxmind(c,f).
p feF] ceC (c.f)




Hranice Aq(n, d)

Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Polomér pokryti blokového kédu

Necht C je blokovy kod délky n. Pak p je polomér pokryti kodu
C pravé tehdy, kdyZz plati

= maxmind(c,f).
p feF] ceC (c.f)

Dlkaz Véty 4.3.

Necht F§ C Ucee Sp(€), kde p je minimalni. Pak pro kazdé

f € Fg existuje ¢ € C takove, Ze d(c, ) < p, a soucasné existuji
f € Fgac’ € C spliujici d(c’,f) = p.




Hranice Aq(n, d)

Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Polomér pokryti blokového kédu

Necht C je blokovy kod délky n. Pak p je polomér pokryti kodu
C pravé tehdy, kdyZz plati

= maxmind(c,f).
p feF] ceC (c.f)

Dlkaz Véty 4.3.

Necht F§ C Ucee Sp(€), kde p je minimalni. Pak pro kazdé

f € Fg existuje ¢ € C takove, Ze d(c, ) < p, a soucasné existuji
f € Fgac’ € C spliujici d(c’,f) = p.

Z minimality p plyne, ze

p = maxgerg d(f,C) = maxgery mineec d(C, ).




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Polomér pokryti blokového kédu

PokraCovani diukazu Véty 4.3.

Naopak, necht p = maXtery mingec d(c, f) = maXxtery d(f,C).
Pak pro vSechna f € I plati p > d(f, C) a existuji f' € Fj a
¢’ € C spliujici rovnost p = d(¢’, ') a pro vSechna ¢ € C je
p <d(c,f).




Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Polomér pokryti blokového kédu

PokraCovani diukazu Véty 4.3.

Naopak, necht p = maXtery mingec d(c, f) = maXxtery d(f,C).

Pak pro vSechna f € I plati p > d(f, C) a existuji f' € Fj a

¢’ € C spliujici rovnost p = d(¢’, ') a pro vSechna ¢ € C je

p <d(c,f).

Pfedpokladejme, Ze existuje s, p > s, takové, Ze kazdé f € Fg
je prvkem mnoZiny {x € Fg|d(e, x) < s} pro néjake ¢ € C.

To je ale spor s existenci slov ' a ¢/, a tedy p je polomér pokryti
kédu C.

|




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Perfektni kddy

Idealni situace z ekonomického pohledu je najit kéd C nad
Vh(q) tak, Ze pro jisté kladné t > 0 jsou v8echny prvky z V,(q)
obsazeny v disjunktnim sjednoceni kouli, jejichZ stfedy jsou
navzajem rizna kédova slova. Takovy kod se pak nazyva
perfektni. Z jeho definice je zfejmé, ze perfektni kéd dokaze
pomoci pravidla minimalni vzdalenosti opravit az t chyb, a
nedokaze opravit t + 1 chyb.




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Perfektni kddy

Idealni situace z ekonomického pohledu je najit kéd C nad
Vh(q) tak, Ze pro jisté kladné t > 0 jsou v8echny prvky z V,(q)
obsazeny v disjunktnim sjednoceni kouli, jejichZ stfedy jsou
navzajem rizna kédova slova. Takovy kéd se pak nazyva
perfektni. Z jeho definice je zfejmé, ze perfektni kod dokaze
pomoci pravidla minimalni vzdalenosti opravit az t chyb, a
nedokaze opravit t + 1 chyb.

Je tedy nutna podminka pro to, aby (n, M, d)-kéd byl perfektni,
Ze d je liché Cislo. Celkem tedy je (n, M, d)-kéd perfektni prave
tehdy, kdyz M = A4(n,d) a

Aan.d)y” ()@= 1 =" @4)




Hranice Aq(n, d)

Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Perfektni kddy

Priklad 4.4

Ziejmym piikladem perfektniho kédu je

@ kazdy kod s pravé jednim kédovym slovem,

© kazdy bindrni kod s pravé dvéma slovy lichych délek, napt.
00...0a11...1.
Tyto kédy se nazyvaji trivialni perfektni kody.




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Perfektni kddy

PS Koédova slova

o Ostatni, nekddova slova

Obrazek 4: Perfektni kod s minimalni vzdalenosti 1.




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

DalS$i hranice - Singletonova hranice

(Singletonova hranice) Plat/

Aq(n,d) < g9+t (4.5)




Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

DalS$i hranice - Singletonova hranice

(Singletonova hranice) Plat/

Aq(n,d) < g9+t (4.5)

Ddkaz.

Bud' C néjaky (n, M, d)-kod.

Pokud odstranime poslednich d — 1 pozic z kazdého kédového
slova z C, musi byt nutné vysledna zkracena slova navzajem
riizna (jinak by puvodni slova musela mit vzdalenost < d — 1).




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

DalS$i hranice - Singletonova hranice

(Singletonova hranice) Plat/

Aq(n,d) < g9+t (4.5)

Ddkaz.

Bud' C néjaky (n, M, d)-kod.

Pokud odstranime poslednich d — 1 pozic z kazdého kédového
slova z C, musi byt nutné vysledna zkracena slova navzajem
riizna (jinak by puvodni slova musela mit vzdalenost < d — 1).
Ale pocet v8ech slov délky n — (d — 1) je pravé g"—9+1 4.
Ag(n,d) < g"9+1. 1




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice
Lemma 4.6

Bud’ M prirozené cislo. Pak funkce f : {0,...,M} — N
definovana jako f(k) = k(M — k) nabyva svého maxima pro

_ % pokud M je sudé, (k) MTZ pokud M je sudé,
= a =
M2 pokud M je liché, MP=1 " pokud M je liché,

Dukaz.
Diikaz okamzité plyne ze vztahu va- b < }(a+ b) a z prabéhu
funkce f. |




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice

Bud’ M prirozené cislo. Pak funkce f : {0,...,M} — N
definovana jako f(k) = k(M — k) nabyva svého maxima pro

_ { % pokud M je sudé, _ { M pokud M je sudé,

a f(K) =

4
M2 pokud M je liché, MP=1 " pokud M je liché,

Ddkaz okam2|te plyne ze vztahu va 3(a+ b) a z prabéhu
funkce f.

Véta 4.7
(Plotkinova hranice) Je-lin < 2d, mame

Ae(n,0) <2| 50| 46)




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice

Ddkaz.

MA Bud C = {cy,...,cy} néjaky (n, M, d)-kéd. Uvazme
soucet S =3, ;d(cj, c;). To neni nic jiného, nez soucet vSech
vzdalenosti kédovych slov z C. ProtoZe ale d < d(c;, ¢;) pro

Azﬂ ) dvojic kédovych slov z C,

plati s=Y d(cic) > d< "2”) (4.7)

i<j

vSechna i, j a mame pravé (




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice

Ddkaz.

MA Bud C = {cy,...,cy} néjaky (n, M, d)-kéd. Uvazme
soucet S =3, ;d(cj, c;). To neni nic jiného, nez soucet vSech
vzdalenosti kédovych slov z C. ProtoZe ale d < d(c;, ¢;) pro

vSechna i, j a mame pravé ( Azﬂ ) dvojic kédovych slov z C,

M
S:Zd(c,,cj) > d< > ) (4.7)
1</
Pokusme se nyni spocitat S tim, ze se podivame na kazdou
pozici zvlast. Uvazme tedy kédova slova ve tvaru

plati

Ci = Ci1C2...Cip
Co = Co1Cxp...Cop
Cv = CmiCm2...Cun-



Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice

Dikaz.

Mame pak, pro v8echna j, 1 < j < n, ze pokud k; bitd slova
Cyj- .. Cumj je rovno 1 a zbyvajicich M — k; bitu je nulovych, pak
tyto bity prispé&ji k souctu v§ech vzdalenosti Cislem

f(kj) = ki(M — k;). Mame tedy celkem (protoZe vSech sloupct
je n) S < nf(k). Zejména tedy plati

nMT2 pokud M je sudé

S < nf(k) = { &

n=— pokud M je liché.

Dame-li obé nerovnosti dohromady, mame

( M > d< nMT pokud M je sudé
2 = | n™=1 pokud M je liché.




Hranice Aq(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice

Po jednoduché Upravé pak obdrzime

s < 525 pokud M je liché.

M < { zgﬂn pokud M je sudé

v _ d s
poloZme a = 55—. Pak mame

M < |2a] pokud M je sudé
— | [2a] —1 pokud M je liché.

Predpokladejme nejprve, ze k < a< k + % pro néjaké
prirozené Cislo k. Pak |2a] = 2k a 2|a| = |2a]. Mame tedy,
nezavisle na parité M, ze M < 2| a|.

|




Hranice Aq(n, d)

Dolni hranice Perfektni kody
Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice

Dlkaz.

Predpokladejme nyni, ze k + 3 < a < k + 1 pro néjaké
prirozené Cislo k. Pak |2a] =2k + 1 a 2|a] = 2k.

Je-li M liché, mame M < |2a] — 1 =2k =2|a| a, je-li M sudé,
mame M < |2a] =2k +1tj. M <2k =2|a|.

Nutné tedy celkem M < 2| ;2| |




Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice

Fl

Lemma 4.8

Bud' k pfirozené Cislo. Pak Ax(4k — 1,2k — 1) < 8k a

As(4k, 2K) < 8k.




Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Dalsi hranice - Plotkinova hranice

Lemma 4.8
Bud' k pfirozené Cislo. Pak Ax(4k — 1,2k — 1) < 8k a
As(4k,2k) < 8k.

k. Vime ale, Ze
LT"J — 8k dle 4.7. Protoze
déle plati Ax(4k — 1,2k — 1) = Ax(4k, 2k) < 8k, tvrzeni je
dokazéano. 1

Ovérme nejprve, ze Ax(4k, 2k

) <8
As(4k,2k) < 2Ax(4k —1,2k) < 4




Hranice Ag(n, d) Dolni hranice Perfektni kody

Horni hranice Dalsi hranice

Hranice A4(n, d)

Q@ Ukazte, Ze 19 < A»(10,3) < 93.

© Ukazte, Ze pro vSechna prirozend &isla g > 1, parametry
n=(q" —1)/(q—1),M=q""", d =3, kde r je nejaké
prirozené Cislo > 2, splruji podminku (4.4) proto, aby se
jednalo o perfektni kéd.
Poznamenejme, Ze ackoliv tyto parametry splriuji (4.4) pro
kazdé prirozené cislo q, byla vyslovena hypotéza, Ze
pfislusné perfektni kddy existuji pravé tehdy, kdyZz je g
mocnina prvocisla.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

@ Generujici matice

@ PouZziti linearnich kodu

@ Pravidlo minimalni
vzdalenosti pro linearni
kédy

@ Binarni Hammingovy
kody

e Linearni kody
e 4 4444



Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Linearni kody

FI Ptredpokladejme, Ze C je kéd s minimalni vzdalenosti

d = 2e + 1 a lze tedy pomoci metody nejbliz§iho kdédového
slova opravit az e chyb.

Ma-li kéd C mélo prvkd, jedna se o velmi praktickou metodu. V
pfipade, Ze Cislo |C| bude velké, bude tato metoda opravdu
velmi ¢asove narocna, protoze musime srovnavat prijaty vektor
y s velkym mnozstvim kédovych slov.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linearni kédy

FI Ptredpokladejme, Ze C je kéd s minimalni vzdalenosti

d = 2e + 1 a lze tedy pomoci metody nejbliz§iho kdédového
slova opravit az e chyb.

Ma-li kéd C mélo prvkd, jedna se o velmi praktickou metodu. V
pfipade, Ze Cislo |C| bude velké, bude tato metoda opravdu
velmi ¢asove narocna, protoze musime srovnavat prijaty vektor
y s velkym mnozstvim kédovych slov.

To je dlvod pro studium vice strukturovanych kédd, jako jsou
napf. linearni kody.

Predpokladejme tedy, Ze pocCet prvkl g nasi abecedy je
prvoCiselnd mocnina p.

Mdzeme tedy povazovat X za téleso Fy 0 g-prvcich.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linearni kédy

Bud dale V,(q) vektorovy prostor dimenze n nad télesem F,.
Typicky prvek tohoto vektorového prostoru budeme psat
jakozto x = (xq, ..., Xn), obCas pak zkracené jakozto

X = Xq...Xp, kde x; € Fy.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Linearni kédy

Bud dale V,(q) vektorovy prostor dimenze n nad télesem F,.
Typicky prvek tohoto vektorového prostoru budeme psat
jakozto x = (xq, ..., Xn), obCas pak zkracené jakozto

X = Xq...Xp, kde x; € Fy.

Linearni kéd C nad X je definovan jakozto podprostor prostoru
Vh(q). Mé&-li tento podprostor dimenzi k, mluvime o [n, k]-kédu
nebo, chceme-li specifikovat minimalni vzdalenost, mluvime o
[n, k, d]-kodu.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Linearni kédy

Bud dale V,(q) vektorovy prostor dimenze n nad télesem F,.
Typicky prvek tohoto vektorového prostoru budeme psat
jakozto x = (xq, ..., Xn), obCas pak zkracené jakozto

X = Xq...Xp, kde x; € Fy.

Linearni kéd C nad X je definovan jakozto podprostor prostoru
Vh(q). Mé&-li tento podprostor dimenzi k, mluvime o [n, k]-kédu
nebo, chceme-li specifikovat minimalni vzdalenost, mluvime o
[n, k, d]-kodu.

Protoze kazdy k-dimenzionalni podprostor nad Fy ma g*
prvkd, mame:

Kazdy [n, k, d]-kéd nad Fq je (n, g¥, d)-kod.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linearni kédy

Vyhoda linearnich kédu je to, ze pomoci k kédovych slov délky
n mazeme zcela popsat kod s pravé g* kddovymi slovy délky n.
Tim dosahneme obrovské Uspory pameéti. Totiz kazdy
podprostor dimenze k je Uplné popsan k linearné nezavislymi
vektory.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linearni kédy

Vyhoda linearnich kédu je to, ze pomoci k kédovych slov délky
n mazeme zcela popsat kod s pravé g* kddovymi slovy délky n.
Tim dosahneme obrovské Uspory pameéti. Totiz kazdy
podprostor dimenze k je Uplné popsan k linearné nezavislymi
vektory.

Definujeme pak generujici matici pro linearni [n, k]-kod C
jakozto libovolnou matici rozméru k x n, jejiz fadky tvofi k
linedrné nezavislych kdédovych slov z C.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linearni kédy

Ptedpokladejme nyni, ze G je generujici matice kédu C a G’ je
matice, kterou muzeme obdrzet z G pomoci konecné
posloupnosti permutaci nasledujiciho typu:

@ zaména radkd,

s vz

© nésobeni fadku nenulovym skalarem,

© pricteni k fadku skalarni nasobek jiného fadku,
© zaména sloupcd,

© nésobeni sloupce nenulovym skalarem.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
y Pouziti Hamming

Linearni kédy
Pak |ze snadno ukazat nasledujici tvrzeni.
Lemma 5.1

G’ je generujici matice kédu C’, ktery je ekvivalentni s kédem C.

Dikaz.
Staci ukazat, ze kazda z operaci (1)-(5) odpovida vytvoreni
generujici matice G’ kédu C’, ktery je ekvivalentni s kddem C.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kody Pouziti Hamming

Linearni kédy

Pak |ze snadno ukazat nasledujici tvrzeni.
Lemma 5.1

G’ je generujici matice kédu C’, ktery je ekvivalentni s kédem C.

Dukaz.

Staci ukazat, ze kazda z operaci (1)-(5) odpovida vytvoreni
generujici matice G’ kédu C’, ktery je ekvivalentni s kddem C.
Evidentné, zaména fadku, vynasobeni fadku nenulovym
skalarem a pficteni radkl jsou operace takové, ze dokonce kod
C' je totozny s kédem C.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linearni kédy

Pak |ze snadno ukazat nasledujici tvrzeni.
Lemma 5.1

G’ je generujici matice kédu C’, ktery je ekvivalentni s kédem C.

Dikaz.

Staci ukazat, ze kazda z operaci (1)-(5) odpovida vytvoreni
generujici matice G’ kédu C’, ktery je ekvivalentni s kddem C.
Evidentné, zaména fadku, vynasobeni fadku nenulovym
skalarem a pficteni radkl jsou operace takové, ze dokonce kod
C' je totozny s kdbdem C. Zaména sloupcu v matici G znamena,
Ze provedeme pozi¢ni permutaci uréenou transpozici sloupcu.
Vynasobeni sloupce nenulovym skalarem je symbolova
permutace tohoto sloupce (pracujeme nad télesem a pak je
mnozina nenulovych skalar grupou). Jsou tedy odpovidajici
kody ekvivalentni s kddem C. |




Generujici matice Vzdalenost
Pouziti Hamming

Linearni kédy

Linearni kédy

Lemma 5.2

Bud' G matice typu k x n jejiz fadky jsou linearné nezavislé;
pak, aplikujeme-li posloupnost operaci typu (1)-(5) na G, je
mozné G prevést na matici G' = [Ex, A|, kde E je jednotkova
matice typu k x k.

Dlkaz.

Ddkaz je veden indukci vzhledem ke k. Pokud k = 1, je tvrzeni
evidentni. Lze bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze prvek
J11 je nenulovy (to Ize vzdy zajistit zaménou sloupct). Staci
pak vynasobit fadek matice G prvkem inverznim k prvku gy1.
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k a chceme jej dokazat
pro k + 1. ProtoZze hodnost matice G je k + 1 existuje v matici G
k + 1 nezavislych sloupct. |




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pokracovani dikazu Lemmatu 5.2

Pomoci operace typu (4) tyto sloupce dostaneme na prvnich
k + 1 sloupct nové matice G'.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pokracovani dikazu Lemmatu 5.2

Pomoci operace typu (4) tyto sloupce dostaneme na prvnich
k + 1 sloupct nové matice G'.

Na prvnich k nezavislych fadka matice G’ Ize pak aplikovat
indukéni predpoklad a obdrzime matici, ktera ma na prvnich k
fadcich submatici typu [Ex, A].




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pokracovani dikazu Lemmatu 5.2

Pomoci operace typu (4) tyto sloupce dostaneme na prvnich
k + 1 sloupct nové matice G'.

Na prvnich k nezavislych fadka matice G’ Ize pak aplikovat
indukéni predpoklad a obdrzime matici, ktera ma na prvnich k
fadcich submatici typu [Ex, A].

Pomoci radkovych Uprav pak zajistime, ze (k + 1)-ni fadek
bude mit na prvnich k pozicich nulové prvky.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pokracovani dikazu Lemmatu 5.2

Pomoci operace typu (4) tyto sloupce dostaneme na prvnich
k + 1 sloupct nové matice G'.

Na prvnich k nezavislych fadka matice G’ Ize pak aplikovat
indukéni predpoklad a obdrzime matici, ktera ma na prvnich k
fadcich submatici typu [Ex, A].

Pomoci radkovych Uprav pak zajistime, ze (k + 1)-ni fadek
bude mit na prvnich k pozicich nulové prvky.

Protoze v8echny naSe Upravy zachovavaji hodnost, bude v

(k + 1)-nim sloupci v (k + 1)-nim fadku nenulovy prvek. Staci
pak vynasobit (k + 1)-ni fadek inverznim prvkem k tomuto
prvku. |



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pokracovani dikazu Lemmatu 5.2

Pomoci operace typu (4) tyto sloupce dostaneme na prvnich
k + 1 sloupct nové matice G'.

Na prvnich k nezavislych fadka matice G’ Ize pak aplikovat
indukéni predpoklad a obdrzime matici, ktera ma na prvnich k
fadcich submatici typu [Ex, A].

Pomoci radkovych Uprav pak zajistime, ze (k + 1)-ni fadek
bude mit na prvnich k pozicich nulové prvky.

Protoze v8echny naSe Upravy zachovavaji hodnost, bude v

(k + 1)-nim sloupci v (k + 1)-nim fadku nenulovy prvek. Staci
pak vynasobit (k + 1)-ni fadek inverznim prvkem k tomuto
prvku. |
V dusledku 5.2 mizeme bez Ujmy na obecnosti pracovat s
generujicimi maticemi ve vySe uvedené standardni formé.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linearni kédy - minimalni vzdalenost

Jinou uziteCnou vlastnosti linearnich kédu je, Ze jejich
minimalni vzdalenost Ize najit mnohem snaze, nez v pripadu
obecnych kodu.




Generujici matice Vzdalenost
Pouziti Hamming

Linearni kédy - minimalni vzdalenost

Linearni kédy

Jinou uziteCnou vlastnosti linearnich kédu je, Ze jejich
minimalni vzdalenost Ize najit mnohem snaze, nez v pripadu
obecnych kodi. Mame pak nasledujici vysledek

Minimalni vzdalenost d linearniho kédu C je minimalni vaha w
vSech nenulovych vektort z C.




Generujici matice Vzdalenost
Pouziti Hamming

Linearni kédy

Linearni kédy - minimalni vzdalenost

Jinou uziteCnou vlastnosti linearnich kédu je, Ze jejich
minimalni vzdalenost Ize najit mnohem snaze, nez v pripadu
obecnych kodi. Mame pak nasledujici vysledek

Véta 5.3

Minimalni vzdalenost d linearniho kédu C je minimalni vaha w
vSech nenulovych vektort z C.

Dlkaz.

Bud' d minimalni vzdalenost linearniho kédu C a
predpokladejme, ze x,y € C tak, ze d(x,y) = d. Pakx —y € C,
wW(x —y)=d>w=w(z) =d(z,0) > d pro vhodny vektor
zelC. 1




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti

FI Pfedpokladejme, Ze C je linearni [n, k]-kéd nad Fqy = ¥ a
Ze ma generujici matice G tvaru

I
ra
G: . - [EK7A] )

Fg

kde r; jsou vektory délky n nad Fy a A je matice typu
k x (n— k). Kédova slova kédu C jsou vektory délky n tvaru

K
> at, a el
i—1



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti

Zakladni mySlenka zakddovani je nasledujici. Pokud je zprava

brand jako posloupnost s = (s1, ..., Sk), zakddujeme s pomoci
kdédového slova ¢ = (¢4, . . ., Cn), kde ¢; jsou urCena pfedpisem
[C1,...,¢n] =[S1,---,Sk]| [Ek, A], (5.1)

ti.ci=siprol <i<k.

Priklad 5.4

Predpokladejme, Ze kéd C nad té€lesem F3 (coZ je téleso zbytkovych
tiid po déleni 3) ma generujici matici G tvaru

100120
G=|0100 1 1
001201




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pousziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti
Priklad 5.4 (Pokracovani)

Je-li vstupni zprava ze zdroje tvaru

102101210122. ..

rozdélime ji nejprve do blokt délky tfi a obdrzime

102101210 | 122] ...

a pak zakédujeme zdrojova slova jakozto

102 — ry + 2r3 = 102222, 101 —ry +r3 = 101021
201 — 2ry +r3 = 210221, 122 — rq + 2r2 + 2r3 = 122211.

Dostaneme tedy posloupnost

102222 101|021 |210|221 122|211 ...

Tedy jsme, pii zdvojeni délky zpravy, zpomalili rychlost pfenosu na

ﬁolovic. Zvi’ $ili I'sme ale SEolehlivost.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti

Poznamenejme, Ze vztah (5.1) je ekvivalentni s rovnici

PAK&4MQWWQF:Q (5.2)
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Linearni kédy Pouziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti

Poznamenejme, Ze vztah (5.1) je ekvivalentni s rovnici

PAK&4MQWWQF:Q (5.2)

Matice H = [—-A", E,_x] se nazyva matice kontroly parity
kodu C. Zejména tedy plati, Zze z € C pravée tehdy, kdyz
Hlz,...,z)]" =0.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti

Poznamenejme, Ze vztah (5.1) je ekvivalentni s rovnici
PAK&4MQWWQF:Q (5.2)

Matice H = [—-A", E,_x] se nazyva matice kontroly parity
kodu C. Zejména tedy plati, Zze z € C pravée tehdy, kdyz
Hlz,...,z)]" =0.

Pritom matice H kontroly parity definuje jak vlastni kdd C tak i
prislusnou generujici matici G. Nazev matice kontroly parity
znamena, ze na jistych kontrolnich mistech jsou pfidany jisté
kontrolni soucty, které zkontroluji nase kddova slova.



Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
y Pouziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti

Obcas budeme pro [n, k]-kod fikat, ze prvnich k slozek
kddového slova je nazyvano informacnimi znaky a zbyvajicich
n — k slozek jsou symboly kontroly parity (kontrolni znaky).

Priklad 5.5

Ur¢eme nyni matici H kontroly parity z ptikladu 5.4. Ta md tvar




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pousziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti

Priklad 5.5 (Pokracovani)

Kdédové slovo 102222 sestava ze zpravovych ¢isel 102 a
symbolu kontroly parity 222. Evidentné, rovnost (5.2) je pro toto
kédoveé slovo (a vsechna zbyvajici) spinéna.

Obecné musi tedy kédova slova spinit systém rovnic

2c1+C3+c,=0 ci+2c+c5=0 2c+2c3+¢cs=0. (5.3)

Zakladni idea pro metodu opravovani chyb je vidét na tomto
pfikladé. Predpokladejme, Ze nase obdrzené slovo nesplriuje
prvni a treti rovnici (5.3) v rovnicich kontroly parity. Pak
muZeme dedukovat, Ze chybna Cislice zpravy je Cislice cs,
protoZe to je jedina Cislice, ktera se vyskytuje v obou rovnicich.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Linedrni kédy - pouziti

Véta 5.6

Je-li H matice kontroly parity kodu Cdélky n, pak kéd C ma
minimalni vzdalenost d tehdy a jen tehdy, kdyZ kaZdych d — 1
sloupcu matice H je nezavislych, ale nekterych d sloupcu je
linearné zavislych.

Oznaéme po radé sloupce matice H jako hy,... h,.
Pfipomenme, ze pro kazdy fadkovy vektor [cy,. .., cy] mame

n
[Cr,....calHT =D ch/.
p




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pokracovani dikazu Véty 5.6

Predpokladejme, Ze d je minimalni poCet linearné zavislych
sloupcl matice H. Pak existuji skalary cq, ..., cn, z nichz je
pravé d nenulovych tak, ze

[cy,...,cHT =0T,




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pokracovani dikazu Véty 5.6

Predpokladejme, Ze d je minimalni poCet linearné zavislych
sloupcl matice H. Pak existuji skalary cq, ..., cn, z nichz je
pravé d nenulovych tak, ze

[cy,...,cHT =0T,

Ale to nefika nic jiného,zec =c¢y...c, € C.
ProtoZe wt(c) = d, mame d(C) < wt(c) =d.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pokracovani dikazu Véty 5.6

Predpokladejme, Ze d je minimalni poCet linearné zavislych
sloupcl matice H. Pak existuji skalary cq, ..., cn, z nichz je
pravé d nenulovych tak, ze

[cy,...,ca]HT =0T,
Ale to nefika nic jiného,zec =c¢y...c, € C.
ProtoZe wt(c) = d, mame d(C) < wt(c) =d.

Obracené, je-lic = ¢ ... cn € C kddové slovo minimalni délky,
pak nutné [c1, ..., c)]HT =07 atedy je d(C) sloupcti z H
odpovidajicim d nenulovym prvkim linearné zavislych. Je tedy
d <d(C)tj. d =d(C). [



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

FI  Uvazme problém dekddovani pro linearni kody. Je-li C
[n, k]-kéd nad abecedou ¥ = FFq, pak C obsahuje g* kodovych
slov délky n a poCet moznych obdrzenych vektorU je q".




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

FI  Uvazme problém dekddovani pro linearni kody. Je-li C
[n, k]-kéd nad abecedou ¥ = FFq, pak C obsahuje g* kodovych
slov délky n a poCet moznych obdrzenych vektorU je q".

ProhliZzeci tabulka, ktera by pro kazdy mozny obdrzeny vektor
obsahovala "nejblizsi" kddové slovo by zabirala pfili§ velké
mnozstvi paméti, dokonce pro mala n a k. Jednou z hlavnich
vyhod pouzivani linearnich kodu je, Ze existuje elegantni

zpusob vyhnuti se vySe uvedenému problému.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

FI  Uvazme problém dekddovani pro linearni kody. Je-li C
[n, k]-kéd nad abecedou ¥ = FFq, pak C obsahuje g* kodovych
slov délky n a poCet moznych obdrzenych vektorU je q".

ProhliZzeci tabulka, ktera by pro kazdy mozny obdrzeny vektor
obsahovala "nejblizsi" kddové slovo by zabirala pfili§ velké
mnozstvi paméti, dokonce pro mala n a k. Jednou z hlavnich
vyhod pouzivani linearnich kodu je, Ze existuje elegantni

zpusob vyhnuti se vySe uvedenému problému.

Tento postup popiSeme pouze v binarnim pripadé. Roz§ireni
na jiné abecedy mohutnosti g = p™, kde p je prvocislo je

Vv,



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Predpokladejme, Ze C je [n, k]-binarni kod. Protoze je C
podprostor vektorového prostoru V,, binarnich vektort délky n,
musi byt C podgrupa aditivni grupy V.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Predpokladejme, Ze C je [n, k]-binarni kod. Protoze je C
podprostor vektorového prostoru V,, binarnich vektort délky n,
musi byt C podgrupa aditivni grupy V.

Pfipomenme, ze Fad konecné grupy G je definovany jako
mohutnost |G| nosné mnoziny G, tj. poCet prvkl G a index
[G: S] podgrupy S C G je pocCet |G/ S| riznych (levych) tfid
rozkladu G podle S.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Predpokladejme, Ze C je [n, k]-binarni kod. Protoze je C
podprostor vektorového prostoru V,, binarnich vektort délky n,
musi byt C podgrupa aditivni grupy V.

Pfipomenme, ze Fad konecné grupy G je definovany jako
mohutnost |G| nosné mnoziny G, tj. poCet prvkl G a index
[G: S] podgrupy S C G je pocCet |G/ S| riznych (levych) tfid
rozkladu G podle S.

Pritom (levd) tfida ur¢ena prvkem a € G ma tvar

Sa = {sa: s € S}. Speciélné je pfifazeni a — Sa surjektivni
homomorfismus G — G/S. Pfitom dveé tfidy Sa, Sb jsou
totozné prave tehdy, kdyz a = syb pro nékteré sy € S.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Predpokladejme, Ze C je [n, k]-binarni kod. Protoze je C
podprostor vektorového prostoru V,, binarnich vektort délky n,
musi byt C podgrupa aditivni grupy V.

Pfipomenme, ze Fad konecné grupy G je definovany jako
mohutnost |G| nosné mnoziny G, tj. poCet prvkl G a index
[G: S] podgrupy S C G je pocCet |G/ S| riznych (levych) tfid
rozkladu G podle S.

Pritom (levd) tfida ur¢ena prvkem a € G ma tvar

Sa = {sa: s € S}. Speciélné je pfifazeni a — Sa surjektivni
homomorfismus G — G/S. Pfitom dveé tfidy Sa, Sb jsou
totozné prave tehdy, kdyz a = syb pro nékteré sy € S.

Pravé nasobeni prvkem a je bijekce S — Sa a proto ma kazda
(leva) tfida rozkladu stejny pocet prvkl jako podgrupa S.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Protoze G je sjednoceni pfisluSnych levych tfid rozkladu, je
pocCet prvku celé grupy G stejny jako pocet tiid rozkladu krat
pocet prvkl v S:

|Gl = [G/S]-|S|.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Protoze G je sjednoceni pfisluSnych levych tfid rozkladu, je
pocCet prvku celé grupy G stejny jako pocet tiid rozkladu krat
pocet prvkl v S:

|G| =1G/S|-|S].

Zejména tedy kéd C uréuje soubor levych tiid (kosett)
podprostoru V, a libovolny vektor a € V,, urCuje jediny koset
a+C={b:b=a+ cprovhodny vektor c € C}.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Protoze G je sjednoceni pfisluSnych levych tfid rozkladu, je
pocCet prvku celé grupy G stejny jako pocet tiid rozkladu krat
pocet prvkl v S:

|G| =1G/S|-|S].

Zejména tedy kéd C uréuje soubor levych tiid (kosett)
podprostoru V, a libovolny vektor a € V,, urCuje jediny koset
a+C={b:b=a+ cprovhodny vektor c € C}.

Predpokladejme tedy, ze y je obdrzeny vektor v tom pfipade, Zze
jisté kddové slovo bylo pfeneseno kanalem. Rekneme, Ze
vektor e je mozZny chybovy vektor vektoru y, pokud existuje
kddove slovo ¢ € C tak, ze

y—-c=e.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Specialné je tedy interpretace nasledujici: vektor e je chybovy
vektor pridruzeny k obdrzenému vektoru, jestlize je schopen
reprezentovat jistou moznou posloupnost chyb pfi pfenosu.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Specialné je tedy interpretace nasledujici: vektor e je chybovy
vektor pridruzeny k obdrzenému vektoru, jestlize je schopen
reprezentovat jistou moznou posloupnost chyb pfi pfenosu.

Nasledujici trivialni pozorovani je kliCové.

Je-liy obdrZeny vektor, je mnoZina moZnych chybovych vektoru
ten koset mnoZiny C, ktery obsahuje vektory.




Generujici matice Vzdalenost
Pouziti Hamming

Linearni kédy

Pravidlo minimalni vzdalenosti

Specialné je tedy interpretace nasledujici: vektor e je chybovy
vektor pridruzeny k obdrzenému vektoru, jestlize je schopen
reprezentovat jistou moznou posloupnost chyb pfi pfenosu.

Nasledujici trivialni pozorovani je kliCové.

Lemma 5.7

Je-liy obdrZeny vektor, je mnoZina moZnych chybovych vektoru
ten koset mnoZiny C, ktery obsahuje vektory.

Dlkaz.

Bylo-li obdrzeno slovo y, je vektor e chybovy vektor pravé
tehdy, kdyZ existuje kédové slovo ¢ € C tak, zey —c =e. Ale C
je podprostor;tedyi —c € C,t.e=y+c aecy+C. 1




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti - dekédovani

Co to je dekddovani podle pravidla minimalni vzdalenosti? To
neni nic jiného, nez nalezeni chybového vektoru s minimalni
vahou.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti - dekédovani

Co to je dekddovani podle pravidla minimalni vzdalenosti? To
neni nic jiného, nez nalezeni chybového vektoru s minimalni
vahou.

Zname-li tedy pro kazdy koset jeho prvek minimalni vahy, pak
mame zaklad pro dekoédovani podle pravidla minimalni
vzdalenosti. Rekneme pak, Ze vektor e je reprezentant kosetu
H, jestlize ma nejmensi vahu ze vSech vektorl obsazenych v
H=e+C.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Pravidlo minimalni vzdalenosti - dekédovani

Co to je dekddovani podle pravidla minimalni vzdalenosti? To
neni nic jiného, nez nalezeni chybového vektoru s minimalni
vahou.

Zname-li tedy pro kazdy koset jeho prvek minimalni vahy, pak
mame zaklad pro dekoédovani podle pravidla minimalni
vzdalenosti. Rekneme pak, Ze vektor e je reprezentant kosetu
H, jestlize ma nejmensi vahu ze vSech vektorl obsazenych v
H=e+C.

Zdlraznéme, ze takovyto reprezentant nemusi byt vybran
jednoznacné.



Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Algoritmus | - dekédovani

Krok 1: Po prijeti vektoru y najdeme reprezentanta z,

kosetuy — C.
Krok 2: Vektor y pak dekdédujeme jakozto kddové slovo
Y —2p.

Evidentné, Krok 1 muze byt velmi ¢asové naro¢ny. Urychlime
jej pouzitim nasledujici vlastnosti linearnich kodu.

Lemma 5.8

Dva vektory y, ay, leZi v témzZe kosetu prave tehdy, kdyz




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Algoritmus | - dekédovani

Dva vektory y; a 'y, lezi v témze kosetu prave tehdy, kdyz
existuje kédové slovo ¢ € C tak, ze

Yi=Y2+C




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Algoritmus | - dekédovani

Dva vektory y; a 'y, lezi v témze kosetu prave tehdy, kdyz
existuje kédové slovo ¢ € C tak, ze

Yi=Y2+C

tj.
He' = H(y; —y,)' =0




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kody Pouziti Hamming

Algoritmus | - dekédovani

Dva vektory y; a 'y, lezi v témze kosetu prave tehdy, kdyz
existuje kédové slovo ¢ € C tak, ze

Yi=Y2+C
tj.
He' = H(y; —yp)' =0
tj.
Hy{ = Hy;.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kody Pouziti Hamming

Algoritmus | - dekédovani

Dva vektory y; a 'y, lezi v témze kosetu prave tehdy, kdyz
existuje kédové slovo ¢ € C tak, ze

Yi=Y2+C
tj.
He' = H(y; —yp)' =0
tj.
Hy{ = Hy;.

Definujme syndrom kosetu H = a + C jakozto vektor Ha "
délky k. Evidentné, je tato definice korektni. Mame tedy pro
kazdy koset H jeho syndrom a jeho reprezentanta kosetu.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Mame-li tedy predem vypoctenou tabulku, ve které je pro
kazdy syndrom urcen pfislusny reprezentant, mizeme urychlit
vySe uvedny algoritmus nasledovné:




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Mame-li tedy predem vypoctenou tabulku, ve které je pro
kazdy syndrom urcen pfislusny reprezentant, mizeme urychlit
vySe uvedny algoritmus nasledovné:

Krok 1a: Po pfijeti vektoru y najdeme syndrom Hy'.

Krok 1b: Z vySe uvedené tabulky najdeme odpovidajiciho
reprezentanta zy kosetu y — C.

Krok 2: Vektor y pak dekédujeme jakozto kédové slovo

y —2p.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Véta 5.9

Algoritmus Il pracuje jakoZto dekoédovaci pravidlo podle
minimalni vzdalenosti pro linedarni kéd C.

Dikaz.

Poznamenejme nejprve, ze kazdé obdrzené slovo y mizeme
dekodovat jakozto kédové slovo. To je z toho divodu, ze y a zg
jsou ve stejném kosetu atedy y — zy € C.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Véta 5.9

Algoritmus Il pracuje jakoZto dekoédovaci pravidlo podle
minimalni vzdalenosti pro linedarni kéd C.

Dlkaz.

Poznamenejme nejprve, ze kazdé obdrzené slovo y mizeme
dekodovat jakozto kédové slovo. To je z toho divodu, ze y a zg
jsou ve stejném kosetu a tedy y — zg € C. Pfredpokladejme, Ze
existuje kédoveé slovo c tak, ze

d(y,y — zo) > d(y,c).




Generujici matice Vzdalenost
Pouziti Hamming

Linearni kédy

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Véta 5.9

Algoritmus Il pracuje jakoZto dekoédovaci pravidlo podle
minimalni vzdalenosti pro linedarni kéd C.

Dlkaz.

Poznamenejme nejprve, ze kazdé obdrzené slovo y mizeme
dekodovat jakozto kédové slovo. To je z toho divodu, ze y a zg
jsou ve stejném kosetu a tedy y — zg € C. Pfredpokladejme, Ze
existuje kédoveé slovo c tak, ze

d(y,y — 2o) > d(y,c).
To je ekvivalentni s tim, Zze
d(0,2p) > d(y —¢,0).




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Pokrac¢ovani dukazu Véty 5.9 .
d(oa ZO) > d(y —C, 0)
prave tehdy, kdyz w(zp) > w(y — ¢).
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Linearni kédy Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Pokrac¢ovani dukazu Véty 5.9 .
d(oa ZO) > d(y —C, 0)

prave tehdy, kdyz w(zg) > w(y — ¢).
Ale pak
Hly—-¢)' =Hy' —He' =Hy',

protoZe c je kédové slovo. Zejména tedy ma y — ¢ stejny
syndrom jako vy, lezi ve stejném kosetu a a ma vahu ostre
mensi nez je vaha reprezentanta kosetu zy, coz je spor. 1




Linearni kédy

Generujici matice
Pouziti

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Vzdéalenost
Hamming

V dal§im budeme predpokladat, Ze kdédovani a dekédovani pro

linearni [n, k]-kéd C = {cq, ..

.,Cum}, ¢1 = 0 pfi pfenosu

binarnim symetrickym kanalem s pravdépodobnosti chyby p

bude probihat pomoci nasledujici tabulky

0 Co C3 (V]

fo | fo+cCo | fo+cC3 fo+cuy
fs | f34+c¢co | f34C3 fs+cuy
fS fs + 02 fs + 03 fs + CM

Dale predpokladejme, ze kazdy reprezentant f; prislusného
kosetu méa vahu wi(f;). Plati pak nasledujici tvrzeni. Oznacme,
pro 1 < j < n, w; pocet reprezentantd vahy j.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kody Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Véta 5.10

Bud' C binarni linearni [n, k]-kdd. Pak pravdépodobnost
spravného dekodovani pfi pfenosu binarnim symetrickym
kanalem je

S
P(spravné dek6dovéni) = Z pMi)(1 — pyn-wif)
i=1
t.
n H .
P(sprévné dekddovéni) = > " w;p/(1 — p)" /.
j=1




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Dudkaz.

ProtozZe reprezentant f; prislusného kosetu ma vahu wi(f;),
pravdépodobnost, ze nam vznikne z ¢ slovo d je stejna, ze nam
vznikne z 0 pfislusny reprezentant f; t;.

P(reprezentant je f;) = p"'(f)(1 — p)n—wi(f),

Poscitame-li pres vSechny reprezentanty, obdrzime
pozadované tvrzeni. |
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Linearni kédy Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Dudkaz.

ProtozZe reprezentant f; prislusného kosetu ma vahu wi(f;),
pravdépodobnost, ze nam vznikne z ¢ slovo d je stejna, ze nam
vznikne z 0 pfislusny reprezentant f; t;.

P(reprezentant je f;) = p"'(f)(1 — p)n—wi(f),

Poscitame-li pres vSechny reprezentanty, obdrzime
pozadované tvrzeni. |

Nevyhody této kédovaci metody Ize nejlépe vidét na
nasledujicim pfikladu.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kody Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Priklad 5.11

Predpokladejme, Ze C je bindrni kéd, jehoZ generujici matice G je
urcena nésledovné

Kédova slova kédu C jsou

0000,1010,0111,1101.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
y Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekddovani

Priklad 5.11

Prislusna prohlizeci tabulka ma tvar
Syndrom s Reprezentant z,,
kosetu 1, s = Hz;

00 0000
10 0010
01 0001
11 0100

Predpokladejme tedy, Ze jsme obdrzeli vektory = 1111. Je ho
syndrom je vektor Hy " = 10. Odpovidajici reprezentant je
0010, je tedy slovo 1111 dekddovano jakozto 1101.
Poznamenejme, Ze tato prohlizeci tabulka neni uréena
jednoznacné, napfiklad za reprezentanta syndromu 10 Ize vzit

vektor 1000.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Algoritmus Il — poloeficientni - dekédovani

Priklad 5.11

V pfipadé binarniho [n, k]-k6du mame pravé |V,|/|C| = 2"k
(obecné pak q"~¥) riznych kosetti; zejména tedy bude mit
prohlizeci tabulka v Kroku 1(b) pravé 2"~ riiznych poloZek.
Prohledavani takovéto tabulky je pro velka k, n velmi narocné.
Avsak ostatni vyhody této metody opravriuji jeji siroké
pouzivani.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Binarni Hammingovy kédy

FI Abychom ilustrovali dfive uvedené techniky, uvazme
nasledujici priklad. Omezme nasi pozornost na binarni priklad;
bud r néjaké kladné celé Cislo a polozme n=2" — 1. Déle
definujme kontrolni matici H jakozto matici typu r x (2" — 1),
jejiz sloupce tvori véechny navzajem rtizné nenulové vektory z
V.




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Binarni Hammingovy kédy

FI Abychom ilustrovali dfive uvedené techniky, uvazme
nasledujici priklad. Omezme nasi pozornost na binarni priklad;
bud r néjaké kladné celé Cislo a polozme n=2" — 1. Déle
definujme kontrolni matici H jakozto matici typu r x (2" — 1),
jejiz sloupce tvori véechny navzajem rtizné nenulové vektory z
V. Pak H je kontrolni matice binarniho [n, k]-kédu, kde

n=2"-1, k=n-r.

Mluvime pak o Hammingové [n, k|-kodu .
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Linearni kédy Pouziti Hamming

Binarni Hammingovy kédy

FI Abychom ilustrovali dfive uvedené techniky, uvazme
nasledujici priklad. Omezme nasi pozornost na binarni priklad;
bud r néjaké kladné celé Cislo a polozme n=2" — 1. Déle
definujme kontrolni matici H jakozto matici typu r x (2" — 1),
jejiz sloupce tvori véechny navzajem rtizné nenulové vektory z
V. Pak H je kontrolni matice binarniho [n, k]-kédu, kde

n=2"-1, k=n-r.

Mluvime pak o Hammingové [n, k|-kodu .
Kli¢ovou vlastnost Hammingovych kédu Ize zformulovat v
nasledujici véte.

Kazdy Hamminguv kod je perfektni kod opravujici jednu
chybu.




Generujici matice

Linearni kody Pouziti

Vzdalenost
Hamming

Dukaz Véty 5.12

Nejprve ukazmé, Zze minimalni vzdalenost kazdého
Hammingova kédu je alespon 3.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Dukaz Véty 5.12

Nejprve ukazmé, Zze minimalni vzdalenost kazdého
Hammingova kédu je alespon 3.

ProtoZe C je linearni kdd, je minimalni vzdalenost d(C) rovna
minimalni vaze vektort z C.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Dukaz Véty 5.12

Nejprve ukazmé, Zze minimalni vzdalenost kazdého
Hammingova kédu je alespon 3.

ProtoZe C je linearni kdd, je minimalni vzdalenost d(C) rovna
minimalni vaze vektort z C.

Ptedpokladejme nejprve, Ze C ma kddové slovo u vahy 1 s
nenulovym vstupem v j-té souradnici. Pak plati

Hu' =0,

tj. i-ty sloupec h; matice H je nulovy, coz neni z definice matice
H mozné.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Dukaz Véty 5.12

Nejprve ukazmé, Zze minimalni vzdalenost kazdého
Hammingova kédu je alespon 3.

ProtoZe C je linearni kdd, je minimalni vzdalenost d(C) rovna
minimalni vaze vektort z C.

Ptedpokladejme nejprve, Ze C ma kddové slovo u vahy 1 s
nenulovym vstupem v j-té souradnici. Pak plati

Hu' =0,

tj. i-ty sloupec h; matice H je nulovy, coz neni z definice matice
H mozné. Predpokladejme dale, ze C ma kédové slovo v vahy
2 s nenulovymi vstupy v i-té a j-té soufadnicich. Pak plati

Hv' =0,
.
h; + hj =0.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Dikaz Véty 5.12 - pokraCovani

Protoze pracujeme s binarnimi kody, je nutné

h;=h;,

coz neni mozné. Je tedy d(C) > 3. Ze je to pravé 3, plyne
okamzité z Véty 5.6, protoze najdeme 3 sloupce matice H,
které jsou linearné zavislé (binarni reprezentanty Cisel 1, 2 a 3).




Linearni kod Generujici matice Vzdalenost
Y Pouziti Hamming

Dikaz Véty 5.12 - pokraCovani

Protoze pracujeme s binarnimi kody, je nutné

h;=h;,

coz neni mozné. Je tedy d(C) > 3. Ze je to pravé 3, plyne
okamzité z Véty 5.6, protoze najdeme 3 sloupce matice H,
které jsou linearné zavislé (binarni reprezentanty Cisel 1, 2 a 3).
Ukazme, ze C je perfektni. Poznamenejme, ze kazda 1-koule
kolem kédového slova bude obsahovat pravé 1 +n=2"
vektort délky n=2" — 1.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Dikaz Véty 5.12 - pokraCovani

Protoze pracujeme s binarnimi kody, je nutné
hi=h,,

coz neni mozné. Je tedy d(C) > 3. Ze je to pravé 3, plyne
okamzité z Véty 5.6, protoze najdeme 3 sloupce matice H,
které jsou linearné zavislé (binarni reprezentanty Cisel 1, 2 a 3).
Ukazme, ze C je perfektni. Poznamenejme, ze kazda 1-koule
kolem kédového slova bude obsahovat pravé 1 +n=2"
vektort délky n=2" — 1.

ProtoZe C obsahuje pravé 2k = 27" kédovych slov, disjunktni
sjednoceni téchto 1-kouli je pravé celda mnozina V, vektor(
délky n, jichz je pravé 2" =2"". 2", [ ]



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Binarni Hammingovy kédy

Dulezitym dusledkem perfektnosti Hammingovych koédu je, ze

@ Pro Hamminguv [n, k]-kéd jsou reprezentanti koset
vektory z V,, vahy < 1.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Binarni Hammingovy kédy

Dulezitym dusledkem perfektnosti Hammingovych kédu je, ze
@ Pro Hamminguv [n, k]-kéd jsou reprezentanti koset
vektory z V), vahy < 1. To vede k nésledujicimu
elegantnimu dekddovacimu algoritmu pro Hammingovy
kodu.




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Binarni Hammingovy kédy

Dulezitym dusledkem perfektnosti Hammingovych koédu je, ze

@ Pro Hamminguv [n, k]-kéd jsou reprezentanti koset
vektory z V), vahy < 1. To vede k nésledujicimu
elegantnimu dekddovacimu algoritmu pro Hammingovy
kddu. Nejprve poznamenejme:

© Sloupce matice H Ize premistit tak, Ze j-ty sloupec matice
H je pravé binarni reprezentace Cisla j.
Je-li obdrzen vektor y, spo¢téme jeho syndrom Hy* a
predpokladejme, ze reprezentuje Cislo j. Predpokladame-li
pouze jednu chybu, pravidlo minimalni vzdalenosti
(=pravidlo maximalni pravdépodobnosti) nam dava:
@ Pokud j = Hy* = 0, pak nepfedpokladame zadnou chybu a
y je kddové slovo.
@ Pokud j = Hy* # 0, pak pfedpokladame chybu v j-té pozici
a dekdédujeme y jeho zménou v j-té pozici.



Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pousziti Hamming

Binarni Hammingovy kédy

Pfiklad 5.13

Hamminguv [7, 4]-kéd mé matici kontroly parity

00
H=]0 1
10

—_ a2 O

11 1 1
00 11
010 1

Predpoklddejme, Ze jsme obdrzeli vektory = (1,0,1,0,1,1,0). Pak
Hy™ = (001). Tedy za piedpokladu, Ze nenastala vice neZ jedna
chyba, pfedpokldddme, Ze se chyba vyskytla na prvnim misté a
dekoédujeme pak Y jakoZto y*,

y*=(0,0,1,0,1,1,0).




Generujici matice Vzdalenost

Linearni kédy Pouziti Hamming

Binarni Hammingovy kédy

@ Napiste matici kontroly parity binarniho [15,11, 3]-kédu.
Jak bychom dekddovali obdrZené vektory:
© (100000000000000),
@ (111111111111111)?




Cyklické kody

Cyklické kédy

@ Cyklické kady
@ Cyklické kdédy




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

FI Diskutujme nyni dulezitou skupinu linearnich kodu. Kéd C
se nazyva cyklicky, jestlize plati nasledujici podminky:
@ C je linearni,
@ pokud vektor w = (wy, ..., w,) € C, pak i vektor
W = (Wp, wy,...,wy_1) €C.




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

FI Diskutujme nyni dulezitou skupinu linearnich kodu. Kéd C
se nazyva cyklicky, jestlize plati nasledujici podminky:
@ C je linearni,
@ pokud vektor w = (wy, ..., w,) € C, pak i vektor
W = (Wp, wy,...,wy_1) €C.
Tyto kédy maji atraktivni algebraické vlastnosti a mizeme je
snadno sestrojit pomoci linearnich posouvacich registr.




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

FI Diskutujme nyni dulezitou skupinu linearnich kodu. Kéd C
se nazyva cyklicky, jestlize plati nasledujici podminky:

@ C je linearni,

@ pokud vektor w = (wy, ..., w,) € C, pak i vektor

W = (Wp, wy,...,wy_1) €C.

Tyto kédy maji atraktivni algebraické vlastnosti a mizeme je
snadno sestrojit pomoci linearnich posouvacich registr.
Budeme dale pracovat pouze v binarnim pfipadé a béhem
tohoto paragrafu budeme identifikovat vektor

w=(wq,...,Wp)
s polynomem
w(X) = wy + Wox + wax® 4 - + wpx™ 1.



Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

Dale budeme pocitat pouze v okruhu R, binarnich polynomu
stupné nejvyse n — 1 modulo polynom x — 1. Tedy R, se
sklada z polynomu stupné < n — 1 s koeficienty 0 a 1 tak, ze
plati nasledujici pravidla pro s¢itani a nasobeni polynomu:

a(x)+b(x) = Y79 (a+ by)x
ax)-b(x) = a(x)b(x) mod (x" —1).




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

Dale budeme pocitat pouze v okruhu R, binarnich polynomu
stupné nejvyse n — 1 modulo polynom x — 1. Tedy R, se
sklada z polynomu stupné < n — 1 s koeficienty 0 a 1 tak, ze
plati nasledujici pravidla pro s¢itani a nasobeni polynomu:

a(x)+b(x) = Y79 (a+ by)x
ax)-b(x) = a(x)b(x) mod (x" —1).

Zakladnim pozorovanim je nasledujici skute¢nost: posunu v
kodovém slové odpovida nasobeni odpovidajiciho polynomu
monomem x v okruhu Rp,.




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

Dale budeme pocitat pouze v okruhu R, binarnich polynomu
stupné nejvyse n — 1 modulo polynom x — 1. Tedy R, se
sklada z polynomu stupné < n — 1 s koeficienty 0 a 1 tak, ze
plati nasledujici pravidla pro s¢itani a nasobeni polynomu:

a(x)+b(x) = Y79 (a+ by)x
ax)-b(x) = a(x)b(x) mod (x" —1).

Zakladnim pozorovanim je nasledujici skute¢nost: posunu v
kodovém slové odpovida nasobeni odpovidajiciho polynomu
monomem x v okruhu R,,. Totiz

w(x) - x

= wix + Wox? 4+ wax3 + - 4+ W1 X" + wpx mod (X" — 1)

= WX + Wox? + wax3 + - 4+ Wy_1 X"+ wpx©

= Wp+ Wi X + Wox2 + wax3 + -+ wp_1x" 1.



Cyklické kédy

Cyklické kédy

Cyklické kddy

Plati pak nasledujici lemma

Je-li w(x) polynomialni reprezentace kédového slovaw € C, je
i w(x)f(x) kodoveé slovo pro kaZdy polynom f stupnée nejvyse
n—1.




Cyklické kody

Cyklické kédy

Cyklické kddy

Plati pak nasledujici lemma

Je-li w(x) polynomialni reprezentace kédového slovaw € C, je
i w(x)f(x) kodoveé slovo pro kaZdy polynom f stupnée nejvyse
n—1.

Protoze w(x) € C, je i xw(x) € C (posunuti o 1 misto doprava).
Nutné tedy pro kazdé pfirozené Gislo k plati, ze xXw(x) e C.
Ale protoze je C lineérni kod, je i libovolna linearni kombinace
kddovych slov tvaru xKw(x) opét v C, zejména tedy je polynom
f(x)w(x)vcC. 1




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

Lemma 6.2

Je-li g(x) nenulovy polynom minimalniho stupné v C, pak g(x)
generuje kod C v tom smyslu, Ze kaZdé kodoveé slovo w(x) € C

je tvaru w(x) = f(x)g(x)

pro vhodny polynom f(x).




Cyklické kody

Cyklické kédy

Cyklické kddy

Lemma 6.2

Je-li g(x) nenulovy polynom minimalniho stupné v C, pak g(x)
generuje kod C v tom smyslu, Ze kaZdé kodoveé slovo w(x) € C
Je tvaru w(x) = f(x)g(x)
pro vhodny polynom f(x).
Dikaz.
Predpokladejme, Ze existuje w(x) € C, které nelze napsat ve
vySe uvedeném tvaru. Pak Ize psat

w(x) = q(x)g(x) + r(x),
kde r(x) je zbytek po déleni polynomem g(x) tj. jeho stupen je
mensi nez stupen polynomu g(x).




Cyklické kody

Cyklické kédy

Cyklické kddy

Lemma 6.2

Je-li g(x) nenulovy polynom minimalniho stupné v C, pak g(x)
generuje kod C v tom smyslu, Ze kaZdé kodoveé slovo w(x) € C

e varu w(x) = f(x)g(x)
pro vhodny polynom f(x).
Dukaz.

Predpokladejme, Ze existuje w(x) € C, které nelze napsat ve
vySe uvedeném tvaru. Pak Ize psat

w(x) = q(x)g(x) + r(x),

kde r(x) je zbytek po déleni polynomem g(x) tj. jeho stupen je
mensi nez stupen polynomu g(x). Ale g(x)g(x), w(x) € C, tj.
r(x) € C tj. nutné je r(x) nulovy polynom, spor. Tedy je kazdy
polynom z C nadsobkem g(x). I




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kédy

Mluvime pak o polynomu g(x) jakoZto o generujicim
polynomu kodu C. Tim pak dostaneme velmi dobrou
reprezentaci kodu C. Pfipomenme dale, ze cyklicky kod neni nic
jiného nez idedl v okruhu polynomu a 6.2 plyne bezprostfredné
z toho, Ze kazdy idedl v okruhu polynomu je hlavni ideal.




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

Mluvime pak o polynomu g(x) jakozto o generujicim
polynomu kodu C. Tim pak dostaneme velmi dobrou
reprezentaci kodu C. Pfipomenme dale, ze cyklicky kod neni nic
jiného nez ideal v okruhu polynomu a 6.2 plyne bezprostiedné
z toho, Ze kazdy idedl v okruhu polynomu je hlavni ideal.

Priklad 6.3

Predpokladejme, Ze n = 3 a nasobeni je provadéno modulo
polynom x® — 1. Pak kéd

C={0,1+x,x+x21+x%}

je cyklicky a generovan polynomem 1 + x. Standardni
reprezentace kodu C sestava z vektoru

{(0,0,0),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}.
e 4 4444




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

Lemma 6.4

Je-li C cyklicky kod délky n s generujicim polynomem

9(x) = g1 + Gox +--- + gkx*~', pak jeho generujici matice typu
(n—k+1) x nma tvar

(91 %2 93 ... o O 0o ... 0
0 9 G - k1 Ok o ... ©0
G=1|0 0 g ... G2 k-1 Gk ... 0
_0 o ... ... Ok—2 9Gk-1 Gk |




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Dukaz Lemmatu 6.4

Evidentné, radky matice G jsou linearné nezavislé. Ukazme, ze
kazdé kodové slovo Ize reprezentovat pomoci téchto radka.
Je-litedy ¢ = (¢, ¢, . .., Ch_1) kOdové slovo, je odpovidajici
polynom

c(X)=cCy+CiX+ -+ Ccryx"

tvaru
c(x) = g(x)f(x) (mod(x" — 1))

pro jisty polynom f stupné nejvySe < n— 1. Ale to neznamena
nic jiného, nez ze

fog (mod(x" — 1)).



Cyklické kédy
Cyklické kédy

Dukaz Lemmatu 6.4

Polozime-li g (x) = x'g(x) a je-li g odpovidajici
reprezentace polynomu g()(x) (i 4+ 1-ni fadek matice G), mame

n—1
c=>rgt.
i=0




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kédy

Je-li g generujici polynom cyklického kédu C délky n, pak g déli
polynom (x" —1).




Cyklické kody

Cyklické kédy

Cyklické kddy

Je-li g generujici polynom cyklického kédu C délky n, pak g déli
polynom (x" —1).

Ddkaz.
Predpokladejme, Ze tomu tak neni. MGzeme pak psat

X" =1 =9g(x)q(x) + r(x),

kde r(x) je nenulovy polynom se stupném mensim nez je
stupen g. Protoze q(x)g(x) € C a r = —qg v tomto okruhu,
plyne z linearity, ze i r je kddové slovo, tj. se nemuize jednat o
polynom minimalniho stupné a tedy r = 0, spor. |




Cyklické kédy
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Cyklické kddy

Lemma 6.6

Je-li dan polynom p stupné < n, pak mnoZina vSech polynomu

C = {gp(mod(x" — 1)) : q je polynom stupné < n}

je cyklicky kéd délky n.
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Cyklické kédy

Cyklické kddy

Lemma 6.6

Je-li dan polynom p stupné < n, pak mnoZina vSech polynomu
C = {gp(mod(x" — 1)) : q je polynom stupné < n}

je cyklicky kéd délky n.

Evidentné, C je linearni kdd. Zaroven, je-ligo € C, jei xgp € C
tj. C je cyklicky kéd. 1




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Cyklické kddy

Lemma 6.7

Je-li g generujici polynom stupné k cyklického kédu délky n C,
pak polynom p stupne mensiho neZ n je kédové slovo tehdy a
Jen tehdy, kdyz

p(x)h(x) = 0 (mod(x” — 1)),
kde h je polynom stupné n — k spliriujici g(x)h(x) = (x" —1) z

Lemmatu 6.5. Polynom h pak nazyvame kontrolni polynom
kédu C.




Cyklické kédy
Cyklické kédy

Dukaz Lemmatu 6.7

Je-li ¢(x) kddové slovo, pak dle Lemmatu 6.2 plati
c(x) = f(x)g(x) pro vhodny polynom f(x). Tudiz

c(x)h(x) = f(x)g(x)h(x) = f(x)(x" — 1)) = 0 (mod(x" — 1)).
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Dukaz Lemmatu 6.7

Je-li ¢(x) kddové slovo, pak dle Lemmatu 6.2 plati
c(x) = f(x)g(x) pro vhodny polynom f(x). Tudiz

c(x)h(x) = f(x)g(x)h(x) = f(x)(x" — 1)) = 0 (mod(x" — 1)).

Obraceng, predpokladejme, ze p je nenulovy polynom splnujici
p(x)h(x) = 0 (mod(x" — 1)). Pak p musi byt stupné alespon k.
Necht

p(x) = 9(x)q(x) + r(x),
kde r(x) je polynom se stupném men8im nez je stupen g.
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Dukaz Lemmatu 6.7

Je-li ¢(x) kddové slovo, pak dle Lemmatu 6.2 plati
c(x) = f(x)g(x) pro vhodny polynom f(x). Tudiz
c(x)h(x) = f(x)g(x)h(x) = f(x)(x" — 1)) = 0 (mod(x" — 1)).
Obraceng, predpokladejme, ze p je nenulovy polynom splnujici
p(x)h(x) = 0 (mod(x" — 1)). Pak p musi byt stupné alespon k.
Necht
p(x) = g(x)q(x) + r(x),

kde r(x) je polynom se stupném men8im nez je stupen g.
ProtoZe p(x)h(x) = 0 (mod(x" — 1)) a tedy

g(x)q(x)h(x) = 0 (mod(x™ — 1)), musi byt i

r(x)h(x) =0 (mod(x" — 1)).
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Dukaz Lemmatu 6.7

Je-li ¢(x) kddové slovo, pak dle Lemmatu 6.2 plati
c(x) = f(x)g(x) pro vhodny polynom f(x). Tudiz

c(x)h(x) = f(x)g(x)h(x) = f(x)(x" — 1)) = 0 (mod(x" — 1)).
Obraceng, predpokladejme, ze p je nenulovy polynom splnujici
p(x)h(x) = 0 (mod(x" — 1)). Pak p musi byt stupné alespon k.
Necht

p(x) = g(x)q(x) + r(x),

kde r(x) je polynom se stupném men8im nez je stupen g.
ProtoZe p(x)h(x) = 0 (mod(x" — 1)) a tedy
9(x)q(x)h(x) = 0 (mod(x" — 1)), musi byt i
r(x)h(x) = 0 (mod(x" — 1)). Ale stupen r(x)h(x) je mensi nez
n. Tedy r(x)h(x) = 0tj.ir(x) =0. Je tedy i

p(x) =9g(x)a(x) C.m
e 4 4444
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Cyklické kédy

@ Ukazte, Ze existuji pravé Ctyri binarni kody délky 3 a
najdéte jejich generujici polynom.
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Cyklické kédy

@ Ukazte, Ze existuji pravé Ctyri binarni kody délky 3 a
najdéte jejich generujici polynom.

@ Dokazte, Ze Hammingovo kédovani s parametry n = 7,
k =4 ad = 3 je cyklicky kod s kontrolnim polynomem
x* 4+ x? 4+ x + 1. Jak vypada jeho generujici polynom?




Dal$i kédy

Hadamardovy kédy Reed-Muller

e Marinertv kod a
Reed-Mullerovy kody
@ Hadamardovy kody
@ Reed-Mullerovo
kodovani




Dal$i kédy

Hadamardovy kédy Reed-Muller

FI V tomto odstavci se budeme vénovat dalSim dvéma
prikladiim, kdy pomoci klasické moderni algebry byly
zkonstruovany a vyvinuty nové tridy kédu.

Koédovani R(1,5) pouZité v roce 1969 kosmickym korabem
Mariner 9 pro prenos fotografii z Marsu je specialnim pfipadem
nasledujicich obecnych kodu.




Dal$i kédy

Hadamardovy kédy Reed-Muller

FI V tomto odstavci se budeme vénovat dalSim dvéma
prikladiim, kdy pomoci klasické moderni algebry byly
zkonstruovany a vyvinuty nové tridy kédu.

Koédovani R(1,5) pouZité v roce 1969 kosmickym korabem
Mariner 9 pro prenos fotografii z Marsu je specialnim pfipadem
nasledujicich obecnych kodu.

Nejprve si pfipomernime nékteré pojmy z moderni algebry.
Hadamardova matice je matice H typu n x n, jejiz koeficienty
jsou bud +1 nebo —1 tak, ze

HHT = nE,, (7.1)

kde Ej je jednotkova matice typu n x n.



Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Hadamardovy kody

Jsou-li déle A a B Ctvercové matice typu mx man x n,
definujeme jejich Kroneckeruv soucin jako matici A® B typu
mn x mn

atB ai2B ... amB
A®B= : : : : (7.2)

Primym vypocétem pak snadno dokazeme:

Jsou-li Hy a H, Hadamardovy matice, je jejich Kroneckeruv
soucin Hy ® H, Hadamardova matice.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Hadamardovy kody - Dukaz Lemmatu 7.1

MA Potitejme G = (H; ® Hp)(Hy ® Ho)T. Pak gj,
i=i+n-(i=1),j=j+n-({-1).

Zejména gj = 31 aay(3k—1 by by)-

Pokud i = j,jenutnéi=jai=jatedyi

i = 211 ayay (k=1 bicby)- Ale iy by by, = n atedy
9ii = 22124 &N = mn.

Necht tedy i # j. Pak bud i # j nebo i # J. Necht napiiklad
i £ ]. Pak

gi = (2124 37137/)(2221 by by) = 0(> k=1 by b;) = 0.
Necht tedy / # j. Podobnég,

m n m
gi = (Q_ aa)(Y_ byby) = (O_ &3,)0 = 0.
=1 k=1 I=1
|



Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Hadamardovy kédy

FI ZacCneme-li tedy s nejmensi netrivialni Hadamardovou

matici
1 1
H2{1 —1]’

mUzeme postupné iterovat Kroneckerovym soucinem, abychom
obdrzeli posloupnost Hadamardovych matic s exponencialné
rostoucim typem. Chceme-li pak tuto posloupnost pouZzit pro
Ucely kédovani, predpokladejme, ze H je Hadamardova matice
rozmeéru n x n, pricemz n je sudé. Definujme pak A jakoZto
matici typu 2n x n




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Hadamardovy kédy

Pak definujme M jakozto matici, kterou ziskame z matice A
tak, ze nahradime kazdy vyskyt —1 v A €islem 0.
Snadno se ovéri nasledujici tvrzeni

Lemma 7.2

Hadamardovo kodovani

@ Jsou-lix ay dva rizné radky matice M, je pak vzdalenost
d(x,y) vektord x ay rovna &islu 5 nebo n.

@ Radky matice M tvofi bindrni (n,2n, 3)-kdd.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Hadamardovy kody - Dikaz Lemmatu 7.2

Vezmeme-li 2 rlizné fadky vzniklé z H, nutné je poCet mist, kde
se radky liSi, roven pocCtu mist, kde jsou oba fadky stejné, ij.
d(x,y) = 3.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Hadamardovy kody - Dikaz Lemmatu 7.2

Vezmeme-li 2 rlizné fadky vzniklé z H, nutné je poCet mist, kde
se radky liSi, roven pocCtu mist, kde jsou oba fadky stejné, ij.
d(x,y) = 3.

Podobné, vezmeme-li 2 rizné fadky, z nichz jeden vznikl z H a
druhy z —H a zaroven oba z rliznych vektort z H, je nutné opét
poCet mist, kde se rfadky lisi, roven poctu mist, kde jsou oba
fadky stejné, tj. opét d(x,y) = 3.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Hadamardovy kody - Dikaz Lemmatu 7.2

Vezmeme-li 2 rlizné fadky vzniklé z H, nutné je poCet mist, kde
se radky liSi, roven pocCtu mist, kde jsou oba fadky stejné, ij.
d(x,y) = 3.

Podobné, vezmeme-li 2 rizné fadky, z nichz jeden vznikl z H a
druhy z —H a zaroven oba z rliznych vektort z H, je nutné opét
poCet mist, kde se rfadky lisi, roven poctu mist, kde jsou oba
fadky stejné, tj. opét d(x,y) = 3.

Ptipad, kdy oba fadky vznikly ze stejného vektoru, ndm dava
vzdalenost rovnu n. Posledni pfipad, kdy oba fadky vznikly z
—H, se prevede na prvni pfipad. Zbyvajici Cast tvrzeni je
trivialni. [ ]



Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Hadamardovy kody

Provedeme-li vySe uvedené pétkrat za sebou na matici H,,
obdrzime n = 32 a to je presné kddovani pouzité Marinerem.
Kédy ziskané vySe uvedenym postupem se nazyvaji
Hadamardovy kody.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani

FI Tato prakticky dulezita tfida kédu byla objevena

|.S. Reedem a D.E. Mullerem v roce 1954. Abychom mohli
popsat tyto kddy, budeme nejprve prezentovat jednoduchy
zpUsob zkonstruovani novych kédovani ze starych plvodnich.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani

Lemma 7.3

Jsou-li dany (n, My, dy) binarni kédovani Cy a jiné (n, M, d>)

binarni kédovani Co, muZeme pak definovat treti binarni

kédovani C3 = Cq * Co jakoZto
Cs3={(u,u+vVv):ueclvel}

Pritom C3 je (2n, My M», d3)-kdd, kde

ds = min{2d;, db}. (7.3)

Jsou-li navic Cy a C, linearni kody, je i Cs linearni kod.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani - Dukaz Lemmatu 7.3

Délka kodovych slov v C3 je nutné 2n a snadno se oveéfi, ze jich
je pravé M;M,. To plyne z toho, ze pokud

(ug,uq +Vvq) = (Uz,uz + Vo) je nutné u; = Uy a tedy i v{ = v».
Takovychto uspofadanych dvojic (u, v) je pravée M; M..




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani - Dukaz Lemmatu 7.3

Délka kodovych slov v C3 je nutné 2n a snadno se oveéfi, ze jich
je pravé M;M,. To plyne z toho, ze pokud

(ug,uq +Vvq) = (Uz,uz + Vo) je nutné u; = Uy a tedy i v{ = v».
Takovychto uspofadanych dvojic (u, v) je pravée M; M..

Zbyva ovérit, ze minimalni délka kédovani Cs, kterou znaCime
ds, je rovna min{2d;, d>}. To je ale zfejmé.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani - Dukaz Lemmatu 7.3

Délka kodovych slov v C3 je nutné 2n a snadno se oveéfi, ze jich
je pravé M;M,. To plyne z toho, ze pokud

(ug,uq +Vvq) = (Uz,uz + Vo) je nutné u; = Uy a tedy i v{ = v».
Takovychto uspofadanych dvojic (u, v) je pravée M; M..

Zbyva ovérit, ze minimalni délka kédovani Cs, kterou znaCime
ds, je rovna min{2d;, d>}. To je ale zfejmé.

Totiz, je-li (uy,uq + vy) # (ug, Uz + V2), pak mohou nastat
nasledujici ptipady
Q@ u; = us: pak
d(V1 , Vg) = d((u1 ;U + V4 ), (UQ, U + Vg)) > ab.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani - Dukaz Lemmatu 7.3

Délka kodovych slov v C3 je nutné 2n a snadno se oveéfi, ze jich
je pravé M;M,. To plyne z toho, ze pokud

(ug,uq +Vvq) = (Uz,uz + Vo) je nutné u; = Uy a tedy i v{ = v».
Takovychto uspofadanych dvojic (u, v) je pravée M; M..

Zbyva ovérit, ze minimalni délka kédovani Cs, kterou znaCime
ds, je rovna min{2d;, d>}. To je ale zfejmé.

Totiz, je-li (uy,uq + vy) # (ug, Uz + V2), pak mohou nastat
nasledujici ptipady

Q@ u; = us: pak
d(vy,vz2) = d((uy,uq 4 vq), (U2, Uz 4 V2)) > 0b.
Q vy = vy pak

d(uy,uz) +d(uy, uz) = d((uq, ug +Vvy), (U2, uz +Vvz2)) > 2d;.



Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani - Dukaz Lemmatu 7.3

© u; # us a vy # vy pak oznacime-li
Ih= {I : 7T,'(U1) 75 7T,'(U2)}, /e = {l : 7T,'(U1) = 7[‘,'(U2)},
Jn = {i' wi(vr) # mi(Vo)}, Jo = L= mi(v) = mi(va)}, e
d((ur,ur + V1), (U2, Uz +V2)) = [l + [Je N In| + [Jp N fe| =
|Jn| +2|Je N In] > db.

Pfitom v prvnim a druhém pfipadé muze pro vhodné vybrané
dvojice nastat rovnost, tj. tvrzeni plati.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani - Dukaz Lemmatu 7.3

© u; # us a vy # vy pak oznacime-li
In = {I 7T,'(U1) 75 7T,'(U2)}, /e = {l 7T,'(U1) = 7[‘,'(U2)}, .
Jn ={i:mi(v1) # mi(ve)}, Je = {7 mi(v4) = mi(v2)}, je
d((uq,uy +vy), (uz,u2 +V2)) = |In| + [Je N In| + [Jn N le| =
Pfitom v prvnim a druhém pfipadé muze pro vhodné vybrané
dvojice nastat rovnost, tj. tvrzeni plati.
Bud' C; a Cs linearni kédy. Evidentné, 0o, = (0,,0,) € Cs.
Necht uj,us € Cyavy,vo € Co. Pakuy +Us € C1, Vi +Vo €Coa

(ug,uq+vq)+ (U, Up+Vz) = (Ug+Up, (Uy +U2)+ (V4 +V2)) € C3.
-



Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani

Definujme nyni rekurzivné Reed-Mulleriv kéd C(r, m)
predpisem:

Pro v8echna nezaporna celd Cisla ma r takova, ze 0 < r < m,
definujeme C(r, m) jakozto kod délky n = 2™ takovy, ze

(0, m) = {0,1}, (7.4)

kde 0 = (0,0,...,0)a1=(1,1,...,1),C(m, m) je mnozina
véech binarnich vektora délky n = 2™ tj. ¢(m,m) = 2°" a

C(r+1,m+1)=C(r+1,m)«C(r,m) (7.5)

pro r < m.



Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani

Muzeme pak tyto kody konstruovat nasledovné:

m=1 ¢(0,1) = {00,11}
c(1,1)

{00,01,10,11}




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani

Muzeme pak tyto kody konstruovat nasledovné:

m=1 (C(0,1)
c(1,1)

m=2 ((0,2)
c(1,2)

c(2,2)

atd.

{00,11}
{00,01,10,11}

{0000, 1111}

C(1,1) «C(0, 1)
{0000,0011,0101,0110,
1001,1010,1100, 1111}

¢(1,2) U {1000,0100, 0010,
0001,1110,1101,1011,0111}




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani

Aplikujeme-li nyni lemma 7.3, obdrzime néasledujici vétu:

Véta 7.4

Pro vSechna nezaporna cela cislam a r takova, Ze0 <r <m
je Reed-Mullerdv C(r, m) linearni bindrni kod charakteristiky
(nr, My, d;), kde

(%) M,:2a,kdea:2,f_0<7> :1+<T)+---+<T),

e nI’ = 2m7
e dr = 2m—r_




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Dikaz véty 7.4

Dukaz povedeme indukci vzhledem k definici C(r, m).

Totiz pro C(0, m) = {0, 1} je pocCet slov My roven dvéma a
protoze zaroven nutné a = 1, prvni ¢ast tvrzeni pro C(0, m)
plati.
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Hadamardovy kédy Reed-Muller

Dikaz véty 7.4

Dukaz povedeme indukci vzhledem k definici C(r, m).

Totiz pro C(0, m) = {0, 1} je pocCet slov My roven dvéma a
protoze zaroven nutné a = 1, prvni ¢ast tvrzeni pro C(0, m)
plati.

Protoze délka n, vektoru je dle definice 2™, plati druha ¢ast
tvrzeni. ProtozZe kdd obsahuje pouze dva vektory, které se lisi
na n, = 2™ mistech, je vzdalenost kédu rovna n, = 2% = g,.




Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Dikaz véty 7.4

Dukaz povedeme indukci vzhledem k definici C(r, m).

Totiz pro C(0, m) = {0, 1} je pocCet slov My roven dvéma a
protoze zaroven nutné a = 1, prvni ¢ast tvrzeni pro C(0, m)
plati.

Protoze délka n, vektoru je dle definice 2™, plati druha ¢ast
tvrzeni. ProtozZe kdd obsahuje pouze dva vektory, které se lisi
na n, = 2™ mistech, je vzdalenost kédu rovna n, = 2% = g,.
UvaZme nyni kéd C(m, m), coz je mnoZina vSech binarnich
vektort délky n = 2™ = n;,. Je tedy v naSem pfipadé a=na
tedy i M, = 28.Vzdalenost kodu je pak nutné 1 = 2M-",



Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Dlkaz véty 7.4 - pokracovani

Vénujme se nyni pripadu

C(r+1,m+1)=C(r+1,m) «C(r,m). Zindukéniho
predpokladu a lemmatu 7.3 vime, ze C(r + 1, m) a C(r, m) jsou
linearni, tedy i C(r + 1, m+ 1) je linearni, a

r+1 m r m r+1 m r m
u szzo i 22:‘:0 i 221‘:0 i +>ico i
r+1=— : =
. m m m o m+1
:221—0((i+1>+< i)>+<0>:22’+3< i )
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Hadamardovy kédy Reed-Muller

Dlkaz véty 7.4 - pokracovani

Vénujme se nyni pripadu

C(r+1,m+1)=C(r+1,m) «C(r,m). Zindukéniho
predpokladu a lemmatu 7.3 vime, ze C(r + 1, m) a C(r, m) jsou
linearni, tedy i C(r + 1, m+ 1) je linearni, a

r+1 m r m r+1 m r m
u szzo i 22:‘:0 i 221‘:0 i +>ico i
r+1=— : =
. m m m o m+1
:221—0((i+1>+< i)>+<0>:22’+3< i )

Dale vime, ze n,,q =2-2M =2M+1 g
dryq = min{2 . 2M=1=1 2m=r} — pm=r — pm+1=(r+1), n



Dal$i kddy
Hadamardovy kédy Reed-Muller

Reed-Mullerovo kédovani s délkou 8

Generujici matice:

11110000
11001100
C0,3): [11111111] qu$;10?01010
11111111]
1000000 10000000
11000000
10100000
10100000
10001000 10001000
c(23): (11110000  €B.3): (1753 one
11001100
11001100
10101010
11111111 10101010
. : 11111111
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© Problemy



Problémy

Problémy k feSeni

Problemy 1
@ Ukazte, Ze pokud plati
o 2z ("7 <2,
pak existuje binarni linearni [n, k]-kod s minimalni
vzdalenosti alespori d. Tudiz odvod'te, Ze
Q@ 2K < Ax(n,d),
kde k je nejvétsi prirozené ¢islo spinujici nerovnost (1).
Navod: Zkonstruujte matici H typu (n — k) x n, takovou, Ze
kaZdych jejich d — 1 sloupcu je linearné nezavislych d — 2.




Problémy

Problémy k feSeni

Problemy 1
Q@ Ukazte, Ze pokud plati

o 2z ("7 <2,
pak existuje binarni linearni [n, k]-kod s minimalni
vzdalenosti alespori d. Tudiz odvod'te, Ze

Q@ 2K < Ax(n,d),
kde k je nejvétsi prirozené ¢islo spinujici nerovnost (1).
Navod: Zkonstruujte matici H typu (n — k) x n, takovou, Ze
kaZdych jejich d — 1 sloupcu je linearné nezavislych d — 2.
Abyste tohoto dosahli, vybirejte postupné vektory z 2",
které se stanou sloupce matice H. Pfitom vybirejte

postupné sloupce tak, Ze kaZzdy novy sloupec neni linearni
kombinaci nejvyse d — 2 predchazejicich sloupcd.




Problémy

Problémy k feSeni

Problémy 1

Q@ Ukazte, Ze je-li H Hadamardova matice radu n, je nutné
n = 1,2 nebo je n nasobek 4. Poznamenejme, Ze existuje
hypotéza, Ze pokud n je nasobek Ctyr, existuje
Hadamardova matice radu n.




Problémy

Problémy k feSeni

Problémy 1

Q Ukazte, Ze je-li H Hadamardova matice radu n, je nutné
n = 1,2 nebo je n nasobek 4. Poznamenejme, Ze existuje
hypotéza, Ze pokud n je nasobek Ctyr, existuje
Hadamardova matice radu n.

@ Sestrojte binarni kédovani C typu [30,11, 6]. Zjistéte kolik
ma C kddovych slov a jakeé jsou jeho schopnosti opravy
chyb.




Problémy

Problémy k feSeni

Problémy 1

© Necht C je cyklicky binarni kod. UkaZte, Ze pokud C
neobsahuje slovo 11 .. .1, pak vSechna kédova slova maji
sudou vahu.




Problémy

Problémy k feSeni

Problémy 1

© Necht C je cyklicky binarni kod. UkaZte, Ze pokud C
neobsahuje slovo 11 .. .1, pak vSechna kédova slova maji
sudou vahu.

@ Ukazte, Ze Reed-Mullerovo kédovani C(1, m) je tentyZ kod,
jakoZto Hadamardovo kédovani ziskané m-nasobnym
pouZzitim Kroneckerova soucinu matice

11
Hz_[1 —1}

se sebou samou.
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