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5 Test o stredni hodnoté pri neznamém rozptylu

Priiklad 5.1. MC experiment: Aktualni vs. nominalni hladina vyznamnosti - Testovaci statistika
Necht

(a) X ~ N(20,100);

(b) X ~ pN(20,100) + (1 — p)N(28,100), kde p = 0.9, tedy jde o smés dvou normélnich rozdélen{ X ~ N(20,100)
a X ~ N(28,100) v poméru 9 : 1.

Pro obé ¢ésti (a) i (b) vygenerujte M = 500 ndhodnych vybéru s rozsahem n = 5, resp. n = 100 a vypocitejte
hodnotu testovaci statistiky Ty pro test nulové hypotézy Hy : = po = 20 oproti Hy : pu # 20, kdyz o2 nezndme.
Hodnoty testovacich statistik Ty, zaneste do histogramu. Vzdy spocitejte, kolik testovacich statistik Ty spada do
kritického oboru W. Toto ¢islo podélené hodnotou M piedstavuje aktudln{ hladinu vyznamnosti @. Porovnejte tuto
hodnotu s nomindlni hladinou vyznamnosti a a v kazdé ze ¢tyt situaci urcete, zda je test konzervativni ¢i liberdlni.
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Obrézek 1: Rozdéleni Waldovy testovaci statistiky Uy pro test o stfedni hodnoté p pii nezndmém rozpylu o?;
porovnani aktudlni a nomindlni hladiny vyznamnosti «
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Piiklad 5.2. Rozdéleni testovacich statistik ty a t%/v

Necht ndhodny vybér X pochézi z normélnfho rozdéleni, t.j. X ~ N(u,0?), kde u = 150 a 0? = 30%. Rozsah
ndhodného vybéru zvolte (a) n = 10; (b) n = 100. Pomoci simulaéni studie (M = 1000) ovéfte, Ze pro test o stiedni
hodnoté p kdyz o2 nezndme, plati za platnosti Hy nasledujici:

1. Tw = (ffj%) ~tn_1;

= 2
2. Ty, = % ~Fpo1.
Vygenerujte M = 1000 pseudondhodnych vybéra o rozsahu n = 5. Pro kazdy ndhodny vybér vypocitejte hodnoty
realizaci testovacich statistik Ty a T, ‘?V Vytvoite histogramy téchto testovacich statistik a superponujte je kiivkami
prislusného rozdéleni. Déle vytvoite animaci, pomoci které vizualizujete presnost rozdéleni testovacich statistik
Ty, resp. T, pii riznych rozsazich ndhodného vybéru. Animaci spravte pro ménici se n € {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,
40, 50, 100, 250, 500}
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Obrazek 2: Studentovo rozdéleni testovaci statistiky Ty a Fisherovo rozdéleni testovaci statistiky TEV pro test o
stfedni hodnoté p pfi neznamém rozptylu
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Priiklad 5.3. Rozdéleni testovacich statistik Uy, Us a Upgr

Necht ndhodny vybér X pochézi z normélnfho rozdéleni, t.j. X ~ N(u,0?), kde u = 150 a 0? = 30%. Rozsah
ndhodného vybéru zvolte (a) n = 10; (b) n = 100. Pomoci simulaéni studie (M = 1000) ovéfte, Ze pro test o stiedni
hodnoté u kdyz 02 nezndme plati za platnosti Hy nésledujici:

L Uw =ty 7% ~ Xi;

nt%v
2. Us = —"=— ~xi;
14 W

n—1

_ th 2
3. Upp =nln (1+ m) ~ X2,

Vygenerujte M = 1000 pseudondhodnych vybéri o rozsahu n = 5. Pro kazdy ndhodny vybér vypocitejte hodnoty
realizaci testovacich statistik Uy, Us a Upg. Vytvorte histogramy téchto testovacich statistik a superponujte je
kiivkami x? rozdéleni. Déle vytvoite animaci, pomoci které vizualizujete presnost x? rozdéleni testovacich statistik
Uw, Us a Up g pii ruznych rozsazich ndhodného vybéru. Animaci spravte pro ménici se n € {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,
40, 50, 100, 250, 500}.
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Obrazek 3: x2 rozdéleni testovacich statistik Uy, Us a U g pro test o stiedni hodnoté y pfi nezndmém rozptylu
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Piiklad 5.4. Porovnani testovacich statistik Uy, Us a UpLg

2
Pomoci simulaéni studie porovnejte tvary tif testovacich statistik (1) Up = L5t3,, (2) Us = % a (3)
w

Urr =nln (1 + %), kde t%, = (;—;io): a ukazte, ze plati vztah Ugs < Upgr < U .
Vygenerujte M = 1000 ndhodnych vybéra X ~ N(0,3) a pro kazdy vybér vypocitejte hodnoty testovacich statistik
Uw, Us a Upg pro test nulové hypotézy Hy : it = pg = 0 oproti alternativni hypotéze Hy : 1 # pg. Pro kazdou tes-
tovaci statistiku nésledné najdéte jeji jddrovy odhad a kfivky jadrového odhadu pro pevné zvolené n vykreslete do
jednoho grafu. Vytvoite animaci zobrazujici tvary kiivek jadrovych odhadu testovacich statistik pii rostoucim roz-
sahu ndhodnych vybéra n. Rozsah vybéru n volte postupné n = 2,3,...,9,10, 15,20, 25, 30, 35, 40, 50, 100, 250, 500.
Déle vypocitejte prumérné hodnoty testovacich statistik Uy, Ug a Upg pro n = 5, 10, 100 a 1000 a zaneste je do

jednoho grafu.
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Obrazek 4: Porovnani tvart testovacich statistik Uy, Us a Upg testu o stfedni hodnoté pii nezndmém rozptylu o2
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Obrazek 5: Porovnani pruméru testovacich statistik Uy, Us a Urg pro n = 5, 10, 100, 1000
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Priklad 5.5. Hustota a distribuéni funkce centrilniho a necentalniho t-rozdéleni

Nakreslete (a) hustotu; (b) distribuéni funkci jednoho centrédlniho a ¢tyt necentrélnich t-rozdéleni ¢,—1 5 (6 = p— o
a X =4/(c/y/n)) do jednoho obrézku tak, aby byly odlisitelné barvou nebo typem ¢éry. Zvolte ug = 0, ¢ = 1.4,
n=26,0=0,0.508,1a1.2.
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Obrézek 6: Graf (a) hustoty; (b) distribuéni funkce (i) centrélntho t-rozdélent; (ii) ¢tyf necentralnich t-rozdéleni s
parametrem necentrality ¢§
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Piiklad 5.6. Rozdéleni testovaci statistiky pro test o stiedni hodnoté y, kdyz o2 neznidme

Necht ndhodny vybér X pochdz{ z normalnfho rozdéleni, t.j. X ~ N(u,c?). Pomoci simulaéni studie porovnejte
rozdéleni testovaci statistiky Ty pro test nulové hypotézy Hy: p = 150 (alternativni hypotéza Hi: pu # 150), kdyz
rozptyl 02 nezndme, s rozdélenim testovaci statistiky stanovené na zakladé ndhodného vybéru se stiedni hodnotou
u. Parametry zvolte (a) p = 130, 02 = 30%, n = 50; (b) pu = 170, 02 = 302, n = 50.

Necht déle X pochdzi ze smési dvou normélnich rozdélent, t.j. X ~ [pN (u,30%) + (1 — p)N(u, 75%)], kde p = 0.9 a
(c) u=130; (d) u = 170. Proved'te simula¢ni studii popsanou vyse také pro tento ndhodny vybér.

Nasimulujte M pseudondhodnych vybéru, M = 1,...,2000 a pro kazdy vypocitejte realizaci testovaci statistiky
tg,n; = i’”%”o\/ﬁ pro nulovou hypotézu Hy: p = 150 oproti Hy: p # 150. Vykreslete histogram testovacich sta-
tistik Ty a superponujte jej jednak kfivkou hustoty Studentova rozdéleni ¢,_; x s parametrem necentrality A
(A = £ /n, kde p je skuteénd stiedni hodnota (relevantni za platnosti Hy) a o2 je skutecny rozptyl) a jednak

kfivkou hustoty centralntho Studentova rozdéleni t,,_1. Obé kfivky potom vzijemné okometricky porovnejte.

Poznamka: U smési kiivka hustoty necentrdlniho rozdéleni nesuperponuje histogram statistik ¢ty dostatecné. Za-
myslete se nad tim, pro¢, a co z toho pro nas do praxe vyplyva. Odpovéd uved'te formou komentéie.
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Obrézek 7: Porovnani centralniho a necentrélniho Studentova t-tozdéleni s rozdélenim testovaci statistiky Ty testu
o stfedni hodnoté p pfi nezndmém rozptylu
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Piiklad 5.7. Silofunkce testu o stifedni hodnoté ; kdyz o neznidme
Piedpokladejme, ze X ~ N(u,0?), kde 0 nezndme, ale predpokladame, ze 02 = 10%, a n = 100. Necht 0§ = p.
Na hladiné vyznamnosti « = 0.05 testujeme hypotézu Hy; : p = g oproti Hyq : p # o (oboustrannd), kde pug = 150.

Vytvofte animaci zobrazujici zménu polohy necentralniho rozdéleni vzhledem k hodnoté centralniho rozdéleni tes-
tovaci statistiky testu o p kdyz o2 nezndme, spolu s barevné odliSenou oblasti kritického oboru a exaktni sily;
zménu hodnoty exaktni silofunkce; pii ménici se stfedni hodnoté ndhodného vybéru p = 140,141, ...,146,146.5, .. .,
153.5,154, 155, . .. 160.

0.4 — 1.0 H ®
03 0.8
o 0.6 —
— X
z 92 =
= S 0.4
»
0.1 —
0.2
0.0 | = oco4
—— centralni rozd. necentralni rozd. exaktni sila ®  exaktni sila
T T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 130 140 150 160 170
tw H

n =100; Yo = 150; u =140

K< QD> 1] [=e] +]

Obrézek 8: Prubéh sily testu o stiedni hodnoté p kdyz o2 nezndme — oboustrannd alternativa
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Piiklad 5.8. Test o stiedni hodnoté i kdyz oc? neznédme; prakticky piiklad

Z archivnich materidla (Schmidt, 1888) mame k dispozici puvodni kraniometrické idaje 215 dospélych muza a 107
dospélych zen ze starovéké egyptské populace o basion—bregmatické vysce lebky. ﬁdaje jsou k dispozici v souboru
11-two-samples-means-skull.txt. Souc¢asné mame k dispozici hodnoty basion-bregmatické vysky (Z,, = 133.977 mm;
Zy = 126.942 mm) a hodnoty smérodatné odchylky (s, = 5.171 mm; sy = 4.430 mm) muzu a zen novovéké egyptské
populace.

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 otestujte nulovou hypotézu Hy : puy = 126.942 oproti alternativni hypotéze
Hy : py # 126.942. Pied testovani ovéfte predpoklad normality. Testovani provedte pomoci (a) kritického oboru;
(b) intervalu spolehlivosti; (c) p-hodnoty pfi pouziti testovacich statistik (1) Tw, (2) Uw, (3) Us, (4) UL R. Déle
vykreslete grafy zobrazujici vérohodnostni intervaly spolehlivosti pro test stifedni hodnoté ziskané na zakladé tes-
tovacich statistik Uy, Us a Upg.
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Obrazek 9: Vizualizace normality basion-bregmatické vysky lebky u zen pomoci (a) histogramu, (b) Q-Q grafu

Tabulka 1: Vysledky testu o stiedni hodnoté p pii nezndmém rozptylu o2 pii pouziti testovacich statistik Ty, Upy,
US a ULR

Statistika H [ statistika Whhn Wan ISan ISpr p-hodnota
Tw 125.6822 -2.8004 -2.2737 22737 124.6594 126.7051 0.0061
Uw 125.6822 7.9163 5.0239 124.6823 126.6833 0.0049
Us 125.6822 7.3710 5.0239 124.6573 126.7084 0.0066
Urr 125.6822 7.6371 5.0239 124.6673 126.6933 0.0057
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Obrazek 10: 95 % Veérohodnostni empirické intervaly spolehlivosti pro test o stfedni{ hodnoté p ziskané na ziklade
testovacich statistik Uy, Ugs a Urpr
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