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5 Test o středńı hodnotě při neznámém rozptylu

Př́ıklad 5.1. MC experiment: Aktuálńı vs. nominálńı hladina významnosti - Testovaćı statistika
Necht’

(a) X ∼ N(20, 100);

(b) X ∼ pN(20, 100) + (1− p)N(28, 100), kde p = 0.9, tedy jde o směs dvou normálńıch rozděleńı X ∼ N(20, 100)
a X ∼ N(28, 100) v poměru 9 : 1.

Pro obě části (a) i (b) vygenerujte M = 500 náhodných výběr̊u s rozsahem n = 5, resp. n = 100 a vypoč́ıtejte
hodnotu testovaćı statistiky TW pro test nulové hypotézy H0 : µ = µ0 = 20 oproti H1 : µ ̸= 20, když σ2 neznáme.
Hodnoty testovaćıch statistik TW zaneste do histogramu. Vždy spoč́ıtejte, kolik testovaćıch statistik TW spadá do
kritického oboru W . Toto č́ıslo podělené hodnotou M představuje aktuálńı hladinu významnosti α̂. Porovnejte tuto
hodnotu s nominálńı hladinou významnosti α a v každé ze čtyř situaćı určete, zda je test konzervativńı či liberálńı.
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Obrázek 1: Rozděleńı Waldovy testovaćı statistiky UW pro test o středńı hodnotě µ při neznámém rozpylu σ2;
porovnáńı aktuálńı a nominálńı hladiny významnosti α
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Př́ıklad 5.2. Rozděleńı testovaćıch statistik tW a t2W
Necht’ náhodný výběr X pocháźı z normálńıho rozděleńı, t.j. X ∼ N(µ, σ2), kde µ = 150 a σ2 = 302. Rozsah
náhodného výběru zvolte (a) n = 10; (b) n = 100. Pomoćı simulačńı studie (M = 1000) ověřte, že pro test o středńı
hodnotě µ když σ2 neznáme, plat́ı za platnosti H0 následuj́ıćı:

1. TW = (x̄−µ0)
s/

√
n

∼ tn−1;

2. T 2
W = (x̄−µ0)

2

s2/n ∼ F1,n−1.

Vygenerujte M = 1000 pseudonáhodných výběr̊u o rozsahu n = 5. Pro každý náhodný výběr vypoč́ıtejte hodnoty
realizaćı testovaćıch statistik TW a T 2

W . Vytvořte histogramy těchto testovaćıch statistik a superponujte je křivkami
př́ıslušného rozděleńı. Dále vytvořte animaci, pomoćı které vizualizujete přesnost rozděleńı testovaćıch statistik
TW , resp. T 2

W při r̊uzných rozsaźıch náhodného výběru. Animaci spravte pro měńıćı se n ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,
40, 50, 100, 250, 500}

Obrázek 2: Studentovo rozděleńı testovaćı statistiky TW a Fisherovo rozděleńı testovaćı statistiky T 2
W pro test o

středńı hodnotě µ při neznámém rozptylu
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Př́ıklad 5.3. Rozděleńı testovaćıch statistik UW , US a ULR

Necht’ náhodný výběr X pocháźı z normálńıho rozděleńı, t.j. X ∼ N(µ, σ2), kde µ = 150 a σ2 = 302. Rozsah
náhodného výběru zvolte (a) n = 10; (b) n = 100. Pomoćı simulačńı studie (M = 1000) ověřte, že pro test o středńı
hodnotě µ když σ2 neznáme plat́ı za platnosti H0 následuj́ıćı:

1. UW = t2W
n

n−1 ∼ χ2
1;

2. US =

nt2W
n−1

1 +
t2W
n−1

∼ χ2
1;

3. ULR = n ln
(
1 +

t2W
n−1

)
∼ χ2

1.

Vygenerujte M = 1000 pseudonáhodných výběr̊u o rozsahu n = 5. Pro každý náhodný výběr vypoč́ıtejte hodnoty
realizaćı testovaćıch statistik UW , US a ULR. Vytvořte histogramy těchto testovaćıch statistik a superponujte je
křivkami χ2 rozděleńı. Dále vytvořte animaci, pomoćı které vizualizujete přesnost χ2 rozděleńı testovaćıch statistik
UW , US a ULR při r̊uzných rozsaźıch náhodného výběru. Animaci spravte pro měńıćı se n ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,
40, 50, 100, 250, 500}.

Obrázek 3: χ2 rozděleńı testovaćıch statistik UW , US a ULR pro test o středńı hodnotě µ při neznámém rozptylu
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Př́ıklad 5.4. Porovnáńı testovaćıch statistik UW , US a ULR

Pomoćı simulačńı studie porovnejte tvary tř́ı testovaćıch statistik (1) UW = n
n−1 t

2
W , (2) US =

nt2W
n−1+t2W

a (3)

ULR = n ln
(
1 +

t2W
n−1

)
, kde t2W = (x̄−µ0)

2

S2
n−1/n

a ukažte, že plat́ı vztah US < ULR < UW .

Vygenerujte M = 1000 náhodných výběr̊u X ∼ N(0, 3) a pro každý výběr vypoč́ıtejte hodnoty testovaćıch statistik
UW , US a ULR pro test nulové hypotézy H0 : µ = µ0 = 0 oproti alternativńı hypotéze H1 : µ ̸= µ0. Pro každou tes-
tovaćı statistiku následně najděte jej́ı jádrový odhad a křivky jádrového odhadu pro pevně zvolené n vykreslete do
jednoho grafu. Vytvořte animaci zobrazuj́ıćı tvary křivek jádrových odhad̊u testovaćıch statistik při rostoućım roz-
sahu náhodných výběr̊u n. Rozsah výběr̊u n volte postupně n = 2, 3, . . . , 9, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 50, 100, 250, 500.
Dále vypoč́ıtejte pr̊uměrné hodnoty testovaćıch statistik UW , US a ULR pro n = 5, 10, 100 a 1000 a zaneste je do
jednoho grafu.

Obrázek 4: Porovnáńı tvar̊u testovaćıch statistik UW , US a ULR testu o středńı hodnotě při neznámém rozptylu σ2
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Obrázek 5: Porovnáńı pr̊uměr̊u testovaćıch statistik UW , US a ULR pro n = 5, 10, 100, 1000
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Př́ıklad 5.5. Hustota a distribučńı funkce centrálńıho a necentálńıho t-rozděleńı
Nakreslete (a) hustotu; (b) distribučńı funkci jednoho centrálńıho a čtyř necentrálńıch t-rozděleńı tn−1,λ (δ = µ−µ0

a λ = δ/(σ/
√
n)) do jednoho obrázku tak, aby byly odlǐsitelné barvou nebo typem čáry. Zvolte µ0 = 0, σ = 1.4,

n = 26, δ = 0, 0.5, 0.8, 1 a 1.2.
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Obrázek 6: Graf (a) hustoty; (b) distribučńı funkce (i) centrálńıho t-rozděleńı; (ii) čtyř necentrálńıch t-rozděleńı s
parametrem necentrality δ
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Př́ıklad 5.6. Rozděleńı testovaćı statistiky pro test o středńı hodnotě µ, když σ2 neznáme
Necht’ náhodný výběr X pocháźı z normálńıho rozděleńı, t.j. X ∼ N(µ, σ2). Pomoćı simulačńı studie porovnejte
rozděleńı testovaćı statistiky TW pro test nulové hypotézy H0: µ = 150 (alternativńı hypotéza H1: µ ̸= 150), když
rozptyl σ2 neznáme, s rozděleńım testovaćı statistiky stanovené na základě náhodného výběru se středńı hodnotou
µ. Parametry zvolte (a) µ = 130, σ2 = 302, n = 50; (b) µ = 170, σ2 = 302, n = 50.

Necht’ dále X pocháźı ze směsi dvou normálńıch rozděleńı, t.j. X ∼ [pN(µ, 302) + (1− p)N(µ, 752)], kde p = 0.9 a
(c) µ = 130; (d) µ = 170. Proved’te simulačńı studii popsanou výše také pro tento náhodný výběr.

Nasimulujte M pseudonáhodných výběr̊u, M = 1, . . . , 2 000 a pro každý vypoč́ıtejte realizaci testovaćı statistiky

t
(m)
W,λ = x̄m−µ0

s

√
n pro nulovou hypotézu H0: µ = 150 oproti H1: µ ̸= 150. Vykreslete histogram testovaćıch sta-

tistik TW a superponujte jej jednak křivkou hustoty Studentova rozděleńı tn−1,λ s parametrem necentrality λ
(λ = µ−µ0

σ

√
n, kde µ je skutečná středńı hodnota (relevantńı za platnosti H1) a σ2 je skutečný rozptyl) a jednak

křivkou hustoty centrálńıho Studentova rozděleńı tn−1. Obě křivky potom vzájemně okometricky porovnejte.

Poznámka: U směsi křivka hustoty necentrálńıho rozděleńı nesuperponuje histogram statistik tW dostatečně. Za-
myslete se nad t́ım, proč, a co z toho pro nás do praxe vyplývá. Odpověd’ uved’te formou komentáře.
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Obrázek 7: Porovnáńı centrálńıho a necentrálńıho Studentova t-tozděleńı s rozděleńım testovaćı statistiky TW testu
o středńı hodnotě µ při neznámém rozptylu
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Př́ıklad 5.7. Silofunkce testu o středńı hodnotě µ když σ2 neznáme
Předpokládejme, že X ∼ N(µ, σ2), kde σ2 neznáme, ale předpokládáme, že σ2 = 102, a n = 100. Necht’ θ = µ.
Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme hypotézuH01 : µ = µ0 oprotiH11 : µ ̸= µ0 (oboustranná), kde µ0 = 150.

Vytvořte animaci zobrazuj́ıćı změnu polohy necentrálńıho rozděleńı vzhledem k hodnotě centrálńıho rozděleńı tes-
tovaćı statistiky testu o µ když σ2 neznáme, spolu s barevně odlǐsenou oblast́ı kritického oboru a exaktńı śıly;
změnu hodnoty exaktńı silofunkce; při měńıćı se středńı hodnotě náhodného výběru µ = 140, 141, . . . , 146, 146.5, . . . ,
153.5, 154, 155, . . . 160.

Obrázek 8: Pr̊uběh śıly testu o středńı hodnotě µ když σ2 neznáme – oboustranná alternativa
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Př́ıklad 5.8. Test o středńı hodnotě µ když σ2 neznáme; praktický př́ıklad
Z archivńıch materiál̊u (Schmidt, 1888) máme k dispozici p̊uvodńı kraniometrické údaje 215 dospělých muž̊u a 107
dospělých žen ze starověké egyptské populace o basion–bregmatické výšce lebky. Údaje jsou k dispozici v souboru
11-two-samples-means-skull.txt. Současně máme k dispozici hodnoty basion–bregmatické výšky (x̄m = 133.977mm;
x̄f = 126.942mm) a hodnoty směrodatné odchylky (sm = 5.171mm; sf = 4.430mm) muž̊u a žen novověké egyptské
populace.

Na hladině významnosti α = 0.05 otestujte nulovou hypotézu H0 : µf = 126.942 oproti alternativńı hypotéze
H1 : µf ̸= 126.942. Před testováńı ověřte předpoklad normality. Testováńı proved’te pomoćı (a) kritického oboru;
(b) intervalu spolehlivosti; (c) p-hodnoty při použit́ı testovaćıch statistik (1) TW , (2) UW , (3) US , (4) ULR. Dále
vykreslete grafy zobrazuj́ıćı věrohodnostńı intervaly spolehlivosti pro test středńı hodnotě źıskané na základě tes-
tovaćıch statistik UW , US a ULR.
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Obrázek 9: Vizualizace normality basion-bregmatické výšky lebky u žen pomoćı (a) histogramu, (b) Q-Q grafu

Tabulka 1: Výsledky testu o středńı hodnotě µ při neznámém rozptylu σ2 při použit́ı testovaćıch statistik TW , UW ,
US a ULR

Statistika µ̂ statistika Whh Wdh ISdh IShh p-hodnota

TW 125.6822 -2.8004 -2.2737 2.2737 124.6594 126.7051 0.0061
UW 125.6822 7.9163 5.0239 124.6823 126.6833 0.0049
US 125.6822 7.3710 5.0239 124.6573 126.7084 0.0066
ULR 125.6822 7.6371 5.0239 124.6673 126.6933 0.0057
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Obrázek 10: 95% Věrohodnostńı empirické intervaly spolehlivosti pro test o středńı hodnotě µ źıskané na základě
testovaćıch statistik UW , US a ULR
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