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9 Testy o rozd́ılu středńıch hodnot

Př́ıklad 9.1. Rozděleńı testovaćı statistiky pro test o rozd́ılu středńıch hodnot µ1 − µ2

Necht’ náhodný výběr X1 pocháźı z normálńıho rozděleńı, X1 ∼ N(µ1, σ
2
1) a necht’ náhodný výběr X2 pocháźı

z normálńıho rozděleńı, X2 ∼ N(µ2, σ
2
2). Pomoćı simulačńı studie v porovnejte rozděleńı testovaćı statistiky

TW pro klasický dvouvýběrový t-test nulové hypotézy H0: µ1 − µ2 = µ0, kde µ0 = 0 (alternativńı hypotéza
H11 : µ1 − µ2 6= µ0). Parametry zvolte µ1 = 4, µ2 = 2.5, σ2

1 = σ2
2 = 22, n1 = 50, n2 = 50.

Necht’ dále X1 pocháźı ze směsi dvou normálńıch rozděleńı, t.j. X1 ∼ [pN(4, 22) + (1 − p)N(4, 62)], kde p = 0.8 a
necht’ X2 ∼ N(2.5, 22). Proved’te simulačńı studii popsanou výše také pro tento náhodný výběr.

Nasimulujte M = 2 000 pseudonáhodných výběr̊u X1 a X2 a pro každé m = 1, . . . , 2 000 vypoč́ıtejte realizaci

testovaćı statistiky t
(m)
W,λ pro nulovou hypotézu H0: µ1 − µ2 = 0 oproti H11 : µ1 − µ2 6= 0. Vykreslete histogram

testovaćıch statistik t
(m)
W,λ a superponujte jej jednak křivkou hustoty Studentova rozděleńı tdf,λ s parametrem ne-

centrality λ (λ = µ1−µ2−µ0√
σ21
n1

+
σ22
n2

, kde µ1 a µ2 jsou skutečné středńı hodnoty (relevantńı za platnosti H11) a σ2
1 , σ2

2 jsou

skutečné rozptyly), a jednak křivkou hustoty centrálńıho Studentova rozděleńı tdf , df = n1 + n2 − 2. Obě křivky
vzájemně okometricky porovnejte.

Vytvořte animaci zobrazuj́ıćı odchýleńı rozděleńı testovaćı statistiky TW od centrálńıho t-rozděleńı. Zvolte µ1 = 4
a µ2 ∈ {6, 5.5, . . . , 3, 2.5, 2}.

Poznámka: U směsi křivka hustoty necentrálńıho rozděleńı nesuperponuje histogram statistik tW dostatečně. Za-
myslete se nad t́ım, proč, a co z toho pro nás do praxe vyplývá. Odpověd’ uved’te formou komentáře.

Obrázek 1: Rozděleńı testovaćı statistiky TW pro klasický dvouvýběrový t-test pro (a) normálńı rozděleńı; (b)
smı́̌sené normálńı rozděleńı
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Př́ıklad 9.2. Pravděpodobnost pokryt́ı klasického a věrohodnostńıho dvouvýběrového testu (nejen)
pro směs
Pomoćı simulačńı studie (M = 2 000) vypoč́ıtejte pravděpodobnost pokryt́ı 95 % DIS pro rozd́ıl µ1 − µ2, a to

jako pod́ıl
∑M
m=1 I(|tW,m|<tdf (1−α/2))

M , kde tW ,m jsou testovaćı statistiky (1) klasického dvouvýběrového t-testu, (2)
dvouvýběrového t-testu s Welchovou aproximaćı; (3) věrohodnostńıho testu za předpokladu, že rozptyly σ2

1 a σ2
2

jsou neznámé ale shodné; (4) věrohodnostńıho testu za předpokladu, že rozptyly σ2
1 a σ2

2 jsou neznámé a r̊uzné.
Hodnoty parametr̊u volte následuj́ıćı:

(a) Xj ∼ N(µj , σ
2), kde j = 1, 2, µ1 = 20, µ2 = 20 a σ2 = 92;

(b) Xj ∼ N(µj , σ
2
j ), kde j = 1, 2, µ1 = 20, µ2 = 20, σ2

1 = 92 a σ2
2 = 122;

(c) Xj ∼ pN(µj , σ
2) + (1− p)N(µj , σ

2
a), kde j = 1, 2, µ1 = 20, µ2 = 20, σ2 = 92 a σ2

a = 182, p = 0.8;

(d) Xj ∼ pN(µj , σ
2
j ) + (1− p)N(µj , σ

2
ja), kde j = 1, 2, µ1 = 20, µ2 = 20, σ2

1 = 92, σ2
2 = 122, σ2

1a = 182, σ2
2a = 222,

p = 0.8.

Rozsahy náhodných výběr̊u zvolte (i) n1 = n2 = 5; (ii) n1 = n2 = 50; (iii) n1 = n2 = 100. Pro každou situaci
(a)–(d) vykreslete spojitý diagram zachycuj́ıćı pravděpodobnost pokryt́ı pro DIS (1)–(4) při volbách rozsah̊u n1 a
n2 (i)–(iii). Jednotlivé typy DIS v grafu barevně odlǐste.

Nakonec zhodnot’te uvedené typy DIS ((1)–(4)) podle pravděpodobnosti pokryt́ı a uved’te, který DIS má z hlediska
pravděpodobnosti pokryt́ı nejlepš́ı a který naopak nejhorš́ı vlastnosti. V úvahu vezměte jednak změnu vzhledem k
rozsahu náhodného výběru a jednak chováńı pravděpodobnosti pokryt́ı v r̊uzných situaćıch (a)–(d).

Poznámka: V př́ıpadě Waldova DIS, si můžeme vybrat, zda jmenovatel vzorce na výpočet aktuálńı pravděpodobnosti
pokryt́ı vypoč́ıtáme jako počet testovaćıch statistik tW,m, které nálež́ı do kritického oboru W , nebo jako počet
interval̊u spolehlivosti ISm, které pokrývaj́ı µ1 − µ2 = µ0 = 0. Oba postupy jsou ekvivalentńı.

V př́ıpadě věrohodnostńıho DIS je vhodněǰśı vypoč́ıtat tento jmenovatel jako počet testovaćıch statistik tW,m,
které nálež́ı do kritického oboru W . V př́ıpadě výpočtu přes ISm bychom k přesnému stanoveńı hranic ISm
potřebovali využ́ıt funkci uniroot(), kde bychom ale měli problém s automatizováńım počátečńıch podmı́nek. Dru-
hou možnost́ı by bylo spoč́ıtat hranice ISm např. jako v př́ıkladu 5.8, tj. vygenerovat posloupnost rozd́ıl̊u µ1 − µ2,
spoč́ıtat hodnoty ULR testovaćıch statistik pro každý rozd́ıl a hranice stanovit jako největš́ı, resp. nejmenš́ı hod-
notu rozd́ılu, pro kterou je ULRm menš́ı než χ2

1(1 − α). T́ım bychom však źıskali pouze přibližné hranice ISm.
V okrajových př́ıpadech by se tak mohlo stát, že rozd́ıl µ1 − µ2 by kv̊uli této nepřesnosti nesprávně spadl do IS,
do kterého nepatř́ı, nebo by naopak nespadl do IS, do kterého ve skutečnosti patř́ı a aktuálńı pravděpodobnost
pokryt́ı by nebyla vypoč́ıtaná správně. Z toho d̊uvodu použijeme v obou př́ıpadech (Waldova i věrohodnostńıho
DIS) kritérium pomoćı testovaćı statistiky a kritického oboru.
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Obrázek 2: Pravděpodobnost pokryt́ı 95 % (1) klasického Waldova DIS (W), (2) Waldova DIS s Welchovou aproxi-
maćı (W+WA); (3) věrohodnostńıho DIS za předpokladu, že rozptyly σ2

1 a σ2
2 jsou neznámé ale shodné (V(SR)); (4)

věrohodnostńıho DIS za předpokladu, že rozptyly σ2
1 a σ2

2 jsou neznámé a r̊uzné (V(RR)); při volbě sady parametr̊u
(a) vlevo nahoře; (b) vpravo nahoře; (c) vlevo dole; (d) vpravo dole

Tabulka 1: Pravděpodobnost pokryt́ı 95 % (1) klasického Waldova DIS (W), (2) Waldova DIS s Welchovou aproxi-
maćı (W+WA); (3) věrohodnostńıho DIS za předpokladu, že rozptyly σ2

1 a σ2
2 jsou neznámé ale shodné (V(SR)); (4)

věrohodnostńıho DIS za předpokladu, že rozptyly σ2
1 a σ2

2 jsou neznámé a r̊uzné (V(RR)); při volbě sady parametr̊u
(a)–(d)

µ1 µ2 σ11 σ21 σ12 σ22 n1 n2 PrW(pokryt́ı) PrW+WA(pokryt́ı) PrV(SR)(pokryt́ı) PrV(RR)(pokryt́ı)
20 20 9 9 5 5 0.9465 0.9500 0.9025 0.8805
20 20 9 9 50 50 0.9525 0.9525 0.9480 0.9435
20 20 9 9 100 100 0.9525 0.9525 0.9525 0.9515
20 20 9 12 5 5 0.9500 0.9585 0.9075 0.8785
20 20 9 12 50 50 0.9550 0.9550 0.9525 0.9510
20 20 9 12 100 100 0.9565 0.9570 0.9555 0.9550
20 20 9 9 18 18 5 5 0.9525 0.9575 0.9150 0.8850
20 20 9 9 18 18 50 50 0.9555 0.9565 0.9510 0.9495
20 20 9 9 18 18 100 100 0.9510 0.9510 0.9500 0.9500
20 20 9 12 18 22 5 5 0.9530 0.9580 0.9105 0.8825
20 20 9 12 18 22 50 50 0.9485 0.9485 0.9445 0.9420
20 20 9 12 18 22 100 100 0.9535 0.9535 0.9515 0.9500
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Př́ıklad 9.3. Dvouvýběrový test o rozd́ılu středńıch hodnot µ1 − µ2; praktický př́ıklad
Načtěte datový soubor 03-paired-mean-clavicle.txt. Zmı́něný soubor obsahuje osteometrická data o délce kĺıčńı kosti
(clavicula) anglického souboru 50 mužských a 50 ženských dokumentovaných skelet̊u. Konkrétně jde o délku kĺıčńı
kosti z pravé strany těla (length.R) a levé strany těla (length.L).

Na hladině významnosti α = 0.05 otestujte nulovou hypotézu o shodě délky kĺıčńı kosti na pravé straně u muž̊u
a u žen. K testováńı použijte (1) klasický dvouvýběrový t-test, (2) dvouvýběrový t-test s Welchovou aproximaćı;
(3) věrohodnostńı test za předpokladu, že rozptyly σ2

1 a σ2
2 jsou neznámé ale shodné; (4) věrohodnostńı test za

předpokladu, že rozptyly σ2
1 a σ2

2 jsou neznámé a r̊uzné. Testováńı proved’te pomoćı (i) kritického oboru, (ii)
intervalu spolehlivosti, (iii) p-hodnoty. Před testováńım ověřte předpoklad normality a předpoklad shody rozptyl̊u
obou náhodných výběr̊u.

Vygreslete grafy 95 % věrohodnostńıch empirických interval̊u spolehlivosti za předpokladu, že (a) rozptyly σ2
1 a

σ2
2 jsou neznámé ale shodné, (b)) rozptyly σ2

1 a σ2
2 jsou neznámé a r̊uzné.
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Obrázek 3: 95 % věrohodnostńı empirické intervaly spolehlivosti za předpokladu, že (a) rozptyly σ2
1 a σ2

2 jsou
neznámé ale shodné (vlevo), (b) rozptyly σ2

1 a σ2
2 jsou neznámé a r̊uzné (vpravo)

Tabulka 2: Výsledky klasického t-testu, t-testu s Welchovou aproximaćı a věrohodnostńıch test̊u pro rozd́ıl středńıch
hodnot µ1 − µ2

µ̂1 µ̂2 statistika Whh Wdh ISdh IShh p−hodnota
klasický t-test 151.7400 137.6800 7.1019 -2.5446 2.5446 9.0223 19.0977 0.0000
t-test s Welchovou aprox. 151.7400 137.6800 7.1019 -2.5473 2.5473 9.0171 19.1029 0.0000
věrohodnostńı test: σ2

1 = σ2
2 151.7400 137.6800 41.5196 6.2385 9.0875 19.0325 0.0000

věrohodnostńı test: σ2
1 6= σ2

2 151.7400 137.6800 51.4667 6.2385 9.1649 18.9551 0.0000
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