Citaci procesy

{N;, t > 0} ... stochasticky proces

— pro kazdé pevné t je N, nahodna velicina
t...cas

— priklady: Nahodna prochazka, Wieneriiv proces, Poissoniiv
proces

— N — N; ... pririistek procesu za ¢as od t do s (s > t).

— stacionarni priristky ... rozdéleni zavisi jen na rozdilu s — t.



— nezavislé prirastky ... pres disjunktni Casového intervaly.

Zavislé prirastky ... znalost poctu nehod tento rok ovlivni
rozdéleni poc¢tu nehod pristi rok

Definice:

Citaci proces je stochasticky proces s hodnotami

v {0,1,2,...} kdy pro t > s plati Ny > N,.

— navic se obvykle predpoklada N(0) = 0.



— Zajima nas marginalni rozdéleni N, pro konkrétni t

— sdruzené rozdéleni (N, ..., N, ) pro riizna t; i hodnoty k.

— Hodnoty N, jsou zavislé (z podminky riistu)
Priklad: N; ... pocet nehod fidice do Casu t (v letech).

N3 — N, ... poCet nehod Fidice ve 3.roce



Procesy s nezavislymi prirtstky

— predpokladejme, ze prirtistky procesu pres disjunktni
intervaly jsou nezavislé.

— nasledujici véta fika, ze jediny takovy proces - az na
transformaci Casu - je Poissonilv proces.

Véta: Necht X; je Citaci proces s nezavislymi prirtstky. Necht

E(X:) = m(t) je spojita rostouci funkce Casu t a m(0) = 0.
Pak m(t) lze zavést jako novou Casovou proménnou vztahem

X = X1y

tak, ze X ma stacionarni nezavislé prirtistky a X(7) ma
Poissonovo rozdéleni s parametrem 7.



— 7 = m(t) se nazyva operacni Cas.

— namisto rokd (hodin ...) méfi Cas v ocekavaném poctu
narokil (udalosti).

— velmi silna vlastnost, az na zménu casu jen Poissoniv proces



Markovské procesy
Dale budeme uvazovat podstatné slabsi vlastnost.

Uvazujme stochasticky proces X(t), t > 0 ve spojitém Case,
ktery nabyva hodnoty v nezapornych celych Cislech.

Definice: Proces X(t), t > 0 je Markovsky Fetézec ve spojitém
Case, jestlize pro vsechna s, t > 0 a nezaporna cela Cisla
i,j,x(u) plati Markovska vlastnost

P(X(t+s) =j|X(s) =i, X(u) = x(v),0 < u<s)
= P(X(t+s) =j|X(s) =1i).

— Obecné nemusi jit o Citaci proces



Markovovska vlastnost tedy rika, analogicky jako v diskrétnim
pripadé, ze pravdépodobnostni rozdéleni budoucich stavi,
podminéné soucasnym a vsemi minulymi stavy, zavisi jen na

souCasném stavu a je nezavislé na minulosti.



Priklad: N, ... pocet nehod do Casu t

Pocet nehod v intervalu (s, t), tedy Ny — N, zavisi na poctu
nehod do Casu s, tedy N, ale ne na jejich presném casovém
pribéhu.

Markovsky proces nema pamét, ale “vi kde je", na rozdil od
procesu s nezavislymi priristky.



Hlavni charakteristika Markovského Citaciho procesu jsou
prechodové pravdépodobnosti

Pk k+n(s, t) = P(Ne—Ns = n|Ns = k) = P(N; = k-+n|Ns = k).
kde0<s<t kn=0,1,....

Pokud tyto pravdépodobnosti zavisi jen na rozdilu t — s, pak
se proces nazyva homogenni

— Stacionarita se tykad nepodminénych pravdépodobnosti pro
prirastky

— Homogenita se tykd podminénych pravdépodobnosti



Marginalni pst. funkce pro N; je
pn(t) = pot(0,t) = P(N; =n), n=0,1,...

Marginalni pst. funkci pro prirtistek N, — Ns dostaneme ze
zakona o celkové pravdépodobnosti

P(N; — Ne = n) =Y~ P(N; — Ne = n|N; = k)P(N, = k)
k=0

o
Z P k+n(S, t)Pi(S)
k=0



Definice: Poissoniiv proces s intenzitou A > 0 je proces
N = {N(t) : t > 0} nabyvajici hodnoty v S = {0,1,2,...}
takovy, ze

- N(0) =0apros < tjeN(s) < N(t).

Ah 4+ o(h) pron=1
P(N(t--h) = k=+nN(t) = k) = { o(h) pro > 1.
1—Xh+o(h) pron=0

— Je-li s < t, pak pocet N(t) — N(s) udalosti v intervalech
[s, t] je nezavisly na N(s), t.j. poctu udalosti v [0, s].



— N(t)... pocet prichodii, udalosti, emisi do Casu t.
— N je citaci proces.
— ) je intenzita procesu

Zajima nas rozlozeni N(t).



Veta: N(t) ma Poissonovo rozdéleni s parametrem At, tedy

e ™, J=012...



Obecné, \ nechame zaviset jak na Case t, tak na soucasném
stavu procesu k.

Definice: Proces ¢cistého zrodu je proces N = {N(t) : t > 0}
nabyvajici hodnoty v S = {0,1,2,...} takovy, ze

- N(0) =0apros < tjeN(s) < N(t).
- P(N(t+ h) = k+ n|N(t) = k) =

An(t)h + o(h) pron=1
o(h) pron> 1.
1—Xp(t)h+o(h) pron=0



Obecné, proces zrodu a zaniku uvazuje i situaci kdy hodnota
N; klesne o 1 (populaéni biologie)

Ak (t) je funkce intenzity prechodu
Je-li \x nezavislé na t, pak je proces homogenni.

Pokud intenzity prechodu zavisi na t a nezavisi na k, pak ma
proces nezavislé prirtstky, ale ne stacionarni.



Obecné je tedy

Prkr+1(t, t + h) = Ae(t)h + o(h)
pkyk(t, t+ h) =1- )\k(t)h + O(h)

Odvodime diferencialni rovnice pro py xn.



Chapman-Kolmogorovovy rovnice

Podle véty o celkové pravdépodobnosti, podminénim hodnotou
v t dostaneme

Pi.ktn(s, t+h) = Z Pick+j(S, t)Prtjktn(t, t + h),
j=0

kde druhy clen je o(h), kromé j=n—1aj = n. Tedy
Prok+n(Ss tHh) = Prkin-1(5, t)Akn—1(E)h 4P k(s £)(1=Akrn(t) B

odecteme py k+n, vydélime h a vezmeme limitu h — 0.



Tak dostaneme

0
apk,k—i—n(sa t) = Prktn—1(S; t) A kpn—1(t)—Pr krn(S, t) Aksn(t)h.

Tento systém ODR vyresime rekurentné



Resenim dostaneme nasledujici rekurentni vztahy.

Veta: Prechodové pravdépodobnosti jsou dany rekurentné
vztahy

pusls.t) = exo(— [ A )

apron=12 ...

t t
Pik+n(S, t) =/ Metn—1(Y) Pr,k+n—1(5, ¥) exp[—/ Aietn(X)dx]dy
s y

Diikaz - metoda integracniho faktoru pro feseni linearnich dif.
rovnic (d.a.).



Je-li A\ (t) = X dostaneme standardni Poissoniiv proces, kde

(e = s))ree—)

Pik+n(S, t) = py
Specidlné pros=0a k=0
n,o—At
P(N, = n) = (”)nle

Tedy N; ~ Po(At)

Ma stacionarni a nezavislé prirdstky, t.j. Ny — Ng ~ N,_;
zavisi jen na t —s.



Procesy s ndkazou
— contagion

Necht
M(t) = a+ bk, k=0,1,...

— Proces s linearni nakazou
b > 0... kladna nakaza, b < 0... zaporna nakaza

b =0 ... Poissoniiv proces



Véta: Je-li \((t) = a+ bk >0 a b # 0, pak prechodové
pravdépodobnosti lze zapsat ve tvaru

2+ k+n—-1\ . .
Pik+n(S:t) = (b N )e (a+kb)(t )[1_ o blt )]

Z predchozi véty mame pro n =0
t
Pka(S, t) = exp(_/ (a + kb)dX) — e—(a+kb)(t—s)

Tedy vztah plati pro n = 0. Dale pouzijeme indukci (viz
Klugman).



Lemma: Pro b > 0 (kladna nakaza) a pevné k maji
prechodové pravdépodobnosti NB rozdéleni.

Diikaz: podle predchoziho vztahu mame

24 k+n—1\, i one .
pk,k+n(57 t): (b n )(e b(t ))b+k[1_e b(t )]

pron=20,1,2,..., coz je NB rozdéleni jako funkce n s
parametry r = g +kap=1- e—b(t—s)

Priklad: nehoda —> tendence k dalsi nehodé se zvysi
(“nervozita”).



Naopak, pri negativni nakaze se pst. dalsi nehody zmensi (Fidi¢
si dava veétsi pozor).

Lemma: Pro b < 0 (zaporna nakaza) a pevné k maji
prechodové pravdépodobnosti Bi rozdéleni.

Diikaz: Klugman
Ak(t) nemohou byt zaporné

ak + b se musi trefit do nuly, tedy aM + b = 0 pro néjaké
prirozené M.

Pak Ay (t) = 0 a tedy nemtize byt vice nez celkem M naroka.

— jako rozdéleni procesu s nakazou jsme prirozené dostali
vsechna rozdéleni tfidy (a, b, 0).



