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Vicekrokové metody — opakovani

.y/ = f(Xay)a _y(XO) =Y
Xit+1
Yo = y0x)+ [ ey
Adamsova—Bashforthova metoda
Funkci f aproximujeme interpolacnim polynomem v bodech
Xi—sy Xi—s41y+ s Xi
Adamsiiv extrapolacni vzorec:

Yir1 = Yi + hlfi + by Afi_y + b A*fi_5 + - + b A™fi_]

Koeficienty b;:

jl 1 2 3 4 5
bj | 1/2 5/12 3/8 251/720 95/288
b; nezavisi na s, by = 1.
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Pri pouziti Lagrangeova interpolacniho polynomu dostaneme
formuli

Yit1 = Yi + h[bsof; + bs1fi_1 + bsofio + -+ + bs of;_]

S bs,O bs,l bs,2 bs,3 bs,4

0 1

1] 3/2 -1/2

2| 23/12 -16/12 5/12

3| 55/24 -59/24 37/24 -9/24

41 1901/720 -2774/720 2616/720 -1274/720 521/720
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Adamsova—Multonova metoda
Funkci f aproximujeme interpolacnim polynomem v bodech
Xi—sy Xi—s+1; -+ -5 Xiy Xi+1

Adamsiiv interpolacni vzorec:
Yier = ¥i + Alfisr + aAf + @D fig 4 -+ o1 AT ]

Koeficienty ¢;:
jl 1 2 3 4 5
G |-1/2 -1/12 -1/24 -19/720 -3/160

¢j nezavisina s, ¢g = 1.
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Pouziti Lagrangeova interpolacniho polynomu:

) Cs,—l Cs,O Cs,l Cs,2 Cs,3
-1 1
0| 1/2 1/2

1| 5/12  8/12  -1/12
2| 9/24  19/24  5/24 1/24
3| 251/720 646/720 -264/720 106/720 -19/720
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Obecna vicekrokova metoda

Yit1 = Z ajyi-j+h Z biyi_;,
Yo, - - - ,yS pocatecm hodnoty.
b_; = 0: explicitni metoda, b_; # 0: implicitni metoda

Formule se nazyva radu r, jestlize je presna pro polynomy do
stupné r.

Podminky radu:

iaj =1
—ZJaJ—FZb = 1

j=—1
s

D (=i)Fai+k Z(—j)kflbj — 1L k=2..r

j=0 j=-1
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Metoda, ktera spliuje prvni dvé rovnice se nazyva
konzistentni.

Lokalni diskretizacni chyba:

Xl+1 Zajy Xi—j +hz y XI—_]
j=—1
1 Xit+1
/te;:—I/G(t)y(’+1)(t)dt
r:

G se nazyva Gcinkova funkce

G(t) = (x41—1t) — rhb_1(xiz1 — t)

+ D la(xy— 1) +rab(x— 1)
=1
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Pokud G neméni znaménko na [x;_s, x;11] pak podle véty o
stfedni hodnoté integralu

Xi+1

(r+1)
Ite; = yr—l(n) / G(t)dt xi—s <1 < Xi11.

Xj—s

Pak
Ite; = Chr+1y(r+1) (77)

Pokud G méni znaménko na [x;_s, x;11], pak plati

(r+1) S
e < LN 6o de
rl

Xi
Xi—s

kde ¢ je bod z [xi_s, Xi+1], v némz nabyva |y("+1)| svého
maxima.
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Linearni diferenéni rovnice s konstantnimi

koeficienty

akYnik + Ak-1Yn+k—1 + -+ aoyn = b

k je rad rovnice, a, # 0.
Pro b, = 0 dostaneme homogenni rovnici.

Pro kazdé pocatecni hodnoty yq,...,yx_1 dostaneme
jednoznacné urcené reseni.

Reseni homogenniho systému tvofi k-rozmérny vektorovy
prostor, jeho baze se nazyva fundamentalni systém reseni,
jeji prvky oznacime yi,,... Yk,

Obecné reseni homogenni rovnice je linearni kombinace prvki

FSR, obecné feseni nehomogenni rovnice je soucet
partikularniho feseni a obecného feSeni homogenni rovnice.
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Prvky FSR jsou definovany pomoci feseni charakteristické
rovnice
azf + a2 az4a = 0,

resp. pomoci kofeni charakteristického polynomu. Je-li koren
2, realny, nasobnosti r, pak FSR obsahuje prvky

n n 2_n r—1_n
Zl,nZl,nZl,,n ZI

Je-li kofen z; komplexni nasobnosti r, z; = p(cos ¢ + isinp),
obsahuje FSR prvky
p" cos np, np" cos np,. .., n“lp” Cos ny,

n

p"sin np, np"sinny,..., n""p"sin np.
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Konvergence metody

Definice
Necht pocatecni hodnoty yy, .. ., ys spliuji podminku

lim y; =y, Jj=1,...,s.

h~>0+

Metoda se nazyva konvergentni v bode x, jestlize

lim y, =y(x), nh=x—xp.
h—04

Metoda se nazyva konvergentni na intervalu [a, b], jestlize
je konvergentni Vx € [a, b].
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D—stabilita

Definice

Metoda se nazyva D—stabilni (stabilni podle Dahlquista,
'zero stability'), jestlize pro vSechna FeSeni z; charakteristické
rovnice (kofeny charakteristického polynomu)

S
= E ajz*
Jj=1

plati |z| <1 a pokud |z| =1, je z jednoduchy.

Veta

Metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz je konzistentni a
D—stabilni.
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Rad konvergence D—stabilnich metod

Pro k—krokové D—stabilni metody plati pro jejich rad
konvergence p (tzv. prvni Dahlquistova bariéra):
p<k pro explicitni metody
p < k-+1 proimplicitni metody, k liché
p < k+2 pro implicitni metody, k sudé
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Stabilita

Testovaci dloha: y' = \y, y(0) =1

Obecna s 4+ 1 krokova formule:

Yirr(1 = hAb 4 Z aj + hAby)yi_

Charakteristicka rovnice:

(1— h\b_y)z*"t = Z aj + hby)z

Bud z feseni charakteristické rovnice, pro které lim zy = 1,
h—0

7, ...,z ostatni feSeni. Oblast stability je mnozina
komplexnich ¢isel z = h\, pro které
2] <1, 1=1,...,s, pficemz pro |z| = |z| je |z]

jednoduchy koren.
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Explicitni vicekrokové metody nemoou byt absolutné stabilni,
implicitni vicekrokové metody, které jsou absolutné stabilni
maji fad presnosti maximalné 2 (tzv. druha Dahlquistova
bariéra).
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Metody prediktor—korektor

Kombinace explicitni (prediktor) a implicitni (korektor) metody
stejnych radd presnosti.

Priklad 1:
prediktor %) = y; + 2(3f, — ;) AB metoda
korektor y,(flrl) =yi+ 2(f,+1 +f) LM

Priklad 2:

prediktor y,(f:)l yi + (55f 59f,_1 4+ 37f_» —9f.3) AB
korektor  y\ it =y, + L (9F) 4 19f —5f 1+ fi,)  AM

Metody prediktor—korektor se zpravidla pouzivaji s proménnou
délkou kroku, ktery se méni na zakladé odhadu lokalni chyby.
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