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Opakovani

Obecné vicekrokové metoda

~%+1__§%E%M +_h E: @ylj'
Jj= j=-1
Yo, - -.,Ys — pocatecni hodnoty.

b_1 = 0: explicitni metoda, b_; # 0: implicitni metoda

Konzistence:

jizaj =1
—Zjaj+2b =

j=—1
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D—stabilita

Metoda se nazyva D—stabilni (stabilni podle Dahlquista,
'zero stability'), jestlize pro vsechna Feseni z; charakteristické
rovnice (kofeny charakteristického polynomu)

S
"t = g a;z°!
Jj=1

plati |z| < 1 a pokud |z| =1, je z jednoduchy.
Veta

Metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz je konzistentni a
D—stabilni.
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Rad konvergence D—stabilnich metod

Pro k—krokové D—stabilni metody plati pro jejich rad
konvergence p (tzv. prvni Dahlquistova bariéra):
p<k pro explicitni metody
p < k-+1 proimplicitni metody, k liché
p < k+2 pro implicitni metody, k sudé
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Stabilita

Testovaci tloha: y' = )y, y(0) = 1, FeSeni: y(x) = e**.

Obecna s 4+ 1 krokova formule:
S

yirr(1— hAb_1) = “(a; + hAby)y;-

Jj=0

Charakteristicka rovnice:

S

(1= hAb_y)z* = (a; + hAby)z*

j=0

Reseni charakteristické rovnice: zj=zj(h),j=0,...s, pro
jednoduchost predpokladejme, ze jsou jednoducha.

Numerické reseni:

S
vi=Y g7, g =q(h)
=0
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S
Pro h — 0 mé charakteristicka rovnice tvar z°* = >~ 2,27,
j=0

vzhledem k 1. podmince konzistence je jedno feseni rovno 1,
oznacme ho z,.

Z 2. podminky konzistence dostaneme zo(h) = 1+ Ah+ O(h?).
Protoze 1 + \h = e* + O(h?), plati

zy = (1 4+ h+ O(h?) = e + O(h?) = ™ + O(h?).
Takze pro mala h vyraz cyz aproximuje pfesné feseni, plati
Co(h) — 1.

Ostatni feSeni pro zi, ..., zs jsou tzv. parazitni reseni,
cj(h) =>0proj=1,...,s.
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Protoze je fedeni linearni kombinaci z/, musi platit |z| < 1 pro

vSechna feSeni a parazitni feSeni nesmi prevazit zy.

Oblast stability:

Oblast stability je mnozina komplexnich &isel h = h), pro které
|z <1,j=0,...,sa |%] <1,j=1,...,s, pficemz pro
|zj| = |20 je z; jednoduchy koren.

Absolutné stabilni metoda je takova, jejiz oblast stability
obsahuje vsechna komplexni Cisla se zapornou realnou slozkou.
(Nékdy se pozaduje, aby obsahovala zapornou ¢ast realné osy.)

Explicitni vicekrokové metody nemohou byt absolutné stabilni,
implicitni vicekrokové metody, které jsou absolutné stabilni
maji fad presnosti maximalné 2 (tzv. druha Dahlquistova
bariéra).
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Metody prediktor—korektor

Kombinace explicitni (prediktor) a implicitni (korektor) metody
stejnych radd presnosti.

Priklad 1:
prediktor %) = y; + 2(3f, — ;) AB metoda
korektor y,(flrl) =yi+ 2(f,+1 +f) LM

Priklad 2:

prediktor y,(f:)l yi + (55f 59f,_1 4+ 37f_» —9f.3) AB
korektor  y\ it =y, + L (9F) 4 19f —5f 1+ fi,)  AM

Metody prediktor—korektor se zpravidla pouzivaji s proménnou
délkou kroku, ktery se méni na zakladé odhadu lokalni chyby.

Jiri Zelinka Pokrocilé numerické metody Il, 6. prednaska 8 /14



Metody zpétného derivovani (BDF)

V rovnici y'(xj+1) = f(Xi+1, ¥(xi+1)) nahradime derivaci funkce
y v bodé x; . derivaci interpolaéniho polynomu v bodech
[Xi+1, y,-+1], [Xi, y;],. e y[Xi—57 y/_s]-
Priklady: s =0, s = 1.
Obecny tvar:
Qs _1Yit1 + Qsoli + Qs1Yic1 + - + Qs sYims = hf (Xit1, Yiy1)
Tabulka koeficienti:

S s 1 aspo Os1 Qs 2 Qs 3 Qs 4

1 -1

3/2 2 1/2

11/6 -3 3/2 -1/3

25/12 -4 3 -4/3 1/4
137/60 -5 5 -10/3 5/4 -1/5

-PU)I\.)I—‘O
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Alternativni formule:

Yiyl = Z ajyi—j + hb_1f(Xit1, Yi+1)
‘=0

Tabulka koeficienti:

S as,O a5,1 a5,2 a5,3 a5,4 b57,1
0 1 1
1| 4/3 -1/3 2/3
2 | 18/11  -9/11 2/11 6/11
3| 48/25  -36/25  16/25  -3/25 12/25
4 |300/137 -300/137 200/137 -75/137 12/137 60/137

Konzistence, rad metody, D—stabilita, stabilita?
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Oznaceni BDFk: k-krokova metoda zpétného derivovani,
k=s+1

Vztahy mezi koeficienty as; a asj, b_1:

agj = — i b_lzﬁbjzoprojzo

o as,—1'
Prvni podminka konzistence:
S
>, asj=0
j==1

Druha podminka konzistence:

S

Z _].OJSJ =-1
j=—1
Charakteristicka rovnice pro D-stabilitu:

O‘s,—lzﬂ_1 + OKS,OZS +- Uss = 0
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Tuhé problémy

Charakteristika 1.

Pocatecni problém je tuhy, kdyz pocet krokii potfebnych

k jeho vyreseni metodou s omezenou oblasti absolutni stability
je podstatné vétsi nez pocet kroki, ktery k jeho vyreseni
potfebuje metoda s neomezenou oblastni absolutni stability.

Priklad 1:

yi = »

yé = —1000y; — 1001y,
y(0) = -1
y(0) = 1

Reseni: y1(x) = —e ™, ya(x) = e
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Stabilni problém

Pocatecni problém y' = f(x,y), y(x0) = yo (mize byt i
systém) se nazyva stabilni, jestlize mala zména f a y, zpiisobi
malou zménu reseni.

Poznamka: Neplést si se stabilitou metody.

Pro linearni rovnice y' = Ay hraji rozhodujici roli vlastni ¢isla
matice A (spektralni polomér p(A)), pro nelinearni rovnice je
jejich linearni slozka dana Jacobiovou matici f, .

Charakteristika 2.

Pocatecni stabilni problém je tuhy, jestlize soucin spektralniho
poloméru Jacobiovy matice f, a délky intervalu, na némz
hledame reseni je velky.

max p(f,(x, y(x)))(b — a) >> 1

x€[a,b]
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Charakteristika 3.

Tuhost problému se projevuje tim, ze pfi numerickém reseni
omezuje délku kroku spis stabilita nez presnost.

Numerické reseni tuhych problémi: absolutné stabilni
metody.

Priklad 2:

Pfi pouziti bézné metody miize numerické feseni oscilovat
y' =y*>—y3 y(0) =94, x €[0,2/d]
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