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Okrajové alohy

Zakladni tloha druhého radu

y'=1f(xy,y), y(a)=ya y(b) =y
Zobecnéni — kazdou rovnici vyssiho radu lze prepsat pomoci
systému ODR:

Y =f(x,Y), r(Y(a),Y(b))=0

a, b jsou riizné body intervalu, zpravidla krajni body.
Separované okrajové podminky:

n(Y(a)) =0, r(Y(b))=0
Linearni okrajové podminky:
Uy(a) + VY(b) =¢, U,V matice
Linearni separované okrajové podminky:
hY(a)=a, WY(b)=ac
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Pro U =1, V = 0 dostavam pocatecni tulohu.
Okrajova tloha nemusi mit reseni
y'+y=0, y(0)=0, y(r) =1,
nebo jich maze mit nekonecné mnoho
y'+y=0, y(0)=0, y(r)=0.
Linearni okrajova Gloha druhého radu
—(P(x)y") + a(x)y = f(x)
Separované linearni okrajové podminky
—aip(a)y’(a) + fy(a) = m
azp(a)y’(b) + ay(b) = 72

Funkce p, p' g f jsou spojité, nasledujici podminky zajistuji
existenci resenti:

p(x) > po>0, q(x)>0
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Metoda strelby — pfevod na pocateéni alohu

Zakladni tloha druhého radu:

"

y'=f(x.y,y"), y(@)=ya y(b) =y

Pro pocateéni tlohu y(a) = y,, y'(a) = « existuje jediné
reSeni y(x) = y(x, ). Hledame tedy takovou hodnotu &, aby
.y(b7 d) = Yb-

Resime nelinearni rovnici
F(a) =0, F(a)=y(b,a)— yp,

ovsem feSeni y hleddme numericky.

Nastavime tedy hodnotu smérnice tecny k feseni y v bodé a a
snazime se ,trefit" do bodu [b, ;).
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Shooting Method on y’=—g
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lteracni metody pro feseni rovnice F(a) =0

@ bisekce — potrebujeme 2 pocatecni iterace,
F(Oéo) <0, F(Oél) >0

e Newtonova metoda — potfebujeme znat dF(a)

@ metoda seCen — potrebujeme 2 pocatecni |terace
Newtonova metoda:
Polozme z(x, o) = 8y(x O‘), pak dF(O‘) = z(b, o).

82(X )

Oznacme 7/ , pak z splhuje pocatecni alohu

' =fz+ 1,2, z(a,a)=0, 7'(a,a)=1
(derivaci rovnice a podminek podle «). Pocatecni iterace:

F (o)
F'(ca)

Yb — Ya
b—a’

Qg = pak ayq1 = ak —
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Metoda secen:

Pocatecni iterace:

v — Yb—VYa
°" b—a
Podle vysledku F(cg) provedeme korekci:
Yo — ¥a — F(ao) F (o)
“ b—a Ty
pak
O — Ck—1 Fau)
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Linearni okrajova udloha

Y =AY +f, UY(a)+VY(b)=c, A:mxm
Pro pocate¢ni podminku Y(a) = a dostaneme
Fla) = Ua + VY (b,a) —c,

feSime rovnici

F(a) =0.

Bud' Yj Feseni rovnice s nulovymi pocateénimi podminkami,
Yo(x) = Y(x,0).
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Dale necht Y; je feseni homogenni pocatecni tlohy Y’ = AY s
pocatecni podminkou

0
0
Y@=|11] «<i,

0

0
polozme

Y =[Y,..., Yl

pak

Y(x,a) =Y(x)a+ Yo(x).
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0 = F(&) = Ua+ VY(b, j—
= U&+ V(Y (b)a& + Yo(b)) —
c— VYo(b) = [U+ VY(b)a

a = [U+VY(b)] (c— VYu(b))
Reseni pro zjisténé & neni potreba pocitat znovu:

Y(x) = Y(x,&) = Y(x)a+ Yo(x)
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Diferenéni metody

Linearni okrajova aloha druhého radu

—(p(x)y") + q(x)y = f(x)

—a1p(a)y’(a) + fiy(a) = m
app(a)y'(b) + fay(b) =

a,-20, B,’ZO, Oé,‘+ﬂ,‘>0, 16{1,2}

Reseni hledame na siti (ekvidistantnich) uzlii (xo, . . ., x,),
Xo = a, X, = b, X1 — x; = h.

Jiri Zelinka Pokrocilé numerické metody Il, 7. prednaska 11 /14



Nahrada derivaci (a chyby formuli)

Vi) = ) y(a)l + O(h)

Y0a) = )yl + O(h)
Y(6) = 5rlvlx) — y(xia)] + O()
Vi) = alvlie) — 2(6) + v )] + O()

Odvozeni: z Taylorova rozvoje.

Nahrazenim derivaci diferencemi dostaneme tfidiagonalni
systém linearnich rovnic.
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Nahrada rovnice, pokud zname p’' (p; = p(x;), atd.):

1 1
—Pip[)/fﬂ — 2y + yia] — p;2_h[)/i+1 — Y1l + qiyi = f;

Nahrada rovnice, pokud nezname p’:
Zi+1/2—Zj—1/2
h

Polozime z = py’, (z;) =~ , pak

_ / ~ Yit1 — Vi
Zit1/2 = Pi+1/2Yiy1/2 ~ Pi+1/2T7

. ' Ny Yi—Yi1
Zi-1/2 = Pi-1/2Yj—1/2 =~ Pi71/2T-

Celkem

_ Pit12Yi+1 — (Pit1/2 + Pi—1/2)yi + Pic1/2Yi-1

soustava je symetricka.
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Nahrada derivaci v okrajovych podminkach:

© dvoubodové formule — maji chybu O(h)
@ tribodové formule
Yo = 2_1;,(_3}’0 + 4y; — yo) + O(h?)
Vi = 3:(¥n2 = ya1 4 3ya) + O(H?)
porusi se tridiagonalita matice soustavy
© metoda fiktivnich bodi
Y= A~ y1) + O()
Yo = 2_1;7(yn+1 ~ Yn-1) + O(h?)
pridame zakladni rovnici pro yy a y, a vyjadfime
Y-1a Yny1.
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