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Variaéni metody

Principy:
@ budeme pracovat v Hilbertovych prostorech
@ resime rovnice Au = f pro linearni operator A

@ reseni nehledame v jednotlivych bodech, ale hledame
funkci, ktera aproximuje feseni

e Predpokladané znalosti: Hilbertovy prostory nad R
(skalarni socin (u, v), Schwarzova nerovnost, L, prostory,
ortogonalni rozklad a projekce, Riezsova véta o
reprezentaci, linearni operatory), Fourieroy fady
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Necht H je separabilni Hilbertiiv prostor, A: Dy — H linearni
operator (nemusi byt spojity) definovany na defini¢nim oboru
D,, ktery je husty podporstor H.

PF.: Q: oblast v R? s Lipschitzovskou hranici I,

Pu  0%u
AU:—AU:—W—a—}ﬂ.

Dp={ue C?(Q);u=0narl}.
Resime rovnici Au = f s nulovou okrajovou podminkou, tedy
hledame vzor funkce f.

Poznamka: Aby D, byl podporstor, musi byt okrajova
podminka nulova. Pro nenulovou okrajovou podminku hledame
reseni ve tvaru u = z + w, kde z splhuje rovnici s nulovou
okrajovou podminkou a w spliuje nenulovou okrajovou
podminku.
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Definice 1

Operator A se nazyva symetricky, jestlize pro vsechny
u,v € Dy plati
(Au,v) = (u, Av).

P¥. (pokracovani): Au = —Au

= [ Py [P, [,
u, v) (‘9x2 ax2’ 8y2v_

Q Q Q

(pouzijeme Greenovu vétu: [, “av dx = [ uvvdS — [o vaa—:kdx,
vk je k-ta soufadnice vnéjsi normaly )

rox Jqoxox Jroy 7 8y 8y qQ Ox0x  Jq Oy Oy
vzhledem k nulovym okrajovym podminkam. Dostali jsme

symetricky vyraz, stejny by vysel pro (u, Av).
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Definice 2
Symetricky operator A se nazyva pozitivni, jestlize pro
vsechny u € Dy plati

(Au,u) >0,

pri¢emz rovnost nastava pouze pro nulovy vektor.

P¥. (pokracovani): Au= —Au

(ui) = [(GE7+ [ (520

Rovnost nastava pro konstantni funkci, vzhledem k nulovym
okrajovym podminkam musi byt nulova.
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Definice 3
Symetricky operator A se nazyva pozitivne definitni, jestlize
existuje konstanta ¢ > 0 ze pro vSechny u € D, plati

(Au, u) > c|ul|*.

Poznamka

Pro konecné rozmérné prostory je A matice, pro né pojmy
pozitivni a pozitivne definitni splyvaji.

Pr. (pokracovani):
[, 0uy, du .,
(Auu) = [ (Gor+ |G
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Pouzijeme Fridrichsovu nerovnost:
Existuji kladné konstanty ¢, ¢, ze

2
/de<clz/(a ) dx+c2/u2d5
X; r

Z nulovych okrajovych podminek dostaneme

ou ., ou ., 1/ > 1.5
- 272 s -
LG+ [Gor == [ =Zlul?

5 inice mame ¢ — L
takze pro konstantu ¢ z definice mdme ¢ = NGt

Kvadraticky funkcional:
Pro pozitivni operator A, f € H a rovnici

Au=f
zavedeme kvadraticky funkcional F predpisem

Fu = (Au, u) — 2(f, u).
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Poznamka

Kvadraticky funkcional F je definovan pro vsechny prvky D,
ale jeho definiéni obor mize byt vétsi. Jak vidime z prikladu,
pro A= —A je operator F definovan pro vsechny funkce,
které spliuji okrajové podminky a jejichz parcialni derivace lezi
v L5(Q), tedy parcialni derivace nemusi byt ani spojité.

Veta 1

Je-li A pozitivni operator, pak rovnice (1) ma nejvyse jedno
reseni v Djy.

Veéta 2 (o minimu kvadratického funkcionalu)

Bud' A pozitivni operator a necht uy € Da je FeSeni rovnice (1).
Pak F nabyva v Dy svého minima v ug, t.j. Yu € Dy plati

Fu > Fug, priCemz rovnost nastava pouze pro u = up.

Naopak, necht F nabyva svého minima v Dy v prvku ug. Pak
Ug je fesenim rovnice (1).

Jiri Zelinka Pokrocilé numerické metody Il, 8. prednaska 8 /17



Poznamka

Dokazali jsme ekvivalenci feseni rovnice (1) a prvkem
minimalizujicim kvadraticky funkcional (2), ale zatim nemame
zarucenu existenci rfeSeni ani minima v Dj. Pro tento Gcel
musime prostor D, rozsirit.
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Prostor Hy

Bud A pozitivné definitni operator definovany na D4. Pak na
D, miizeme zavést novy skalarni soucin predpisem

(u,v)a = (Au, v).

Tim taky automaticky zavedeme normu ||ul|3 = (u, u)a a
metriku pa(u, v) = ||u — v||a. Ziskdme tedy metricky prostor
(Da, pa), jeho zaplnénim dostaneme Hilbertiiv prostor, ktery
oznacime Hy.

Poznamka

Prostor Hs by bylo mozné definovat i pro pozitivni operator A.
Ale pro pozitivné definitni operator plati ||u||a > c||u||. Odtud
plyne, ze cauchyovské posloupnosti z D4 v metrice p, jsou
cauchyovské i v ptivodni metrice indukované normou || - ||.
Proto zaplnénim (Da, pa) nemiizeme ziskat jiné prvky, nez
jsou v H. Proto Hy C H a H, je separabilni.
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Lemma

Pro libovolné pevné f € H je vyrazem (f, u) pro u € Ha
definovan spojity (omezeny) linearni funkcional v Hy.

Dukaz: Linearita je zfejma.Podle Schwarzovy nerovnosti

1
()l < - Hlull < [ lulla.

Pro kazdé u € H,. Odtud plyne omezenost, tedy spojitost
funkcionalu.

Veta 3

Kvadraticky funkcional F nabyva svého minima v jediném
bodé uy € Ha.

Diikaz je zalozen na Riezsové vété: ug je prvek reprezentujici
(f,u) v Ha, tedy (up, u)a = (f, u) pro kazdé u € Ha.
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Definice
Bod up € Hu, v némz nabyva F svého minima, se nayva
zobecnenym resenim rovnice (1).

Poznamka
Pro normu uqg plati:
(o, w)al = 1(F, )] < ~Flllulla = prow=uo - [lunlla <~ ]
Dale
Fu = (Au,u)—2(f,u) = (u,u)a—2(up, u)a =

= (u,u)a —2(uo, u)a + (uo, up)a — (Ug, Ug)a =

= Jlu—wola — lluollz
Fuy = (Aug, up) — 2(f, up) = (uo, tio)a — 2(to, to)a = — || to|%-
Veta

Fu, — Fuy < u, — u, t.j. ||u, — ugl] — 0.
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Aproximace zobecnéného reseni

Metoda ortonormalnich rad
Bud (¢,)52; ortonormalni baze (aplny ortonormalni systém)
\Y HA. Pak

Up = Z Cn¥Pn, Ch = (UO,QOn)A = (f’ gpn)
n=1

Navic
N
Uy = § CnPn
n=1
je nejlepsi aproximaci ug v linearnim obalu L(p1, ..., ¢n),
uy — Up.
Poznamka

Nékdy je mozné, aby platilo ¢, € Da.
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Ritzova metoda

Definice

Rekneme, Ze systém funkci W = (1),,)22, tvofi bazi prostoru
Hy, jestlize prvky 1, jsou linearné nazavislé a L(V) je husty
v Hp.

Poznamka

Kazdou funkci z Hu lze tedy s libovolnou presnosti
aproximovat konecnou linearni kombinaci prvki baze.

Veta

Necht uy n je prvek minimalizujici kvadraticky funkcional F na
E(@Z)l, cee ,1#/\/). Pak Uy n — Up.
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Hledani uy y:

N
Uy.n = Z dnt)n
n=1

N N N
FU\IJ,N - (AZ dn"vbm Z dn¢n) - 2(fa Z dn¢n) — min
= n=1 n=1

N
Fuyy = de (A, ) =2 da(F,1bn) — min
n=1

k,n=1

Postupuje jako u metody nejmensich Etverct — parcialni
derivace podle parametri musi byt v bodé minima nulové. Tim
ziskdme systém linearnich rovnic.
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(A1, 1) (Ar, ) oo (Adr,Yw) di (f 1)
(Ao, 1) (Ao, 902) ... (Athz, Yn) d> (f, 1)

(Avw.tn) (Abw2) - (Avw.on) | \ du (F.dn)

Matice soustavy je symetricka a pozitivné definitni, lze ji také
zapsat ve tvaru

(Y1, Y1)a (W1,92)a o (Y1,9n)a
(¢2a 77Z}1)A (¢27 ¢2)A s (1/}27 wN)A

?

(wlv,.wl)A (¢Na.¢2)A (YﬁN,.?ﬂN)A

takze se jedna o Gramovu matici. Pro ortogonalni funkce 1,
dostaneme diagonalni matici, pak reseni odpovida metodé
ortonormalnich rad.
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Galerkinova metoda

Uvazujeme rovnici

Au=f
bez dalsich predpokladd (symetrie, pozitivita, . .. )

Definice

Prvek iy € H se nazyva slabym resenim rovnice, jestlize pro
vsechny prvky baze W plati

(A[]Oa %) = (f7 wn)

Princip Galerkinovy metody: hledame slabé reseni iy n na
L(Y1,...,%n). Tim dostaneme formalné stejny systém rovnic
jako pro Ritzovu metodu, ale nemusi platit symetrie atd.,
takze neni zarucena existence feseni.

Galerkinovu metodu Ize pouzit i na nelinedrni operatory, pak
dostavame systém nelinearnich rovnic.
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