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Reseni DR pomoci variaénich metod

Princip:
resime rovnici Au = f pro linearni operator A
ovéfime, ze A je symetricky pozitivné definitni operator

najdeme vhodnou bazi

najdeme priblizné reseni Ritzovou metodou
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ODR

Au= —(pu') +ru=f na la,b]
p, p' a r jsou spojité funkce na [a, b].
H = Ly(a, b), p(x) > po >0, r(x) >0 na [a, b].

Okrajové podminky
au'(a) — Bu(a) =0, yu'(b) + du(b) = 0,
a,B8,7,0>0, a+p8>0, v+ >0.
Specialni pripady
u(a) =0, u(b)=0
v(a)=0,u(b)=0
u(a) =0, u'(b)=0
u'(a) — pu(a) =0, v'(b) +ou(b) =0, 5,6 >0
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Symetrie:

b b

b b
(Au, v) = —/(pu’)’v+/ruv: _[PU/V]§+/PU/V/+/I’UV

a a

Pro prvni tfi typy okrajovych podminek prvni ¢len vypadne a
dostaneme symetricky vyraz. Pro Ctvrty typ dostaneme:

—[pu'v]; = —p(b)u'(b)v(b) + p(a)u'(a)v(a) =

= op(b)u(b)v(b) + fp(a)u(a)v(a),

coz je opét symetricky vyraz vzhledem k v a v.
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Pozitivita:

Pro prvni tfi typy okrajovych podminek dostaneme

b b
(Au,u) = /pu’2 qL/ru2 > 0.

Protoze p > py > 0, je rovnost mozna jen pro

b
/u’2—O:>u’—O:>UEC.

a

Vzhledem k nulovosti u v krajnim bodé intervalu pro prvni a
treti typ okrajovych podminek musi byt v = 0.

Pro druhy typ potrebujeme pro pozitivitu dodatecnou
podminku, napf r(x) > rp > 0.
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Pro Ctvrty typ mame

(Au, u) = 5p(b)i(b) + Bp(a)u(a) + / pu? + / 2 > 0.
Opét u = C, ale také v?(a) = 0, odtud u = 0.

Pozitivni definitnost:
Fridrichsova nerovnost pro funkci jedné proménné:

b
? < cl/u’2+czu2(a)
a

u? 4 oo[u?(a) + u?(b)]
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Pro okrajové podminky 1 a 3 vyjde
b b

(MMZW/Wz@/fzﬁwﬁ
(o] (o]

Pro 2 pouzijeme dodatecny predpoklad r(x) > rog > 0 (staci
r(x) > 0 alespon v jednom bodé). Pak
b

(Au, u) > ro/u2 - ?Hqu.
1

a

Pro 4:
b b

(Au. ) = p(b)u?(b) + 5p(a)u(a) + [ pu+ [

a a

b
> po/u'2 + pok[t2(a) + 12(b)] pro k = min{B, 5}.
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> (2 q/ﬂ+qf@+f@]zcmw
pro C? = min{2, % :
Volba baze

@ ortogonalni baze

@ Na [a, b] zvolime uzlové body a = xp < x; < -+ < Xp.
Bazové funkce v); ma hodnotu 1 v x; a 0 v ostatnich
uzlovych bodech. Reseni aproximujeme po Eastech linearni
spojitou funkei (linearnim splajnem).

@ Pro rovnice vyssich rada volime splajny vyssi spojitosti.
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Eliptické PDR

Na Q C RV s lipschitzovskou hranici I Fesime rovnici

Z@x, aU@xj Y+cu="f, aj = aji

ij=1
Elipticita:

N N
Y ail)zazm) A Vee@zeBY g0
ij=1 i=1

Okrajové podminky

Dirichletova u =0 na I

Neumannova Nu = da” =0
Nc

Newtonova Nu+ocu=0,0 >0y >0
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Nu = 5’7”: derivace ve sméru konormaly
c

N

ou Oou
Nu=— = ajj(x)=— cos(v, x;
anc Z U( )aXJ ( ) I)
j=1
cos(v, x;): thel, ktery svirad vnéjsi normala v daném bodé
s osou x; (smérovy kosinus).
S pouzitim Greenovy véty dostaneme

Yoo, ou
(AU, V) = _/;8_)9(3”8_)9)V+\/CUV
Q Y=

N
du Ju Ov
= —/Za,]axjcosux, /Z ”8><J-8_x,~+/cuv
roi=t Q
N
= —/Nuv—l—/ZaUgugv—ir/cuv
r o U=t g%
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Pro Dirichletovu a Neumannovu okrajovou podminku
dostaneme

N ouov
(Au,v) = /Za“a_)ga_x, —I—/Cuv = (u, Av)
Q =1 Q

Pro Newtonovu okrajovou podminku dostaneme

N
Ju Ov
(Au, v)—/0uv+/jzlayaa—)q+/cuv—(u,Av)
u= Q
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Pozitivni definitnost
Dirichletova podminka

Podle Fridrichsovy nerovnosti

N
Po 2
>— ==
(Au, ) cl/zaxl 2 [ =B

Q
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Newtonova podminka

(Au, u) /Z Ugug)l: /cu2+/au2

j=1 Q r

N
ou Iox
> 2_Po / 90 /2
Po/z aXI /u C1C1 Z(aXi) +C2C2 !
.

Q r q i=1
(Auu) > Culf? pro €2 = min{ 2, 2.
G G
Neumannova podminka — potfebujeme dodate¢nou podminku
C(X) > Co > 0.

Pak
(Au,u) > Co/u2 = ool ul?.

Q
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