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PDR, metody konečných diferencí (metody sítí)
Ω: oblast v Rm s Lipschitzovskou hranicí Γ.
Gauss, Green, Ostrogradský:∫

Ω

u
∂v

∂xk
dx =

∫
Γ

uvνkdS −
∫
Ω

v
∂u

∂xk
dx

Fridrichsova nerovnost:
Existují konstanty c1, c2, že∫

Ω

u2dx ≤ c1

m∑
i=1

∫
Ω

(
∂u

∂xi

)2

dx + c2

∫
Γ

u2dS

Poincarého nerovnost:
Existují konstanty c3, c4, že∫

Ω

u2dx ≤ c3

m∑
i=1

∫
Ω

(
∂u

∂xi

)2

dx + c4

(∫
Ω

u

)2

dx
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PDR, metody konečných diferencí (metody sítí)

Eliptické rovnice
Ω: oblast v Rm s Lipschitzovskou hranicí Γ.

Rovnice:

Lu = −
m∑

i ,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+ q(x)u = f (x)

Okrajová podmínka:

α(x)
∂u

∂nc
+ β(x)u = γ(x)

aij = aji , q, f : funkce definované v Ω

α, β, γ: funkce definované na Γ
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∂u
∂nc

: derivace ve směru konormály

∂u

∂nc
=

m∑
i ,j=1

aij(x)
∂u

∂xj
cos(ν, xj)

cos(ν, xj): úhel, který svírá vnější normála v daném bodě s
osou xj .

Eliptičnost:

m∑
i ,j=1

aij(x)zizj ≥ p0

m∑
i=1

z2
i , ∀x ∈ Ω, z ∈ Rm

α, β ≥ 0, α + β > 0
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Typy okrajových podmínek
α = 0: Dirichletova okrajová podmínka

β = 0: Neumannova okrajová podmínka

α, β > 0: Newtonova okrajová podmínka
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Sestavení diferenčního schematu
Lineární samoadjungovaná rovnice v R2

Lu = − ∂

∂x

(
p(x , y)

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
p(x , y)

∂u

∂y

)
+q(x , y)u = f (x , y)

Síť: systém rovnoběžek xi = x0 + ih, yj = y0 + jh,
h > 0: (integrační) krok.

Označení: ui ,j = u(xi , yj), podobně ostatní.

Diferenční proximace operátoru L:

h2L1uij = [4pij + h2qij ]uij −

− [pij +
h

2
∂pij
∂x

]ui+1,j − [pij −
h

2
∂pij
∂x

]ui−1,j −

− [pij +
h

2
∂pij
∂y

]ui ,j+1 − [pij −
h

2
∂pij
∂y

]ui ,j−1
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Diferenční proximace operátoru L bez derivcí p

Označení: pi+1/2,j = p(xi +
h
2 , yj), podobně další.

h2L2uij = [pi+1/2,j + pi−1/2,j + pi ,j+1/2 + pi ,j−1/2 + h2qij ]uij −
− pi+1/2,jui+1,j − pi−1/2,jui−1,j −
− pi ,j+1/2ui ,j+1 − pi ,j−1/2ui ,j−1

Matice soustavy je symetrická.

Věta 1
Nechť p má v Ω̄ spojité první parciální derivace a nechť q je
spojitá v Ω. Dále nechť u má v Ω̄ spojité parciální derivace do
čtvrtého řádu. Pak platí

L1uij = (Lu)(xi , yj) + O(h2).
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Věta 2
Nechť p má v Ω̄ spojité první parciální derivace a nechť q je
spojitá v Ω. Dále nechť u má v Ω̄ spojité parciální derivace do
čtvrtého řádu. Pak platí

L2uij = (Lu)(xi , yj) + O(h2).

Příklady
Poissonova rovnice

−∆u = −∂2u

∂x2 − ∂2u

∂y 2 = f (x , y)

Laplaceova rovnice

−∆u = −∂2u

∂x2 − ∂2u

∂y 2 = 0

Aproximace:
1
h2 [4ui ,j − ui+1,j − ui−1,j − ui ,j+1 − ui ,j−1] = fi ,j
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Přepis okrajových podmínek

Uzly sítě

vnitřní: všechny sousední uzly leží v Ω̄
hraniční: pokud není vnitřní a aspoň jeden soused je vnitřní.

Dirichletova okrajová podmínka u(x , y) = γ(x , y) na Γ.

Collatzova lineární interpolace:
Potřebujeme rovnici pro bod A,
využijeme přímku spojující A,B :

u(x , y) = h−x
h
u(A) + x

h
u(B) + O(h2)

u(C ) = (1 + σ)u(A)− σu(B) + O(h2)

Hraninčí operátor: (lC )A = uA − σ
1+σ

uB

Okrajová podmínka: (lC )A = 1
1+σ

γ(C )
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Rovnice pro bod A:

uA − σ

1 + σ
uB =

1
1 + σ

γ(C )

Alternativní rovnice:

uA − τ

1 + τ
uD =

1
1 + τ

γ(E )

Zachování symetrie:[
1 + σ

σ
p(

A+ B

2
) +

1 + τ

τ
p(

A+ D

2
)

]
uA−p(

A+ B

2
)uB−p(

A+ D

2
)uD =

=
1
σ
p(

A+ B

2
)γ(C ) +

1
τ
p(

A+ D

2
)γ(E )
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Různé tvary hranice

1 + σ

σ
p(

A+ B

2
)uA − p(

A+ B

2
)uB =

1
σ
p(

A+ B

2
)γ(C )
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[
1 + σ

σ
p(

A+ B

2
) + p(

A+ D

2
) + p(

A+ H

2
)

]
uA−

−p(
A+ B

2
)uB−p(

A+ D

2
)uD−p(

A+ H

2
)uH =

1
σ
p(

A+ B

2
)γ(C )
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Neumannova okrajová podmínka: ∂u
∂nc

= γ

∂u

∂nc
(C ) =

∂u

∂nc
(A) + O(h) =

u(A)− u(B ′)
h

cosα

+ O(h)

u(B ′) = tanαu(D) + (1 − tanα)u(B) + O(h2)

∂u

∂nc
(C ) =

cosα

h
[u(A)− (1− tanα)u(B)− tanαu(D)] +O(h)

u(A)− (1 − tanα)u(B)− tanαu(D) =
h

cosα
γ(C )
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Newtonova okrajová podmínka:
Kombinací předchozích postupů, chyba je opět O(h).
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