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PDR, metody koneénych diferenci (metody siti)

Q: oblast v R™ s Lipschitzovskou hranici .
Gauss, Green, Ostrogradsky:

ov
/Qua—XkdX—/uvude /va—Xkdx

Fridrichsova nerovnost:

Existuji konstanty ¢, ¢, ze

/udx<c12/(8 ) dx+C2/u2d5
X; r

Poincarého nerovnost:
Existuji konstanty c3, ¢, ze

/ 2dx<c32/(aX’) dx+c4(/ﬂu)2dx
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PDR, metody koneénych diferenci (metody siti)

Eliptické rovnice
Q: oblast v R™ s Lipschitzovskou hranici I'.

Rovnice:

Okrajova podminka:

ou
on.

+B(x)u = ~(x)

a(x)

aj = aj;, q, f: funkce definované v Q

a, (3, v: funkce definované na I'
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.- derivace ve sméru konormaly
(o}

O3 au) 5 cos(v. x)

n X

one ij=1 J

cos(v, x;): Ghel, ktery svira vnéjsi normala v daném bodé s
0sou X;.

Eliptinost:

m

Zau( z,zj>pOZZ Vx € Q,zeR"

ij=1

a,>0,a+5>0
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Typy okrajovych podminek
a = 0: Dirichletova okrajova podminka

B = 0: Neumannova okrajova podminka

a, 8 > 0: Newtonova okrajova podminka
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Sestaveni diferenéniho schematu

Linearni samoadjungovana rovnice v R?

Lu= —% <p(x,y)%) _a% (p(xay)g—z) +q(x, y)u = f(x,y)

Sit: systém rovnobézek x; = xo + ih, y; = yo + jh,
h > 0: (integracni) krok.
Oznaceni: u;; = u(x;, y;), podobné ostatni.

Diferencni proximace operatoru L:

h2L1 LIU = [4le + h2q,-j] LI,'J' —

h ap, h aP:
[pij 2 Ox J] Uiy1,; — [plj 2 Ox J]ul 1j —
h Opj; h Op;;

[Pij 2a]i,j+l_[pij 28U]ul
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Diferencni proximace operatoru L bez derivci p

Oznaceni: pit1/2; = p(xi + g,yj), podobné dalsi.

RLPu; = [pit1/2j + Pi-1j2j + Pijs1j2 + Pij-1/2 + hqyluj —
— Pit1/2,Uit1,j — Pi-1/2,jUi-1, —
—  Pij+1/2Uij+1 — Pij-1/2Uij-1

Matice soustavy je symetricka.

Veta 1

Necht p ma v Q spojité prvni parcialni derivace a necht q je
spojita v Q. Dale necht u ma v Q spojité parcialni derivace do
Ctvrtého radu. Pak plati

Luy = (Lu)(x,35) + O(H2).
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Veta 2

Necht p ma v Q spojité prvni parcialni derivace a necht q je
spojita v Q. Dale necht u ma v Q spojité parcialni derivace do
Ctvrtého radu. Pak plati

Luj = (Lu)(x. ) + O().

Priklady
Poissonova rovnice
0°u  0%u
—AU_—@ a—yz_f(X,y)
Laplaceova rovnice
gy Py Pu
ox?  Oy?

Aproximace:

1
palduiy = Uiy = U1 = Uij = U] = fiy
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Prepis okrajovych podminek

Uzly site

vnitfni: vsechny sousedni uzly lezi v Q
hrani¢ni: pokud neni vnitfni a aspon jeden soused je vnitini.

Dirichletova okrajova podminka u(x,y) = v(x,y) naT.

Collatzova linearni interpolace:
MF Potrebujeme rovnici pro bod A,

« vyuzijeme pfimku spojujici A, B:
d o Bl | ulx,y) = "Fu(A)+ 5u(B) + O(K)
f | | u(C) = (1+0)u(A)—ou(B)+ O(K?)
th _ . Hraninci operator:  (/1€)a = wua— 175U
Okrajova podminka: (I)a = =7(C)
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Rovnice pro bod A:

up —

Alternativni rovnice:

ua— g5t = 7 (E)
Zachovani symetrie:
l+0 A+B, 1+7 A+D A+ B A+ D
p( 5 )+ - p( 5 )| ua—p( > Jus—p( Jup =

2

_ ép(#)y(o + 7—1_p(A ; D)’Y(E)
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Riazné tvary hranice

ah

Jiri Zelinka Pokrocilé numerické metody Il, 11. prednaska 11 /14



€ W e
Yq
CEA E
A_;Q
7]
é/ e
2
140 (A+B)+ (AJFD)Jr (A+H)
s P\ P Pl ua
A+ B A+ D A+ H 1 A+B
—p( 5 Jug—p( 5 Jup—p( > )qu—p(T)v(C)
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Neumannova okrajova podminka: 2

one —
T
S
2
"l VC
L N4 8
7N
g
G D
du _ Ou _u(A) —u(B')
L) = 54y + o = “ASHE) oy

u(B') = tanau(D) + (1 — tan a;zs(oé) + O(h?)

ou Cos o
(€)=

an. —[u(A) ~ (1~ tana)u(B) — tan au(D)] + O(h)
u(A) — (1 —tana)u(B) — tanau(D) = coI;oﬂ(C)
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Newtonova okrajova podminka:
Kombinaci predchozich postupt, chyba je opét O(h).
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