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Parabolické DR

Rovnice vedeni tepla
u=u(x,t), f="Ff(x,t), x€[0,1],t >0

0 0?
aU—O&@U—Ff (1)

Interpretace:

u(x, t) je teplota tenké tyce v daném bodé a daném Ccase,
funkce f zahrnuje vnéjsi zdroje tepla,

a > 0 je zpravidla konstanta — materialové vlastnosti.

Pocatecni podminka: u(x,0) = ug(x), x € [0,1]

Okrajové podminky (Dirichletovy): u(i, t) = gi(t), t > 0,
ie{0,1}

Homogenni rovnice: f = 0.
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Obecna rovnice

ou 0 ou
c(x, t)a +q(x, t)u = a(p(x, t)(? )+ f(x, t)
Newtonovy okrajové podminky:

ou(0, t)

p0.9 2400 ugo. ) - (e
(1.2 1) -

Interpretace okrajovych podminek

u(0,t), u(1, t): teplota na krajich tyce, u Dirichletovych
podminek udrzujeme stanovenou teloptu v daném case.

Ou(0,t) du(l,t),
5> . udava unikani tepla z koncii tyce,

P ou(0,t)
volny anik tepla: =5~ = 0.
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Vlastnosti rovnice

Princip maxima

Kazda funkce u(x, t), ktera spliuje homogenni rovnici
nabyva svého maxima i minima pro t = 0 nebo x € {0, 1}.

Podminky kompatibility (pro Dirichletovy podminky)

uo(0) = g(0), wo(1) = &1(0)

Rychlost sireni tepla
Pro x € (—o0,00) (bez okrajovych podminek) se da dokazat

1 (x—¢

_(x=9)?
(1) = M/ w(€)e T de

Pro up > 0 je funkce u je vsude kladna, prestoze ug mohla byt
kladna jen na omezeném intervalu = rychlost sifeni tepla by
musela byt nekonecna.
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Zhlazovaci jev

Pro spojitou a omezenou funkci uy je feseni u dané
predchozim vztahem nekonecné hladké.
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Priblizné feseni hledame na [0,1] x [0, T], T > 0.
Definice uzlt:

h=1/N,x =0, xy=1, x;, =ih,

T=T/M to=0,ty=T, ty =kr.

k U(X,', tk).

Oznaceni: u;

Priblizné reSeni pocitame postupné po Casovych vrstvach.

Diskretizaci rovnice lze provést riiznymi zpiisoby.
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Vysetrovani stability

@ Fourierova metoda: predpokladame, ze chybu v pocatecni
podmince miizeme vyjadfit pomoci komplexni Fourierovy
fady, sifeni poruchy sledujeme pro jeden ¢len fady e**.

@ Maticova analyza stability: zkoumame vlastni ¢isla
transformacénich matic. Pro « konstantni dostavame tzv.
Toeplitzovy matice (matice s konstantnimi diagonalami),
které jsou navic tridiagonalni.

d u 0 --- 0
I d u 0
T = typu n x n,
o --- | d u
0 --- 0 I d

)\k—d+2\/_/cos T k=1,.
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A. Explicitni schéma

Rovnici aproximujeme v bodé (x;, ty):

1 o}
;[U;{H—Ulk] = p[UL—QU;”F“;{H]JFﬁk
aT
ot = ety = 2uf ] o 4 T
. aT
TR
uf = ruly o+ (L= 2n)uf - rufy + A

proi=1,...,N—1, chyba aproximace je O(7 + h?).

Pro r = % je chyba aproximace O(7% + h*).
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1-—2r

Uk+1

r
1-—2r
r

0

THK + ruk

Tf2k
Fk =
fu_o
f L+ ruk,
= A U+ F*
0 0 0
r 0 0
1—-2r r 0
r 1-—2r r

0 r 1-—2r
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Stabilita explicitniho schématu

Schema je podminéné stabilni. spektralni polomér A, musi byt
mensi nebo roven jedné, odtud

r < 1
-2
t..
ar 1
h? — 2
Disledek

Casovy krok zavisi na druhé mocniné h.
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B. Implicitni schéma

Rovnici aproximujeme v bodé (x;, txt1):

1
;[u{<+1 _ uk]

k+1 k+1 k+1 k+1
i i 2ui +u ] + f;

[u ir1

—ruf (L4 2r) el — rultt = o

i+1

B Uk+1 Uk Fk+1

1+2r —r 0 0 0
—r  14+2r —r 0 0
0 —r 1+2r —r - 0
B, =
—r 1+2r —r
0 0 0 —r 1+2r

Schema je nepodminéné stabilni, chyba je O( + h?).
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C. Crankovo—Nicholsonové schéma

Rovnici aproximujeme v bodé (x;, t, + 7/2):

1 l(a
“[uf -] = : { Gl —2uf + ol )+

+ [u’“rl 2uftt + Ut } 4 flrL/2

I

r r r r k+1/2
—3 ,k+11+(1—|—r) k1 2ufj11:Euf‘,1+(1—r)uf‘+§uﬁl+7f, /

Br/2 Uk+1 — Ar/2 Uk + Fk+1/2
Schema je nepodminéné stabilni, chyba je O(72 + h?).
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Veta o konvergenci

Necht reSeni rovnice (1) s Dirichletovymi okrajovymi
podminkami ma reSeni, které je Ctyrikrat spojité
diferencovatelné podle x a dvakrat podle t, 0 < r < 3. Pak

max |u(x;, tx) — u{‘] =O0(t + h2)

1
pro explicitni a implicitni schéma a
max |u(x;, t) — uf| = O(72 + h?)

!

pro schéma Crankovo—Nicholsonové.
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Dopliky

Derivace v okrajovych podminkach:
Pouzijeme metodu fiktivnich bod podobné jako pro ODR.

Rovnice ve vice dimenzich
0
—u=alAu+f
8tu alu
Rovnici fesime na Q2 x R, Q C R".
Napf. pro n = 2 a explicitni schéma vyjde (viz eliptické

rovnice):

k+1 __ k k k k k k

Podminka stability: r < %.
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