Limitni vlastnosti Hromadny bod

Hromadné body posloupnosti
k € R je hromadny bod posloupnosti {a,}:
(Ve>0)(VneZ)BmeZ)ym>nAlam — K| <e
Priklady:
m {3n} nema hromadné body.
. {(—g)”} ma jediny hromadny bod 0.
= {(-1)"(1+(3)") } ma dva hromadné body 1 a 1.

m Kazdé nezaporné celé Cislo je hromadnym bodem posloupnosti
{0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5,0,1,2,3,... }.

m Kazdé realné cislo z intervalu [0, 1] je hromadnym bodem
posloupnosti {1,0,1,0,3,1,0,1,%,1,0,%,3,3,1,0, 5,2, 2, %,... }.

» 2 139 3 3595955 5y
Mnozina vSech hromadnych bod0 posloupnosti je uzaviena.

Je-li posloupnost {a,} ohrani¢ena, pak existuje jeji hromadny bod.
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Limitni vlastnosti Limita

Limita posloupnosti

Je-li mnozina hromadnych bod0 posloupnosti jednoprvkova, nazveme
tento hromadny bod limitou posloupnosti.

lima,=a: (Ve>0)3no€Z)(¥ne€Z)n>ny=|an—a| <e

n—oo

Pokud existuje limita posloupnosti {a.}, Fekneme, Ze tato posloupnost je
konvergentni.
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Limitni vlastnosti Limita

Vlastnosti limity
nezavislé na usporadani realnych cisel
e Existuje nejvyse jedna limita dané posloupnosti.
e Konvergentni posloupnost je ohranicena.
e Posloupnost je konvergentni pravé tehdy, kdyz je Cauchyovskd,
(Ve > 0)(3no € N)(Vn1,ny € N) min{ng, ny} > no = |an, — an,| < .

e Jsou-Lli posloupnosti {a,} a {b,} konvergentni pak

e lim ca, = c lim a, pro kazdé ¢islo c,
n—oo n—oo

lim je homogenni zobrazeni mnoziny konvergentnich
n—oo
posloupnosti do mnoziny Cisel,

o lim (a,+by) = lim a, + lim by,
n— oo n—o0 n—o0

lim je aditivni zobrazeni mnoziny konvergentnich posloupnosti
n— o0

do mnoziny Cisel;
tj. lim je linearni zobrazeni mnoziny konvergentnich posloupnosti
n— oo
do mnoziny Cisel.
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Limitni vlastnosti Limita

Vlastnosti limity
nezavislé na usporadani realnych cisel

e Jsou-li posloupnosti {a,} a {b,} konvergentni pak

lim anby = ( lim an> ( lim bn).
n— oo n—oo n— oo

e Je-li posloupnosti {a,} konvergentni, pak

1 1
. Ilman;é0:>llmf: - ,
n—oo dp lim a,

n—oo

o lim a, =0a {b,} je ohranitenda = lim a,b,.
n— o0 n—oo

e lim 1—0prokazdek>0

n—oo n

lim ¢" = 0 pro kazdé q takové, ze |g| < 1.

n—oo
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Limitni vlastnosti Limita

Vlastnosti limity
vyuzivajici usporadani realnych cisel
o Je-li posloupnost {a,} monotonni a ohrani¢ena, pak je konvergentni.
Podrobnéji:

o Je-li {an} rostouci a ohrani¢ena shora, pak
lim a, =sup{a,: n € Doma}
n— o0

o Je-li {an} klesajici a ohranitena zdola, pak
lim a, =inf{a, : n € Doma}
n— oo

o Pokud I|m an = a, ||m b, = 8 a pro vSechny ¢leny posloupnosti
{an}, {bn} od jIStehO mdexu pocinaje plati a, < by, pak o < .

o Pokud lim a, = a = lim b, a pro vSechny ¢leny posloupnosti
n— oo n—oo
{an}, {bn} @ {cn} od jistého indexu pocinaje plati a, < ¢, < b,, pak

lim ¢, = a.
n—oo
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Limitni vlastnosti Nevlastni limita

Nevlastni limity

Posloupnost {a,};2, diverguje do nekonecna.

lim g, =o00: (VH € R)(3no € N)(VYn > ng) a, > H

n—oo

Posloupnost {a,};2, diverguje do minus nekonecna.

lim a, =—o0c0: (VH € R)(3no € N)(Vn>ng) an < H

n—oo

Nevlastni limita neni limita.
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Limitni vlastnosti Nevlastni limita

Vlastnosti nevlastni limity

e Existuje nejvysSe jedna nevlastni limita posloupnosti.
e Divergentni posloupnost je neohranicena.

e lim a, =00, {bn}2, je ohrani¢end = lim (a, &+ b,) = o0
n—oo n—oo

lim a, = —o0,{bn};2, je ohranicend = lim (a, £ b,) = —oc0
n—oo

n—oo

e |lim a, =+400,b,>0>0= lim ayb, = o0

n—oo n—oo
lim ap, = £o0,bp <6 < 0= lim ayb, = Foo
n—oo n—oo

e lim a, = to0, {bn};2, je ohranicena = lim b _ 0

n—oo n—oo dp

. .1
e lima,=0,a,>0= Ilim — =00

n—oo n—oco dp
lima,=0,a,<0= Ilim — = -0
n—oo n—oo dp
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Rozsifeni oboru realnych é&isel

Realna ¢isla

Mnozina R s operacemi +, - a s relaci <

x+y)+z=x++2)
X+y=y+z

(30)(Vx) x + 0 =x
(V) (3—x)x+(—x)=0

(R, +) je abelovska grupa

(x-y)-z=x-(y-2)
X-y=y-z

(31 #0)(vx) Ix =x
(Wx#0)(3Ex Hxt.x=1

(R\ {0},) je abelovska grupa

xX-(y+z)=x-y+x-z

(R7 +7 ) je po'-e

x<yay<z =x<z
x<yneboy<xnebox=y

linearni usporadani

X<y =x+z<y+z
x<yal<z= x-z<y-z

(R,+,-,<) je uspofadané pole

(VA C R) [(3H)(Vx € A)x < H] =
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Rozsifeni oboru realnych é&isel

Rozsifena mnozina realnych dCisel

R* =R U {—o0, 00}

o (WxeER) —co<Xx <00
o (VceR)c+oo=00AC+ (—00)=C—o00=—00
e (VceER)(c>0=c-00=00)A(c<0=cC-00=—00)
O(VCER)L:—C =
o |3 =00
5=
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Rozsifeni oboru realnych é&isel

Rozsifena mnozina realnych dCisel
Okoli bodt
Okoli bodu a € R*:

{xeR:a—ea1<x<a+e}, ackR,

O(a) = {xeR: h<x}, a= oo,
{xeR: h>x}, a= —oo.
Pravé okoli:
{xeR:x<a+e}, acR,
O+(a) ==
{xeR: h>x}, a= —oo.
Levé okoli:

{xeR:a—e<x}, a€R,
O_(a) =
{x eR: h<x}, a = oo.

Pritom e,e1,62,h €R, e > 0,51 > 0,57 > 0.
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Rozsifeni oboru realnych é&isel

Rozsifena mnozina realnych dCisel
Definice limity

lim a, = a € R": (VO(a)) (30(0))(Vn € Z) n € O(c0) = a5 € O(a)

n—oo
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Diference

Diference a jeji vyznam

Prvni diference vpred: Aa, = an+1 — an

(vn)Aa, > 0 = posloupnost je ryze rostouci,
(Yn)Aag, < 0 = posloupnost je ryze klesajici
(vn)Aa, > 0 = posloupnost je rostouci (neklesajici)
(vn)Aa, < 0 = posloupnost je klesajici (nerostouci)

Aa, lze chapat jako n-ty ¢len néjaké posloupnosti;
diferenci A lze chapat jako zobrazeni mnoziny posloupnosti do sebe.

Rekurentni formuli lze pfepsat pomoci diference:

v, r—1ap
Priklad: = 1-— —
dpn1 =1I0n ( ; K)
2

a
Gny1 — Gp=ranp — (r — 1)?” —an

Aay=(r—1)aq (1 - ‘iK”)
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