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Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Je dána řada ∞∑
n=1

(−1)n 1
n·12n (4x + 4)n.

Určete střed, poloměr konvergence a interval konvergence této řady.

2. (5 bod̊u) Určete pr̊uběh funkce f(x) = (x − 2)e−1/x. Tedy určete definičńı obor a obor
hodnot, intervaly, kde funkce roste/klesá, lokálńı extrémy, konvexnost/konkávnost, inflexńı
body, asymptoty a načrtněte graf.

3. (2 body) Uvažme funkce
f(x) = ln x a g(x) = x2 + a

pro x > 0, kde a ∈ R je parametr.

(i) Určete x > 0 takové, že tečna ke grafu funkce f(x) procháźı bodem [0, 1].

(ii) Určete hodnotu parametru a takovou, že grafy funkćı f(x) a g(x) se prot́ınaj́ı v jednom
bodě.



Řešeńı a bodováńı:

1. [3 body] Nejprve řadu uprav́ıme

∞∑
n=1

(−1)n 1
n·12n (4x + 4)n =

∞∑
n=1

(−1)n 1
n·3n (x + 1)n.

Střed je tedy v bodě x0 = −1. Dále

lim
n→∞

n

√
|(−1)n 1

n·3n | =
1
3 ,

poloměr konvergence je r = 3 a tedy řada určitě konverguje na intervalu (−4, 2), [2b]. Dosazeńım krajńıch
bod̊u dostáváme č́ıselné řady

∞∑
n=1

(−1)n 1
n·3n (−4 + 1)n =

∞∑
n=1

1
n =∞ a

∞∑
n=1

(−1)n 1
n·3n (2 + 1)n =

∞∑
n=1

(−1)n 1
n = 0.

Interval konvergence tedy je (−4, 2], [1b].

2. [5 bod̊u] Plat́ı D(f) = R \ {0}. Chováńı kolem nuly je určeno limitami

lim
x→0+

f(x) = 0 a lim
x→0−

f(x) = −∞, [0.5b].

Dále plat́ı

f(x) = f(x) = (x− 2)e−1/x, f ′(x) = x2+x−2
x2 e−1/x, f ′′(x) =

5x− 2

x4
e−1/x, [1b].

Funkce roste na intervalech (−∞,−2] a [1,∞) a klesá na intervalech [−2, 0) a (0, 1]. Lokálńı extrémy jsou
dva – lokálńı maximum v bodě x = −2, f(−2) = −4

√
e, a lokálńı minimum v bodě x = 1, f(1) = − 1

e ,
[1b]. Odtud vid́ıme, že H(f) = R \ (−4

√
e,− 1

e ). Funkce je konkávńı na intervalech (−∞, 0) a (0, 2
5 ) a

konvexńı na intervalu ( 2
5 ,∞), [1b]. Inflexńı bod je x = 2

5 . Asymptoty jsou dvě x = 0 (bez směrnice) a
y = x− 3 (se směrnićı), [1b]. Ještě je potřeba načtrnout graf, [0.5b].

Detaily poč́ıtáńı asymptoty se směrnićı jsou následuj́ıćı. Je-li asymptota tvaru ax + b, pak

a = lim
x→±∞

f(x)
x = lim

x→±∞

x− 2

x
e−1/x = 1.

Dále, po úpravě a s využit́ım L’Hospitalova pravidla dostaneme

b = lim
x→±∞

f(x)− ax = lim
x→±∞

(x− 2)e−1/x − x = lim
x→±∞

x(e−1/x − 1)− 2e−1/x =

= −2 + lim
x→±∞

e−1/x−1
1
x

= −2− lim
x→±∞

e−1/x = −3.

3. [2 body]

(i) Tečna je př́ımka procházej́ıćı bodem [x, f(x)] se směrovým vektorem (1, f ′(x)). Řeš́ıme tedy rovnici

[x, lnx] + s(1, 1
x ) = [0, 1].

Odtud s = −x a tedy x = e2, [1b].

(ii) Grafy obou funkćı muśı mı́t společnou tečnu, tj. f ′(x) = g′(x). Odtud x = 1√
2
. Dále v tomto bodě

muśı platit f(x) = g(x), tj. g( 1√
2
) = ln 1√

2
= − 1

2 ln 2. Odtud se dopoč́ıtá a = − 1
2 (1 + ln 2), [1b].


