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Kapitola 1

Prekalkulus

1.1 Realna c¢isla

e Prirozena ¢isla: N = {1,2,3,...}  Dospéjeme k nim pii pocitani prvkil né&jaké mnoziny. Lze na nich
definovat zékladni pocetni operace, usporadani.

e Cela cisla: Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}  Dopluéni mnoZiny N tak, aby operace od¢itani méla vzdy
vysledek.

e Raciondlni ¢isla: Q = {% : m € Z, n € N}  Doplnéni mnoziny Z tak, aby operace déleni méla vzdy
vysledek.

e Iracionalni ¢isla: I Cisla, kterd neni mozno vyjadiit ve tvaru >, kde m € Z, n € N
Iracionalni ¢isla potiebujeme. Napi. log,, 3 € L.

D.: Sporem. Pfipustme, Ze log;q 3 = 2. Pak

10" = 3
10m = 3»

Dostali jsme dva rtzné rozklady jednoho ¢&isla na prvocinitele. To je spor. [J
Nebov2 € 1.

D.: Sporem. Piipustme, zev/2 = - Pak
9 — m?
=

2n? = m

[

V rozkladu na prvocinitele ¢isla stojictho na levé strané rovnosti je 2 v liché mocniné, v rozkladu na
prvodinitele ¢isla stojiciho na pravé strané rovnosti (tedy téhoz ¢isla) je 2 v sudé mocning. To je spor. [

1.1.1 Definice
Bud M mnozina, na niz je definovano uspoiadani < . (Usporadani je binarni relace, ktera je
(i) reflexivni: (Va € M) (a < a)
(ii) antisymetricka: (Va,be€ M) (a <b,b<a= a=D0)
(iii) transitivni: (Va,b,ce M)(a <b,b<c=a<c¢) )

Bud ae M, AC M. Reknerpe, Ze a je horni (vesp. dolni) zdvora mnoZiny A v mnoZiné M, jestlize x < a
(resp. a < z) pro kazdé x € A. Rekneme, ze mnozina A je ohranicend shora (resp. zdola), jestlize existuje jeji
horni (resp. dolni) zavora. Rekneme, ze mnozina A je ohranicend, je-li ohranicené shora i zdola.



1.1.2 Priklady

1. Mnozina A = {1,1+ 1,1+ % + %, ...} je ohranien4 zdola (dolnf zévora je napf. 1) a neni ohrani¢en4 shora:
Pii oznaceni a,, = 1 + % +3+..F % je

a; = 1
as= 1+3+i+3>1+3+3+1=1+2
ag= ast+++g+r+s>1+3+5=1+3

Indukef lze dokézat, Ze agn > 1+ 5 a ¢islo 1 4 § miZe byt libovolné velké.
2. Mnozina B = {1,1+ 1,14 ; + §,...} je ohranifend shora, b < %2 pro kazdé b € B. (Bude dokizano
pozdéji.)
1.1.3 Definice
Bud A € M, kde M je mnozina, na niz je definovano usporadani <. f{ekneme, 7ze a € A je mazimum nebo
nejuétsi prvek (minimum nebo nejmensi prvek) a piSeme a = max A (a = min A), jestlize pro kazdé = € A plati
z<a(a<uzx).
1.1.4 Definice

Bud M mnozina, na niz je definovano usporadani < a bud A C M. Rekneme, ze a € M je supremum mnoziny
A, jestlize je nejmensi horni zavorou mnoziny A, t.j. jestlize plati

(s1) (Vx € A) (z <a),
(s2) (VxeA)(z<Db)=a<h.

Pigeme a = sup A.

1.1.5 Definice

Bud M mnozina, na niz je definovano uspofadani < a bud A C M. f{ekneme, ze a € M je infimum mnoziny
A, jestlize je nejvétsi dolni zavorou mnoziny A, t.j. jestlize plati

(i1) Vz € A) (a < z),
(i2) (VzeA)(b<z))=b<a.

Piseme a = inf A.

1.1.6 Poznamky
1. Podminku (s2) v 1.1.4 1ze nahradit podminkou
(s2°) (peM,p<a)= (Fzxec A)(p<ux).
(p < a je definovano jako p < a a soucasné p # a; v dalsim budeme pouzivat i symboly >, >.)

D.: Necht a € M spliuje (s2) a necht p € M, p < a. Pak p neni horni zdvora mnoziny A (jinak by podle
(s2) bylo a < p). Odtud plyne, Ze existuje x € A takové, ze = > p, tedy plati (s2*).
Necht a € M spliwje (s2*) a bud b € M horni zavora mnoziny A. Kdyby b < a, pak by existovalo
x € A takové, ze b < z a tedy b by nebyla horni zavora mnoziny A. Je tedy a < b. O

2. Analogicky lze dokazat, Ze podminku (i2) v 1.1.5 lze nahradit podminkou
(i2*) peM,p>a)= (3zec A)(p>x).

3. Libovolnd A C M ma nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infimum.



D.: Necht a = supA, b = supA. b je podle (s1) horni zavora mnoziny A, tedy a < b podle (s2).
Analogicky a je horni zavora A, tedy b < a. Z antisymetrie relace < plyne a = b.
Analogicky se ukaZze platnost tvrzeni pro infimum. [J

4. Jestlize existuje max A (min A), pak existuje také sup A (inf A) a plati sup A = max A (inf A = min A).

D.: Necht a = max A.
a spliwuje (s1) p¥imo podle definice maxima 1.1.3

Necht b je horni zavora mnoziny A. Pak b > x pro kazdé = € A, zejména tedy b > a € A. Coz
znamend, Ze plati (s2).
Tvrzeni pro infimum a minimum se dokaze analogicky. [J

1.1.7 Definice

MnoZina redlngch ¢isel je mnozina R, na niz jsou definovany dvé bindrnim operace + (s¢itani), - (nasobeni) a
jedna binarni relace < (mensi nez), které spliwji podminky

(R1) pro v8echna a,b € R plati a + b = b+ a (komutativni zdkon pro séitani)
(R2) pro vsechna a,b,c € R plati (a + b) + ¢ = a + (b+ ¢) (asociativni zédkon pro s¢itani)

(R3) existuje prvek 0 € R takovy, Ze pro vechna a € R plati a + 0 = a (existence neutralniho prvku vzhledem
ke s¢itani)

ke kazdému a € R existuje prvek —a € R takovy, Ze a + (—a) = 0 (existence opa¢ného prvku)

=
1

pro vSechna a,b € R plati a - b = b- a (komutativni zakon pro nasobeni)

=
=

pro v8echna a,b,c € R plati (a-b)-c=a- (b-¢) (asociativni zakon pro nasobeni)

existuje prvek 1 € R, 1 # 0 takovy, Ze pro vSechna a € R plati a - 1 = a (existence neutralniho prvku
vzhledem k nasobeni)

(R8) ke kazdému a € R, a # 0 existuje prvek a~—! € R takovy, Ze a -a~! = 1 (existence inversniho prvku)
(R9) pro vsechna a,b,c € R plati a- (b+c¢) = (a-b) + (a - ¢) (distributivni zdkon)

(R10) kazdé dva prvky z mnoziny R jsou srovnatelné, podrobnégji: kazda dvojice prvka a,b € R spliuje pravé
jeden ze vztahii a < b, a = b, b < a (zékon trichotomie)

(R11) jestlize pro a,b,c € R plati a < b a b < ¢, pak také a < ¢ (transitivita relace <)

(R12) jestlize pro a,b € R plati a < b, pak pro kazdé ¢ € R je a + ¢ < b+ ¢ (monotonie vzhledem ke séitani)
(R13) jestlize pro a,b,c € R plati a < ba 0 < ¢, pak a-c < b-c¢ (monotonie vzhledem k nasobeni)
(R14)

R14) je-li M neprazdna shora (zdola) ohraniena podmnoZina mnoziny R, pak existuje sup M € R (inf M € R)

1.1.8 Poznamky
1. (R1) - (R4) a (R5) — (R8) jsou axiomy komutativni grupy
(R1) — (R9) jsou axiomy pole
(R1) — (R13) jsou axiomy usporadaného pole
(R1) — (R14) jsou axiomy spojité usporadaného pole
Existuje jediné (aZ na isomorfismus) usporadané pole. Axiom (R14) se nazyva axiom spojitosti.
2. Piimka, na niz je zvolen pocatek (obraz realného ¢isla 0), jednotkovéa délka a orientace (obraz ¢isla 1) se

nazyva c¢iselnd osa. Existuje prosté a vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny redlnych ¢isel na ¢iselnou
osu.



3. Druha ¢ast axiomu (R14) (existence infima) je disledkem prvni ¢asti a ostatnich axiomda.

D.: Nejdiive ukazeme, 7e pro kazdé a € R je —(—a) = a. Vyjdeme z (R4):

(—a)+(=(=a)) = 0 / prifteme a zleva
at((—a)+(—(-a)) = a+0 / (R2), (R3)
(a+(=a)) +(=(=a)) = a / (R4)

0+ (—((—a); = a / (R1), (R3)

a < b / +(—a) zprava
a+(—a) < b+ (—a) / (R4)
0 < b+ (—a) / +(=b) zleva
(=0)+0 < (=b)+ (b+(—-a)) / (R3), (R2)
—b < ((=b)+b)+ (—a) / (R1), (R4)
b < 04 (—a) / (R1), (R3)
-b < —a

Necht nyni je ) # M C R zdola ohranicen4, b jeji dolni zavora. Polozme M’ = {—z : = € M}. Pak
pro kazdé x € M plati b < x a tedy podle druhého kroku ditkazu je —x < —b pro kazdé —x € M’. To
znamend, ze M’ je shora ohranifend a podle prvni ¢asti (R14) existuje sup M’ = s € R. Podle (R4)
je —s € R. Ukazeme, ze —s = inf M:

Bud z € M libovolné. Pak podle (s1) je —z < s a podle pomocnych tvrzeni na zacatku dukazu je
—s < x. Ponévadz z bylo libovolné, je podminka (il) splnéna.

Bud ¢ € R takové, ze ¢ < x pro kazdé x € M. Pak —z < —c pro kazdé —z € M’ a podle (s2) je
s < —¢, tedy —(—c) < —s. Podle prvniho kroku dikazu je ¢ < —s, coz znamena, ze i podminka (i2)
je splnéna. [J

1.1.9 Priklad
Necht M = {2 : m,n € N, m < n}. Ukaite, ze sup M = 1, inf M = 0.

R.: Platnost podminky (s1): = <1prom < n.

Platnost podminky (s2*): Bud p € M, p < 1. Je-li p < 0, pak napf. pro % € M plati p < % Necht
tedy p > 0. Polozme n = 1 + [ﬁ] (Pritom [z] ozna¢uje celou ¢ast z ¢isla z, t.j. celé ¢islo z takové, ze

< z<wz+1 Napt. [r] =3, [3] =1, [-3.5] = —4 ap.) Pak

B

n

> >
n—np > 1
n—1 > np
n—1 > p

n
a ziejmé "T_l e M.
Platnost podminky (il): 2* > 0 pro vechna m, n € N.
Platnost podminky (i2*): Bud p € M, p > 0. Je-li p > 1, pak napf. pro % € M plati % < p. Necht tedy

p<1.PoloZmen:1+[%].Pakn>%atedyp>%€M.D

1.1.10 Definice

Mnozinu R* = RU {—00, 00} nazyvame rozsifend mnozina redlngjch ¢isel, symboly —oo, oo nazyvame nevlastni
redlnd ¢isla (nevlastni body éiselné osy). Klademe —oco < a < oo pro kazdé a € R.

Symboly —oo, co nejsou ¢isla, nedefinujeme pro né pocetni operace.



1.1.11 Definice

Budte a, b € R, a < b. Uzaviengm intervalem o krajnich (koncovijch, hranicnich) bodech a, b rozumime mnozinu
[a,b) ={zx € R: a <z <D},

otevienym intervalem mnozinu
(a,b) ={z eR: a<x<b},

polouzavFenymi intervaly zprava (resp. zleva) mnoziny
(a,b] ={x € R: a <z < b},
[a,0) ={z eR: a<x<b}.

Nekonecéné intervaly definujeme jako mnoziny

[a,00) = {xeR:z>a},
(a,00) = {zeR:z>a},
(—00,b] = {xeR:ax<b},
(=00,b) = {reR:z<b},
(—o0,0) = R.

Je-li J interval jakéhokoliv typu a z¢ € J, x¢ neni krajni, fekneme, Ze = je vnitini bod intervalu J.

1.1.12 Definice

Okolim (podrobnéji (symetrickgm) d-okolim, 6 > 0) bodu xo € R rozumime interval (zg — 0, ¢ + 0).
Okolim bodu oo rozumime interval (a,o0), kde a € R.
Okolim bodu —oo rozumime interval (—oo,a), kde a € R.

d-okoli bodu zy € R* budeme oznacovat symbolem Ogs(xo), struéné O(zo).

1.1.13 Véta

Okoli bodi z mnoziny R maji tyto vlastnosti:

(o1) Jsou-li O;(xp) a O2(xp) dvé okoli téhoz bodu zy € R*, pak O;(x0) N Oz(z0) je okolim bodu .
(02) Jsou-li xq, wo € R*, @1 # 19, pak existuji O(z1) a O(x2) takova, Ze O(x1) N O(x2) = 0.

D.:

1. ® o € R, 01(1170) = (IO — 51,$0 + 51), (’)2(500) = (Io — 52,$0 + 52) Polozme § = min{51,52}. Pak
O(Io) e (xo — 0,20 + 5) = 01(1170) N Oz(xo) je okolim bodu xg.
e 1y =00, O1(z0) = (a1,00), O2(xp) = (a2, ). Polozme a = max{ay,as}. Pak O(zg) = (a,00) =
O1(x0) N Oz(x0) je okolim bodu oco.
e 1y = —oo. Platnost tvrzeni ukdzeme analogicky jako v pfedchozim piipadé.

2. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze x1 < x2.

e —00 < 1 < T3 < 0. Polozme § = 1 (z2—1x1). Pak O(z1) = (21 -6, 21+6), O(z2) = (z2—6, x2+6)
jsou okoli bodii 1, x2 s pozadovanou vlastnosti. (Volba § = %(@ — 21) samoziejmé neni jedind
moZznd. Stati volit § = r(z2 — 1), kde r < 3.)

e —00 < x1 < 29 = 00. Necht 6 > 0 je libovolné a polozme a = z1 + 24.

Pak O(x1) = (z1 — §,21 + 0), O(z2) = (a,0) maji pozadovanou vlastnost.

e Analogicky ukédzeme platnost tvrzeni v ostatnich p¥ipadech.



1.1.14 Definice

Bud zp € R. Ryzim okolim bodu z rozumime mnozinu O(xo) \ {zo}-

Okoli nevlastniho bodu je vzdy ryzi.
Ryzi okoli bodu z¢ budeme oznacovat O’ (x).

1.1.15 Definice

Bud z¢ € R, 6 > 0. Pravym (resp. levgm) 0-okolim bodu z¢ rozumime interval [xg, xg + ) ((xo — §, zo]). Ryzim
pravym (resp. levym) J-okolim bodu z rozumime otevieny interval (zo,zo + 0) ((xg — 0, x0)).

Pravé (resp. levé) d-okoli bodu z budeme oznacovat Ps(xg), struéné P(zo) (resp. Ls(xo), strucné L(xg)).
Ryzi pravé (resp. levé) d-okoli bodu zp budeme oznacovat Pj(zo), struéné P’ (zg) (resp. L(xo), struéné L' (xg)).
1.1.16 Poznamky
1. Takeé prava a leva okoli, ryzi okoli maji vlastnosti (0l), (02) z véty 1.1.13.
D.: Snadnou modifikaci ditkazu 1.1.13. [
2. Bud J C R interval a bud ¢ vnitini bod intervalu J. Pak existuje O(zg) takove, ze O(xzq) C J.

D.: Necht a,b € R* jsou krajni body intervalu J.
e Jsou-li a,b € R, polozime § =  min{zg —a,b— xo)}. Pak § > 0 a (xg — §, 20 + ) je pozadované

okoli.

e Jsou-li a € R a b = o0, polozime § = %(xo —a). Pak d > 0 a (xg — 9,0 + §) je opét pozadované
okoli.

e Analogicky ukdzeme platnost tvrzeni v ostatnich piipadech.

O

1.1.17 Veéta
1. Mezi dvéma libovolnymi redlnymi ¢isly x1, 2, x1 < w2 lezi raciondlni i iracionélni ¢islo.
2. V libovolném okoli libovolného ¢isla xy € R lezi racionalni i iracionélni ¢islo.

(Stru¢né: Mnozina Q i mnozina I je hustd v mnozing R.)

D.:
1. e Polozme n = [I;Il] +1, m = [naz1] + 1. Pak m € Z, n € N a tedy ¢ = = € Q. Dale plati
m > nx m < nx;+1 n>ﬁ
r < nre —nr; > 1

n
nre > nxi+1

Odtud x; < 2 < m;fl < T2 = 19, cOZ Znamend, ze q je raciondlni ¢islo mezi ¢isly z1 a x.

e Polozme s = | V2 | +1, r:%xlh—l.PakreZ,seNaw:@G]I,nebot’vopaéném

T2—Z1

piipadé byv/2 € Q, coz by byl spor s tvrzenim dokdzanym v Gvodu tohoto odstavce. Dale plati

s s V2
roo> %Il r < 7 +1 5 > 5T
2 r s S
T < S \/—§$2 > \/—§x1 +1

<\/§(\/%a:1+1) V2 S
<
S S

= X2, COZ znameni, ze w je iraciondlni ¢islo mezi

Odtud z1 < ‘/%
Cisly =1 a x2.

2. je dusledkem 1., nebot mezi Cisly zg — 0 a xg + ¢ lezi racionélni i iracionalni ¢islo.

O



1.2 Funkce a jejich zakladni vlastnosti

1.2.1 Definice

Funkce f (podrobnéji redlnd funkce jedné redlné proménné) je zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R.
Mnozina Dom f = {x € R: (Fy € R)((z,y) € f)} se nazyva definiéni obor funkce f. (Domain)
Mnozina Sf ={y € R: (3 € R)((z,y) € f)} se nazyva obor hodnot funkce f. (Image)

Je-li f funkce, pak zobrazeni f : Dom f — Sf je surjekce (zobrazeni na).

Je-li (z,y) € f, piSeme y = f(x), v — vy, z A Y.

Prvky z Dom f se nazyvaji hodnoty nezavisle proménné, argument.

Prvky z Sf se nazyvaji hodnoty zavisle proménné, funkéni hodnota.

Pokud neni explicitné uvedeno jinak, definiénim oborem rozumime nejvétsi (vzhledem k mnozinové inklusi)
mnozinu, pro jejiz prvky lze funkéni hodnotu vypodcitat.

1.2.2 Definice

Grafem funkce f rozumime mnozinu G = {(z, f(z)) : « € Dom f}, kde (z,y) znadi orthogonalni kartézske
soufadnice bodu v roviné.

1.2.3 Priklad
1. f(z) = |z| = max{x,—a}, Dom f =R, Sf =10, 00).

x

2. f(x) :m, Dom f = (—1,1), nebot musi platit Sf = R, nebot pro libovolné r € R je
1—-22 > 0 roo= L
V1—x?
1 > a° (1—2?)? = 2a?
1> |z r? = (1+7?)2?
I

Zmaménko u x musi byt stejné jako znaménko
T

V1412

ur, tedy x =

3. f(x) = [z], kde [z] je cela Cast z ¢isla x, to jest celé Eislo takove, Ze [x] <z < [z] + 1.
Dom f =R, Sf =Z.

1, z€Q

4. Dirichletova funkce x(z) =
0, z€l

Domy =R, Sy ={0,1}.

1.2.4 Definice

Budte f, g funkce, Dom f N Dom g # (). Pak definujeme
soudet funkei f, g predpisem: (f + g)(x) = f(z) + g(x) pro € Dom f N Dom g,
rozdil funkei f, g predpisem: (f — g)(z) = f(z) — g(x) pro & € Dom f N Dom g,

soucin funkci f, g predpisem: (fg)(z) }(z) () pro € Dom f N Dom g,
podil funkei f, g pfedpisem: (g) (x) = ch(—g pro z € Dom f N (Domg \ {x € Domg: g(z) = 0}),

(
absolutni hodnotu funkce f predpisem |f|(x) = |f(z)| = max{f(z),—f(x)} pro z € Dom f.



1.2.5 Definice

Funkce f se nazyva ohranicend (shora ohraniéend, zdola ohranicend), je-li mnozina ' f ohranicené (shora ohra-
nicend, zdola ohranic¢ené) podmnozina mnoziny R.

Funkce f je ohranicena pravé tehdy, kdyz existuji a,b € R takova, ze a < f(x) < b pro kazdé x € Dom f,
coZ nastane pravé tehdy, kdyZz existuje h € R takové, Ze |f(x)| < h pro kazdé x € Dom f. Analogickd tvrzeni
plati pro funkci ohrani¢enou shora nebo zdola.

1.2.6 Definice

Funkce f se nazyva sudd, jestlize x € Dom f = —x € Dom f, f(—z) = f(x).
Funkce f se nazyva lichd, jestlize 2 € Dom f = —x € Dom f, f(—z) = —f(x).

Piiklady sudé funkce: 22", kde n € N, |z, cos .
Piiklady liché funkce: z2"*! kde n € N, sinz, tg x.

Bud f suda funkce, G jeji graf, (z,y) € G. Pak (—z,y) € G. Body (z,y) a (—x,y) jsou symetrické podle osy
y, graf sudé funkce je symetricky podle osy y.

Bud f licha funkce, G jeji graf, (x,y) € G. Pak (—z, —y) € G. Body (z,y) a (—z, —y) jsou symetrické podle
pocatku soutadného systému, graf liché funkce je symetricky podle pocatku souradného systému.

1.2.7 Véta

Ma-li funkce f vlastnost: x € Dom f = —x € Dom f, pak ji lze vyjadiit jako soucet funkce sudé a liché.

D.: f(a?):%(f(x)+f( ) + 5(f(@) = f(-2))
g(I):é(f() f(= x%) g(=x) = L(f(—a) +

(x)) = g(x); g(x) je suda,
h(z) = 5(f(z) — f(=2)); h(-2) = 5(f(~2) - =

f x
f(@) =—3(f(z) = f(—z)) = —h(z); h(z) je licha. O

mh_NI»—‘ |

1.2.8 Definice

Bud pe R, p> 0. f{ekneme, ze funkce f je periodickd s periodou p, jestlize
z €Dom f=x+pe€Domf, flx +p) = f(z).

Priklady: sinx, cosxz — perioda 27,
tgx — perioda T,
sin 5~ — perioda 1,
konstatntni funkce f(x) = ¢ € R — periodou je jakékoliv p € (0, 00).

Bud f funkce periodicka s periodou p > 0, n € N. Pak f je periodické s periodou np.

D.: zeDomf=z+peDomf=z+p+p=x+2p€Domf=---=2x+npecDomf.
flatnp)=flz+(n—1)p+p)=flz+(n-1)p) = flz+(n=2)p+p) = flz+(n-2)p) =--- = f(x). O

Mnozina period periodické funkce f je nekonecné, tedy neprizdna a zdola ohrani¢end nulou. Podle 1.1.7
(R14) existuje pg = inf{p : p je perioda funkce f}. Pokud pg je periodou funkce f, nazyvame ji nejmensi nebo
zdkladni periodou funkce f. Periodicka funkce nemusi mit nejmensi periodu. Napf. periodou Dirichletovy funkce
je kazdé kladné racionélni ¢islo.

1.2.9 Definice

Funkce f se nazyva rostouci v bodé o € Dom f, jestlize existuje O(x¢) takové, ze O(xg) C Dom f a plati

€ O0(xg), x <z = [flz)< f(z0)
x € O(ZC()), xr>ry = f(iC) > f(«TO)a
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strucné: jestlize pro x € O(xg) \ {zo} plati (x — zo)(f(x) — f(xo)) > 0.
Funkce f se nazyva neklesajici v bodé xy € Dom f, jestlize existuje O(zg) takové, ze O(xg) C Dom f a plati

x € O0(xg), x <xzg = [f(x) < f(xo)

x € O(xg), x >xg = f(x)> flxo),
strucné: jestlize pro x € O(xg) plati (z — zo)(f(z) — f(x0)) > 0.
Analogicky definujeme funkci klesajici a nerostouci v bodé xy € Dom f.

Funkce, ktera je v bodé z¢p € Dom f nerostouci nebo neklesajici, se nazyva monotonni v bodé x¢y € Dom f.
Funkce, ktera je v bodé xg € Dom f rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni v bodé xy € Dom f.

Funkce rostouci v bodé 2y € Dom f nemusi byt rostouci v zddném jiném bodé z Dom f.

1.2.10 Definice

Rekneme, 7e funkce je rostouct na intervalu J, jestlize J C Dom f a pro libovolna x1,z2 € J plati 1 < o =

[(@1) < fla2).

Rekneme, ze funkce je neklesajici na intervalu J, jestlize J C Dom f a pro libovolna x1, x5 € J plati z1 < x5 =
fa1) < fla2).

Analogicky definujeme funkci klesajici a nerostouci na intervalu J.

Funkce rostouci nebo klesajici na intervalu se nazyva ryze monotonni na intervalu, funkce nerostouci nebo
neklesajici na intervalu se nazyva monotonni na intervalu.

Monotonie v bodé — lokdlni vlastnost
Monotonie na intervalu — globdlni vlastnost

Slova ,interval J* v pfedchozi definici 1ze nahradit slovy ,,mnozina M C Dom f“.

1.2.11 Véta

Funkce f je rostouci na otevieném intervalu J C Dom f pravé tehdy, kdyz je rostouci v kazdém bodé tohoto
intervalu.

.t ,,=“ Necht f je rostouci na J a necht xg € J. J je otevieny = ¢ je vnitini bod =(podle 1.1.16.2) existuje
O(z9) C J. Tedy O(zo) C Dom f. Je-li x € O(xp), x < zo, je f(x) < f(xo); je-li z € Oxg), = > xo, je
f(x) > f(xo). Tedy f je rostouci v bodé& xy.

»<=" Necht f je rostouci v kazdém bodé intervalu J. Pfipustme, Ze f neni rostouci na J. Existuji tedy x1,z2 € J,
ze 1 < xg a f(x1) > f(x2). Oznaéme M = {x € [x1,z2] : f(x) > f(z1)}. Plati

a) M # (), nebot f rostouci v z1 = ex. O(x1), Ze pro kazdé x > x1 je f(x) > f(x1).
b) M je shora ohranicend, nebot xo je horni zavora M.

Podle 1.1.7 (R14) existuje ¢ = sup M < z5.

— Predpokladejme zp = x2. f je rostouci v bodé zo = existuje O(x2) = (x2 — d,29 + 6) C Dom f, Ze
pro z € O(z2), x < xg plati f(z) < f(x2).

Podle 1.1.6(s2*) existuje x € M, x > 29 — 0. Ponévadz = € M, je x < xo. Jest x € O(z2). Pokud
x < a2, pak f(x) < f(x2), pokud @ = 2, pak f(z) = f(22). Tedy f(z) < f(22).
Soucasné x € M a tedy f(z) > f(x1) > f(x2). Odtud f(z) > f(z2) — spor.

— Musi tedy byt ¢ < x2. Ponévadz f je rostouci v zo, existuje O(zg), ze pro kazdé x € O(x¢)\{zo} plati
(x—z0)(f(x)— f(x0)) > 0. Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat O(x¢) = (zo—9,x0+9) C [x1, z2].
Podle 1.1.6(s2*) existuje x € M, x > x¢ — 0 takové, 7ze x < xg. x € O(zo) a tedy f(x) < f(zo).
Soucasné f(z) > f(x1), nebot x € M. Odtud plyne

f(z1) < f(20)-

Zvolme x € O(xg), © > xzo. Pak f(z) > f(xo). Piitom = ¢ M, nebot © > xo = sup M. Tedy
f(z) < f(z1). Odtud plyne
f(@1) > f(wo).

To je spor. [
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1.2.12 Poznamky

1. Analogicka véta plati pro neklesajici, klesajici a nerostouci funkci.

2. Pro uzavieny interval véta neplati:
Napt. f(x) = sin(z), J = [-F, 5]. f je rostouci na celém J, ale neni rostouci v krajnich bodech.

3. Ve druhé casti dikazu jsme nevyuzili predpoklad, Ze interval J je otevieny. Plati tedy: Je-li funkce f
rostouci v kazdém bodé libovolného intervalu J, pak je rostouci na celém intervalu J.

1.2.13 Definice
Budte f, ¢ funkce a necht plati S¢ C Dom f. Pak
F = {(z,y) €R*: (Ju e R)((x,u) € ¢, (u,y) € f)}

se nazyva sloZend funkce.
Funkce ¢ se nazyva vnitini slozka funkce F', funkce f se nazyva vnéjsi slozka funkce F.

z () = ur fu) = fp(z))

Podminka S C Dom f je nutna a dostateéné pro existenci slozené funkce. Neni-li tato podminka splnéna,
lze ji nékdy dosahnout vhodnym zuzenim Dom .

1.2.14 Pfiklady

p(x) = = [0,00)
flu) = ( ) Dom f = (—00,00). Tedy S¢ C Dom f, F(x) = f(p(z)) = sin 2>
2. ¢o(z) =1 — 22, definujeme Dom f = [—1,1]. Pak Sy = [0, 1].
J(u) =V, Dom J = [0,00). [0,1] € [0,00), F(x) = f(p(x) =vT— 2.
3. p(x) = =22, Sp = (=00, 0]
flx)= 1ogu Dom f = (0, 00). Slozena funkce neexistuje.

Proces skladani funkci 1ze opakovat a vytvaret funkce vicenasobné slozené. Napf.:

y =log*Vsinz: y=u?

u = logv
v =y/w
w = sinx

1.2.15 Definice
Necht f je funkce, kter4 je bijekci. Pak

F7={y,2) eR?: (w,y) € f}
se nazyva inversni funkce k funkci f.

Z definice plyne: Dom f = Sf~1, Sf =Dom f~!, z=f"1(y) ©y=f(z).
Zobrazeni f : Dom f — Sf je surjekce. Aby toto zobrazeni bylo bijekci, musi byt injekei (prostym zobraze-

nim), t.j. 1,22 € Dom f, z1 # x2 = f(x1) # f(z2).

1.2.16 Poznamky
1. Graf inversni funkce f~! je symetricky s grafem funkce f podle osy prvniho a tietiho kvadrantu.
2. Je-li funkce f ryze monotonni, pak je prosta.
D.: Necht pro uréitost je f rostouci a budte x1,x2 € Dom f, 1 # xo. Pokud x1 < x2 pak f(x1) < f(x2),
pokud x1 > mg pak f(z1) > f(z2) a tedy f(z1) # f(xe). O
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1.2.17 Véta

Necht funkce f je rostouci (resp. klesajici) na mnoziné Dom f. Pak funkce f~! je rostouci (resp. klesajici) na
mnoziné S f.

D.: Necht f je rostouci na Dom f a budte y1,y2 € Sf, y1 < ya.
Oznacme z1 = [~ (y1), 22 = [~ (ya2), t.§. y1 = f(21), y2 = f(x2).
Jest &1 # x9 podle 1.2.16.2. Kdyby z1 > x2, pak by y1 = f(z1) > f(x2) = y2, coZ by byl spor. Plati tedy

w1 =f"Hy) < [Tlyp =a2. O

1.3 Posloupnosti

1.3.1 Definice
Posloupnost je funkce f, pro niz Dom f = N. (t.j. f: N — R)

Oznaceni: f, = f(n), ¢astéji an, bp,...
{an}>2 4, struéné {a,} — posloupnost
an — clen posloupnosti

Posloupnosti mohou mit vlastnosti: ohrani¢enost, monotonie, periodicita (s periodou p € N) zavedené v 1.2.
Naopak pojmy inversni nebo slozené posloupnost nemaji smysl.

Plati: {a,}52, je rostouci & (Vn € N)(an < anyt1)
{an}52 je neklesajici < (Vn € N)(ay, < ant1)
a podobné.

1.3.2 Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} md limitu a a piSeme lim a, = a, nebo strucnéji lima,, = a, a, — a, jestlize ke
n—oo

kazdému e € R, ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati |a,, — a| < e.
Posloupnost, ktera mé limitu, se nazyva konvergentni.

1.3.3 Véta (o jednoznacnosti limity)

Libovoln4 posloupnost mé nejvyse jednu limitu.

D.: Pfipustme, Ze pro {a,} plati lima, = a, lima, = b, a # .
Necht pro urcitost a < b. Polozme ¢ = %a' Pak £ > 0.

Tedy existujen; €N, zen>n; = |a, —al <e

a existuje no € N, Ze n > ng = la, — b| < ¢
Polozme ng = max{ni,na}. Pak pron > ng plati a —e < a, <a+¢e, b—e < a, <b+e¢,
b— b
tedy b—e <a, <a+eaponévadzb—cec=0>— 2a: 42—a
b—a a+b
. . at+e=a+ 5 T
plati +a<ﬂ,c02je spor. [
1.3.4 Véta

Konvergentni posloupnost je ohranicené.

D.: Nechf lima, = a a bud ¢ > 0. Existuje ng € N takové, Ze pron > ng plati a — e < a,, < a + €.
Bud h=max{ai,as,...,an,-1,a+¢c}, d=minf{ai,as,...,an,-1,0—¢}.
Pak pro kazdé n € N plati d < a,, < h.
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1.3.5 Poznamky

1. Budte {an}, {bn} konvergentni posloupnosti, lima, = a, limb, = b. Jestlize existuje ng € N takové, ze
pro kazdé n > ng plati a,, < b, pak a <b.

D.:

—b
Pfipustme a > b a polozme € = GT. Pak £ > 0 a existuji

ny €N,Zepron>n;jea—e<a, <a-+e,
ng €N, zZzepron>ngjeb—e <b, <b+e.
a+b

. a+b
Pro n > ng = max{ni,n2,no} nyniJea—a:T <an<bn<b—|—€:T—spor.D

Tvrzeni zustane v platnosti i za pfedpokladu a,, < b, pro n > ng.

2. I:D»ekneme, 7e posloupnost {a,, } je skorostaciondrni, jestlize existuje ng € N takové, Ze pro n > ng je a,, = a.
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je staciondrn, jestlize pro kazdé n € N je a,, = a.
(Skoro)stacionarni posloupnost je konvergentni a plati lim a,, = a.

3. Bud {a,} konvergentni posloupnost, lima, = 0 a {b,} bud ohrani¢ena posloupnost. Pak lim a,,b,, = 0.

D.:

{b,} je ohrani¢end = existuje h € R, Ze |b,| < h pro kazdé n € N.

, . . € s . .
Bud ¢ > 0 libovolné. K 7> 0 existuje ng takové, ze pro n > ng je |an| = |a, — 0] <

Pro n > ng plati |apby| = |an||bn] < %h =g, tedy lima,b, = 0. O

1
4. Jestlize posloupnost {a,} je monotonni a neohranicena, pak lim — = 0.

Gnp
D.: Bud {a,} neklesajici a £ > 0 libovolné.
Ponévadz je {a,} neohranicend, existuje ng € N takové, ze a,, > —
3
1
Ponévadz {a,} je neklesajici, pro kazdé n > ng plati a,, > an, > — > 0.
€
1 1 1 1
Odtud plyne, Ze pro n > ng plati | — — 0| = |—| = — < ¢, tedy lim — = 0.
Pro nerostouci posloupnost se dikaz provede analogicky. O
1.3.6 Véta
Budte {a,}, {b,} konvergentni posloupnosti, lim a,, = a, lim b,, = b. Pak
1. existuje lim |a,| a plati lim |a,| = |al,
2. existuje lim(a, + b,) a plati lim(a, + b,) = a + b,

3.

existuje lim a,,b,, a plati lima, b, = ab,

existuje lim(a, — by) a plati lim(a, — b,) = a — b,

pokud b # 0, pak existuje lim dn g plati lim dn _

a
bn, b, b

1. Bud ¢ > 0 libovolné. Pak existuje ng € N, Ze pro n > ng je |a, — a| < e.

Pro n > ng tedy plati ||an| — |a|| < |a, — a| < &, coz znamena lim |a,| = a.

g

ny € N takové, Ze pro n > ng je |b, — b| < 5

€
.

€ €
. Bud ¢ > 0 libovolné. K 3 > 0 existuje n; € N takové, Ze pro n > ny je |a, — a| < > a existuje

Pron > ng = max{ny, na} plati |(an-+bn)—(a+b)] = |(an—0a)+bn—b)| < |an—a|+|ba—b| < —+< =&

a tedy lim(a, + b,) = a+ 0.

14
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3. Je-li a =0, plyne tvrzeni z 1.3.4 a z 1.3.5.3.
Necht a # 0 a bud e > 0 libovolné. Podle 1.3.4 existuje h € R takové, ze |b,| < h pro kazdé n € N.
€

€
K o > 0 existuje ny1 € N takové, Ze pro n > nq je |a, —al < o
5 €
K 3al > 0 existuje ny € N takové, ze pro n > ngy je |b, — b < Sal
a a

Pro n > ngmax{ny,na} plati ob& nerovnosti sou¢asng, tedy
|anby, — ab|= |anb, — ab, + ab, — ab| < |ayb, — ab,| + |ab, — ab] = |ay, — a||by| + |al|b, — b| <
€

<l F 4
— Ol=—==-+=-=c¢.
2h 2 — 2 2

4. Plyne z 2., 3. a 1.3.5.2.

b
5. Podle 1. je lim |b,| = |b| a podle pfedpokladu |b| > 0. Tedy k % > 0 existuje n1 € N takové, Ze pro

b b b 1 2
n > nq je ||bn]| — ||| < %, neboli b, | > |b] — % = |—2| Odtud plyne, ze pro n > ny je PN < o
, : i b2e L. . . b2e
Bud & > 0 libovolné. K - > 0 existuje na € N takové, ze pro n > ng je |b, — b < -

o > a { }'e 1 1 |b_bn| < b2€ 1 2 c a tedv i 1 1

Pron Nnop = maxqni,n — = = = _—— = im— = —.

0 L2y b, b b]]6s, 2 || 0] Y b, b
Podle 3. je lim dn _ lima, lim — = 1_¢a
odle o. je 1 bn = lmay 11 bn ab b

O

Poznamenejme, 7Ze z 1.3.6.3 a z 1.3.5.2 plyne: Jsou-li ¢ € R, {a,} konvergentni posloupnost s lima,, = a,
pak existuje lim(ca,) = clima,, = ca.

1.3.7 Véta (o tfech posloupnostech, o sevieni)

Budte {a,}, {bn}, {cn} posloupnosti takové, Ze existuje ny € N, Ze pro n > ny je a, < b, < ¢,. Jestlize
lima, = limc, = a, pak také limb,, = a.

D.: Bud e > 0 libovolné. K nému existuje ns € N takové, ze pro n > ng je |a, — a| < &, neboli a,, > a — .
Déle existuje ng € N takoveé, ze pro n > ns je |¢, — al] < €, neboli ¢, < a + ¢.
Pron > ng = max{ny,na,n3} plati a —e < a, < b, < ¢, <a+e,neboli a—e < b, < a-+e, cozznamena
limb,, = a.0d

1.3.8 Priklad

Proa € R,a>0je lim /a=1.
n—oo
D.:

e Pro a =1 plyne tvrzeni z 1.3.5.2.
e Bud a > 1. Pak {/a > 1 pro kazdé n € N, neboli /a =1+ a,,, kde a,, > 0.

Dalea=<1+an)"=1+”a”+(g)a%'“*(nﬁl >a2‘1+a221+nan.

-1 -1 - 1

Odtud o, < a—. Celkem 0 < o), < a—. Podle 1.3.5.4 je lim . alim — —lim — =0 a tedy
n n n n n

podle 1.3.7 a 1.3.5.2 je lim cv,, = 0. Podle 1.3.5.2 a 1.3.6.2 je lim /a = 1 + lima,, = 1.

lim 1

lim {/a -

1
e Bud 0 < a < 1.Pak b= - >1a tedy lim /b = 1. Avsak podle 1.3.6.5 je 1 = lim ¥/b =
a

1
m, z ¢ehoz plyne lim {‘/E =1.
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1.3.9 Véta (o monotonnich posloupnostech)

Je-li posloupnost {ay}5° ; neklesajici a shora ohranifena, pak je konvergentni a plati lim a,, = sup{a,, : n € N}.
Je-li posloupnost {a, }2°; nerostouci a zdola ohranicené, pak je konvergentni a plati lim a,, = inf{a,, : n € N}.
Je-li monotonni posloupnost {a,}>2 ; ohranicena, pak je konvergentni.

D.: Bud {a,} neklesajici a shora ohranicené posloupnost. Podle 1.1.7(R14) existuje a = sup{a,, : n € N} € R.
Bud ¢ > 0 libovolné. Pak a —e < a a podle 1.1.6(s2*) existuje a,, € {a,} takové, Ze a,, > a—e. Ponévadz
{a,} je neklesajici, je a, > a — ¢ pro kazdé n > ng. Tedy pron > ng je a —e < a, < a < a+ ¢, neboli
lima, = a.
Druhé tvrzeni se dokdze analogicky, tfeti je disledkem prvniho a druhého. [J

1.3.10 Priklad

1 n oo
Posloupnost { (1 + —) } je rostouci a konvergentni.
n

n=1
n

1
(Znacime lim (1 + —) =e, jest e = 2.71828182846 - - -.)
n

l l l
< —,neboli 1 = —— > 1— — pro vSechna n, ! € N dostaneme:
1 n n+1 n

(1+ni1)n+1 = n+1(n—£1) CERG > i(n—ll_l) n_;il)k -
(n+nn-1)--(n—k+2) 1
k! (n+ 1)k

D.: S vyuzitim binomické véty a vztahu
n

M- I

E
Il
=]

nn—1)---(n—k+2) 1
k! (n+1)k-1

1 n n-1 n—k—|—2
k! +1n+1 n+1

) () ()
-2 (-2)-2)

k

07 107

~
Il
o

I
(]
==

>
Il

M:

E
Il

0

B iin—ln—2 n—k+1
n k' n n n n
k=0
= m-)n-2)-(n—k+1) 1
o Z k! nk—1 =
k=0
 w=nn-1)(n-2)-- (n—k—i—l - 1\"
-y ) > 1+
k=0 k=0
To znamena, 7Ze posloupnost { ( > } je rostouci.
1
Polozme a,, = (1 + —> . Pak a,, > 0 a s vyuZitim nerovnosti (1 + )™ > 1+ ma prox >0, m € N
n

(viz. 1.3.8) dostaneme:

+2
an (1+i)n+1 _n ("TH>H n <n2+2n+1)n+2
- 2 nt2 = 2 =
Gn+1 (1+n_+1)" n+1 Z—_H n+1 n? +2n

n+2
__n 14 1 > n 14 n+2 __n n—i-l:l'
n+1 n(n + 2) n+1 n(n + 2) n+1l n
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Tedy a,, > an41, posloupnost {a,} je nerostouci, zdola ohrani¢ena nulou. Podle 1.3.9 je konvergentni.

1
Déle podle 1.3.6.2 a 1.3.5.4 plati lim (1 + —> =1 a tedy podle 1.3.6.5 existuje
n

1 n+1 1 n+1
" (1+—) Hm(l-i-—) 1\
lm(14+ =) =lm n - n —lim(1+-) .O
n 1 . 1 n
1+ — lim |1+ —
n n

1.3.11 Definice

Rekneme, ze posloupnost {a,} ma nevlastni limitu co a piSeme li_>m a, = oo (struéngji lima,, = oo, a, — o0)
n oo

Jestlize ke kazdému h € R existuje ng € N takoveé, Ze pro kazdé n > ng plati a,, > h.
Rekneme, ze posloupnost {a,} mé nevlastné limitu —oo a piSeme lim a, = —oo (stru¢néji lima, = —oo,
n—oo

a, — —oo) jestlize ke kazdému h € R existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a,, < h.
Ma-li posloupnost {a,} nevlastni limitu, fekneme, ze je urcité divergentni.
Nemaé-li posloupnost {a,} limitu ani nevlastni limitu, fekneme, Ze je oscilugic.

Nahradime-li v tvrzenich 1.3.3, 1.3.5.1, 1.3.7 slovo ,limita® slovem ,nevlastni limita‘“, zastanou tato tvrzeni
v platnosti.

1.3.12 Poznamky

1. Bud {a,} konvergentni posloupnost, lima,, = 0. Jestlize existuje n; € N takové, ze pro kazdé n > n; je

1 1
an > 0 (resp. a, <0, resp. a, # 0), pak lim — = oo (resp. lim — = —o0, resp. lim — = o0).
Ay, (79 |an

D.: Bud & > 0 libovolné. Ponévadz lim a,, = 0, existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n > ns je |a,| <

E.
1 1 1
Pro n > ng = max{ni,na} plati — = — > h, a tedy lim — = oco.
an lay an
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky, tfeti je jejich dusledkem.
2. Necht lim a,, = oo, (resp. lima,, = —o0) a necht posloupnost {b,} je zdola (resp. shora) ohrani¢ena. Pak

lim(a,, + b,) = oo (resp. lim(a,, + b,) = —00).

D.: Existuje k € R, Ze b, > k pro kazdé n € N. Bud h € R libovolné.
Ponévadz lim a,, = oo, existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng je a, > h — k. Tedy pro n > ng
je an 4+ b, > h —k+ k = h, coZ znamena lim(a,, + b,) = oc.
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky. [J

3. Necht lima,, = oo a necht {b,} je posloupnost takova, ze existuji ny € N, § > 0 takova, ze pro n > ny je
by, > ¢ (resp. b, < —¢). Pak lima, b, = co (resp. lima,b,, = —o0).
Necht lim a,, = —oco a necht {b,} je posloupnost takova, Ze existuji n; € N, 6 > 0 takova, %e pro n > ng
je by, > ¢ (resp. b, < —¢). Pak lima,b,, = —oco (resp. lima,b,, = c0).

D.: Bud h € R libovolné. Existuje ny € N takové, ze pro n > ng je a, > r
Pro n > ng = max{ni,na} plati a, b, > %6 = h, coz znamené lim a,b,, = oo.
Zbyvajici tvrzeni se dokdzi analogicky. [
Piedpoklad b, > § pro n > nj nelze zeslabit na b, > 0 pro n > ny. Napiiklad pro {a,} = {n},
{bn} = {%} je podle 1.3.5.4 lim a,b, = lim 1 =0.

n

1 n
4. Necht lim |a,,| = oo a {b,} je ohrani¢ené posloupnost. Pak lim — =0 a lim — = 0.
an an
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1

[an]

1

an

<E.

0/

1
D.: Bud e > 0 libovolné. Existuje ng € N, Zze pro n > ng je |a,| > —, tedy
€
Druhé tvrzeni nyni plyne z 1.3.5.3. [J

5. Je-li posloupnost {a,} neklesajici (resp. nerostouci) a neni ohranicena shora (resp. zdola), pak je ur¢ité
divergentni a lima,, = co (resp. lima, = —o0).

D.: Bud h € R libovolné.
Ponévadz {a, } neni ohrani¢end shora, existuje ng € N takové, ze a,, > h.
Ponévadz {a,} je neklesajici, pro n > ng je an > an, > h, tedy lima,, = co.
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky. [J

1.3.13 Definice

Necht {a,};2, je posloupnost a {n;}y>, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Posloupnost {a.,, }7>; se
nazyva vybrand z posloupnosti {a, }°2 ;.

Naptiklad {a2,} = {a2,a4,0a6,...}, {an2} = {a1,a4,09,...}, {an}2,, = {@m, @mt1, @mt2, ..} jsou po-

sloupnosti vybrané z {a,}.

Poznamka: Snadno ovéfime, Ze posloupnost {a,} je rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici, ohrani¢en4
shora, ohrani¢ena zdola, ohranicené, stacionarni pravé tehdy, kdyz kazda posloupnost {a,, } vybrana z posloup-
nosti {a,} ma stejnou vlastnost.

1.3.14 Véta
lim a, = a € R* pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {a,, }72; vybranou z posloupnosti {a, }52; plati
n—oo

lim a,, = a.
k—o0

D.:

»,= Necht a € R a bud e > 0 libovolné. K € > 0 existuje ng € N takové, Ze |a,, — a| < € pro kazdé n > ny.
Ponévadz {ny}72, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, existuje ko € N takove, ze ng, > no a

ng > ny, pro kazdé k > ko. Tedy pro kazdé k > ko je |an, — a|] < &, coZ znamena klingo ap, = a. Pro

a = o0 nebo a = —oo dokdzeme tvrzeni analogicky.

<= je trividlni. Je-li klim an, = a pro kazdou {ny}7°, plati to zejména pro ny = k.
— 00
(I

1.3.15 Definice

Cislo a € R nazveme hromadngm bodem posloupnosti {a,}, jestlize ke kazdému ng € N a kazdému e > 0 existuje
n > ng takové, ze |a, —a| < e.

a je hromadnym bodem posloupnosti {a,} pravé tehdy, kdyZ existuje nekone¢né& mnoho indexi m € N
takovych, ze |a;, — a| < e pro kazdé € > 0.

Napftiklad posloupnost {(—1)"} = {-1,1,—1,1,—1,...} ma dva hromadné body —1 a 1.

1.3.16 Véta

Cislo a € R je hromadnym bodem posloupnosti {a,} pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost {a,, } vybrana
z posloupnosti {a, }, ktera konverguje k ¢islu a.
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D.: =

Necht a je hromadnym bodem posloupnosti {ay,}.

Key =1, ng =1 existuje n; € N, ny > 1 takové, Ze |a,, —a| < 1.

K ey =1 akn; +1¢€N existuje na € N, ny > ny takové, ze |an,, —a| < .
Kes= ; a 'k no 4+ 1 € N existuje ng € N, ng > no takové, Ze |a,, —a| < ;

Timto zpusobem postupujeme dale. Vysledkem konstrukce je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel {ng}
takovych, Ze |a,, —a| < 1.

Ponévadz klim + =0, ke kazdému ¢ > 0 existuje ko € N takové, ze | — 0| = 1 < £ pro kazdé k > ko.
— 00

Tedy pro k > kg plati |a,, —a|] < % < €, COZ zZnamena klirn G, = Q.
—00

Jestlize existuje {an, } takova, ze klim an, = a, pak ke kazdému e > 0 existuje ko € N takové, 7ze pro kazdé
—00

k > ko — tedy pro nekoneéné mnoho indexii k — plati |a,, — a| < &, coz znamend, ze a je hromadnym
bodem posloupnosti {a, }. O

Z 1.3.14 plyne: Je-li lima,, = a € R, pak a je jedingm hromadnym bodem posloupnosti {a,, }.

1.3.17 Lemma

Bud {a,} posloupnost a M mnoZzina hromadnych bodu této posloupnosti. Necht M # (). Je-li M shora (resp.
zdola) ohranicena, pak existuje max M (resp. min M).

D.:

Podle 1.1.7(R14) existuje a = sup M. Bud ¢ > 0 libovolné. Pak @ — ¢ < a a podle 1.1.6(s2*) existuje
hromadny bod m € M takovy, ze m > a —¢. Tedy e; =m —a+¢ > 0.

Dilem —eg=m—-—(m—a+¢e)=a—¢, m+e=m+(m—-—a+e)<a+a—a+¢e=a+e, nebot
a =sup M > m. Odtud plyne, ze (m —e1,m+¢1) C (a —e,a+ ¢).

Podle definice hromadného bodu lezi v (m — 1, m + £1) nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {a,}, tedy
iv (a—e¢e,a+ ¢) lezi nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a,}, coz znamend, Ze a je hromadny bod
posloupnosti {a,}, a € M a tedy podle 1.1.6.4 a = max M.

Druhé ¢ast tvrzeni se dokaze analogicky. [

1.3.18 Véta (Bolzano [1781 — 1848|, Weierstrass [1815 — 1897])

Kazda ohrani¢ena posloupnost m4 alesponi jeden hromadny bod.

D.:

Bud {a,} ohrani¢ena posloupnost, h < a,, < H pro kazdé n € N.

Polozme My = {a, : n > k}. My # 0, My, je shora ohranifena (H je jeji horni zavora). Existuje tedy
by, = sup My. Ziejmeé by, > h pro kazdé k € N a ponévadz My O M1, plati by > bi41. Tedy posloupnost
{br}32, je nerostouci a zdola ohranicena. Podle 1.3.9 je {bx}72, konvergentni, klggo br =b.

Ukazeme, Ze b je hromadny bod posloupnosti {a,, }.

Bud & > 0 libovolné. Existuje ko € N, Ze pro kazdé k > ko jest |by — b| < &, neboli by < b+e. Pro k > kg
je také by, = sup{a, : n >k} > ay. Celkem ar, < by < b+e.

Pfipustme, Ze b neni hromadny bod posloupnosti {a,}. Pak v intervalu (b — ,b + ¢) leZ pouze kone¢ny
pocet ¢lent této posloupnosti. To vzhledem k posledni nerovnosti znamenad, ze existuje ng > ko takové, ze
pro k >mng je ap < b—e. Tedy i by = sup{a, : n >k} <b—-c.

Podle 1.3.5.1 je b = klgrgo b < b— ¢, coz je spor. [

1.3.19 Ddsledky

1.

2.

Z kazdé ohranicené posloupnosti lze vybrat posloupnost konvergentni.
D.: plyne z 1.3.16. O

Je-li mnozina hromadnych bodt posloupnosti prazdné, je posloupnost neohranicena.
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1.3.20

Definice

Bud {a,}>2, posloupnost a M mnoZzina jejich hromadnych bodua.

e Necht M # (. Je-li posloupnost {a,} ohrani¢ena shora, klademe lim sup a,, = limsup a,, = max M, je-li

n—r00
{a,} ohranicena zdola, klademe lim inf a,, = lim inf a,, = min M. Neni-li {a,,} ohranic¢ené shora, klademe

n—oo
lim sup a,, = oo, neni-li {a,} ohranic¢ena zdola, klademe lim inf a,, = —oco.
e Necht M = 0. Je-li posloupnost {a, } ohrani¢en4 shora, klademe limsup a,, = liminf a,, = —o0, je-li {a,}
ohrani¢ena zdola, klademe lim sup a,, = liminf a,, = co. Neni-li {a,} ohrani¢en4 shora ani zdola, klademe
limsup a,, = o0, liminfa, = —oco.

Cislo lim sup a,, se nazyva limes superior posloupnosti {a,}° 1, ¢islo liminf a,, se nazyva limes inferior posloup-
nosti {an}° 4.

Stru¢né: imsup a,, je nejvétsi hromadny bod posloupnosti {a,}, pokud je tato posloupnost ohranicena

shora,
liminf a,, je nejmensi hromadny bod posloupnosti {a,}, pokud je tato posloupnost ohranicena
zdola.

1.3.17 ukazuje, ze definice je korektni.

Analogickou tvahou jako v dukazu véty 1.3.18 lze ukizat, ze

limsup = lim (sup{a,: n > k}),
n—o0 k— o0
11nIr_1)1£f = klg{)lo(lnf{an cn>k}).

Ziejmé plati: liminf a,, < limsup a,,. liminf a,, = lim sup a,, pravé tehdy, kdyz existuje vlastni nebo nevlastni
limita lim a.,.

1.3.21

Definice

Posloupnost {a,} se nazyva cauchyovskd, jestlize ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé
n > ng a kazdé m > ng plati |a,, — a,| < e.

Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium konvergence)

Posloupnost {a,}5°; je konvergentni pravé tehdy, kdyZ je cauchyovska.

1.3.22
D.:
”:>H
77<:‘

Necht {a,} je konvergentni, lima,, = a. Bud € > 0 libovolné.

5
5
5
2
Necht {a,} je cauchyovska. K &slu 1 existuje nn takové, Ze pro n > n plati |a, — an| < 1, tedy
apn — 1 <ap <ap+1.
Polozme h = min{ay, as,...,a5—1,a7 — 1}, H = max{ai,as,...,an-1,ar+ 1}. Pak pro kazdé n € N
je h < a, < H, tedy {a,} je ohrani¢ena a podle 1.3.19.1 existuje vybrand posloupnost {a,, }32,
takova, ze klirgo apn, =a € R.

9 . . - . € .
K§>Oex1stuje ng € N takoveé, ze pro n > ng je |an—a|<§aprom2n03e lam —a| <

€
Tedy pro n > ng a m > ng plati |am—an|:|am—a+a—an|§|am—a|+|an—a|<54— =e.

> . 2 6 . . P ~ ~ ra . E
Bud € > 0 libovolné. K 3 existuje ko € N takové, ze pro kazdé k > kg je |an, —a| < 3
« o . . - . £
Soucasné existuje ng € N takové, Ze pro m,n > ng je |am — an| < 7

Bud n > ng libovolné. Zvolme k1 > kg takové, Ze ng, > ng. Pak
€
2

€
|an—a|:|an—ankl—|—ank1 —CL|§|an—ankl|—i-|ank1 —a|<§+ =g,

tedy lima,, = a.
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1.4 Diferen¢ni a sumacni pocet

1.4.1 Definice

Bud {a,}5°; posloupnost. Posloupnost {Aa,}52  jejiz ¢leny jsou dany vztahem Aa, = a,41 — @, nazyvame
(pruni) diference (vpred) posloupnosti {a,}52 ;.

Ziejmé plati: Posloupnost {a,} je rostouci (klesajici) pravé tehdy, kdyZz vSechny ¢leny posloupnosti {Aa, }

jsou kladné (zaporné).

1.4.2 Definice

Rekneme, Ze k € N je uzel posloupnosti {an}, jestlize ar = 0 nebo agar—1 < 0.

1.4.3 Véta

Bud {a,} posloupnost, k& € N. Jestlize ar, > ar—1 a ar > apt1, pak k je uzel posloupnosti {Aay}; jestlize
ar < ag—1 a ap < agy1, pak k je uzel posloupnosti {Aay, }.

D.: Necht a; > Ap—1, A > Qf41- Pak Aay = ap41 — ap < 0, Aap_1 =ap —ap_1 > 0, tedy (Aak)(Aakfl) < 0.

Necht aj > Ak—1, QG = Gk41- Pak Aay, = g1 — A = 0.
Analogicky lze ukizat platnost druhého tvrzeni. [J

1.4.4 Véta

Budte {an}, {b,} posloupnosti, ¢ € R. Pak plati
1. A(cay,) = cAay,
2. A(ay, + by) = Aay, + Aby,
3. Alay, — by) = Aa,, — Aby,
4. Alapby) = (Aay)bpi1 + an(Aby) = (Aap)by, + ani1(Aby),

5. Pokud byb,11 # 0, pak A (Z_n) _ (Aay)by — an(Aby)

n bnbn-i-l
D.:
1. A(can) = cany1 — can = c(ant1 — an) = cAay,.
2. Alan +by) = (ant1 +bny1) — (an + b)) = (ant1 — an) + (bny1 — bn) = Aay, + Ab,,.
3. Plynez 1. a 2.
4. Plati
A(anbn) = an-l—lbn-i-l —apb, = an-l—lbn-i-l - anbn-l—l + anbn-l—l —apb, =

= (an-i—l - an)bn-i—l + an(bn-i—l - bn) = (Aan)bn + an+1 (Abn) ;

takZe prvni vztah plati. Druhy plyne z prvnfho a z komutativity nasobeni.

soa(LY L L buban  Aby
bn bn+1 bn bnanrl bnanrl
. an, Aa,, 1 Aa,, Ab,, (Aay)by, — an(Aby,)
Podle 4. ije Al — | = Al — ) = —ay, = .
o Hy e bn) bn+1 e (bn> bn+1 “ bnanrl bnanrl
(]
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1.4.5 Definice

Budte {a,} posloupnost, m,k € N, m < k. Sumu élenit posloupnosti {a,} v mezich od m do k definujeme

vztahem
k

Dot = am+amer - Fay.
1.4.6 Véta
Budte {a,}, {bn} posloupnosti, c € R, m,k € N, m < k. Pak

k

k
E ca; = CE a; ,
i=m

i=m
k

k k

i=m

D.: Plyne pifimo z distributivniho a asociativniho zakona. []

1.4.7 Véta

Budte {a,} posloupnost, m,k € N, m < k. Oznac¢me [a,]*_, = ar — a,,. Pak plati
Z Aa; = [ag); k“ .

D.: } Aay = (@m+1 = am) + (@mt2 — @my1) + -+ (ak — ak-1) + (a1 — ax) = ay1 — ap. O
Véta ukazuje, ze diference a sumace jsou v jistém smyslu inversni operatory.

1.4.8 Véta (Sumace “per partes”)

Budte {a,}, {bn} posloupnosti, m,k € N, m < k. Pak plati
k k

Z alAbl = [anbn]iiin — Z (Aai)bi+1 .
D.: Podle 1.4.7 a 1.4.4.4 plati
k k k
[ k+1 Z A az z Z Aaz 1+1 + a; Ab; ) = Z(Aai)bi+1 + Z a; Ab; .

O

Piiklad: Najdéte soucet 1 +4 +9 + --- 4+ n?,

'.;U(

3

Z}f - zj;z? ((i+1) :éﬁm’: P Z; Y(i+1) =

= n+1)°=1=) (((+1)? =) (i+1) = n®+3n>+3n—-> (2i+1)(i+1) =
i=1 =1

= nP+3n7+3n— > (2 +3i+1) = n®+3n7+3n—» 1-3) i-2) i* =
1=1 =1 =1

=1

= n*+3n%°+3n—-n-3

nin+1) 9 2n3 4+ 6n? + 4n — 3n? — 3n 9
sl 3o ! L2y,



Odtud .

ZZ_Q _ 2n3 4+ 3n2 +n _ n(n+1)2n+1)
6 6

=1

O

1.4.9 Vé&ta (Sztolz [1842 — 1903])

1. Necht {a,}22; je posloupnost takova, ze lim a, = 0 a {b,}>2; je ryze monotonni posloupnost takova,
n—oo

an

ze lim b, = 0. Jestlize lim =c € R*, pak také lim dn _ c.
n—00 n—oo Ab,, n—oo by,

A

2. Necht {a,} je posloupnost a {b,} je neohranifena rostouci posloupnost. Jestlize lim
n—oo

= c € R*, pak

n
také lim dn _ c.
n—oo n
D.: 1. Necht pro urcitost je {b,}22; klesajici.
e c € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje ng € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ng plati

Ak+1 — A Gk — Q41
brt1 —br  br —bra

c—¢e< <c+eg,

a ponévadz b4 < by, plati
(¢ —&)(bk — brt1) < ag — apy1 < (c+€)(bk — brg1)-
Tato nerovnost plati pro kazdé k& > ng, tedy pro kazdé m,n € N, m > n > ng plati:

(c—e)bp —bpt1) < an—any1 < (c+&)(bn — bny1)
(c— 5)(bn+l —bny2) < Gpy1—Gpy2 < (C +&)(bny1 — bpy2)

(¢ —&)(bm—1— bm) < Am—1— Um < (c+&)(bm—1—bm).
Sestenim téchto nerovnosti dostaneme
(c—&)(bp —bm) < ap —am < (c+¢€)(bp — bin).
Podle 1.3.5.2 a 1.3.6 je "}i_r)noo(c —&)(by, — b)) = (¢ —¢&)(by, — mlgnoo bm) = (¢ — €)by.
Podobné Aiinoo(c +&)(by — bm) = (c+ €)bp, Tiiixlm(an — ) = ay,. Tedy podle 1.3.5.1 je
(c—e)by, < an < (c+e)b, .
Ponévadz {b,}52, je klesajici a nh_}rrolo b, =0, je b, > 0 pro kazdé n € N a tedy

Qnp
c—e< —<c+e.
n
s ~ 1 ~ 2 ~ . an
Tato nerovnost plati pro kazdé n > ng, coz znamena, ze lim — =c.
n—oo n

e ¢ = co. Bud K € R libovolné. Existuje ng € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ng plati

ak+1 — A Ak — Qf41

= > K.
brt1 —br  bp —brpt1
Odtud pro kazdé m,n € N, m > n > ng dostaneme:
m—1
ar — Qgy1 > K(bk - bk+l) /
k=n
ap — @y > K(by —by) / 7?151100
an "
- > K
b, ’
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. - . Qp
coZ znamenad, ze lim — = oo
n—oo n

e ¢ = —oo. Analogicky jako pfedchozi piipad.

Je-li {b,,}22; rostouci, provedeme dikaz analogicky.

e Nejdiive dokdzeme pomocné tvrzeni: Jsou-li aq, s, ..., ay redlna ¢isla a 51, So, . . ., Bk kladné realna
¢isla, m, M € R takova, ze pro kazdé i € {1,2,...,k} plati m < % < M, pak
i
itoat ok <M.
fr+ P+ + B
Dikaz provedem tplnou indukci vzhledem ke k.
«
m < 5_1 < M je splnéno trivialneé.
1
Z indukéniho predpokladu m < Gitos ok < M, neboli

B1+ Po+ -+ Br-1
m(Pr+Be+ -+ Pko1) <ar+as+ - Fap—1 < M(Br+ P2+ + Br—1)

a z predpokladu tvrzeni
mpBr < ar < MpBx
dostaneme seCtenim dokazovanou nerovnost.

e ¢ € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje n; € N takové, Ze pro n > n; plati

g Ap+1 — An g
c——< ——— <c+ -
2 bpg1— by 2
Ponévadz {b,,} je podle pfedpokladu neohranic¢ena a rostouct, lze bez ijmy na obecnosti pfedpokladat
bn, > 0.
Polozme a1 = Gny+1 — Gnyy X1 = Gpy42 — Grytls- - Ok = Gp — A1,

Bl = bn1+1 - bnla Bl = bn1+2 - bn1+la cee 7ﬁk = bn - bn—l .

: E  an—a € .
Podle pomocného tvrzeni je ¢ — — < —- "L < ¢+ —, neboli

2 " by — by, 2
TR
b — by, 2
Dale plati
a_n _ . ap — anl anl _ . Ap — anl bn - bn1 anl _ o
by ‘ B bn, N bn, ‘ by, — bnl bn " bn C‘ B
. Ap — anl _ bn - bn1 bn - bn1 anl _ .
- <bn by > b b e T
_ A = Qny Y\ bn = bn, n (b, — by )C + ap, — cby, _
bn - bn1 bn bn
Qp, am bnl anl - Cb’ﬂl
= —_ 1 [ — -
(i o) () 2o =
a a b Qp, —Cb
< n mnq _ 1_ ﬂ niy ni
- bn - bn1 ‘ ‘ bn * bn

bn . bn . .
Ponévadz podle 1.3.12.5 a 1.3.12.4 je lim b—l =0apron>mn;je b—l > 0, tak existuje

n—oo n n

nge € N, ng > ny takové, ze pron > ng plati 0 < 1 — # < 1, neboli

n

‘1_17&

<1.
bn
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Gy — Chy,

Ponévadz lim = 0, existuje ng € N takové, ze pro n > ng plati

n—oo n

Gy — Cby, - €
b, 2
Tedy pro n > ng = max{ni,n2, n3} plati
an E €
——c<z+to5=¢
by, 2 2 ’
. . . an
coZ znamena, ze lim — =c.
n—r 00 n
e ¢ = oco. Budte h € R, £ > 0 libovolna ¢isla.
anp+4+1 — Qn

Ponévadz lim

= 00, existuje ny € N takové, ze pro k > n; je
n—=00 Op41 — bn

Q41 — Ak

>2(h+¢),
bry1 — b ( )

neboli vzhledem k tomu, ze by — b, > 0
ags1 — ag > 2(h +¢€)(bry1 — by) .
Sectenim téchto nerovnic pro k od ny do n — 1 dostaneme

an = any, > 2(h+¢€)(bp — bp,)

4n On,

bn,
b, >2(h+6)( —E)'i‘ b, .

b
Ponévadz podle 1.3.12.5 a 1.3.12.4 je lim # —0a lim 2™ — 0, existuje ny € N, Ze pro n > ng

n—oo n—roo

plati " "
bn, 1 b, 1
b_nl <§, neboli l_b_nl>§

a existuje ng € N, Ze pro n > ng plati

Tedy pro n > ng = max{ni, ne,ns} plati

n 1
>2(h—|—5)§—5:h,

|8

. - . Gp
coZ znamenad, ze lim — = oo
n—oo n

e ¢ = —oo. Analogicky jako predchozi piipad.

O
Poznamky:
e Piedpoklad o ryzi monotonii posloupnosti {b,}52; v prvni ¢asti véty obecné nelze vynechat.
1 -1
Je-li naptiklad a,, = — a b, = (=1) , pak lim a, = lim b, =0,
. Qpg1l —Op T n oy —n-—1 -n" .
nh_)rrgo 71)”“ — nh_)rrgo (—1)"“(%“ n %) = nh_)rrgo( 1) prar—— nh_)rrgo ol 0 podle 1.3.12.4, avSak

1
Z—n = (7")n = (=1)" a posloupnost {(-1)"}>2, ={-1,1,-1,1,—-1,1,...} je oscilujici.

n
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a _
e Jestlize neexistuje vlastni ani nevlastni lim il " a ostatni pfedpoklady Sztolzovy véty jsou splnény,

n—00 Op41 —

an
nelze nic tvrdit o existenci lim —
n—o0 by,

—-1)" 1
Je-li naptiklad a,, = %, b, = —, pak lim a, =0, {b,} je klesajici a lim b, = 0. Pfitom
mn n n—oo n—oo

(G G Vi na P2+ (n+1)?

- -1
Aa,  (n+1)2 n? (=1) n?(n+1)2 (_1)n2n2—|—2n+1
Ab, 11 a n—(n+1) B n2+4+n
n+1l n nin+1)
2n2 +2 1
a posloupnost {(—1)"%} ={-32,48 2 4 06 8 1 nema limitu. Ale
nZ+n
(1) .
lim — = lim n?_ _ lim (=1) =0
n

()’
(2n)!

Piiklad: Rozhodnéte, zda posloupnost { } je konvergentni a pokud ano, urcete jeji limitu.

1\2

(nh)~
(2n)!"

R.: Oznaéme a, = Pak pro kazdé n € N plati a,, > 0 a

ant1 (m+1)H2(2n) (n+1)2 _on+l nt3+is o1

an e+ D)N®N2 T 2n+2)2n+1)  22n+1)  4A(n+i) 4 8n+i) T
P NN S N L I
T4 8144 "4 120 12

neboli a,41 < a,. To znamend, ze {a,} je klesajici, zdola ohranifena posloupnost a tedy podle 1.3.9
existuje a = lim a, € R.
n—oo

Posloupnost {(2n)!} je rostouci a neohrani¢ena, tedy

A (1 T W . (LES) 51
n—oo (2n)! n—oo (2n 4+ 2)! — (2n)! n—oo ((2n)N)2((2n+2)(2n+1) — 1)
) ek SRR . - SR
n—oo (20 ).n%oo4n2+6n+1 n~>oo4+ _|_L2 4’

neboli a = %a. Odtud ¢ = 0. O

1.5 Elementarni funkce

A. Polynomy

1.5.1 Definice

Budte n € NU {0}, ag,a1,...,an, € R, a, # 0. Polynom (raciondlni funkce celistvd) je funkce tvaru
P(z) = apnz™ + apn_12" "1 + - + a17 + ao.

Cislo n se nazyva stuperi polynomu, znatime n = st P.

Cisla ag, a1, . . ., an se nazyvaji koeficienty polynomu.

Je-li st P = 1, polynom se nazyva linedrni.

Je-li st P = 2, polynom se nazyvé kvadraticky.

Je-li st P = 3, polynom se nazyva kubicky.
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Je-li st P = 4, polynom se nazyva bikvadraticky.
Cislo 0 nazveme nulovijm polynomem. Nepfifazujeme mu stupei.

(—00,00), st P je lichy
Dom P =R, SP = ( [a,00), st P je sudy, a, >0 .
(—o00,a], stPjesudy, a, <0

Komplexni &sla: C = {a+ib: a,b € R}, kde i? = —1
(CLl + Zbl) + (CLQ + Zbg) = (a1 + CLQ) + Z(bl + bg)
(a1 +ibq) - (ag + ibg) = (a1as — b1ba) + i(asby + a1b2)
Je-llia=a+1ibe C, g eC pak

a=a—1ib — Cislo komplexné sdruzené (konjugované)

la| =vaa =v/a? + b2 — absolutni hodnota (modul) komplexniho &isla
at+pB=a+p

ap=ap

a” =a" pron € N

aeR&Sb=0a=a
MnoZina komplexnich &isel s operacemi +, - splije (R1) — (R9) z 1.1.7. Tvoii tedy pole. Toto pole nelze

usporadat.

1.5.2 Definice

Cislo o € C se nazyva koien (nulovy bod) polynomu P, jestlize plati P(a) = 0.
Je-li o kofenem polynomu P, pak linearni polynom x — « nazveme kofenovym faktorem polynomu P.

1.5.3 Zakladni véta algebry

Kazdy polynom stupné n > 1 s komplexnimi koeficienty mé komplexni kofen.

Tato véta je znamé od 17. stoleti. Prvni (chybny) pokus o dikaz publikoval d’Alembert roku 1746, vétu
dokézal Gauss roku 1799.

1.5.4 Véta
Bud P(z) polynom, st P =n > 1. Cislo a € C je kofenem polynomu P pravé tehdy, kdyz existuje polynom Q,
st Q = n — 1 takovy, ze P(z) = (x — a)Q(x).
D.:
»,=“ Necht P(x) = apz™ + a,_12" 1 + -+ + a1z + ag, o je kofenem P. Pak
P(xz) = P(x)—0=P(z)— Pa)=
= apr"+ap 12"+ +ar+ag — (@apa™ +an_ 10"+t aja+ag) =
= ap(@" —a™) +an_1(z" P —a" )+ +ai(r—a) +ag(l—1).
Pro kazdé k € N plati (2% — a¥) : (z —a) = 2" 1+ 2* 20+ 2302 + - + 2aF72 + oF7 1. Tedy
P(z) = ap(r—a)(@" 1 +2"2a+ - +a" Hta,_1(r—a) (@ 242" Ba+ - +a" )+ +ar (z—a).
Ozna¢ime Q(z) = a,(z" 1 + 2" 2a+ - +a" Nt a,_1(z" 2+ 2" 3a+ -+ a3+ +ay
a dostaneme tvrzeni.
,<= je ziejmé.

O

P(z), st P =n > 1. Podle 1.5.3 ma P kofen a1, a tedy P(z) = (z — a1)Q1(z).

Je-li st @1 > 1, pak Q1(z) = (z — a2)Q2(z), tedy P(z) = (z — a1)(z — a2)Q2().

Analogicky pokratujeme a po n krocich dostaneme P(x) = ap (v — a1)(z — az) -+ - (x — a).

Miuze se stit, 7e a1 = ag = --- = ag, k < n. Pak (z — a1)(z — ) (z — ag) = (z — a1)F. Celkem
P(z) = an(x — 1) (x — )2 - (z — ap )P, piicemz ki, ko, ... km €N, by + ko + -+ Ky = n.
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1.5.5 Definice

Cislo a € C se nazyvéa k-ndsobng koren polynomu P(z), jestlize P(z) = (z — a)*Q(z), kde Q(x) je polynom
nemajici kofen «.
(1-nasobny kofen se nazyva jednoduchy.)

1.5.6 Véta (o rozkladu polynomu na koifenové faktory)
Necht P(z) = a,a™ 4+ ap_12" "1 + -+ 4+ a1x + ao je polynom, st P =n > 1. Necht ay, ag, ..., a,, jsou viechny
jeho navzajem rtzné kofeny, pricemz o je ki-nasobny, as je ko-nasobny,. .., a., je k,,-nasobny. Pak

P(z) = an(z — a1)™ (& — ag)™ - (& — an)*,

ki,koy....km €N, k1 +ko+ -+ kp=n.

Disledek: Polynom stupné n méa pravé n kofent, jestlize k-nasobny kofen pocitame k krat.

1.5.7 Priklad
Plx) = a+2t+23-22—a2-1 = 22@*+a2+1) - (22 +2+1) = @ -1 (2 +2+1) =
2 2
= (z-D@?*+z+)@%*+z+1) = (a:—l)(:z:—(—%—i—i@)) (x—(—%—i@ )

1.5.8 Véta

Necht polynom P(x) = ap,z"™ + an_12" "1 + -+ + a1 + ap méa realné koeficienty a komplexni kotfen a. Pak ma
také komplexné sdruzeny kofen & a nasobnosti kofent o a & jsou stejné.
D.: Prox€Rjez=xatedy P(z) =an2" + Gp 12" 1+ +dp = apa"™ + ap_12" 1+ + a9 = P(z).
Podle 1.5.6 je P(z) = an(x — 1) (z — ag)*2 - (. — a,n)P a tedy
P(z) = an(x — &) (v — a)*2 - (z — @ )" . Z rovnosti P(z) = P(z) plyne tvrzeni. O

Polynom s realnymi koeficienty se nazyva redlny polynom.

1.5.9 Véta (o rozkladu realného polynomu v redlném oboru na ireducibilni poly-

nomy)
Bud P(z) = apa™ +ap_12" ' 4+ a1z +ag redlny polynom, st P = n > 1. Necht a1, aa, . . .,y jsou vechny
jeho realné koreny, piicemz «q je ki-nasobny, ..., a., je kn-nasobny. Necht a; by, as +ibs, ..., a, £ ib, jsou
vSechny jeho imaginarni kofeny, pfi¢emz a; + ¢b; je ly-nasobny, ..., a, = b, je [, nadsobny. Pak je

P(2) = an(z — 01)" (2 — a2)" -+ (& — )" [(@ — a1)? + B3] (2 — az)? + B3) - [(@ — a,)? + 5],
ki+ko+---+ky+200+20+---4+2l,.=n.
D.: Podle 1.5.6 a 1.5.8 v rozkladu polynomy P(z) vystupuje soufin faktori

(z = (a; +ib;))" (x = (aj — b)) = (2? — (a; +ibj)z — (a; — ibj)z + (a; + ibj)(a; — ib;))'i =
= (2 — 2052 4 a3 + b? +i(a;b; — a;b)))y = (22 — 202 + a3 + 7)Y = [(x — a;)> + b3]Y. O

Faktory (z—a;)? —|—b§ se nékdy nahrazuji kvadratickym polynomem z?+p;x+¢; se zapornym diskriminantem
2
pj — 4q;.

1.5.10 Priklad

Viz téz 1.5.7. ) )
x5+x4+x3—x2—x—1:(:c—1)(x—(—%—i—i?‘?’)) (x—(—%—z%’)) :(:c—l)((:v—i—%)z—i—%)
nebo 2% + ot + 23 —2? —x - 1= (v - 1)(2® + 2+ 1)2



B. Racionalni funkce

1.5.11 Definice

P(x)
Q(x)

Je-li st P < st @, funkce R se nazyva ryze lomend; je-li st P > st @, funkce R se nazyva neryze lomend.

se nazyva raciondlni lomend funkce.

Budte P(z), Q(x) nenulové polynomy. Funkce R(x) =

Dom R =R\ {aq, aa,...,ar}, kde aq, as, ..., ai jsou viechny redlné kotfeny polynomu Q(z).

Je-li R(x) neryze lomena, lze provést naznacené déleni. Vysledkem je polynom S(z) a zbytek — polynom
T'(x), ktery je bud nulovy nebo stT < st Q. Tedy R(z) = S(z) nebo R(z) = S(z) + % Odtud plyne, ze
x

plati

1.5.12 Poznamka

Neryze lomené funkce je bud polynomem nebo ji lze vyjadfit jako soucet polynomu a ryze lomené funkce.

1.5.13 Lemma

P
Bud R(z) = QEI; ryze lomend racionélni funkce a necht « je realny k-nasobny kofen polynomu Q(z), tj.
x
Q(r) = (z — a)*Q1(z), Qi(a) # 0. Pak existuji redlna ¢isla ay,as,...,ax takova, ze pro véechna z € Dom R
plati

B P(x) g ap_1 o as a; Py ()
R(z) = (z —a)*Qi(z) (z —a)F + (z — a)k-1 Tt (z —a)? + T—o + Q1(z)’

kde P;(x) je bud nulovy polynom, nebo st P; < st Q1.

. I 5dé a . P(x) _ a Pla) — a@u(x)
D.: Prokazdé a € R je (x —a)kQi(z)  (r—a)  (r—a)Qq(z)"

P
Polozme a = ay, = () . Pak P(a) — apQ1 () = 0.
Qi(a)
Je-li P(x) — axQ1(x) nulovy polynom, tvrzeni plati.
Necht P(x) — a;Q1(x) neni nulovy. Pak « je jeho kofen a podle 1.5.4 je P(x) — Q1 (z) = (v — o) Pi(2),
P(x) ag Py (z)

G- afim)  @—afF  @-a) Qi)

Pr(x
Stejny postup aplikujeme na racionalni funkci k(@)

(=) Qi)

a po k krocich dostaneme tvrzeni. []

1.5.14 Lemma

Bud R(x) = gg;

Q(r), tj. Q(z) = [(x — a)® + b?*]"Q1(x), Q1(a + ib) # 0. Pak existuji realna ¢isla my,ny, ma,na, ..., My, Ny,
takova, Ze pro vSechna z € Dom R plati

ryze lomend racionélni funkce a necht o = a + b je imaginarni r-nasobny koten polynomu

P(z)
R(z) = =
(@) [(z = a)? + 0?]"Q1(z)
myex + Ny My 1T + Ny Mo + No mix + ny Py (x)

-+ 8 " fa—ap 4t a2 P G-+ Qi)

kde P;(x) je bud nulovy polynom, nebo st P; < st Q1.
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) ro kazda dve m. n ) P(x) _ mr+n P(z) — (mx +n)Q1(x)
D+ Profazdd dvem,n € R e o oG @) ~ (= aP + 87 | (@ -2 + 0T Qie) |

, P(o)  Pla+ib) . y . _q _ _pb—ga :
Necht Oila) ~ Ovlat ) = p + iq. PoloZzme m = m,. = 3 n=n,= 5 . Pak je
_ q .q qa _ . _
P(a) = (mya+n)Qi(e) = Pla) = (Ja+itb+p— ) Q@) = Pa) - (p+i)Qi(0) =
B o) — P(a) Q) —

Je-li P(x) — (myx + n,)Q1(x) nulovy polynom, tvrzeni plati.
Necht P(z) — (myxz+n,)Q1 () neni nulovy. Pak je ¢islo « jeho kotfenem. Podle 1.5.8 je také & jeho kofenem
a P(z) = (myx +n,)Qu1(2) = (z — a)(z — @) Pr(z) = [(x — a) + b*|P(2),

P(x) __ mpztony n P.(x
G=aP + BT ~ -+ BT [=ap s BT

Stejny postup aplikujeme na racionalni funkci T a po r krocich obdrzime tvrzent. []

(e — a2 + 577~

mx+n

(x — )k’ [(z—a)?+ b2 —1

Zlomky tvaru nazyvame parcidlni zlomky.

7 1.5.13 a 1.5.14 plyne

1.5.15 Véta (o rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky)

Kazdou ryze lomenou racionalni funkci lze rozlozit na soucet parcidlnich zlomku. Kazdému realnému k-nasob-
nému kofenu « jmenovatele odpovida skupina zlomka

ag Ak—1 a2 ay

(x —a)f  (z—a)k1 (x—a)?2 z-—«
a kazdému imaginarnimu r-nasobnému kotfenu a + ib jmenovatele odpovida skupina zlomka

My + Ny My 1T + N1 mox + No mix + ny

[ I T P PR o S [P Ry P prampm Ry

1.5.16 Poznamka

Koeficienty v rozkladu racionalni funkce lze vypo¢itat postupem naznacenym v dikazech pomocnych vét 1.5.13
a 1.5.14. V praxi se v8ak pouziva metoda neurcitych koeficienti:

NapiSeme forméalni tvar rozkladu se zatim neurcenymi konstantami. Celou rovnost vynasobime polynomem
Q(z). Tim obdrzime rovnost mezi polynomy platnou pro vSechna x s vyjimkou kofenii Q(x). Porovnanim
ur¢itych koeficienti na levé strané a neurcitych koeficientu na pravé strané obdrzime rovnice pro neznamé
konstanty.

Do zminéné rovnosti mezi polynomy lze téz dosazovat konkrétni realna nebo komplexni ¢isla. Vyhodné je
napiiklad dosazovani realnych kofeni jmenovatele Q(x).

322 — 5+ 8
3 =222+ —2°

R.: Rozklad jmenovatele: 3 — 222 + 2 -2 =2%(x — 2) + =z — 2 = (2% + 1)(z — 2)

Priklad: Rozlozte na parcidlni zlomky funkci

i 322 — 5z 48 A Bz +C
Formélni tvar rozkladu: T = pra; Rl S
322 = bz +8 = A(x?+1)+ (Br+C)(z —2)
322 — 50 +8 — (A+B)2x®>+ (C —2B)x+ (A —-2C)

Dosadime v =2: 12— 10+8=A4-5 —>A A8:2
Koeficient u 2%: 8 = A —2C — (C="—""=-3

2

Koeﬁcientux2§3:A+B — B=3-A=1.
3z —b5r +8 2 r—3

lkem: = .gd
Celkem 3 —222 +x—2 x—2+x2—|—1
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C. Funkce exponenciilni a logaritmicka

Jde o zavedeni obecné mocniny a® proa € R, a >0, z € R.

1 n
r=neN:a"=ag-a- - a x:—e(@:a%:{‘/aje(:islosplﬁujici (a%) =a;
S— n
n krat m
r=0:a"=1; r=—¢cQ: ar = Yam = (/a)"
n
1
r=-n€z:a"=—
a'ﬂ
a® - a¥ = a" Y
x x Y
Pro vSechna z,y € Q, a > 0 plati: 4 g a>lz<y=a <a
a¥y O<a<l,z<y=a®>d’

(@) = o

Poznamenejme, Ze podle 1.1.17 ke kazdému x € R existuje posloupnost racionalnich ¢isel {z,,} s limz,, = x.

1.5.17 Lemma

Bud a € R, a > 0, z € R. Je-li {z,} libovolna posloupnost racionalnich ¢isel takova, Ze lim z,, = x, pak existuje
lima™ = a € R. Pfi tom je a > 0 a « nezévisi na volbé posloupnosti {x,, }.

D: e Necht a > 1. Bud {z,} neklesajici posloupnost racionalnich ¢isel s limitou x.
Zxy <x9<x3--- plyne a®* < a" < a* .- atedy {a®} je neklesajici.
Bud t € Q, t > x. Pak t > z,, pro kazdé n a tedy a® > a®" pro kazdé n, coz znamena, e {a®"} je shora
ohranicen4 a tedy podle 1.3.4 existuje lima”» = a € R, a > a™ > 0.
Bud {y,} libovolna posloupnost racionalnich ¢isel s limitou x.
Polozime z, =y, — x,. Pak y,, = 2z, + =, a podle 1.3.6 je lim z,, = limy,, — limz, = — 2 =0,
a¥n = a* T = g*n g%, UkdZeme, Ze lim a*" = 1:

1
Podle 1.3.8 je lim {/a = lima» = 1. Tedy lima™# = lim

an

ny €N, Zepronznlje1—€<a% <1+€,aexistujen2EN,Zepronanje1—5<a’% <l+e.
1 1

Tedy pro m = max{ni,na} plati l —e <a m <1l <am <1+e.

Ponévadz lim z,, = 0, existuje ng € N takové, Ze pro n > ng je —% < 2Zp < % a tedy

= 1. Bud ¢ > 0 libovolné. Pak existuje

_1 1 . PR
l—e<a ™ m <a® <am <1+ ¢, coz znamen4, Ze lima* = 1.

e Nechf a = 1. Tvrzeni je trividlni, nebot 1%~ =1 pro kazdé z,, € Q.

e Necht0<a< 1. Pakb= % > 1. Je-li {x,,} libovolna posloupnost racionalnich ¢isel s limitou x, pak podle
prvni ¢asti dikazu existuje 8 = lim b*~, p¥icemz 5 > 0 a [ nezavisi na volbé& posloupnosti {x,, }. Podle
1
1.3.6.5 existuje lim a®» = lim =—.0
brn B

1.5.18 Definice

Bud a € R, a > 0. Exponencidlni funkce f(x) = a® je definovana pro kazdé = € R piedpisem a® = lim a®", kde
{zy} je libovolné posloupnost racionélnich ¢isel s limitou z.

1.5.19 Véta

Necht a € R, a > 0, a # 1. Exponencialni funkce f(z) = a” ma vlastnosti:

1. Dom f =R, Sf C (0,00).
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2. Pro kazda dvé z,y € R plati: a®a? = a*1Y,

(a®)¥ = a®Y.
3. Pro a > 1 je rostouci, pro 0 < a < 1 je klesajici.
D: 1. Plyne pifimo z definice a z 1.5.17.

2. Tvrzeni plati pro z,y € Q. Necht z,y € R a {z,,}, {y.} C Q takové, ze x,, = x, yn — y.

a®a¥ = lim a*» lim ¥ = lim a*»a¥" = lim a®» ¥ = a®*¥ nebof lim(z, + y,) == + ¥.
xT

Z—y = a”"¥ analogicky.

y=n€N: (a®) = (a*)* =a”-a” - ----a" = g*totte = gne
n krat

y=-né€Z: (a*)¥ =(a*) " = 1 — T _gnw _ gy

y=" €@ (@) = /e = Y
K soucasné (a™)" =
takze a®¥ = (a®) " = (a®)’.
y € I: zvolme {y,} C Q, y, — y. Pak (a®)? = lim(a®)¥" = lim a™¥" = ™Y
podle 1.5.20 (tuto poznamku totiz mtZeme povaZzovat v této chvili jiz za dokdzanou, nebot v jejim
dukazu je vyuZit pouze prvni vztah z ¢asti 2., ktery je jiz dokazan), nebot lim zy,, = xlimy,, = zy.

3. Necht a > 1, z,y € R, & <y. Zvolme u,v € Q, x <u < v < y. Plati a* < a".
Bud {x,} neklesajici posloupnost racionalnich ¢isel s limitou = a bud’ {y, } nerostouci posloupnost racio-
nalnich ¢isel s limitou y. Pak
z, <z < u, coZ znamena, ze a”* < a* a tedy lima™ = a” < u.
v <y < yn, COZ znamena, ze a¥ > a" a tedy lima¥» = a¥ > v.
Z nerovnosti a* < a” plyne a® < a¥.
Piipad 0 < a < 1 analogicky. [

Pozdéji (1.7.17) bude dokazano, ze Sf = (0, 00).

1.5.20 Poznamky

1L Jeliz="¢ Q, definice 1.5.18 souhlasi s definici a7 . (Stadi volit x,, = m pro kazdé n € N.)
p p

2. Je-li {z,,} libovolna posloupnost redlnych ¢isel s lim z,, = x, pak lim a®» = a*.
D.: Pro kazdé n € N zvolime y, € Q tak, aby x,, — % < yn <z, (to lze podle 1.1.17).
Podle 1.3.7 je limy,, = z. Tedy lim a¥ = a” a dale

lim @™ = lim @¥»T#»~¥n = lim a¥" lim a* " = a” lim a®» ¥
a analogicky jako v dikazu 1.5.17 ukdzeme, ze lima®" Y = 1. O

1 n
Z exponencialnich funkci ma nejvétsi vyznam funkce f(x) = e, kde e = lim (1 + —> . Nékdy se oznacuje
n

e” = exp z. Tuto funkci nazyvame prirozend exponencidlni funkce.

1.5.21 Definice

Bud a € R, a >0, a # 1. Inversni funkce k funkci f(z) = a® se nazyva logaritmickd funkce. Znacime ji log, x.

32



1.5.22 Véta
Bud a € R, a >0, a # 1. Funkece f(z) = log, * mé vlastnosti:
1. Dom f = (0,0), Sf = (—00,0).
2. Pro kazda dvé z,y € (0,00) plati: log, (xy) = log, = + log, v,

loga <E> = 1Oga T — 1Oga Y,
Y
pro z € (0,00) a y € R plati: log, z¥ = ylog, .

3. Je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1.

D: 1., 3. Plyne z 1.5.19 a obecnych vlastnosti inversnich funkci.

2. Oznacme log, x = u, log,y =v. Pak ¢ =2, a" =y a

xy = a"a’ = a" Y, tedy log,(ry) = u+ v =log, = + log, v,
T a® B T
5 == a*~", tedy log, <§) =u—v=log,r —log, v,

¥ = (a*)¥ = a"¥, tedy log, z¥ = uy = ylog, x. O

1.5.23 Poznamka

1
Budte a,b € R, a >0, b>0, a# 1+#b. Pro kazdé x € (0,00) plati log, z = ﬁ’)iai.

1
D.: y=log,z. Pak b¥ = x a tedy ylog, b =log, b¥ = log, z. Odtud y = 12??:

a

Podobné jako u exponencialni funkce ma nejvétsi vyznam logaritmicka funkce log, x. Znaci se Inx a nazyva
prirozend nebo prirozeny logaritmus.

. . . . .. . Inx
Libovolny logaritmus lze pfevést na pfirozeny: log, x = o
na

Také obecnou exponencidlni funkci lze pfevést na pfirozenou, nebot pro a € R, a > 0, x € R plati

emlna _ (elna)m -

D. Mocninna funkce

1.5.24 Definice

Bud a € R. Funkce f(z) = 2 definované vztahem 2% = " * se nazyva obecnd mocninnd funkce.

1.5.25 Véta

Bud a € R. Mocninna funkce f(x) = 2* ma vlastnosti:

1. Dom f = (0,00), Sf = (0,000).
z\* ¢
2. Pro kazda dvé z,y € (0, 00) plati: (zy)* = z%y?, (—) = —.

3. Je rostouci pro a > 0 a klesajici pro a < 0.

D: 1. Plyne z 1.5.19.1 a z 1.5.22.1.
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2. (xy)a — e Inzy _ ea(ln z+lny) _ ealn;ﬂea Iny _ xaya_

Druhy vztah analogicky.

3. Bud a > 0,0 < x < y. Pak podle 1.5.22.3 je Inz < Iny a tedy alnx < alny. Podle 1.5.19.3 je také
ealnz < ealny, tJ ¢ < ya'
Pro a < 0 analogicky. [

1.5.26 Poznamka
Mocninna funkce f(z) = 2® mé v nékterych specidlnich piipadech defini¢ni obor 8irsi nez (0, 00). Zejména:
Je-li a € NU {0}, pak Dom f = (—00,00).
Jellia € Z, a <0, pak Dom f = (—00,0) U (0, c0).
Je-lli a = % €Q, meZ, neN, m,nnesoudélna a n liché, pak pro
a >0 je Dom f = (—00,0),
a <0 je Dom f = (—00,0) U (0, 00).

E. Funkce goniometrické a cyklometrické

Na jednotkovou kruznici se stfedem v po¢atku naneseme od bodu A = (1,0) oblouk délky |z| v kladném

smyslu pro x > 0 a v zaporném smyslu pro x < 0. Obdrzime bod B, jehoz prvni soufadnici oznac¢ime cosx a
i cos T

sin

druhou sin z. Dale klademe tgx = ——, cotgz = ——.
x sinx

Tento popis neni definici, nebot se pouziva vagni pojem ,délka oblouku®, ktery nebyl pfesné zaveden. Go-

niometrické funkce sin, cos, tg, cotg tedy nejsou zatim piesné definovany. Ponévadz jsou ale velice uzitecné,

budeme je pouzivat jiz pied jejich presnym definovanim.

Vlastnosti goniometrickych funkeci:

1. Domsin = Dom cos = R,
Ssin = Scos = [—1,1],
Domtg = R\ {§ + k7 : k € Z}, Domcotg = R\ {k7: k € Z},
Stg = Scotg = R.

2. sin, cos jsou periodické se zakladni periodou 2w,
tg, cotg jsou periodické se zakladni periodou 7.

3. sin je rostouct na [—F + 2km, 5 + 2kx], klesajici na [5 + 2km, 3T + 2kn], k € Z.
cos je rostouci na [(2k — 1), 2kn], klesajici na [2kw, (2k + 1)7], k € Z.
tg je rostouci na (=% + kn, § + k), k € Z.
cotg je klesajici na (kr, (k + 1)m), k € Z.
4. sin, cos, tg, cotg jsou liché, cos je sudé funkce
5. sin® z 4+ cos?z = 1, tgzcotgr = 1, sinz = cos(z — %) = cos(Z — z), cosz = sin(z + %) = sin(% — z)
pro vSechna piipustna x.

6. Souctové vzorce: sin(z +y) = sinxcosy + siny cos x, sin(z — y) = sinx cosy — siny cos x,
cos(z +y) = cosx cosy — sinxsiny, cos(z —y) = cosx cosy + sinx siny,
tgr +tgy
tg(r +y) = —=——=—,
1—tgortgy
sin2x = 2sinz cos x, cos 2z = cos? x — sin®
- 1 —cosz . 1+cosz
[sin | =4/ —5— [cos 5l =/ —5—
sinz + siny = 2sin 3% cos L5Y, sinz — siny = 2 cos Z5¥ sin L34,
— zty =y — in XY gip =Y
cosx + cosy = 2 cos ¥ cos T5Y, cosx — cosy = —2sin ¥ sin %5¥,

sinzcosy = (sin(x +y) +sin(x — y)),
coszcosy = z(cos(z +y) + cos(z — y)), sinzsiny = 3(cos(z — y) — cos(z + y)).
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B
7. Jsou-li A, B € R, A#0 pak Asinz + Bcosax = Psin(z + ¢), kde P =V A2+ B2, tgq= —

1
D.:
B
tgqg— S04 _ B _VAZ+ B>
Cos q A A
NoeEy:
A B
<\/ﬁ<l s —1<\/ﬁ<1,
A . B
ey ey 2

A B
Asinz + Bcosz = +/ A2+ B2 (\/msinx—i-\/mcosx)

VA2 + B2 (cosgsinz + singcosz) = v/ A2 + B2 sin(z + q).

Funkce cyklometrické jsou funkce inversni k funkcim goniometrickym.
Ve v8ech pfipadech je nutno zuzit definiéni obor piislusné goniometrické funkce tak, aby funkce byla ryze
monotonni (tedy prosta). Je pfirozené tento interval vzit ,co nejblize pocatku‘.

sin -3, 3]
cos . [0, 7]
Pro vezmeme interval o o
tg (=3:%)
cotg (0, )

Funkce cyklometrické se nazyvaji arcus a znad¢i se arcsin, arccos, arctg, arccotg.

Vlastnosti cyklometrickych funkci

1. Dom arcsin = Dom arccos = [—1, 1], Sarcsin = [~7, ], Jarccos = [0, 7]
Dom arctg = Dom arccotg = R, Jarctg = (-7, 75), Sarccotg = (0, 7).

2. Pro kazdé x € [—1, 1] plati arcsinz + arccosz = .

D.: y=arcsinz, x =siny = cos(§ —y) = arccosz =5 —y;y € -5, 5] = 5 —y e [0,7]. O

3. Pro kazdé¢ x € R plati arctg x + arccotgzr = 3.

i cos(% —
D.: zeR,y=arctger = =tgy = Sy - (ﬁ y) = cotg(§ —y) = arccotgr = § —y. O
cosy  sin(§ —y)
F. Dodatek
e Polarni soufadnice r, ¢.
Transformace kartézskych soufadnic na polarni:
r=+/12 + y2
C e . €T . Y
 je feSenim soustavy rovinic cos p = ———, sinp = ————,
72 + y2 /2 + y2
arctg £ + 2k, x>0
tj. o =4 5 +km, =0

arctg £ 4+ 2k +1)m, =<0

Transformace polarnich soufadnic na kartézské: © = r cos ¢
Yy =rsing
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e Parametrické vyjadieni

Budte ¢, ¥ funkce, J C Dom ¢ N Dom v interval.

r = p(t),
Yy = U)(t)v teJ

je tzv. parametrické vyjadieni néjaké podmnoziny R2.

1.6 Limita funkce

1.6.1 Definice

Rekneme, Ze funkce f md v bodé xo € R* limitu a € R* a piSeme liﬁm f(z) = a, jestlize ke kazdému okoli O(a)
xr o

Cisla a existuje ryzi okoli O(xg) \ {zo} Cisla x¢ takové, Ze pro kazdé = € O(xp) \ {zo} je f(x) € O(a).

Definice dostane konkrétni tvar podle toho, zda z¢ € R nebo xg = £00 a a € R nebo a = toc:

1.

2.

Vlastni limita ve vlastnim bodé

e 50 R, acR: lim f(x)=a & (Ve>0)(30 >0)(Vz)(0 < |z —xzo| < = |f(x) —a| <e)

xr—rx0o

Nevlastni limita ve vlastnim bodé

e 1R, a=0c0: lim f(z)=00 & (VheR)(I > 0)(Vz)(0 < |z —x0| <= f(x) > h)

Tr—rTo

e 50 R, a=-0c0: lim f(z)=—-00 & (VheR)(I6>0)(Vz)(0 < |z —x0| <= f(x) <h)

T—rT0o

3. Vlastni limita v nevlastnim bodé

e 1p=00, a €R: mli_)rglof(ac):a < (Ve>0)(3h e R)(Va)(x > h = |f(x) —al <¢)
e rp=—00, a €R: lim f(z)=a & (Ve >0)(3h e R)(Vz)(x < h=|f(x) —a| <e)

r—r—00

4. Nevlastni limita v nevlastnim bodé

® Iy =00, 4 =00: mli_)rgof(:v):oo < (VheR)(Fk e R)(Vz)(z > k= f(x) > h)
e 1y =—00, a=00: lim f(z) =00 & (YheR)(Fk e R)(Vz)(z <k= f(z)>h)

® 1) =00, a=—00: Ihﬁngof(:zr) =-c0& (VheR)(FkeR)(Va)(x > k= f(x) <h)
® ) =—00, a=—00: lim f(zx)=-c0< (VheR)(Fk eR)(V)(z <k= f(z) <h)

Tr—r—00

1.6.2 Poznamky

1.

V definici 1.6.1 se nevyskytuje zadny pozadavek na f(zg). Existence a hodnota lim f(x) nezavisi na tom,
rT—rxo

zda x¢ € Dom f, a pokud ano, tak nezavisi na hodnoté f(zo).
Existuje-li v8ak lim f(x), musi byt funkce f definovana v n&jakém ryzim okoli bodu xg.
T—rT0o

Bud'te f, g funkce, o € R* a necht existuje ILm f(z) = a € R*. Jestlize existuje ryzi okoli O(xo) \ {xo}
xr o
bodu zy takové, Ze pro kazdé z € O(xo) \ {x0} je f(x) = g(x), pak existuje také lim g(z) a plati

rT—rxo

lim g(z) = a.

xr—rxo

Logickou negaci definice 1.6.1 obdrzime vyrok ,neplati ILm f(z) = o*: Existuje okoli O(a) bodu a takové,
xr o
7e v kazdém okoli O(xg) bodu zg existuje ¢islo = takove, ze f(z) ¢ O(a).
Jestlize neplati lim f(z) = a, pak bud lim f(z) =b # a nebo lim f(z) neexistuje.
T—T0o T—T0o

xrT—rTo

Existence a hodnota limity funkce f v bodé z( je lokilni vlastnosti této funkce.
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1.6.3 Priklady

1. lim 22 = 0.

x—0

D.:

Bud ¢ > 0 libovolné. Polozme § =/c. Je-li 0 < |z — 0] = |z| < § =\/F, pak |22 — 0| = |2?| = |z]* < e.
(]
22, x#0
2. 1i =0prog= ’ .
lim g(z) =0 pro g {17 e

D.:

Stejné jako v 1. [

3. lim x(x) neexistuje.
z—0

D.:

Pripustme, ze lim y(z) = a € R.
x—0

Necht a # 0. Polozme ¢ = % > 0. Bud' § > 0 libovolné a = € (—4,9) N1. Pak

_ lal . lal
x(@) =0¢ (a 50+
Je tedy a = 0. Polozme ¢ = £ > 0. Bud § > Olibovolné a z € (—4§,6)NQ. Pak x(z) =1 & (—

Nemize tedy byt lin% x(x) =a€R.
xr—
Pripustme, ze 111% x(z) = oo. Avsak pro libovolné x € R je x(z) € {0, 1}, tedy pro h > 1 nemiize byt
z—

[N
~—

3

N|=

x(x) > h pro zadné x € R.
Z podobnych divodt nemuze byt 1imo x(x) = —oc0. O
z—

1.6.4 Véta (Heineova podminka [1821 — 1881])

Funkce f ma v bodé zy € R* limitu a € R* pravé tehdy, kdyZz pro kazdou posloupnost {z,}52; C Dom f
takovou, ze lim z, = 29 a ., # o pron € N plati lim f(z,) = a.
n—00 n—00

D.:

«
» =

O

Necht lim f(z) = a € R* a necht {x,} je posloupnost spliujici predpoklady.
xr—rxo
Bud O(a) libovolné. Pak existuje ryzi O(zo) \ {zo} takové, ze pro x € O(zo) \ {zo} je f(z) € O(a).
Ponévadz x, — xo, 2, # Zo, existuje ng € N takové, ze pro n > ng jest z, € O(zp) a tedy
f(zn) € O(a), coz znamené, ze lim f(z,) = a.
n—oo
Necht plati tvrzeni véty.
Zvolme libovolnou {z,}, x, — xo, x, # zo. Pak existuje lim f(z,) = a € R*. UkaZeme, Ze
n—oo

lim f(z)=a
xrT—rxo
Ptipustme, Ze existuje O(a) takové, Ze v kazdém ryzim okoli O(z¢) \ {zo} bodu z( existuje x takové,
ze f(z) ¢ O(a).
9 €R (,To) = (,To—— xo)U(.I'Q,SCQ—f—%)
Je-li zp = 0o polozime (9 (x0) = (n,00)
2o = o0 O, a0) = (=20
Pro libovolné n € N existuje y, € O, (xo) takove ze f(yn) € O(a). Z konstrukce O, (zo) plyne, ze

Yn — To, Yn # To a tedy lim f(y,) = a. To oviem neni mozné, nebot f(y,) € O(a).
n—oo

1.6.5 Poznamka
Necht ILm f(z) = a € R* a necht pro kazdé n € N je a,, = f(n). Pak ILm an = a.

D.: Bud O(a) libovolné. Pak existuje k € R takové, ze pro x > k je f(z) € O(a).
Volme ng = [k] + 1. Pak pro n > ng je a, = f(n) € O(a) a tedy ILm flz)=a.O
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Heineova podminka umoziuje pfevadét vlastnosti limity a nevlastni limity posloupnosti na vlastnosti limity
funkce:

1.6.6 Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium pro existenci vlastni limity)

Funkce f ma v bodé xp € R* limitu a € R pravé tehdy, kdyz ke kazdému € € R, ¢ > 0 existuje ryzi okoli
O(x0) \ {zo} bodu zg takové, ze pro kazdé dva body z1,z2 € O(xzg) \ {zo} plati |f(x1) — f(x2)| < e.

D.: 1322a1640

1.6.7 Véta (vlastnosti limity)

1. Kazd4 funkce mé v libovolném bodé xg € R* nejvyse jednu limitu.
(viz 1.3.3)

2. Mé&-li funkce f v bodé zy € R* vlastni limitu, pak existuje ryzi okoli bodu zy, v némz je funkce f
ohranicené.
(viz 1.3.4)
Jestlize 1Lm f(z) =a > 0 (resp. ILm f(z) = a < 0), pak existuje ryzi okoli O'(zg) bodu zy takové, ze
T—T0 T—To

pro kazdé x € O'(zo) je f(x) > 0 (resp. f(x) < 0).

D.: Necht lim f(z) =a >0abud ¢ = g > 0. Existuje 0 > 0 takoveé, ze pro kazdé x € (xg — d,20) U

xrT—rxo
(xo, 0 +9) je f(z) € (a —e,a+ ¢€), zejména tedy f(x) >a—e = g > 0. Platnost druhého tvrzeni

ukdZzeme analogicky. [J

3. Necht lim f(z) =0, zo € R* a nechf existuje ryzi okoli bodu z¢, v némz je funkce g ohrani¢ena. Pak je
Tr—rT0o
Jim f(z)g(z) =0.
(viz 1.3.5.3)

4. Necht zp € R* a lim f(z) =a € R, hﬁm g(xz) =b e R. Pak

xr—rxo 0
e existuje lim |f(z)| a plati lim |f(z)| = |al,
T—x0 T—To
e existuje 1i_)m (f(x) + g(z)) a plati li_}m (f(x) +g(z)) =a+b,
T—T0 T—To
e existuje lim (f(z) — g(z)) a plati lim (f(z) — g(x)) =a — b,
Tr—rT0o xr—rxo
e existuje lim f(z)g(x) a plati lim f(x)g(z) = ab,
T—x0 T—To
f(x) f(x)

e pokud b # 0 existuje lim ——= a plati lim —= = a.
ey g() e=wo g(z) b

(viz 1.3.6)

5. Necht f,g,h jsou funkee, o € R* a existuje ryzi okoli O(zg) \ {xo} bodu xy takové, Ze pro kazdé
x € O(xo) \ {zo} plati f(x) < g(z) < h(x). Jestlize lim f(z) = lim h(z) = a € R*, pak le g(x) = a.
T—rxQ T—xQ T—To

(viz 1.3.7)
6. Necht o € R*, 1Lm f(x) = 0 a necht existuje ryzi okoli bodu xo, v némz je f(z) # 0 (resp. f(z) > 0,
T—T(
. 1 . .
resp. f(z) < 0). Pak IILIQO o oo (resp. zhﬁrrzlo m = 00, resp. zhﬁrrzlo m = —00).
(viz 1.3.12.1)
1
7. Necht zp € R* a lim |f(z)| = c0. Pak lim —— =0.
Tr—T0 T—To (117)

(viz 1.3.12.4)
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10.

11.

Necht 29 € R*, lim f(x) = oo (resp. lim f(x) = —o0) a necht existuje ryzi okoli bodu xp, v némz je
T—T0o T—T0
funkce g zdola (resp. shora) ohranicena. Pak 1Lm (f(x) + g(z)) = oo (resp. le (f(x) + g(x)) = —00).
T—rT0 T—To
(viz 1.3.12.2)

Necht zp € R*, lim f(x) = oo a nechf existuje ryzi okoli bodu zp, v némz je g(x) > § > 0 (resp.

Tr—rT0o
g(xz) <6 <0). Pak lim f(x)g(x) =00 (resp. lim f(z)g(z) = —o0).
Tr—rT0o xrT—rTo
Necht lim f(z) = —oo a necht existuje ryzi okoli bodu xg, v némz je g(z) > ¢ > 0 (resp. g(x) < < 0).

Pak 11_9)61;?(96)9(96) = —oo (resp. lim f(x)g(w) = 00).
(viz 1.3.12.3)

1, x>0
Funkce signum (znaménko) je pro kazdé = € R definovana predpisem sgnx =<0, 2z =0.
-1, <0
Necht zp € R, 1Lm fl@)=a#0, 11}111 g(z) = 0 a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v ném?z je g(z) # 0
T—rxQ T—To
a sgn f(x) =sgng(x) (resp. sgn f(z) = —sgng(x)). Pak mli_)ralo % = 0o (resp. mli_)ralo % = —00).

(viz 1.3.12.1 a pfedchozi tvrzeni)

Necht zp € R*, lim f(z) =a, lim g(z) = b a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je f(z) < g(z).
Tr—rT0o Tr—rT0o

Pak a <b.

(viz 1.3.5.1)

1.6.8 Veéta (o limité& slozené funkce)
Necht zg € R*, ILm o(x) =a € R* a 1131 f(y) = a € R*. Necht existuje ryzi okoli O1(zo) \ {zo} bodu xo,
r—xQ Yy—o

v nems plati p(v) # . Pak lim f(p(@)) = a. (Tj. lim f(p(z)) = lim f(y)=a)

D.:

w(x)

T—a(

Bud O(a) libovolné okoli bodu a. K nému existuje ryzi okoli O(«) \ {a} takové, ze pro y € O(«) \ {a} je
f(y) € O(a).

K O(«) existuje ryzi okoli Oa(x0) \ {x0} takove, ze pro x € Oa(x0) \ {z0} je ¢(x) € O(a).

Polozme O(xo) = (O1(z0) \ {zo}) N (O2(x0) \ {z0}). Pak pro z € O(zo) je ¢(z) € O(a) a p(z) # a, tj.
p(x) € O(a) \ {a}. Tedy f(p(x)) € O(a), neboli zlLIEO flo(x)) =a. O

1.6.9 Priklady

1.

Necht f(z) = ¢ € R pro kazdé = € R. Pak pro kazdé zo € R* jest 1Lm flx)=c.
x o
D.: Bud e > 0 libovolné, O(xo) \ {zo} libovolné ryzi okoli zg. Pro = € O(z) \ {z0} je
[f(x)—c|=|c—¢c=0<e.O
Necht f(z) = 2 pro kazdé = € R. Pak pro kazdé zo € R jest lim z =z a dale lim z = oo,

T—x0 —00

lim x = —oc.
xr—r—00

D.: Bud € > 0 libovolné a § = . Pak pro = € (xo — §,z0) U (0,0 +9) je | f(x) —xo| = |z —x0| < = €.
Bud h € R libovolné a k = h. Pak proz > k je f(z) =z >k=haproz <kje f(x) =z <k=h.
(]

Bud P(x) polynom. Pak pro libovolné zy € R jest lim P(x) = P(zo).

Tr—rT0o

D.: S vyuzitim piedchoziho vysledku a 1.6.7.4 jest

lim 2" = lim zz" ! = lim z lim 2" ! = 2 lim 2" ! = 2y lim z lim 2" 2 =
Tr—rT0o xrT—xo Tr—rT0o Tr—rT0o rT—rxo Tr—rT0o xrT—rTo
= xozp lim 2”2 = ... = a:g_l lim z = zf .
T—T0 T—To
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Tvrzeni nyni plyne z 1.6.7.4. [

4. Bud R(zx) racionalni lomena funkce a xp € Dom R. Pak lim R(z) = R(zo).

xrT—rTo

D.: plynez3.a1.6.74.0

-1
cat—1 (-1 42 +a+1) B +atta+l 5 .
Pro = # 1 plati Pl @oD@trtl) | 2trtl a tedy podle 1.6.2.4 a pfedchoziho
. e S o e o B
visledkuje iy oy =M T b

6. Bud a > 0, f(x) = a®. Pak pro libovolné zy € R je lim a® = a®°.

Tr—rT0o

D.: plynez 1.5.20.2 a1.6.4.

7. Bud a >0, f(z) =2%, x € Dom f. Pak lim z% = x§.

Tr—rT0o

D.: plyne z 1.5.24, pfedchoziho tvrzeni a 1.6.8. [J

8. Pro libovolné zp € R je lim sinz =sinxgy, lim cosz = cosxg.
T—T0 T—To

Plyne z geometrického nazoru. (Funkce sin a cos nebyly piesné definovény.)

. sinx
9. lim
x—0 @

=1

D.: Proz € (0,%) plati: 0 < sinz. Plocha kruhové vysece OAC je Py = %x, plocha trojuhelnika OAC' je

P = %singc a plocha trojuhelnika OAB je Py = %tg x. Jest P < Py < P», neboli

sinz < T < tgx

T 1
1 < " <
sinz CcoS X
sinx
cosr < < 1
T

Vgechny funkce v posledni nerovnosti jsou sudé, to znamend, Ze tato nerovnost plati i proz € (—=3,0).
Dale podle piedchoziho lin% cosz = cos0 = 1. Tvrzeni nyni plyne z 1.6.7.5. J
T—>

1 —cosx . 1l—cosz1l+cosz . 1—cos?z sin® x 1

10. 1i — 1 —lim 5T gy T Ly
0- x? 750 22 1+ cosz acl—>mO:102(1+cosx) 250 22 1+ cosw

1
2

[T

1.6.10 Poznamka

Predpoklad o existenci ryziho okoli Oy (x¢) \ {0} bodu x nelze v 1.6.8 obecné vynechat.

0 0
Napt. pro ¢(z) =0, f(y) = 1’ Y f 0 plati
fleo(x)) =1 a tedy podle 1.6.9.1 pro libovolné zg € R* je lim f(p(x)) =1,

Tr—rT0o

aviak lim ¢(x) =0, @1}3}) f(y)=0.

T—rT0o

1.6.11 Definice

Rekneme, ze funkce f ma v bodé xzg € R limitu zprava (resp. zleva) rovnou a € R* a piSeme hm+ flx)=a
TrT—T0

(resp. Lim f(z) = a), jestlize ke kazdému okoli O(a) bodu a existuje pravé (resp. levé) ryzi okoli (g, xg + 0)
xr xro—

(resp. (zg — d,x0)) takove, ze pro kazdé x € (xg,z9 + 0) (resp. € (xo — I, x0)) plati f(x) € O(a).
Limita zprava a limita zleva se souhrnné nazyvaji jednostranné limity.
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eagcR:  lim f(z)=a< (Ve>0)(3>0)(Vz)(0<z—m0 < =|f(x)—al <e)

ig;if(:r) =a< Ve>0)(F0>0)Vr)(0<axg—z<d=|f(x) —al <e)
e a=oc: mgén+f(x) =00 < (VheR)(0>0)(Vo)(0 <z —20<d= f(x)>h)
zggnif(a:) =00 & (VheR)(FI > 0)(Va)(0 < xg—x < d= f(x) >h)
e a=—oc: CElgEerf(gc) =—-00 & (VheR)(II>0)(V)(0 <z —x0 <= f(x) <h)
Zggl,f(x) =-00 & (VheR)(FI>0)(Va)(0 <zg—x < 0= f(x) <h)

1.6.12 Véta

Funkce f ma v bodé zy € R limitu a € R* pravé tehdy, kdyz ma v tomto bodé limitu zprava i zleva a plati
lim f(z)= lim f(z)=a.
r—xo—

T—x0+

D.: plyne piimo z definic limity a jednostrannych limit a z faktu O(xo) \ {zo} = (x0 — J,20) U (20,20 + §). O

1.6.13 Poznamka

I pro jednostranné limity plati analogie Heineovy podminky 1.6.4:

lim f(x) =a < pro kazdou {z,} takovou, ze lim x, = o, =, > x¢ plati lim f(z,) = q,
T—x0+ n—oo n—oo

lim f(z) =a < prokazdou {z,} takovou, ze lim z, = zo, x, < xo plati lim f(x,) = a.
T—xo— n—00 n—o0

V dusledku toho i pro jednostranné limity plati 1.6.6, 1.6.7 a 1.6.8.

1.6.14 Priklad

Coet—1
lim =
x—0 x€x

1.

R.:

1 n
e Podle 1.3.10 posloupnost { <1 + —) } je rostouci a jeji limita je e, takze podle 1.3.9 pro kazdé n € N
n

1 n
<1+—) <e.
n

Lo .oet—1
e VySetiime lim :
x—0+ x
Bud'te = € (0, %) L tedy L < <1
udte x shn=|—|,tedy — <z < —.
9 ) ZC7 yn+1 = n

Podle 1.3.10 a prvniho kroku feSeni je

1 n+1 1 n
1+ — <e< |1+
n+1 n—1

a tedy podle 1.5.19.3 je e” < en <1+

1 1
,ef >entl > 14 ——

1 1 (e ptl
Ponévadz n < —, jest n—i—lg——i—lzﬂ,tedy x < .
T ) T ) xl 5 1+ n+1
— 2z
Ponévadzn+1> — jestn—1> — -2 = , tedy > .
T T 1—-2z n—1
Celkem
1+ < & < 14—%
1+ 1—-2z
T o< el < 2
et —
1+ 1—2x
1 - e’ —1 - 1
1+ T 1—2x



e’ —1
T

a podle 1.6.7.5 je lim =1.
x—0+

Lo .oet—1
e VySetiime lim
r—0— xT

1
Bud z € (—5, 0) Polozime y = —z. Pak y € (0,4) a s vyuzitim pfedchoziho kroku dostaneme

Y Y
14— < v < 1
iy ¢ 1y
1+2 1-—
ty < eY < J
14y 1—2y
1—2y 14y
—y 1
-y = ¢ S T2
1+ 2z - " - 1—x
e
1+ 1—2x
x < -1 < x
e —
1+ 1—2x
1 - e’ —1 < 1
1+ x 1—2x
L e’ —1
a podle 1.6.7.5 je lim =1.
x—0— x€X

:E_

1
=1 podle 1.6.12. O

Nyni lim
r—0

1.6.15 Véta
Necht funkce f je monotonni v néjakém levém (resp. pravém) ryzim okoli bodu zp € R*. Pak existuje lim f(x)
rT—T0—

.l .
(vesp. lim f(z))
Podrobnéji:

1. Necht funkce f je neklesajici v n&jakém levém ryzim okoli L(zg) bodu zp € R U {oo}. Je-li f shora
ohranicena v L(xo), je Lim f(z) = sup{f(x) : « € L(x0)}, neni-li f shora ohranitend v L(xo), je
xr xro—

lim f(z) = occ.

r—xo—

2. Necht funkce f je nerostouci v néjakém levém ryzim okoli £(zg) bodu 29 € R U {oo}. Je-li f zdola
ohranitena v L(xzg), je Em f(z) = inf{f(z) : @ € L(z9)}, neni-li f zdola ohranitena v L(zo), je
x xro—

lim f(z) = —oc.

r—xo—

3. Necht funkce f je neklesajici v néjakém pravém ryzim okoli P(xg) bodu zg € RU {—o0}. Je-li f zdola
ohranicend v P(zo), je lim+f(x) = inf{f(z) : © € P(xo)}, neni-li f zdola ohrani¢end v P(xo), je
xrT—rxo

li = —00.
Jim  f(z) = o0

4. Necht funkce f je nerostouci v n&jakém pravém ryzim okoli P(zg) bodu z¢p € RU {—oc}. Je-li f shora
ohranitena v P(xo), je lim+f(:v) = sup{f(z) : = € P(x0)}, neni-li f shora ohranifena v P(zo), je
xrT—rxo

lim f(z) = occ.

r—xo+
D.: Provedeme pouze pro tvrzeni 1. Dukazy ostatnich lze provést analogicky.

e Necht zp € R a f je shora ohranifena v L(x¢) = (vo — a, g).
Mnozina {f(z) : © € L(z0)} je neprazdna a shora ohranitena, tedy podle 1.1.7 (R14) existuje
sup{f(z): z € L(z0)} =a € R.
Bud ¢ > 0 libovolné. Podle 1.1.6 (s2*) existuje 1 € L(xo) takové, ze f(z1) > a — e. Polozime
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6 = xo — x1. Pak je (21,70) = (z0 — 6, 20) € L(z0).
Ponévadz f je na L(xo) neklesajici, pro kazdé = € (xg — §, z0) plati f(z) > f(z1) > a —e.
Ponévadz a = sup{f(x) : © € L(x0)}, pro x € (zo — J, o) plati f(x) < a.

Celkem pro x € (zg — d,20) je a —e < f(x) < a, coz znamena lim f(x)=a.
Tr—xo—

e Necht zp = 0o a f je shora ohranicend v L(xo) = (a, 00). Zopakujeme tvahy z pfedchoziho kroku
s tim rozdilem, Ze nedefinujeme §. Dojdeme k tomu, Ze pro z € (x1,00) je a —e < f(x) < a.
e Necht zp € R a f neni shora ohranicena v L(zo) = (o — o, x0).
Bud h € R libovolné. Ponévadz f neni shora ohranicené, v (zo — o, x¢), existuje 1 € (xg — o, x¢)
takove, ze f(x1) > h. PoloZime § = xg — 1.
Ponévad? f je neklesajici na (xg — «, xg), pro kazdé = € (xg — d,x0) plati f(x) > f(x1) > h, coz
znamena Iggn f(z) = 0.
ol

e Necht 2p = 0o a f neni shora ohranicena v L(zg) = («, 00). Zopakujeme tvahy z piedchoziho kroku

s tim rozdilem, Ze nedefinujeme §. Pak pro x € (z1,00) je f(x) > h.

O

Poznamka: (Oboustranna) limita nemusi existovat.

1.6.16 Definice

f{ekneme, ze a € R je limitnd bod funkce f pro zg € R*, jestlize existuje posloupnost{z,} takova, ze x, # xo
pro kazdé n € N, ILm Ty =2p A ILm f(zn) = a.

Ozna¢me Q(f, o) mnozinu limitnich boda funkce f pro zy € R*.

Je-li funkce f ohraniend shora v n&jakém okoli bodu xo € R* a Q(f, zo) # 0, klademe

limsup f(x) = sup Q(f, zo).

T—xQ
Je-li funkce f ohranicen4 shora v n&jakém okoli bodu xop € R* a Q(f, z9) = 0, klademe limsup f(x) = —oo.
T—T(
Neni-li funkce f ohranicena shora v kazdém okoli bodu zy € R*, klademe limsup f(x) = cc.

Tr—rT0o

Je-li funkce f ohranicend zdola v ngjakém okoli bodu zg € R* a Q(f, o) # 0, klademe 1in$inf f(x) =inf Q(f, zo).
xr o

Je-li funkce f ohranicena zdola v néjakém okoli bodu zg € R* a Q(f,z¢) = 0, klademe liminf f(z) = co.
T—rT0o

Neni-li funkce f ohranitena zdola v kazdém okoli bodu zp € R*, klademe lim inf f(z) = —oo.
T—TQ

Snadno ovéfime, ze limsup f(z) = lim (sup{f(§): 0 < |zg — &| < |z — x|})
Tr—rT0o

T—rTo

thglznff(I) = zlgn; (inf{f(&): 0 < |xo —&| < |0 — x|}).

Jestlize lim f(z) = a € R*, pak a je limitnim bodem funkce f pro zo € R*.

Tr—rTo

Ziejmym zpisobem lze zavést pravé a levé limitni body a limsup f(z), limsup f(z), liminf f(x), liminf f(z).
T—xo+ T—x0— T—Tot T—To—

Ptimo z definice plyne

1.6.17 Véta

liminf f(z) < limsup f(x). Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz existuje vlastni nebo nevlastni lim f(z).
r—x0o =20 T—T0o

1.7 Spojité funkce

1.7.1 Definice
Rekneme, ze funkce f je spojitd v bod¢ zo € R, jestlize lim f(z) = f(xo). Rekneme, ze funkce f je spojitd v
rT—rTo

bode o € R zprava (resp. zleva), jestlize Lierf(x) = f(zo) (resp. Emi f(z) = f(x0))-
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1.7.2 Poznamky

1. Z definice 1.7.1 bezprostiedné plyne:
Funkce f je spojita v bodé g € R pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé
x € (xg — 0,x0 + 9) plati | f(z) — f(zo)| < e.

2. Je-li funkce f spojitda v bodé zy € R, pak je v ngjakém okoli tohoto bodu ohranicené.
3. Spojitost je definovana pouze v bodech z R. Nelze definovat spojitost v nevlastnim bodé.

4. Spojitost funkce je lokdlni vlastnosti této funkce.

1.7.3 Terminologickd pozniamka

Neni-li funkce f spojitd v bodé zp € R a je pii tom definované na né&jakém okoli (pfipadné ryzim okoli) bodu
o, mohou nastat moznosti:

A) lim f(z) neexistuje
xrT—rxo

A1) Eer f(z), Lim f(z) existuji a jsou realné ruzné — bod nespojitosti 1. druhu
x o xr ro—
(Napt.: f(z) = [t], 20 = 1)

A2) Alespon jedna z jednostrannych limit neexistuje — bod nespojitosti 2. druhu
(Napi.: f(z) =sinl, 29 =0; x(z), 2o libovolné)

A3) lim f(x), lim f(z) existuji, jsou rizné a alespoi jedna z nich je nevlastni
r—xo+ r—xro—
(Napt.: f(z) = tg(z), o= %)

B) lim f(z)=a€R", a# f(x)

xrT—rxo
B1) lim f(z) je nevlastni
x o
(Napt.: f(z) = w%, xg = 0)
B2) lim f(z) =a € R a f(xp) # a nebo xy & Dom f — bod odstranitelné nespojitosti

T—T0
Nespojitost lze odstranit zménou f(xo) nebo dodefinovanim f(xg):

. f(z), x € Dom f\ {zo}
=)= { lim f(z), x = )

Tr—rT0o

22, x#0 rz—1
(1\Ia’pf f(x)_{l :107—&0’ IOZOa g('r):—_a 170:1

Nespojitost odstranime definovanim f(0) = 0, §(1) = )

1.7.4 Véta
Funkce f je spojita v bodé xg € R praveé tehdy, kdyz je v tomto bodé spojité zprava i zleva.

D.: plyne z 1.6.12. O

1.7.5 Véta
Funkce f je spojita v bodé z¢ € R pravé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost {x,, }22; takovou, ze lim z, = xg
n— o0
plati lim f(z,) = f(z0).
n— o0

Funkce f je spojitd v bodé 2y € R zprava (resp. zleva) pravé tehdy, kdyZz pro kazdou posloupnost {x,}>2
takovou, ze z,, > xo (resp. z, < zo) a lim z, = o plati lim f(x,) = f(z0).
n—oo n—oo

D.: plynez 1.64a1.6.13. O
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1.7.6 Véta
Jsou-li funkce f a g spojité v bodé g € R, pak jsou také funkce |f|, f+ g, f— g, fg spojité v bodé xq. Je-li

navic g(xo) # 0, je i funkce / spojita v bodé xg.
g

D.: plynez 1.6.7.4

1.7.7 Véta
Necht funkce ¢ je spojita v bodé zg a funkce f je spojita v bodé ¢(z). Pak je také funkce x — f(p(x)) spojita

v bodé xg.

D.: Bud ¢ > 0 libovolné. K nému existuje n > 0 takové, ze pro y € (¢(xo) — 1, (o) + 1) plati

[f(y) = fle(xo))| <e.
K 7 > 0 existuje § > 0 takové, ze pro x € (g — d,z9 + 9) plati |p(x) — p(z0)| < 7.
Tedy pro x € (zg — 0,20 + 9) je | f(p(x)) — f(p(x0))| < €, coz znamena lim f(p(x)) = f(e(xo)). O

Tr—rT0o

Tato véta neni diledkem 1.6.8, nebot ma jiné predpoklady.

1.7.8 Definice

Rekneme, ze funkce f je spojitd na intervalu I C Dom f, jestlize plati
(i) f je spojita v kazdém vnitinim bodé intervalu 1.

(ii) Pat¥i-li levy (resp. pravy) krajni bod intervalu I do tohoto intervalu, pak je v ném funkce f spojita zprava
(resp. zleva).

Zejména: Funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz je spojita v kazdém bodé
tohoto intervalu.
Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] pravé tehdy, kdyZz je spojita v kazdém bodé
intervalu (a,b), v bodé a je spojita zprava a v bodé b je spojita zleva.

Spojitost na intervalu je globalni vlastnost.

1.7.9 Véta

Necht funkce f je spojitad a ryze monotonni na intervalu I; a zobrazuje tento interval na interval I>. Pak funkce
inversni f~! je spojita na intervalu I.

D.: Necht f je rostouci na Iy, yg € I>, yo neni levy koncovy bod I». Ukdzeme, ze f~! je spojita zleva v bodé

Yo = f(x0):

Bud e > 0 libovolné takoveé, ze xg — ¢ € I1. Pak f(zg —¢) < f(x). Oznatme 6 = f(xo) — f(xo —€) > 0.
Bud y € (yo — 6,%o] libovolny. Ponévadz podle 1.2.17 je £~ rostouct, je f~ (yo — ) < f~1(y).

FHyo —6) = f7H(f(wo) = f(wo) + f(wo —€)) = @0 — ¢, tedy zo — ¢ = f~'(yo) —& < f~'(y), neboli

f o) = f7Hy) <e.

Ostatni moznosti rozebereme analogicky. [

7 této véty, z 1.7.6, 1.7.7 a z 1.6.9 bezprostiedné plyne

1.7.10 Dadsledek

Elementérni funkce jsou spojité na svém defini¢nim oboru.
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1.7.11 Véta (1. Weierstrassova [1815 — 1897])

Funkce spojita na uzavieném intervalu je na tomto intervalu ohranicen.

D.:

Sporem. Pripustme, Ze funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a, b] neni ohrani¢ené shora.
Pak ke kazdému n € N existuje z,, € [a,b] takové, Ze f(x,) > n. Takto definované posloupnost {x,}5
je ohranicena (a < x, <b) a tedy podle 1.3.19.1 existuje posloupnost {x,, }32, z ni vybrana a takova, ze

lim x,, = zo.
k—o00

Ponévadz a < x,, <b, podle 1.3.5.1 je a < xy < b, neboli g € [a, b].
Ponévadz f je spojita (pfipadné jednostranné spojitd), podle 1.7.5 je klim flan,) = f(zo) € R.
— 00
Soucasné ale f(xy,) > ng, lim ni = oo, a tedy podle 1.3.5.1 a poznamky za 1.3.11 je lim f(x,,) = cc.
k—o00 k—o0
To je spor.
Analogicky vylou¢ime moznost, Ze by funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a,b] nebyla ohrani¢ena
zdola. [

Poznamka: Oba predpoklady jsou podstatné.

1.7.12 Véta (2. Weierstrassova [1815 — 1897])

Funkce spojita na uzavieném intervalu nabyva na tomto intervalu své nejvétsi i nejmensi hodnoty.

D.:

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Podle 1.7.11 je na tomto intervalu ohranicena a tedy existuje
m =sup{f(x): = € [a,b]}. Ukdzeme, 7e existuje z1 € [a,b], ze f(z1) =m.

1
Piipustme, ze f(x) < m pro kazdé x € [a,b]. Pak m— f(x) > 0 a tedy podle 1.7.6 je funkce x — )
m— f(x

1
spojita. Podle 1.7.11 existuje K € R, ze 7}”() < K pro kazdé x € [a,b]. Bez Gjmy na obecnosti lze
m— f(x
1 1
predpokladat, ze K > 0. Tedy f(z) < m — 7a Podle 1.1.6 (s2*) existuje z¢ € [a,b], Ze f(xg) > m — 172

1 1
boli — <= K<< —
neboli m — f(zg) < e < m—f(:z:o)’c

Analogicky ukazeme, Ze existuje x2 € [a,b], Ze xo = inf{f(z): = € [a,b]}. O

0Z je spor.

1.7.13 Véta (1. Bolzanova [1781 — 1848])

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a necht plati f(a)f(b) < 0. Pak existuje ¢ € (a,b), ze

fle)=0.

D.:

h—
Polozme d = Ta Pak d € (a,b). Pokud f(d) = 0, je ¢ = d.
Necht f(d) # 0. Jestlize f(a)f(d) < 0, polozme a1 = a, by = d; jestlize f(a)f(d) > 0, polozme
a; = d, bl =b.

b
Jest by —a; = Ta, fla)f(b1) <0, f(a1)f(b) <0, a1 >a, by <b.

by — ay

Dale poloime dy = . Pak dy € (CLl, bl) - (CL, b) Pokud f(dl) = O, je c=d.
Necht f(dy) # 0. Jestlize f(a1)f(d1) < 0, polozme as = ay, by = dy; jestlize f(a1)f(d1) > 0, polozme

as = dl, b2 = bl.
b—a
Jest by —as = 7, f(a)f(bg) < O,f(ag)f(b) <0, a2 > ay, by < by.
Analogicky postupujeme dale. Bud po konetném poc¢tu krokt nalezneme dj. takové, ze f(dy) = 0, nebo

h—
dostaneme dvé posloupnosti {a,}, {b,} takové, ze b, — a,, = 2—na, fla)f(b,) <0, f(an)f(b) <O.

V prvnim piipadeé je ¢ = dj. Necht nastane druhy ptipad.
{a,} je neklesajici, ohrani¢ena shora ¢islem b a tedy podle 1.3.9 existuje ¢; = lim a, < b. {b,} je
n—oo

nerostouci, ohrani¢ena zdola ¢islem a a tedy existuje co = lim b, > a.
n— o0

—b
Plati ¢; — ¢o = lim a, — lim b, = lim (a, —b,) = lim a2 0, tedy ¢; = ¢co = ¢ € [a, b].
n—o00 n—o00 n—o0 n—oo 2N
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Kdyby [(a) () <0 f(e)(5) < 0, pak by £(a)(€)f()f(b) > 0, neboli £(2)f(5) > 0, o7 by byl spor.
Pokud f(a)7() 2 0, pak podle 1.3:5.1 Jo 0 < f(a)lsn f(bn) = lim f(a)] (bn) < 0, tedy J(a)f(e) =0, coz
je mozné jen tak, ze f( )

Pokud f(c)f(b) > 0, pak 0 S (lim f(a,))f(b) = lim f(a,)f(b) <0, tedy f(c)f(b) =0, coZ je mozné jen
tak, ze f(c) = 0.0

1.7.14 Dasledek (Specialni pFipad Brouwerovy [1881 — 1966] v&ty o pevném bodg)

Bud f spojita funkce zobrazujici uzavieny interval [a,b] do sebe. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, ze f(c) = c.

D.: Plati f(a) > a, f(b) <b. Pokud f(a) = a, poloZime ¢ = a, pokud f(b) = b, polozime ¢ = b.
Necht f(a) > a, f(b) < b. Definujme funkci g predpisem g(z) = = — f(x).
Funkce g je spojita na [a,b], g(a) <0, g(b) > 0, takZze podle 1.7.13 existuje ¢ € (a, b) takové, ze

g(c)=c—f(e)=0.0

1.7.15 Véta (2. Bolzanova [1781 — 1848])

Necht funkce f je spojita na uzavieném intervalu [a, b]. Pak na tomto intervalu nabyva v8ech hodnot mezi svou
nejvétsi a nejmensi hodnotou.

D.: Budte M = max{f(x): = € [a,b]}, m = min{f(x): z € [a,b]}, p € R takové, Ze m < p < M.
Podle 1.7.12 existuji z1 € [a,b], z2 € [a,b] takové, ze f(x1) = M, f(x2) = n.
flx1)—p>0, f(z2)—p <0, tedy (f(x1) —p)(f(x2) —p) < 0. Podle 1.7.13 existuje v uzavieném intervalu
s krajnimi body z1 a z» ¢islo ¢ takove, ze 0 = (f —p)(c) = f(c) — p, tedy f(c) =p. O

1.7.16 Daisledek

Spojitym obrazem uzavieného intervalu je bud jednoprvkova mnozina nebo uzavieny interval.

1.7.17 Poznamka

Nyni mizeme dokazat tvrzeni uvedené za 1.5.19: Je-lia € R, a >0, a # 1, f(z) = a", pak Sf = (0, 00).

D.: Necht a > 1. Vzhledem k 1.5.19.1 sta¢i ukazat, Ze (0,00) C Sf. Bud tedy yo € (0, 00) libovolné.

Ponévadz lim a” = oo, lim a™" =0, existuji n1,ne € N, ze a7 < yp < a™.
n—oo n—oo
Funkce f(z) = a® je podle 1.7.10 spojita na (—oo,00), je tedy spojitd na uzavieném intervalu [—nq,ns].

Podle 1.5.19.3 je
f(=n1) =a™™ <yp < a™ = f(n2)

a tedy podle 1.7.15 existuje x¢ € [—n1, no] takove, ze f(x9) = yo. To znamena, Ze yo € Sf.
Platnost tvrzeni dokdZzeme analogicky i v piipadé 0 < a < 1. [J

1.7.18 Definice

Rekneme, Ze funkce f je stejnomerné spojitdé na intervalu I C Dom f, jestlize ke kazdému € > 0 existuje § > 0
takoveé, Ze pro kazda dvé xq1, x2 € I takova, Ze |11 — xa| < d plati |f(z1) — f(z2)] <e.

1.7.19 Poznamky

1. Stejnomérné spojita funkce na intervalu je na tomto intervalu spojita.
Spojita funkce na intervalu nemusi byt na tomto intervalu spojita stejnomérné.

2. Stejnomérné spojitost je globalni vlastnost.
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3. Necht funkce f je stejnomérné spojitd na otevieném intervalu (a,b).

Podle 1.6.6 existuji 1Lm+f(:v) eR, HI? f(z) € R. Funkce f zadana predpisem
T—a T—sb—

lim f(z), z=ua

B r—a+
f(x) =4 f(=), z € (a,b)
li)ril_ flx), z=0b

je spojita na uzavieném intervalu [a, b].
(Funkci stejnomérné spojitou na otevieném intervalu lze spojité prodlouzit na krajni body tohoto inter-
valu.)

4. Funkce stejnomérné spojita na libovolném intervalu je na tomto intervalu ohranicena.

D.: Plyne z ptedchoziho tvrzeni a 1.7.12. O

1.7.20 Véta (Heine [1821 — 1881] - Cantor [1845 — 1918])

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a, b]. Pak je na tomto intervalu spojita stejnomérné.

D.:

Sporem: Pfipustme, Ze f je spojita na [a,b] nikoliv stejnomérné. Existuje tedy g9 > 0 takové, Ze ke
kazdému 6 > 0 existuje dvojice bodu z,y € [a,b], Ze |z — y| < § a zaroven |f(x) — f(y)| > <o.
1
Zejmeéna tedy pro § = — existuji z,, yn € [a,b], Ze |2, — yn| < — a |f(zn) — f(yn)| > 0.
n n
Posloupnost {z,} je ohranicena a tedy podle 1.3.19.2 existuje posloupnost {z,,} vybrana z {z,} takova,

7e lim x,, =z € [a,b].
k— o0

1
Déle podle 1.3.5.1 lim |2y, —yn,| < lim — =0, tedy lim |z,, —yn,| = 0, coZ znamena lim y,, = xo.
k—o00 k—oo N k—o00 k—o00

Ponévadz f je spojita v o, je klim flzn,) = flxo) = klim f(Wn,,)- To je spor s | f(zn,) — f(Yn,)| > 0. O
— 00 — 00

1.8 Cviceni

Urcete defini¢ni obor funkci

22 —5x+6

1) f(z) =\| 5¥——— 2) f(x) = logsin 2x.

2 —5x+4’

Rozhodnéte, zda funkce je sudéd nebo licha

3) flz)=—Vz, 4 flz)=Vz.

Najdéte nejmensi periodu funkci

5) f(z) =siniz, 6) f(z) = tgax.

Najdéte intervaly, na nichz jsou ryze monotonni funkce

) fl@)=a+lz],  8) flz)=2""

Najdéte inversni funkci k funkci

9) f(x) =251, 10) f(z) = @ + [x].

Rozhodnéte, zda je posloupnost {a,,} ohrani¢ena
n

n
11) a, =1 —cos" 7, 12) an = —.
n/!
Rozhodnéte, zda je posloupnost {a,} monotonni
2
1
13) a,, = —2 :_1 , 14) a,, = logn — n.

Vypotitejte limitu posloupnosti {a,, }

2n2 —n+3 3n+l +(_5)n—1
15) ap = -—5——"— 16) app = ———,
)a 3n2+n-—>5 )a 3m+ (=5)"
12 32 (2n —1)2
17) an =Vn2 +3n+2—Vn2—n+1, 18 an=—5+—5++—5—,
n n n
1 1 1 1 1 1
19a,=+——+ -+ ) 20) ap = —= + 4+ =
) n?  (n+1)? (2n)? ) vnooVn+1 V2n



21) Zjistéte, zda posloupnost {4; + 9; + - - - + = } je konvergentni.

2n
1
22) Najdéte limes superior a inferior posloupnosti {(—1)" ({75 + (1 + 2—) ) + {75}
n

Polynomy rozlozte v redlném oboru

23) 2t — 2% + 222 —x + 1, 24) 28 + 1.
Racionalni funkce rozlozte na parcialni zlomky
zt +622 4+ -2 x—1
25 26) ——.
) xt — 223 ’ ):104—1—3:1024—2

1 xT
27) jaky je vztah mezi grafy funkei f(x) =a” a g(x) = (—) ,a>07
a

Urcete defini¢ni obor funkce f, zjednoduste jeji vyjadieni a znazornéte ji graficky

28) f(x) = log, a, 29) f(x) = arcsin(sinz).
Vyp0c1tejte
a1 ™ =1
30)9112%:1:3—1’ 3)i1—>1$n_1
Sz — 1 VTra— V1=
32) lim vr , 33) lim + z
z—=1/x—1 z—0 ‘/1+x_m
1 <3
34) lim 2007 35) lim —

z—0 sin bz’ -0 xsin2z
36) lim (\/:102 +ax+1—Vz2—dz+ 1), 37) hm (\/962 + 5z + x)
Tr—r00

z—=1+ \x+ 3 =T+
40) Vysvétlete vyznam podminky (Je > 0)(V0 > 0)(Vz)(0 < |z — zo| < § = |f(z) —a| < e).
Najdéte body nespojitosti nasledujicich funkci a urcete jejich typ

1 cotgmx .
38) lim (“L ) , 39) lim (sin®z)"®""".

41) f(z) = . 42) f(z) =sin T

- T2 — 1’ - T
Vysledky: 1) (—oo0,1) U [2,3]U (4,00) 2) {z € R: kr < 2 < (2k +1)3,k € Z} 3) suda 4) ani suda,
ani lichd 5) 6m 6) = 7) na [0,00) rostouci 8) na (—o0,0) a na (0,00) klesajici 9) f~'(y) = (1 + logy y) 10)
fYy) =y—kproy € [2k,2k+ 1), k € Z 11) ano, 0 < a,, < 2 12) ohranidend zdola a, > 0 13) rostouci
14) klesajici 15) 2 16) —1 17) 2 18) 3 19) 0 20) oo 21) ano; je rostouci a shora ohrani(:ena 22) 2 +e, —e 23)
(22 +1) ((;p 07y g) 24) (a2 —vBaz + 1)(22 +vV3x + 1)(a2 +1) 25) 1+ & — & 4 55 96) 21— 2L 97
soumérné kolem osy y 28) Dom f = (0,1) U (1,00), f(z) — 22 29) Dom f = R, f je 2—71' periodické rozsifent

) € _Ea 3 .
funkee g(z) = { * . {ﬂ 2373)) 30) 2 31) 2 32) 2 33) 2 34) ¢ 35) 2 36) 3 37) —oco 38) 0 39) oo 40) f je
™=, X 935

ohraniend v R\ {zo} 41) = 1 odstranitelna, x = —1 typu A3 42) x = 0 druhého druhu
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Kapitola 2

Diferencialni pocet funkci jedné proménné

2.1 Derivace

2.1.1 Definice

Necht f je funkce a xy € R. Existuje-li vlastni limita lim M

T—rTo Tr — X

, nazyvame ji derivace funkce [ v bodé

xo a oznafujeme ji f'(xo).
Je-li tato limita nevlastni, fekneme, Ze funkce f ma v bodé xg nevlastni derivaci.
Neexistuje-li tato limita, fekneme, Zze funkce f nemd derivaci v bodé x.

2.1.2 Poznamky

1. Ma-li funkce f derivaci v bodé zg, pak je v tomto bodé a néjakém jeho okoli definovana. (Existuje okoli
O(z0) bodu zy takové, ze O(x¢) C Dom f.) (Viz 1.6.2.1)

2. Funkce f ma v libovolném bodé xy € Dom f nejvyse jednu derivaci. (Viz 1.6.7.1)
3. Derivace je definovana pouze v xg € R. Nelze definovat derivaci v oo nebo —oo.

4. Existence a hodnota derivace f'(x¢) je lokalni vlastnosti funkce f v bodé x.

misto lim M.
T—rTo r — X

f(@o+h) — flxo)
h

5. Oznadime-li x = xg + h, lze v definici 2.1.1 psat }llin%)
-

6. Lze definovat i jednostranné derivace funkce f v bodé z:

f(z) —f(ffo) — lim f(iCo) — f(zo —h)

. p .
Derivace zleva [’ (z¢) = Ilgno_ pra— i, h
: o flz) = f(zo) . flzo+h) = f(xo)
4 = =
Derivace zprava f! (zq) = mlggr(h pra— hlir& Y .

Funkce f m& v bodé zy derivaci pravé tehdy, kdyz v ném ma derivaci zprava a derivaci zleva a plati
fi(zo) = fL(z0). (Viz 1.6.12)

7. Necht {(x,y) ER?2:y=f (x)} vyjadiuje kiivku v roviné (s kartézskymi soufadnicemi). Rovnice tecny
k této kiivce v bodé (xo, f(x0)) = (z0, y0) je

Y—Yo = fl(xo)(ff —0) ,

rovnice normdaly v témze bodé je




2.1.3 Véta
Ma-li funkce f v bodé zy € Dom f derivaci, je v tomto bodé& spojita.

D.: Necht f/(z0) existuje. Pak

f(iﬂsz : ;[5550) (z — x0) + f(:m)) =

= (@) lim (@ —20) + f(x0) = f(x0)-0+ flao) = f(xa),

lm () = lim (f(x) — f(zo) + f(x0)) = lim (

xrT—rxo rT—rxo Tr—rT0o

a tvrzeni plyne piimo z definice 1.7.1. OJ

2.1.4 Poznamky

1. Opag¢né tvrzeni neplati. Funkce spojita v bodé xg nemusi mit v tomto bodé derivaci.

oy _ : / I T |‘T| — |O| 1 E _
Napiiklad pro f(z) = |z| je f (x0) = Il_lz(rJlJr —~—0 = wli)r& —= 1,
P ] el (U T
oo = lig T = =

2. Analogicky plati: Ma-li funkce f v bodé xg € Dom f derivaci zprava (resp. zleva), pak je v tomto bodé
spojita zprava (resp. zleva).

2.1.5 Véta

Nechf funkce f, g majf derivaci v bodé zo € Dom f N Dom g. Pak plati:
1. Pro kazdé ¢ € R je (cf) (x0) = cf'(z0)-
2. (f+9) (o) = f'(wo) + ¢'(w0), (f = 9)'(w0) = f'(w0) = ¢’ (wo)-
3. (f9)'(xo) = f'(z0)g(x0) + f(20)g'(x0)-

xo) — f(w0)g'(w0)
9%(20) '

4. Je-li g(wo) # 0, pak (g) R LCOL

Analogické tvrzeni plati i o jednostrannych derivacich.

D.:
2ty FOEUD Ul oin) _ S0 0 6 —le0) _ g ¢ ),
s i S0~ F@glen) _ o f@o(e) — Falg(e) + Falgle) — Fadgle) _
r—xQ T — o T—>T0 T — Xo
— i | L2 g0 4 ) KD ZIN] — pg(ao) + S ) o)

(Posledni rovnost plati, ponévadz podle 2.1.3 je lim g(x) = g(xo).)
Tr—rT0o

/ 11 _ /
n (1) (20) = lim £ 960 _ glxo) —glx) 1 g'(xo)

z—zo T — X z=zo  x—x9  g(x)g(zo) 93(z0)
Dokazovany vztah nyni plyne z pfedchoziho.

O

Tvrzeni véty lze stru¢né zapsat:
u !
(cu) =cu', (utv) =u £, (w) =u'v+ur, (—) =
v
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Matematickou indukei 1ze tvrzeni zobecnit:

(cifi+cafo+ - Feafn)(®0) = cifi(xo) +cafa(o) + -+ cnfy(20),
(fifefs - faeifn) (x0) = fi(xo)fa(wo) fs(zo) - fno1(x0) fnlz0) +
+f1(20) f2(w0) fa(20) - - - fr1(20) fr(w0) + -+ - +
+f1(z0) f2(x0) f3(wo) - - - fn—l(fo)ffl(iﬂo .

2.1.6 Véta (o derivaci slozené funkce)

Necht funkce f méa derivaci v bodé up € R a necht funkce ¢ méa derivaci v bodé xy € R takovém, Ze p(z0) = uo.
Pak slozena funkce F : z +— f(p(x)) mé derivaci v bodé zg a plati F'(z¢) = f'(uo)¢' (o) = f'(w(x0))¢’ (zo)-

D.:

F(z) - F(zo) _ f(p(2)) = fle(20)) (@) — p(z0)

T — o p(x) — (o) T = Zo
Jestlize existuje ryzi O(xg) takove, ze ¢(x) # p(xo) pro kazdé x € O(xg), pak podle 1.6.8 je

FI((Eo) — lim M = lim f(u) — f(UO) lim (p(l') — (p(l'o) _ fl(uo)(pl(xo)'

T—To Tr — X U—>UQ U — ug T—To T — X9

Necht v kazdém ryzim O(xo) \ {zo} existuji body z takové, pro néz ¢(x) = ¢(x¢). UkdZeme, Ze pak
¢ (xg) = 0 a také F'(xp) = 0, tedy Ze plati dokazovany vztah.
Bud {z,} takova, ze ¢(z,) = ¢(x0), Tn # To, Tn — xo. Pak podle 1.6.4
(o) = tim L@ 2@ elEn) = e(@o)
T—TQ r — X n—oo Ty — X0
Bud nyni {z,} libovolna takova, Ze =, # o, =, — xo. Oznacme

A={neN: p(x,) =p(x0)}, B={neN: p(x,) # p(x0)}.
F(an) = Fzo) _ fle(xa)) = fle(x0) _

Tp — X Ip — X

Pron € A jest
F(xn) — F(xo)

Ty — X

Je-li B koneé¢né, existuje ng € N, zZe pron > ng je n € A, tedy pro n > ng je =0, coz
F(x,) — F
znamené, ze lim M
Je-li B nekonecna, existuje vybrana posloupnost {z,, }7°, C B. Dale
L Plaw) - Flro) o flelan)) — Flolzo) Olm) — olzo)
k—o0 T, — To Ecaoo) <p((:c,sk) — o(x0) T, — T0
. P\Tn, ) — P(Zo
F(e(z0)) lim p— :
nebot klim o(xn,, ) = ©(x0), jelikoz ¢ je spojitd v zg. Z 1.6.4 plyne F’'(xzq) =0. O
— 00

= 0.

2.1.7 Véta (o derivaci inversni funkce)

Necht funkce f je ryze monotonni a spojita na intervalu J. Necht yo je vnitini bod intervalu J a necht funkce
f méa v tomto bodé derivaci f'(yo) # 0. Pak funkce f~! inversni k funkci f ma derivaci v bodé zo = f(yo) a

D.:

plati (f~1)(xo) = %.
Ponévadz f je ryze monotonni, pro @ # xo plati y = f~(z) # f~(z0) = yo. Tedy podle 1.6.8 plati:
i @) 1 _
s~z T — T ey L= %o w=zo f(f (@) — F(f~ (20))
f7H@) = f~ (o) F1(x) — f~Y(zo)
= lim L = L
“ oo f(y) = flyo)  f(yo)
Y=Y

(Pfedposledni rovnost plyne ze spojitosti funkce f.) O
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2.1.8 Definice

Bud M C Dom f mnoZina bodt, v nichz ma funkce f derivaci. Pak zobrazeni z¢ — f/(z¢) je funkci s defini¢nim
oborem M. Tato funkce se nazyva derivace funkce [ a oznacuje se f'.

2.1.9 Prehled vzorci pro derivaci

(1) prokazdé ceRjecd =0 (11) (arcsinz)’ :\/1i—x2
(2) (%) =ax* ! (12) (arccosz) = _\/li—xQ
3 (@)= (13) (aretga) = 1
(4) (a®) =a®lna (14) (arccotgz) — _Tlgﬂ
(5) (nz) == (15)  (cu) = e’
T
1
! __ ! __ !/ !/
6) (log,x) = e (16) (uxv) =u xw
(7) (sinz) = cosx (17)  (wv) =v'v 4 uv’
(8) (cosz) = —sinx (18) (E)/ = o — !
v v2
!
9) (tgz) = 00512 - 19) (u*) =u® (u Inwu + v%)
1
(10)  (cotgr) =~ 20 (Fe@) = el (@
D.:
(1) lim —< =o.
T—xo T — X
(3) 1i T " o i & lyne z 1.6.14
Jim 7 = e lim a vzorec plyne z 1.6.14.
1 1 1
. PR S S
(5) Podle 2.1.7 je (Inx) = W = ghE o

(2) S vyuzitim 2.1.6 dostaneme (2?)" = (e?%) = % (gInx)" = g
x

(4) (a®) = (") =e*(zlna) = a®(x)' Ina = a® Ina.
!/

! (Inz) = !

(7) S vyuzitim 1.6.9.9 dostaneme

Inx

© (o0 = (122

na) Ina rlna’

sin(x 4+ h) — sinx . sinwzcosh + coszsinh —sinx
= l1m =
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 . sinh . . cosh—1
=sinz lim ——— 4 cosz lim —— =sinz lim —— + cos .
h—0 h h—0 h h—0
Dale li cosh —1 . cos?h —1 . —sin?h . sinh _, sin h 1.0=0
dle m —— = lim ———— = lim ——— = — lim im =1-0=0.
h—0 h h—0 h(cosh +1)  h—=0h(cosh+1) h—0 h h—0cosh+1
(8) (cosz)" = (sin(z + F))" = cos(zx + §) -1 = —sinz.
. / 2 2
sinz cos“x +sin“ 1
9) (tgz) = = = .
(9) (tg2) <cos:v> cos? x cos? x:
cosz\’ —sin’z—cos®z 1
10) (cotgz) = ( - ) = = — .
(10) (cotg) sinx sin? z sin? x
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1 1 1 1
11) Podle 2.1.7 je (arcsinz) = — = = = .
() ie { ) (siny)  cosy /1-— sin2y V1—a?

1 1 1

12) Podle 2.1.7 je (arccosz) = = _
12) Je ( ) (cosy)’ smy \/1 — (3052 V1—a2

1 1 1 1
13) Podle 2.1.7 je (arctgzx)’ = = = = .
(13) Je (arctg z) (tgy)’ ﬁ % te?y+1  22+1

1 1 1 1

14) Podle 2.1.7 j t I = = = - = — .
(14) Potle 217 (areotea) = oty = 1o = iy =7y

(15)-(18) 2.1.5
I I
(19) (u*) = (e”lnu)/ = evinu <v’ Inwu+ vu—) =u" <v’ Inwu+ vu—)
u u
(20) 2.1.6

O

2.1.10 P#iklady

2
1
1. y:arccosw%, a,beR, 0<a<b.

;o 1 [bz? +1 2az(bx® + 1) — 2bz(az® +1)
v / 12\ a2 +1 (bz? +1)2
bx2—|—1
(bx? + 1)(abx® + ax — abx® — bx) (a —Db)x

C Vba? — az?vaz? + 1 (bz2 +1)2 - |zv/b — avaxz? + 1 (ba? + 1)
Vb—a
= sgnux .
Var? +1(bx? +1)

y = x .
1 11 Y
y = \/E<—Pln:c+5-g> = 3 (1—Inx)

3. Napiste rovnici te¢ny a normaly k hyperbole zy = 1 v bods A = (3,2).
1 1

_ r_ r1y
y=_ ¥ =—= 9y =4
tetna: y—2 = —4z-1) normala: y—2 = 1@x-3)
2y—4 = —8x+4 8y—16 = 2zx-1
drty—4 = 0 2 —8y+15 — 0
4. y= Yz, 10=0
1 1
Yy = 15 = pro z # 0, hn%% 5= = 00, derivace v bodé 0 je nevlastni.
T x T
5. y= Va2, 20=0
1 1
;o2 4 — 2 =
Vo= 55 ve0) = i gos = oo
1
— i 2 _
L) = i d =

Funkce tedy neméa v bodé 0 derivaci ani nevlastni derivaci.

6. y=sgnzx, xo =0
(sgnx)! — lim 80T T o807 senl _ lim 222 — o
=0 z—0 x—0 z—0 X

Pro nevlastni derivaci neplati tvrzeni véty 2.1.3. (Proto také nevlastni derivaci nepovazujeme za derivaci.)
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2.2 Derivace vyssich radu, diferencial

2.2.1 Definice

Bud f funkce, kterd ma derivaci na mnoziné M; C Dom f a bud z¢ € M;. Mé-1i funkce f’ derivaci v bodé xg,
nazyvame tuto derivaci druhou derivaci funkce f v bodé xo a znadime ji f”(xo).

Obecné: Bud f funkce, kterda ma na mnozing M, 1 C Dom f (n — 1)-tou derivaci F=Y g bud 29 € M,_1.
Ma-li funkce (1) derivaci v bodé xg, nazgvame tuto derivaci n-tou derivaci funkce f v bod¢ o a znacime ji

f(n) (z0).

2.2.2 Vzorce pro n-tou derivaci

1) @)™ =ala=1)---(a—n+1)z" 2) ()™ =e
3) (@)™ =a"In"a (@ (o) = (1t ;n”!
(5) (sinz)™ =sin (z + n%) (6) (cosz)™ = cos (z + n%)

(7) (uv)(n) = ( g ) w™y + ( 711 ) w=Dy! £ 4 ( nﬁ ) ) w1 4 ( Z ) ™ =

3 ( " )um—i)u(i) (Leibnizova formule)
1=0

D.: Ve v8ech piipadech matematickou indukci. Prvni krok indukce vzdy bezprostiedné plyne z 2.1.9. UkdZeme
indukéni krok.

(1) (xa)(n) — (xa)(n—l))/ _ (a(a 1) (a—n+ 2)xa—n+1)’ —al@a—1)--(a—n+2) (.I'a_n+l)/ _
=ala—1)---(a—n+2)(a—n+1)z*"

/

(2) (@) = ((e)" ) = (@) = e

(4) (hlx)(”) = ((lnx)(”*l)) = ((—1)712 (T;;_?)') = (_1)n72(n -2)! (_T;: 1) = (—1)”71 (n;nl)'
(5) (sinz)™ = ((sin:c)(”*l))l = (sin (z + (n — 1)%))/ =cos(z+(n—1)%) =sin (z +nj)

(6) Analogicky jako (5)

(7) ()™ = (uw)DY’ = <"§< n—1 )uml%m)/ _

i=0 t
n—1 n—1 » . L ‘
— Z . (u(’ﬂ Z)U(Z) + u(n 1 l)U(7,+1)) _

n—1 n—1 . . n n—1 . .
— (n—1),,(7) (n—1),,(i) —
i:Z:O < . > U DY < i > U v

t i=1

n—1 n—1 n—1 n—1 N n—1
- (n) (n—1),,(?) (n) —
(75" e B (5 )+ (00 ) (01 ) w

n—1 n . . n n . .
= u(n)v -+ Z ( i ) u(n_z)v(z) -+ uv(n) = Z ( p ) u(n_l)v(l) O
i=1 i=0

2.2.3 Definice

Bud f funkce definovana v néjakém okoli bodu zy € R. Rekneme, Ze tato funkce je diferencovatelnd v bodé x,
jestlize existuje 6 € R, § > 0 takové, ze (xg — §, 29 + ) C Dom f, a existuje funkce 7 : (xg — 6,29 + ) = R
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takova, ze %in% 7(h) = 0 a existuje a € R takové, Ze pro h € R, |h| <0 je f(xo+ h) — f(x0) = ah + h7(h).
—

V tomto pripadé se linearni funkce h — ah nazyva diferencidl funkce f v bodé xo a znadi se df(xo).

2.2.4 Poznamky
1. Vyjadieni f(zo + h) — f(zo) = ah + h7(h) je mozné pii libovolném a € R. Sta¢i polozit
7(h) = f(iCO'i‘h)—f(fCo)—ah'

h
Podstatné je v8ak volit a tak, aby }llimo 7(h) = 0.
—

2. Rozdil f(xo+h)— f(xo) se nazyva piiristek funkce f v bodé xo pFi priristku h nezdvisle proménné a znadi
se Af(xzo)(h), strutné Af(xg).
Pro diferencovatelnou funkei plati Af(zo)(h) = df(xo)(h) + h7(h).

2.2.5 Véta

Funkce f je diferencovatelnd v bodé zg € R pravé tehdy, kdyz ma v tomto bodé derivaci. V tomto piipadé
a = f'(xp).
D.:

=: f'(z0) = lim flao th) = F@o) _ (a+7(h) = a+ lim 7(h) = a.

h—0 h h—0 h—0
f(xo +h) — f(xo) — f'(z0)h

’ . Pak

<: Necht f ma derivaci v bodé zq. Polozme a = f'(x¢), 7(h) =

<f(xo +) = Sa) f/(m)) — f'(z0) — f'(z0) = 0.

lim 7(h) = lim
h—0 h—0

O

Plati tedy df(xo)(h) = f'(z0) - h, df(zo)(h) = f'(x0); strutné deLUCo) = f'(x0)

7 tohoto vyjadieni plyne geometricka interpretace diferencidlu: Diferenciél je pfirustek funkce naméreny na
tecné, tedy Af(xo) = df(zp). Toho lze vyuZit k pFibliznému vypoctu funkénich hodnot.

Napiiklad: Vypocet v/4.02. f(x) =y, xo =4, h = 0.02, f(x¢) =v4 =2
/ _ 1 1 _ _ 1 ! o — 0.02
f(x)—m7f(4)—2—ﬂ—z,df(4)—f(4) h === =0.005

Flzo+h) = f(z0) + Af(xo) = flzo)+df (o) = 2+0.005 = 2.005
(Pfesna hodnota je 2.00499)

Je-li f(z) =z, pak f'(zg) =1 pro kazdé zp € R, df(xg)(h) = h, struéné dz = h. Lze tedy psat

d d d
df(zo) = f'(zo)dz, neboli f'(x¢) = %, stru¢né f' = é Je-li y = f(x), lze psat y' = %

Za pouziti této symboliky dostanou ndzorny tvar vzorce pro

d dfd
e derivaci slozené funkce: 47 = —f—w

der dedx

df—1 1 d d 1
e derivaci inversni funkce: g—y = g = ﬁ, neboli é = @

dz dz

2.2.6 Poznamka — zavedeni diferencialt vyssich rada

Necht funkce f mé v bodé xy n-tou derivaci f(”)(xo), n > 1. n-ty diferencidl (diferencidl n-tého Fddu) definujeme
jako zobrazeni d” f(zq) : h = f() (xg) - ™, symbolicky d” f(z¢) = £ (xo)dz™.

d” d”
Za pouziti této symboliky lze n-tou derivaci zapsat f(™) (x) = d{cglx) = ﬁ
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2.3 Obecné véty o derivaci

2.3.1 Vé&ta (Rolle [1652 — 1719)])
Necht funkce f spliiuje predpoklady:
(i) je spojita na [a,b],
(ii) v kazdém bodeé intervalu (a,b) mé vlastni nebo nevlastni derivaci,
(i) f(a) = F(b).
Pak existuje ¢ € (a,b) takové, ze plati f/(c) = 0.

D.: Jeli f konstantni, lze podle 2.1.9.1 za ¢ vzit libovolny bod z (a, b).
Necht f neni konstantni. Podle 1.7.12 existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f(c) = max{f(z): = € [a,b]}.

Necht nejprve f(c) > f(a) = f(b).

Podle (ii) existuje f/(c) € R*. Pripustme f’(c) > 0, tedy ibnﬁ w > 0.
Existuje ryzi okoli O(e) \ {c} takoveé, Ze pro z € O(c) \ {c} je w > 0.
Zvolme 1 € [a,b] N (O(c) \ {c}), 1 > c. Pak 1 —¢ >0, f(z1)— f(c) <0, tedy w <0, coz je

spor.
Analogicky vylou¢ime moznost f/(c) < 0. Je tedy f’'(c) = 0.

Pokud f(a) = f(b) = max{f(z) : = € [a,b]}, polozime ¢ = min{f(z) : = € [a,b]} a provedeme analogické
avahy. O

7, dukazu plyne, ze za c lze volit bod, v némz nabyva funkce f své extrémni hodnoty. Neplyne z ného, ze
jiné body s vlastunosti f’(¢) = 0 neexistuji.

Vs8echny tii predpoklady véty jsou podstatné.

2.3.2 Duisledek

Bud f funkce spojita na intervalu J, kterd mé na tomto intervalu n-tou derivaci. M&-1i f na J n kofent (t.j.
existuji zo, x1,..., 2, € J, 7e f(xo) = f(z1) = --- = f(xz,) = 0), pak existuje ¢ € J takove, ze f()(c) = 0.

D.: Volme oznaceni tak, 7ze xg < 11 < -+ < xp,.
Na intervalech [z;,z;41] € J, i = 0,1,2,...,n — 1 spliiuje f predpoklady Rolleovy véty. Existuji tedy
ch € (zy,ip1) CJ, i=0,1,2,...,n — 1 takova, ze f’(c}) = 0.
Na intervalech [¢},cl ] C J, i = 0,1,2,...,n — 2 spligje f’ piedpoklady Rolleovy véty. Existuji tedy
€ (ct,ciy) CJ,i=0,1,2,...,n — 2 takova, ze f"(c?) = 0.
Analogicky postupujeme déle.
V n — l-nim kroku ukézeme, ze existuji ¢j ', ¢} ! € J takova, ze f(*V (i) = fOD(cp) = 0.
Na intervalu [cgfl, c?il] spliije tedy f(*~1 predpoklady Rolleovy véty a tedy existuje
c€ (gt eyt C J takove, ze f(M(c) = 0.0

2.3.3 Véta (Lagrange [1736 — 1813|, 1. véta o stfedni hodnoté&, véta o pFirastku
funkce)

Necht funkce f spliuje predpoklady:
(i) je spojita na [a,b],
(ii) v kazdém bodé intervalu (a,b) ma vlastni nebo nevlastni derivaci.

1) = fa)

Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze plati f'(c) = 5
—a
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D.: Polozme F(z) = (b—a)f(z) — (f(b) — f(a))z. Funkce F spliwuje predpoklady 2.3.1:
(i): plyne z 1.7.6
(ii): plyne z 2.1.9(2) a 2.1.5.

(iif): F(a) = (b—a)f(a) = (f(b) = f(a))a = f(a)(b—a+a) = f(b)a=bf(a) - af(b)
F(b) = (b—a)f(b) = (f(b) = f(a))b = f(b)(b — a = b) + f(a)b = bf(a) — af(b)

Existuje tedy ¢ € (a,b), ze F'(c) = 0.

Fi(2) = (b-a)f(x) ~ (F(B)~ F(@). 0= F'(e) = (- a)'(c) ~ () ~ f(a),  eehoz f'(e) = L=,
0

2.3.4 Ddsledky

1. Splilyje-li funkce f na intervalu [a,b] predpoklady 2.3.3, pak pro libovolnd @1, z2 € [a, b], 21 # z2 existuje
To) — €T .

Lﬁfl), neboli f(z2) — f(x1) = f'(€)(z2 — x1).

T —
f(x2) = f(z1) — prirastek funkce f mezi body z1, x2. Odtud je odvozen jeden z nazva véty.

¢ mezi 21 a x9 tak, ze plati f/(€) =

2. Necht funkce f je spojita na [a,b] a necht pro kazdé x € (a,b) je f/'(x) = 0. Pak je f konstatntni na [a, b].
D.: Budte x1,z2 € [a,b] libovolné. Pak podle pedchoziho f(x2) = f/(§)(x2 — x1) + f(x1) = f(z1). O

3. Necht funkce f, g jsou spojité na [a,b]. Maji-li f, g vlastni nebo nevlastni derivaci na [a,b] a plati-li
f'(x) = ¢'(x) pro kazdé x € (a,b), pak existuje ¢ € R takova konstanta, ze f(z) = g(z) + ¢ identicky na
[a, b].

D.: Polozme h(z) = f(x) — g(x). Pak b/ (x) = f'(z) — ¢’(x) = 0 a podle piedchoziho h(z) = c¢. O
2.3.5 Véta (Cauchy [1789 — 1857], 2. véta o stfedni hodnoté, véta o podilu pfFi-
ristka funkce)
Necht funkce f, g spliwji predpoklady:
(i) jsou spojité na [a, b),
(ii) v kazdém bodé intervalu (a,b) existuje vlastni nebo nevlastni derivace f’(x) a vlastni derivace ¢'(x) # 0.

f(b) = fla) _ f'(e)

Pak existuje ¢ € (a,b) takové, ze plati = .
(@) 90— gla) g0

b) —
D.: g spliwje predpoklady 2.3.3, existuje tedy d € (a,b) takové, Ze w = ¢'(d) # 0, z ¢ehoZz plyne
g(b) — g(a) # 0, takze zlomek na levé strané tvrzeni véty ma smysl.
Polozme F(x) = (g(b) —g(a)) f(x) — (f(b) — f(a))g(z). Piimo ovéiime, Ze tato funkce splituje piedpoklady
2.3.1. Existuje tedy ¢ € (a,b) takové, ze F'(c) = 0.

Tedy 0 = (g(b) — g(a))f'(c) — (f(b) — f(a))g'(c), z ¢ehoZ plyne tvrzeni. O

z=yg(t)
= 1(t) t € [a,b)

f(0) = f(a)

— parametrické vyjadieni néjake kiivky.

a0 —gla) smérnice se¢ny, vedené body A = (g(a), f(a)), B = (g(b), f(b)).
y=flg~ (), ¥ = f/(f]/(tgx)) _ J;:Eg, tedy 553 je smérnice te¢ny v bodé C' = (g(c), f(c)).

7, dukazu Lagrangeovy véty je vidét, ze Lagrangeova véta je dusledkem Rolleovy véty. Z ditkkazu Cauchyovy
véty je vidét, ze Cauchyova véta je dusledkem soucasné Rolleovy a Lagrangeovy véty. Bezprostiedné je ale vidét,
ze Lagrangeova véta je dusledkem Cauchyovy véty a Rolleova véta je dasledkem Lagrangeovy véty. Vsechny tfi
véty jsou tedy ekvivalentni.
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2.3.6 Vé&ta (Johann Bernoulli [1667 — 1748], de I’Hospitalovo pravidlo [1696])
Necht f, g jsou funkce, g € R* a necht lim f(z) = lim g(x) = 0 nebo 1Lm lg(x)] = 0.

! !
Existujedi lim L (=) ¢ ge, existuje i lim F@) o ottt tim £ iy £
A NAC) 2= g(7) aomo g(x)  amo g'(x)

Stejné tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

/

Je-li lim f(x) = lim g(xz) =0 a funkce f—/ je spojita v bodé xg € R, diikaz je snadny:

xrT—rxo xrT—rxo
lim f(z) — f(zo)
i F@) _ f@o) _emwe  w—wo o f@ - fl@o) o fl@)-0 . f(2)
im — == = = lim ———— = lim —F—— = lim —=.
o @) (m0) | 9@ —g(z0) s gla) —glae) | wowe gla) 0 wma g(a)
T—TQ r — X
Dikazy de 'Hospitalova pravidla v ostatnich piipadech lze nalézt v literatufe.
!
Poznamka: Jestlize lim f(z) = lim g(x) =0 nebo lim [g(x)| = cc a lim neexistuje, nelze z toho
T—0 T—0 r—0 r—0 g’(:c)
usuzovat nic o existenci a hodnoté lim &
a0 g(z)
g 1 — sinz 1— o ’ 1 — cos
Naptiklad Tim 2508 _ gy 122 120y g gy (EZSM)g, 1ECOST e
T00 L —COST  wooo 1 — =22 10 z—oo (x —cosz) z—oo l4sinz

2.3.7 Zobecnéni:
Necht n € N a necht pro k € {1,2,...,n — 1} plati lim f®(z) = lim ¢®)(2) = 0 nebo lim |g¥) (z)| = oo.
T—rT0o

r—T0 r—TQ
(n)
Existuje-li lim f(f(x), existuje i lim M a obé limity jsou shodné.

z—zo g(" (a:) Tz g(x)

Jinymi slovy: de I’Hospitalovo pravidlo lze pouzivat opakované

2.3.8 Poznamka o neurcitych vyrazech

Necht f, g jsou funkce, xy € R* takové, ze lim f(x) =a € R*, ILm g(x) =beR".
x T—T0o

—X0

o 0. ; &— i
1.a=b=0,typ g5: mligclo g(x) 11520 g'(x)

!
2. a =400, b= oo, typ £: lim 1(@) lim ! (I)

f@) _ (@)

3. a=0,b==o00,typ 0-00: lim f(x)g(xr) = lim — im =5, coz je néktery z predchozich typi.
T—rT0o Tr—rT0o —Xo —
g(x) F(@)
1 _ 1
4. a=b=+o00, typ co —oo:  lim (f(x) —g(z)) = lim M, coZ je typ %.
T—rTo T—TQ f(m)q(m)

. lim g(z)ln f(x
5.a=b=0,typ 0% f(z)9) = eS@MIE) lim f(2)9@) = er )

T—rT0o

, coZ je typ 0 - co.

lim g(z)ln f(x
6. a =00, b=0, typ 0co®:  lim f(z)9®) = e "o seyin gl ), coz je typ 0 - oo.
xr—rxo

lim g(z)In f(x
7.a=1, b=oo, typ 1°:  lim f(z)9®) = e’”’og( )

T—rT0o

, COZ je typ oo - 0.
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2.4 Taylortv vzorec

2.4.1 Oznaceni

Budte f, g funkce, xg € R*.

Symbol f(z) = O(g(x)),z — xo, strutnéji f = O(g),x — xo znadi: existuje okoli O(zp) € Dom f N Dom g
bodu zy a konstanta k € R tak, Ze pro vSechna xz € O(x¢) plati |f(x)| < k|g(x)|. Neékdy se v takovém piipadé
iika, ze funkce f je mald Tddu g. (

x

)

~
~—

Symbol f(z) = o(g(x)),x — w0, strucngji f = o(g),z — xo znadi lim P
r—x0

= 0. Nékdy se v takovém

—

piipadé tika, ze funkce f je nekonecné mald rddu g.

2.4.2 Definice
Budte f, g spojité funkce, 2o € Dom f N Domg, n € NU {0}. Rekneme, 7e funkce f, g maji v bodé zo styk
radu alespori n, jestlize lim M =0.

=z (X — x0)"

Funkce f, g maji v bodé x styk fadu alespon n, pokud f(z) — g(x) = o ((x — x0)™),x — xo.

Poznamka: Je-li rovinna kiivka grafem funkce f, kter4a ma v zog € Dom f derivaci a funkce g je dana
piedpisem g(x) = f(xo) + f/(x0)(z — o), pak funkce f a g maji v bodé z( styk fadu alespon 1. (Te¢na ke grafu
funkce ma s grafem funkce styk fadu alespon 1.)

— — — / — —
D gy L@ 9@ o f@) = fwo) = fwo)(x —x0) _ - f(2) = f(wo)

T—rTo T — X9 T—To Tr — X T—To T — X9

— o) =00

2.4.3 Véta

Necht n € N a funkce f, g maji v bodé z¢p € Dom f N Dom g spojitou n-tou derivaci. Funkce f a g maji v bodé
xo styk fadu alespon n pravé tehdy, kdyz plati

fxo) = glwo), f'(w0) =g'(x0), (o) =g"(x0), -+, f"(w0) = g™ (w0).

D.: V obou &astech ditkazu budeme pouzivat oznaceni F(z) = f(z) —g(x), Grp(x) = (z —z0)* pro k € NU{0}.
Ponévadz existuje F(™) (), existuji na jistém okoli bodu x¢ i F*®) pro k € {0,1,2,--- ,n — 1} a jsou to
podle 2.1.3 funkce spojité v bodé xg.

Podle 2.2.2.1 je G\ () = k(k—1)--- (k — 1+ 1)(x — 20)* L. Viechny funkce G\ jsou v bodé o spojité a

0, l#k
lati G\ (z0) = < :
plati G} (zo) Kol =k
«: Necht F(zg) = F'(x0) = F"(x0) = --- = F"(x0) = 0. Pak s vyuzitim 2.3.7 plati
F(n) ) ) F F
0= Exo) = (zo) = lim ) = lim (z) = lim (z) .
n! GSI”) (500) T —z0 GSI”) (x) 0 Gn(x) x—x0 (CL‘ - Io)n
F
~: Nech lim —&_ g,
z—xo (T — )"
Kdyby existovalo k € {1,2,...,n} takoveé, ze F(xo) = F'(z0) = F"(xo) = --- = F*D(z9) =0 a
F®)(z9) # 0, pak by s vyuzitim 2.3.7 platilo
) ) ) F F
o p EV@) _FOw) _ FO@ o F R
k! Gk («TO) T Gk ((E) T Gk(:c) T—xo (:C — 170)
= lim L14)(:17 —zo)"F =0,

w0 (T — T)"

coz by byl spor.
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2.4.4 Definice

Bud f funkce, a € Dom f. Necht funkce f ma v bodé a derivace az do n-té véetné. Polynom

f'(a) f"(a) 2 f™(a)
@A+ @ e e

ZZT—CL

Tn.,f,a(x) = Tn(CC) = f(a) +

H

|

Q
ﬁMs

se nazyva Tayloriv polynom stupné n funkce f v bodé a (se stiedem a).
Je-li a = 0, nazyva se tento polynom Maclauriniv.

2.4.5 Véta
Pro Tayloriv polynom plati
L) = f(@). Th@)= @), T@)=f"a), . TP =),
"(a "(a ") (a
D: L@ = f@+ L)+ T ap 4 L= )
"(a "(a ) (q
1) = L Tl gy e a1 1) = )

"a "ia . (n) a
1) = L0024 305 0y Dy a2 1) = (@)

T ) =L (Z.(a)nm —1)--2 Ty (a) = f"(a) O

7 vét 2.4.3 a 2.4.5 bezprostiedné plyne

2.4.6 Dusledek

Necht funkce f ma v bodé a € Dom f n-tou derivaci a necht T}, r, je Taylortv polynom stupné n funkce f
v bodé a. Pak funkce f a T}, o maji v bodé zg styk fadu alespoii n.

2.4.7 Priklad (Maclaurinovy polynomy né&kterych elementarnich funkci

1. f(x)=¢"
Fa) = 1(0) = 7(2) =+ = [9(@) =, tedy 1(0) = F1(0) = J(0) = = {)0) =1
Tn($)=1+ﬂ+§+"'+mzkgo—!

2. f(z) =sinx

f(0)=0, f(0)=cos0=1, f"(0)=—sin0=0, f”(0)=—cos0=-1, f"(0) =sin0=0,...,
FERD(0) = (1)L, f2(0) = 0
5

3
Ton-1(z) = Ton(z) =z — % + % — e (mn

3. f(z) =cosz
f(0)=1, f(0)=—sin0=0, f’(0) =—cos0=—1, f7(0) =sin0 =0, f"(0)=cos0=1,...,
FEm(0) = (1), f241(0) =

Ton(x) = Topii(x) =1— — -|- (D)

4. f(z) =In(1+ x)
f(0) =0, '
Podle 2.2.2.4 je ) (z) = (—1)’€—1(k;;)' a tedy f®)(0) = (=1)*1(k —1)..
2 3 4

n n k
T A TG AV k-1t
T.(z) ==z 5 + 3 1 +(-1) - k;( 1) ?



3.

fl@)=(1+2)* aeR

f(0)=1,
Podle 2.2.2.1 je [(1 + 2)%]®) = a(a — 1)(a = 2) -+ (a — k 4+ 1)(1 + 2)* % a tedy
F®(0) = ala—1)(a~2)- (a k+1).
Deﬁnujme(a): afa—@=2)-(a _k+1).Pak
k k!

- «@ @ 9 «@ 3,
Tn(x)—1+(1)x+<2)x+(3)x+ +( ) ( )
Pro a € N, a <n je Maclauriniv polynom rozepsanim vyrazu ( podle binomické véty.

2.4.8 Véta (Brook Taylor [1685 — 1731])

Bud f funkce, a € Dom f, n € N. Necht existuje okoli O(a) bodu a takoveé, Ze funkce f méa (n + 1)-tou derivaci
v kazdém bodé z O(a). Bud x € O(a). Pak v otevieném intervalu s krajnimi body a a z existuje ¢islo ¢ takové,

ze plati
_ f'(a) f"(a) f™(a) w o, T () n
f) = fla) + @ =) + 5= (@ —a) 4o = a) o Joe (- )™
D.: Bud zp > a, ¢ € O(a) libovolné.

%, neboli f(xg) = Tn(wo) + K(xo — a)" L.

Dale polozime F(z) = f(z) — T,(z) — K(z — a)"*! pro z € [a, x0].

Funkce F ma podle 2.1.3 a 2.1.5 na [a, xo] spojité derivace aZ do n-té, nebot f ma na tomto intervalu
(n + 1)-tou derivaci a T,,(x), (x —a)"*! maji derivace viech Fad.

Podle 2.4.5 plati F'(a) = F'(a) = F"(a) = --- F™(a) = 0.

Dale F(xzg) = 0. Tedy F spliwje na [a,xo] predpoklady 2.3.1. odtud plyne, Ze existuje ¢; € (a,xo) Ze
F'(c;) = 0.

To dale znamené, Ze funkce F' splituje na [a, ¢1] pFedpoklady 2.3.1, z ¢ehoZ plyne, Ze existuje ¢o € (a,c1)
ze F"(cy) = 0.

Tak pokracujeme dale. Nakonec ukdzeme, Ze existuje ¢,,, a < ¢, < zo takové, ze F(")(c) =0.

Celkem tedy dostaneme, ze funkce F(™) spliiuje na [a, c,,] predpoklady 2.3.1, z ¢ehoZ plyne, Ze existuje
c € (a,c,) C (a,z0) ze FTD () = 0.

PoloZzime K =

("+1)(c)
(n+1)1°
Dokazali jsme tedy platnost vzorce pro © = xy > a, o € O(a). Ponévadz xo > a byl libovolny, plati
vzorec na pravém okoli bodu a.
Jeho platnost na levém okoli bodu a dokdzeme analogicky. [

Piitom F(" Y (c) = f*+1(c) — 0 — K(n + 1)!, z ¢ehoz plyne K =

Poznamky

Vzorec uvedeny ve véte lze zapsat: f(x) = T, (z) + Ry (x). Tento vzorec se nazyva Tayloriv (pro a = 0
Maclaurindgv); vyraz R, (x) se nazyva zbytek v Taylorové vzorci nebo Tayloriv zbytek.

f(n+1)( )
(n+1)!
Existuji i jiné tvary zbytku, vzdy v8ak plati R, (z) =o((z —a)"),z — a.

Vyraz R, (x) = (x — a)"*! se nazyva Lagrangetiv tvar (Taylorova) zbytku.
Cislo ¢ lze napsat ve tvaru ¢ = a + O(z — a), kde © € (0,1).

Je vidét, ze Lagrangeova véta 2.3.3 je specidlnim piipadem véty Taylorovy (pro n = 1).
Naopak, Taylorova véta byla dokdzana jako dusledek véty Rolleovy 2.3.1

2.4.9 Priklad (Zbytky Maclaurinovych polynomii nékterych elementarnich funkci)
Sr. 2.2.2

1.

f(z)=¢* Rp(z)= a2t
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n

2. f(z) =sinz, Rap_1(z) = wa

(2n)!
cos(Ox + ZELy)
3. f(z) =cosz, Roy(z) = T 1)2' 2n41
xn-l—l

4 f@ =In@@+1), R.@) = (V" oo a e

5. f(z) = (1+ )%, Ry(z)= ( nj_l )(1+@x)anlxn+1

Taylorova véta slouzi k pfibliznému vypoctu funkénich hodnot

2.4.10 Priklad

Najdéte Maclauriniv polynom, ktery na intervalu (-7, %) aproximuje funkci f(z) = sinx s pfesnosti 1072,

R.:
- 2k—1 sin(Ox + nr)
: —T . R . — -1 k—1 €z bln( 2n
st = o) flan () ;( U T R T R

sin(®x + nw) , |27 | (%)2"
Rop_ = | =" <

[ Rzna ()] (2n)! = 2n)! = (2n)!

Snadno ovéfime, ze |Rg(z)| < 0.00002 a |R11| < 0.0000005 < 10~°. Tedy staéi vzit
3 5 7 9 11
Tll(x):x_x_+x T i T x

6 ' 120 5040 ' 362880 39 916 800

O

2.5 Prubéh funkce

2.5.1 Véta

Necht funkce f ma v bodé zp € Dom f vlastni nebo nevlastui derivaci. Je-li f'(z) > 0 (resp. f'(x) < 0), pak je
f v bodé x( rostouci (resp. klesajici).

D.: Necht lim (@) = Fl@o) > 0. Pak existuje O(xz¢) takové, ze fl@) = fl@o) > 0 pro kazdé © € O(xg).
T—To T — X0 r — X

Je-li x € O(x0), © < xo, pak x — 9 < 0 a tedy f(z) — f(zo) <O, tj. f(z) < f(zo).
Je-li x € O(xo), > xo, pak x — 9 > 0 a tedy f(z) — f(zo) >0, tj. f(z) > f(zo).
Druhé tvrzeni dokdzeme analogicky. [

2.5.2 Véta

Necht funkce f je spojita na intervalu J a ma zde vlastni nebo nevlastni derivaci. f je rostouci (resp. klesajici) na
J prave tehdy, kdyz f/(x) > 0 (resp. f/'(x) < 0) na J, pfitemZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zadném subintervalu
intervalu J.
D.: =: Necht f je rostouci na J, zy € J libovolny. Pro € J, > x¢ je f(x) > f(xg) aprox € J, & < x¢ je
f(z) < f(xo), tedy f@) = f(@o) > 0 pro x € J. Odtud plyne, ze f'(x9) = lim f@) = f(@o) > 0.
T — T—T0 T — To

0
Kdyby rovnost f/(zg) = 0 platila na intervalu I C J, byla by podle 2.3.4.2 funkce f konstantni na I.
<: Budte z1,22 € J, 21 < x2. Na [x1,x2] funkce f spliuje predpoklady 2.3.3 a tedy existuje £ € (x1,x2)
W = f'(€) > 0, coz znamend, ze f(z1) < f(x2).

1 —
f je tedy neklesajici na J a ponévadz na zadném subintervalu neni konstantni, je rostouci.

takoveé, ze

Druhé tvrzeni se dokdze analogicky. [
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2.5.3 Definice

Rekneme, 7e funkce f ma v bodé xg € Dom f lokdlni mazimum (resp. minimum), jestlize existuje okoli O(xg)
bodu zg takové, ze pro kazdé x € O(zp) N Dom f bodu zg plati f(z) < f(zg) (resp. f(x) > f(xo))-

Lokalni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize existuje ryzi okoli O(z) \ {zo} bodu zy takové, ze
pro kazdé z € (O(zo) \ {zo}) NDom f plati f(z) < f(zo) (resp. f(x) > f(x0)).

Lokalni maxima a minima souhrnné nazyvame lokdlni extrémy, ptipadné ostré lokdlni extrémy.

Rekneme, 7ze funkce f ma v bodé xg € M C Dom f absolutni maximum (resp. minimum), na mnoziné M,
jestlize pro kazdé x € M plati f(x) < f(zo) (resp. f(z) > f(x0)).

Absolutni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize pfislusné nerovnosti jsou ostreé.

Absolutni maxima a minima souhrnné nazyvame absolutni extrémy.

2.5.4 Poznamky

1. Ma-li funkce v bodé 2y € Dom f lokalni extrém a existuje-li vlastni nebo nevlastni f’(x¢), pak f'(xq) = 0.
(Plyne bezprostiedné z 2.5.1.)

2. Body, v nichz f'(z¢) = 0 nazyvame staciondrni body funkce f.
Bezprostiedné z predchoziho tvrzeni vyplyva, Zze funkce muZe mit lokdlni extrém bud ve staciondrnim
bodé a nebo v bodé, kde neexistuje vlastni ani nevlastni derivace.

3. Stacionarni bod nemusi byt bodem lokalntho extrému.
Napt. f(z) =23, f(0) =0, f'(z) = 32? > 0 pro z # 0. Tedy podle 2.5.2 je f rostouci na R.

2.5.5 Véta

Necht funkce f je spojita v bodé 2y € Dom f. Existuje-li levé ryzi okoli L(xo) \ {zo} bodu z¢, v némz je f
neklesajici (resp. nerostouci) a praveé ryzi okoli P(xo) \ {0} bodu xg, v némz je f nerostouci (resp. neklesajici),
pak ma funkce f v bodé zg lokalni maximum (resp. lokalni minimum).

Existuje-li levé ryzi okoli L(x0)\{x0} bodu xg, v némz je f rostouci (resp. klesajici) a prave ryzi okoli P(xq)\{xo}
bodu zg, v némz je f klesajici (resp. rostouci), pak ma funkce f v bodé xy ostré lokdlni maximum (resp. ostré
lokalni minimum).

D.: Necht f je v L(zo) \ {zo} neklesajici a v P(xo) \ {xo} nerostouci. Podle 1.6.15 je
im J(@) = sup{f(x) : @ € £(zo) \ {wo}}, I () = sup{f(z) : & € P(zo) \ {0} }. Ponevadt / je
Spojita v o, je f(xg) = mlggr;_ f(x) = wl&rzﬁ_f(x) =sup{f(z): z € (P(xo) UL(x0)) \ {x0}}
Necht f je v L(xo) \ {zo} rostouci a v P(xg) \ {zo} klesajici. Bud = € L(x¢) \ {zo} libovoluy. Pro

z1 € (z,20) € L(zo) \ {0} Je [(x) < f(x1) < f(w0) =sup{f(z) : x € L(z0) \ {o}}.
Podobné ukazeme, ze pro x € P(zo) \ {zo} je f(zo) > f(x).
Analogicky ukazeme platnost tvrzeni v ostatnich pfipadech. [J

Obrécena véta neplati. Ma-li funkce f v bodé x¢ lokalni extrém, nemusi byt v Zddném ryzim jednostranném
okoli monotonni.
Predpoklad o spojitosti funkce f je podstatny.

2.5.6 Ddsledky

1. Necht funkce f je spojita v bodé 2 € Dom f a existuje levé ryzi okoli £(z0)\{zo} bodu z( a pravé ryzi okoli
P(z0)\{z0} bodu o takova, ze funkce f ma vlastni nebo nevlastni derivaci f/(x) na (P(xo)UL(x0))\ {0},
pricemz f'(x) > 0 (resp. f'(z) < 0) na L(xo) \ {zo} a f'(x) <0 (resp. f'(x) > 0) na P(xg) \ {zo}. Pak
mé f v bod& x ostré lokalni maximum (resp. minimum).

D.: plynez255a72510

2. Necht f’(z¢) = 0 a necht funkce f ma v bodé xy vlastni nebo nevlastni druhou derivaci. Je-li f”/(zg) < 0,
mé f v bod& xq ostré lokalni maximum, je-li f”(z0) > 0, ma f v bodé z( ostré lokalni minimum.
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D.: Jeli f"(z9) <0, je f'(zg) v bodé xg podle 2.5.1 klesajici. Existuje tedy ryzi levé okoli L(xo) \ {0}
bodu zy takové, ze f'(x) > 0 na L(xo) \ {zo} a existuje ryzi pravé okoli P(x¢) \ {0} bodu ¢ takoveé,
7e f(x) < 0na P(xo) \ {zo0}.

Analogicky ukazeme platnost druhého tvrzeni. [J

2.5.7 Poznamka o absolutnich extrémech

Necht funkce f je spojita na [a,b]. Podle 1.7.12 nabyva f na [a, b] své nejvétsi i nejmensi hodnoty, tedy svého
absolutniho maxima a absolutniho minima. Absolutnich extrémut nabyva bud v bodech lokélnich extrému nebo
v krajnich bodech intervalu [a, b].

2.5.8 Definice

Rekneme, 7e funkce f je konvexni (resp. konkdvni) na intervalu J C Dom f, jestlize pro kazdé t¥i body
z3) — f(x
21,x9,x3 € J, 11 < x2 < w3 plati f(xz2) < f(x1) + W(m — 1)
3— &1

(resp. f(z2) > f(a1) + %(u —z)).

Rekneme, ze funkee f je ryze konvexni (resp. ryze konkdvni) na intervalu J C Dom f, jestlize pro kazdé t¥i body
x3) — f(x
Z1,xo,x3 € J, 1 < x2 < xg plati f(z2) < f(x1) + w(m —x1)
3—T1

)+ f((Eg) _f(xl)(l'g _xl) )

(resp. f(z2) > f(x1
I3 — I

2.5.9 Véta

Funkce f je konvexni na intervalu J C Dom f praveé tehdy, kdyz pro kazdé tii body x1, 20,23 € J, 21 < 29 < 3
je splnéna néktera z ekvivalentnich podminek

fx2) = flan) _ flzs) = fan)

(V1) — < — :
X9 X1 I3 X1

(Va) f(xs) — f(z1) < flxs) — f(xz)’
€T3 — I T3 — T2

(Vs) f(x2) — f(21) < flas) = flw2)
To — I T3 — T2

Nerovnost v téchto podminkach je ostra pravé tehdy, kdyz funkce f je ryze konvexni na intervalu J.
Funkce f je konkdvni na intervalu J C Dom f pravé tehdy, kdyz pro kazdé tfi body x1,x2,x3 € J, x1 < 22 < 3
je splnéna néktera z ekvivalentnich podminek

f(x2) = fx1) _ flas) — f(z1)

(/\1> Xro — I Z T3 — T1 ’
() L= 0), Jlon) =),
ry L= te) , Slas) 2 flos)

Nerovnost v téchto podminkich je ostra pravé tehdy, kdyz funkce f je ryze konkavni na intervalu J.

D.: Podminka (V1) je ziejmé ekvivalentni s podminkou v definici 2.5.8.
Upravime podminku (V1):

(z3 — 21)(f(22) — f(21))

w3 f(x2) — x3f(x1) — @1 f(x2) + w1 f(21)
wof(w1) + w3 f(w2) + 21 f(73)

(z2 —21)(f(x3) — f(21))
wo f(w3) — wo f(21) — w1 f(23) + 21 f(21)
w1 f(w2) + w2 f(23) + 23 f(71)

IA A IA
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Dale upravime podminku (Vs):

(x3 —z2)(f(w3) — f(z1)) < (x5 —21)(f(23) — f(22))
w3f(xs) — w3 f(w1) — 22 f(w3) +x2f(21) < w3f(x3) — 23f(22) — 21 f(23) + 21 f(22)
zof(z1) + x3f(w2) + 21 f(23) < 21f(22) +22f(23) + 23 f (1)

Odtud je vidét, ze podminky (Vi) a (Va) jsou ekvivalentni. Stejné (prostym roznasobenim) ukaZeme
ekvivalenci podminky (V3) s podminkami (V1) a (Va).
Tvrzeni pro konkavni funkce dokdZzeme analogicky. [

2.5.10 Véta

Necht funkce f mé na intervalu J C Dom f derivaci f’. Je-li funkce f konvexni (resp. konkavni) na J, pak pro
kazdé dva ruzné vnitini body x,z¢ € J plati f(z) > f(zo)+ f'(xo)(x—x0) (resp. f(z) < f(zo)+ f'(z0)(x —x0)).
Je-li funkce f ryze konvexni (resp. ryze konkavni) na J, pak pro kazdé dva rizné vnitini body x,z¢ € J plati
f(@) > f(z0) + f'(20)(x — wo) (resp. f(z) < f(x0) + f'(z0)(z — 20)).
D.:
e Bud f konvexni funkce na J a x, z libovolné vnitini body intervalu J.
f©) = flwo) _ f(z) = flzo)

&E—x9 - x—x9
,neboli f(xzo)+ f/(zo)(x—x0) < f(2).
fo) = J@) _ flwo) = F(€)

To— T - T0—&
< f'(z0), neboli f(z) = f(xo)+ f'(x0)(x — o).
e Je-li f ryze konvexni na J, pak podle jiz dokdzaného pro kazdé dva vnitini body z,zg € J plati

f(x) > f(xo) + f'(zo)(z — x0). Pripustme, Ze existuji vnitini body z1,2z3 € J, x1 < z3 takové, 7e

f(x3) = f(x1) + f'(@1) (23 — 21)-

Podle (V1) — s nodifikaci pro ryze konvexni funkce — pro kazdé xs € (1, x3) plati

f(z2) = f(21) - f(x1) + f'(@1) (23 — 21) — f(71)

Necht nejprve zg < x. Podle (V1) pro libovolné € € (zg,x) plati

f(@) = f(zo)

Limitnim pfechodem ¢ — x¢ dostaneme f’(xp) <
Tr — X

Necht nyni = < zy. Podle (V2) pro libovolné ¢ € (x, zg) plati

f(zo) — f(2)

o — T

Limitnim pfechodem £ — x¢ dostaneme

To — I €r3 — I1
flaa) = fla) (1)
To — T

flaz) < flz) + fl(z1) (22 — 21),

coZ je spor s jiz dokdzanym (pii oznafeni x = xa, o = 7).
Analogicky s vyuzitim (V3) vylou¢ime moznost existence vnitinich boda 1,23 € J takovych, ze

fla1) = f(x3) + f'(ws) (1 — w3).
Tedy pro vSechny vnitini body z, zg € J plati f(x) > f(zg) + f'(z0)(z — 20).

e Tvrzeni o konkdvni funkci dokazeme analogicky.

O

2.5.11 Véta

Necht funkce f ma na intervalu J C Dom f derivaci f’. Funkce f je ryze konvexni (resp. konkavni) na intervalu
J pravé tehdy, kdyz f’ je na J rostouci (resp. klesajici).

D.: =: Budte x1, 72 € J, 71 < 25 libovolné. Podle 2.5.10 je f(x2) > f(x1) + f'(z1)(z2 — x1) a
Flan) > Flaa) + f(a2) o1 — ), neboli LED IO oy SOV T )
Odtud f'(z1) < f'(x2). o L
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<: Sporem. Necht f’ je rostouci na J a pripustme, Ze f neni ryze konvexni, tedy ze existuji
f('rQ) _ f(xl) > f(CCg) B f(IQ) (SI‘. (\/3))
To — I €r3 — T2
Podle 2.3.3 existuji & € (z1,22) a & € (22, x3), Ze
x2) — f(x x3) — f(x
f( 2) f( 1) =f’(§1) a f( 3) f( 2) _ f/(§2)
Xro — I Tr3 — T
Ziejmé & < & a ponévadz [’ je rostouci, je /(&) < f'(&2), coz je spor.

T1,To,x3 € J, 11 < 12 < 3 takove, ze

Tvrzeni o konkavni funkci dokdzeme analogicky. O

Odtud a z 2.5.2 plyne

2.5.12 Dusledek

Necht funkce f mé na intervalu J spojitou prvni derivaci a vlastni nebo nevlastni druhou derivaci. f je ryze
konvexni (resp. konkavni) na J pravé tehdy, kdyz f”(z) > 0 (resp. f”(x) < 0) na J, pfi¢emz rovnost f”(x) =0
neplati na zaddném subintervalu intervalu J.

2.5.13 Definice

Necht f je funkce spojita v 29 € Dom f a necht existuje vlastni nebo nevlastni derivace f/(zg). Rekneme, Ze xo
je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje levé ryzi okoli L£(xo)\ {zo} bodu z¢ a praveé ryzi okoli P(z¢) \ {zo}
bodu zg takova, Zze f je ryze konvexni na L(x¢) \ {zo} a ryze konkavni na P(xo) \ {xo}, nebo naopak f je ryze
konvexni na P(xo) \ {zo} a ryze konkavni na L£(zg) \ {zo}.

2.5.14 Poznamky

1. Je-li zp inflexni bod funkce f a f’ je spojita v bodé zg. Pak f/ ma v bodé ¢ ostry lokaln{ extrém.
(sr. 2.5.6.1, a 2.5.12).

2. Je-li zg inflexni bod funkce f a existuje vlastni nebo nevlastni druha derivace f”(x¢), pak f”(xo) =0
Opatné tvrzeni neplati. Z f”(xzo) = 0 neplyne, Ze by 2 byl inflexni bod funkce f.
Napiiklad: f(z) = 2%, f"(x) = 1222, f”(0) = 0 a v bodé 2 = 0 neni inflexni bod funkce f.

2.5.15 Definice

Rekneme, 7e pifmka p : x = xg je asymptotou bez smérnice funkce f, jestlize funkce f méa v zy alespon jednu
nevlastni jednostrannou limitu.

Rekneme, ze piimka p : y = az + b je asymptotou se smérnici funkce f, jestlize funkce f je definovana v okoli
oo (resp. —oo) a plati Ilirgo(ax +b— f(x)) =0 (resp. IEIPOO(GI +b— f(x))=0).

Libovolné funkce miuze mit nejvyse dvé asymptoty se smérnici, muze vSak mit libovolny pocet asymptot bez
smérnice.

2.5.16 Vé&ta
f(z)

Pt¥imka y = ax + b je asymptotou se smérnici funkce f pravé tehdy, kdyz ILm — =6 ILm (f(x) —ax) =0
( lim /) =a, lim (f(z)—azx)= b).
Tr—r—00 T Tr—r—00
h—
D.: =: Pokud BI:Itl (ax +b— f(z)) = 0 pak podle 1.6.7.7 a 1.6.7.4 také Em M =0, tedy
0=a— lim @, neboli lim M =a.
r—+oco I r—+oo g
Dale z ng:Itloo (ax +b— f(z)) =0 plyne 0 = Igrfoo (ax — f(x)) + b a tedy Igrfoo(f(:c) —ax) =b.

«: Jestlize hrf (f(x) — ax) = b, pak ll)rf (ax+b— f(z)) = ar — f(x))+b=—-b+b=0.0

lim (
z—+o0 z—+o0
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2.5.17 Postup pfi vySetfovani pribéhu funkce

1.

2.

Uréime Dom f; pokud je to mozné, tak nulové body funkce f a intervaly, na nichz je f kladné a zaporné.

Vypocitame f’; uréime nulové body f’ (stacionarni body); body, v nichZ f’ neni definovana; body, v nichz
/' je kladna a zaporna (Tj. urc¢ime intervaly monotonnosti a lokalni extrémy.)

Vypodéitame f”; uréime nulové body f”; body, v nichz f” neni definovana; body , v nichz f” je kladna a
zapornd (Tj. uréime intervaly konvexity a konkavity, inflexni body.)

Vypocitame piislusné jednostranné limity v ,hrani¢nich bodech® Dom f (Tj. najdeme vSechny asymptoty
bez smérnice). Najdeme ob& asymptoty se smérnici (pokud existuji).

Vypocitame funkéni hodnoty ve vyzna¢nych bodech (stacionarnich, inflexnich), pfipadné v nékolika dalsich
bodech. V inflexnich bodech miize byt uzite¢né vypocitat hodnotu derivace.

2.6 Rovinné krivky

2.6.1

Necht I C R je interval, p,v : I — R spojité funkce. Mnozina C = {(¢(t),9(t)) : t € I} C R? se nazyva
(rovinnd) kfivka, funkce ¢, 1 se nazyvaji parametrizace kiivky C.

Je-li I = [a,b], body A = (¢(a),¥(a)), B = (¢(b), (b)) se nazyvaji krajni body kiivky C. Kiivka C se nazyva
uzaviend, jestlize A = B.

Definice

e Jedna kfivka muze mit vice parametrizaci. Napiiklad

p(t) = cost
P(t) =sint’

o(t) = cost

@(t) = cos 2t
U(t) = —sint’

te [01 27T]7 w(t) =sin2t”’

t €10, ], t €0, 27],

jsou tii ruzné parametrizace kruznice se stiedem (0,0) a polomérem 1.

o Je-li f spojita funkce, Dom f je interval, pak graf funkce f je kiivka s parametrizaci

o(1)
Y(t) = f(t)

=t

,t € Dom f.

e Jeli C = {(p(t),(t)) : t € I} kifivka, ¢y vnitini bod intervalu I a funkce ¢ je na okoli bodu ty ryze
monotonni (k tomu stai, aby ¢ méla v bodé ty spojitou derivaci a ¢'(tg) # 0), pak existuje interval
J C R, ktery obsahuje bod ¢(t) a existuje funkce f definovana na J tak, ze {(z, f(x)): x € J} CC.

D.:

Necht existuje okoli O(tp) bodu tg takove, Ze ¢ je na O(tg) ryze monotonni. Na O(tp) existuje funkce
o~ ! inversni k funkci . Oznatme J = p(O(ty)). Pro @ = ¢(t) € J definujme f(z) = (p~1(z)). O

2.6.2 Poznamka o derivaci funkci danych parametricky

e Necht C = {(p(t),%(t)) : t € I} je kiivka, ¢, 1 maji spojitou derivaci na I a necht ¢'(t) # 0 pro kazdé
t € I. Pak existuje funkce f definovana na intervalu J = {p(t) : t € I}, kterd mé na tomto intervalu

derivaci, pfi¢emz plati f/(z) =

D.:

Y'(t)
@' (t)
Ze spojitosti ¢’ a z podminky ¢'(t) # 0 na I plyne, Ze ¢'(t) > 0 pro kazdé ¢t € I, nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdeé t € I a tedy podle 2.5.2 je ¢ na I ryze monotonni. Podle 1.2.16.2 existuje funkce ¢! inversni
k .

Definujme f(x) = ¥ (p~1(z)) pro z = o(t).

Podle 2.1.6 a 2.1.7 je f'(z) = [(¢~ (x))] = ' (¢ 1 (z))

pro x = p(t) € J.

1 Y'(t)

e't)  ¢(t)

O

e Necht jsou splnény podminky piedchoziho tvrzeni a necht funkce ¢, 1 maji na I druhé derivace. Pak také

funkce f ma na J druhou derivaci a plati f”(z) =

' ()" (1) — "Y' (#)
(@' (8)?

proz = p(t) € J.
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w’(so‘l(w)))/ _ P @)Y (¢
¢ (¢~ H(x))

e Analogicky lze postupovat pii vypoc¢tu vyssich derivaci.

s () = (f'(2)) = (
D /)= (o) = ORI EI0)

e S pouzitim ,,diferencialni symboliky“ lze pfedchozi tvrzeni zapsat:

)~ W _ e wndt v g
R G O G

W) w0 v (e (1) Py de dy d
vy dff@)  dom IOk e () -V () _ WS-
pray= Y0 Sro - -

dx @' (t)dt @' (t)dt (¢'(1))? (92)3

2.6.3 Definice

f{ekneme, ze kiivka C' je oblouk (jednoduchd kiivka), jestlize existuje jeji parametrizace ¢, 1 takova, Ze zobrazeni
t— (p(t),¥(t)) je bijektivni.

Krivka se nazyva jordanovskd (jednoduchd uzaviend), jestlize je uzaviena a existuje jeji parametrizace ¢, v :
[a,b] — R takova, Ze plati implikace t1,t2 € [a,b], 0 < [t1 —t2] <D —a = (p(t1),9¥(t1)) # (p(t2), Y (t2)).

Jestlize kiivka C' neni uzaviena a neni obloukem, pak pro jeji libovolnou parametrizaci ¢, : I — R

eXiStuji ti,t2 €1, t # l2 ta’ka zZe (‘P(tl)ﬂ/f(tl)) - (‘P(t2)ﬂ/’(t2)) Bod ((p(tl)vw(tl)) = ((p(tQ)vw(tQ)) se nazyva
vicendsobny bod (bod vétvend) krivky C.

2.6.4 Definice

Bud C kiivka, p,9 : I — R jeji parametrizace. Necht ¢y je vnitini bod intervalu I a A = (p(to), ¥ (to)) neni
vicenasobny bod kiivky C' a necht existuji derivace ¢'(to), ©'(to) a plati (¢'(t0))? + (¥ (t0))? # 0. P¥imka 7
prochazejici bodem A, jejiz smérovy vektor je (¢'(to), ¥’ (to)) se nazyva tecna ke kfivce C' v bodé A.

2.6.5 Poznamka
Necht kiivka C' je grafem funkce f, Dom f je interval a f méa derivaci v bodé zq. Pak
(t; =1 ,te€Domf je parametrizaci C.

¥

w(t) = £) L

O (t) =1, Y'(t) = f/(t). Tecna ke kiivce C' v bodé (xo, f(20)) ma parametrické rovnice ;; ?8;0_) + fzo)t

Eliminaci parametru ¢ dostaneme obecnou rovnici te¢ny x — zg = %@, neboli y — yo = f/(zo)(x — x0).
Zo

Tedy definice 2.6.4 souhlasi s tim, jak byla te¢na ke grafu funkce zavedena v 2.1.2.7.

Priklad:
z=(t) =acos3t
Ty =1(t) =asin®t
¢'(t) = —3acos®tsint, ¢/(t) = 3asin®t cost.
Tecna ke kiivce C existuje v kazdem bode (¢ (t), 1/1( )) takovém, ze
0# (¢' (1) + (¥'(t)? = 9a? cos* t sin® t + 9a? sin® t cos® t = 9a? sin? t cos? t, tedy pro t ¢ {0,177, 2x}.

t €10,27], a € R, a > 0 je jordanovskou k¥ivkou.

2.6.6 Definice

Necht C' je oblouk nebo jordanovska kiivka. C' se nazyva hladkd, existuje-li jeji parametrizace p,¢ : I — R
takova, ze

(i) ’(t , ¥/(t) existuji pro kazdy vnitini bod t € I. Je-li C uzaviena, I = [a,b], existuji
¢’y (a), @ (b), ¥y (a), P () a plati ¢, (a) = ¢’ (b), ¥y (a) =" (D).
(

(i) (') + (¥ ( ))? ;é 0 pro kazdy vnitini bod ¢ € I. Je-li C uzaviena, I = [a, b], navic plati
(¢! (a)? + (Y (a)? # 0 # (9 (D)% + (¥ (D))*.
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C se nazyva po dastech hladkd, existuje-li kone¢ny pocet hladkych kiivek C1,Cs,...,C, takovych, ze C' =
CiuCyU---UC,.

Krivka je hladka, jestlize nema vicenasobné body a existuje k ni te¢na v kazdém bodé, ktery neni krajni.

2.6.7 Definice

Budte Cl = {(ng(t),’L/Jl (t)) 1t e Il}, Cg = {((pg(t),’lﬂg(f)) 1t e IQ} kﬁka a necht (,To,vyo) = ((pl (tl),l/Jl(tl)) =
(p2(ta),¥2(t2)) € C1 N Cq neni ani krajni ani vicenasobny bod zadné z kiivek Cq, Cy. Rekneme, Ze kiivky C a
Cy maji v bode¢ (xq,yo) styk Tadu alespori n € NU {0}, jestlize

bud existuji kladné ¢isla dg, 6 a funkce f1, fo takove, ze
(tl - 5,t1 + 5) g 11, (tQ — 5, tQ + 5) g IQ, (.CC() - 50,560 + 50) g DOHlfl N l)OHlfg7
{(z, fi(z)) : xg — o <z <o+ o} = {(p1(t),Y1(t)) : t1 —0 <t <ty + 0},
{(z, f2(z)) : xg — o <z <o+ o} = {(p2(t),2(t)) : toa —0 <t <ta2+ 0},
a funkce f1, fo maji v bodé z( styk fadu alespon n,

nebo existuji kladna ¢isla g, € a funkce g1, g2 takové, ze
(th —e,t14+€) C I, (ta—e,ta+¢€) C Iz, (Yo —€0,Y0 + €0) € Dom g; N Dom go,
{(91(w),9) : o —€0 <y <wo+eo} ={(p1(t),¥1(t)) : t1 —e <t <ty +¢},
{(92(¥),9) + yo — €0 <y <wo+e0} ={(p2(t),92(t)) : t2 —e <t <tr+e},
a funkce g1, g2 maji v bodé yg styk fadu alespon n

2.6.8 Definice

Necht C je kiivka, K je kruznice se stiedem (zg,ys) a polomérem r a (xg,y0) € C N K.

Kruznice K se nazyva oskulacni kruznice kiivky C v bodé (o, yo), jestlize k¥ivky C, K maji v bodé (xo,yo) styk

radu alespon 2.

Stred oskula¢ni kruznice se nazyva stied krivosti krivky C' v bodé (xo,yo), polomér oskula¢ni kruznice se nazyva
1

polomeér kfivosti kfivky C' v bodé (xo,yo), jeho prevracend hodnota — se nazyva kfivost kfivky C' v bodé (xo,yo)-

r
Mnozina vSech stiedu kiivosti kiivky C ve v8ech jejich bodech se nazyva evoluta kifivky C'.

2.6.9 Véta

Bud C = {(¢(t),¥(t)) : t € I} hladka k¥ivka, to vnitini bod intervalu I a necht funkce ¢, 1) maji v bodé ¢ty druhé
derivace. Necht (xg,y0) = (p(to), ¥ (to)) neni vicenasobny bod kiivky C' a plati ¢ (to)v" (to) — ¢” (to)w’ (to) # 0.
Pak ma kiivka C' v bodé (z¢, yo) jedinou oskula¢ni kruznici o stfedu (xg,ys) a poloméru r, kde

() + )
T ) ] — e )
yg = 1/)(150) + ((p (tO)) + (1/} (tO)) (pl(to)7

@' (to)" (to) — ¢ (to)V’ (o)
((¢' (t0))* + (¥'(t0))*)*/?
! (to)Y" (to) — @ (to)Y' (to)]

D.: Poznamenejme, Ze z existence druhé derivace funkce ¢ v bodé ¢y plyne spojitost jeji prvni derivace v tomto
bodé.
Necht nejprve ¢ (tp) # 0. Pak nastava prvni piipad z definice 2.6.7.
Necht K = {(zg + rcost,ys + rsint) : t € [0,27]} je oskulaéni kruznice kiivky C' v bodé
(20,v0) = (p(to), ¥(to)) = (s + rcos Ty, ys + rsinT).
Podle 2.4.3 je

(e~ (o)) = fz0), ¥ (e (20)) = f'(w0), ¥ (¢ (z0)) = [ (w0),
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kde f je funkce definované v okoli bodu zy a dana parametricky rovnicemi kruznice K. Podle 2.6.2 je

V' (to) 7 COS Tp

z//(cp_l(iﬂo)) = (i) = s = —cotgTy,
v —1 B &' (to)" (to) — ¢ (to)¥' (to) B (—rsinTg)(—rsinTg) — (—rcos 7o) (r cos 7o) B
e ) = e - st -
1
B  rsin® T0

Méame tedy soustavu ¢tyT rovnic pro ¢tyfi neznamé o, s, ys,

p(ty) = xg+rcost,
Y(to) = ys+rsinTg,
Zﬁ/éig; = —cotgTo,
' (to)y" (to) — " (t0)¥'(to) 1
(¢’ (t0))3 rsin®

kterd mé jediné feSeni dané formulemi v tvrzeni véty.
Necht nyni ¢'(tg) = 0. Pak, ponévadz kiivka C je hladka, ze vztahu (¢'(t0))? + (¥'(t9))? # 0 plyne
¥’ (to) # 0 a nastava druhy piipad z definice 2.6.7. Tento piipad vySetiime analogicky. O

2.6.10 Dusledek

Necht funkce f ma v bodé xo druhou derivaci f”/(zg) # 0. Pak graf funkce f ma v bodé (o, f(xo)) oskulaéni
kruznici, pro jejiz stied a polomér plati

1+ (f'(w0))?
f”(IO)

fl@o),  ys=f(xo)+

rs = Xog —

1+ (f'(x0))? = L+ (f(20))*)*2
fr(xo) [f (o)l

Priklady:

1. Uréete kiivost paraboly y = 22 v jejim vrcholu.
. 1
R.: f(x) =22 f'(z) =2z, f'(0)=0, f'(x) =2, —=2.0
r

©(t) = acost

P(t) = bsint’ t € [0, 2n].

2. Najdéte evolutu elipsy
R.: ¢/(t) = —asint, ¢"(t) = —acost,
' (t) = bceost, 1//’( ) = —bsint,
(@' (1))% + (1/)’@))2 = a®sin®t + b cos? t,
O ()" (t) — " () (t) = absin®t + abcos® t = ab.
Parametrické rovnice evoluty:

2 gin2 2 a2
a”sin”t + b cos® t cost a®—b
x = acost— beost = ——(a® — a®sin®t — b? cos®t) = ——— cos®t
ab a a
2 o2 2 a2 : 2 _ 2
. a“sin“t + b“cos*t sint . b* —a® .
y = bsint— 2 asmt:T(bz—a251n2t—b2cos2t): sin® ¢
a
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2.7 Cviceni

Vypocitejte derivaci funkce

1) fla) = W‘+MQ%—4) 2) [(x) =\/av/av,

l1+x—2
3) f(z) = ﬁ, 4) f(x) =v/sinz,

5) f(@) = ae* (cosz +sina), 0 S =\ e

7) f(z) = 2”logy =, 8) f(x) = tg(sinw),
1 —sinz . T
9) f(z) =1ny/ R 10) f(x) = zarcsin, /x——l-l + arctgy/x —/,
Vi —VI- - .
11) f(z) = R L 2 arctg x, 12) f(z) = 3sin’ =,
\/l—i-a:—i—\/l— 1+
s Vi+azt4+1
13) f(z) = 2™, 14) f(z) = 2 arctg V1 + 2% + 2 In ———0——.
) (@) ) (@) = g arctg C
Najdéte rovnici teény a normaly ke grafu funkce
15) y = yppeil bodé (2,7), 16) y = 22 v bodé (o, ?).

17) Uhlem kiivek rozumime thel te¢en téchto kiivek ve spole¢ném bodé. Uréete thel grafu funkce y = 22 a

kiivky =2 + 3% = 1.
18) Na grafu funkce y = 23 najdéte bod, v ném# je tetna rovnob&zna se se¢nou spojujici body (—1,7?) a (?,8).
Vypocitejte limity

tgr — 1 1
19) lim 25~ 20) lim —r
z—I sindx z—0+ Insinx
1 1
21) lim wsin >, 22) lim (— - )
z—00 T z—0 \ T er — 1
® ¥ —x
23) i et =l lim ———
) S Ly

Tr—r00

1
25) lim (\6/176—1-175 - \6/176—:175), 26) lim <x—:1721n <1+—>).
T—r00 T

Najdéte Maclauriniv polynom stupné n dané funkce

2
1
27) f(z) = %ﬁil, n =4, 28) f(x) =vV1—2z+2% — V1 -3z +a3, n=3,
29) f(z) = Vsinz?, n =1, 30) f(z) =tgz, n=>5.
Vysetiete prubéh funkce
x 3 22
31 ——, 32) f(z) = ——, 33) f(z) =we™ 7, 34) f(z) = V1 — a3,
V) == @) =g 39 @) ) f@) =
35) Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu soucinu m-té a n-té mocniny kladnych ¢isel, jejichz soucet je a.
36) Jaky nejvétsi povrch mize mit valec vepsany kouli o poloméru R?
37) Jaky nejmensi objem muze mit kuzel opsany kouli o poloméru R?
22
38) Na elipse x_ + b_2 = 1 najdéte v prvnim kvadrantu bod takovy, Ze tecna k elipse vedend timto bodem
a?

vytvoii se soufadnymi osami trojihelnik nejmensiho obsahu.
39) Jakou vyset je tfeba vyfiznout z kruhu o poloméru R, aby zbyvajici ¢ast bylo mozno svinout do kornoutu

0 maximalnim objemu?
Vysledky: 1) — I“ Va2 2) 8 3) (1_’_2;_452)2 4) Vcosmzc"tgw 5) e”(sinz + (2z + 1) cos ) 6) —m

: x Vi—z sin? x z®
7) xlogs ex? 8) Tz 9 — - 10) arcsin, / 15 11) 2zl(1+325) 12) 3 sin2z1n3 13) (2lnx + 1)z ! 14)
—W 15) 2 +2y—4=0,20—y—1=016) 2z0x —y — 22 = 0,2+ 220y — o — 223 = 0 17) asi 70°37'46"

18) (—1,-1),(1,1) 19) —% 20) 1 21) a 22) 1 23) 1 24) —2 25) £ 26) § 27) 1 + 2z + 22 — 22" 28) Ja? — 223

29) x — 152" 30)  + 32° 4+ £a° 31) Dom f = R\ {—1,1}; lich4; nulovy bod 0; rostouci (—oo, —v/3], [/3,00);

x
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klesajici [—v/3, —1), (=1,1), (1,v/3]; lokilni minimum f(v/3) = %; lokalni maximum f(—/3) = ‘5_, konvexni
(—o00,-3), (—1,0], (1, ] konkavni [-3,—1), [0,1), [3,00); inflexni body f(3) = 2, f(—3) = —3; asymptoty
r = 1 x = —132) omf R\ {—1}; nulovy bod 0; rostouci (—oo, —3], (—1,00); klesajici [— ,—1); lokalni
maximum f(—3) = —=2f; konvexni [0, 00); konkdvni (—oo, —1), (—1,0]; inflexni bod f(0) = 0; asymptoty

r=-1,x—2y—2= O 33) Dom f = R; licha; nulovy bod 0; rostouci [—1, 1]; klesajici (—oo, —1], [1, 00]; lokalni

minimum f(—1) = f’ lokalni maximum f(1) = \[, konvexni [—/3,0], /3, 00); konkavni (—oo, —/3], [0,4/3];

inflexni body f(—/3) = ﬁ\/c:g, f(0) =0, f0/3) =,/ 2; asymptota y = 0 34) Dom f = R; nulovy bod 1; klesajici

(=00, 00); konvexni (—o0,0], [1,00); konkavni [0, 1]; inflexni body f(0) =1, f(1) = 0; asymptota y = —x 35)
+

) m™n", nejmens{ hodnota neni 36) mR*(1-+/5) 37) $7R? 38) (\f f) Poin = ab

nejvétsi hodnota (

a
m-+n

39) vyfiznout uhel 27 (1 —\/;) , Vinax = %w}ﬁ
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Rovnice v kartézskych

Parametrické rovnice

Rovnice v polarnich

soufadnicich soufadnicich
Kruznice 22 + 9% =a? T =acost r=a
y = asint
2 2 »
Elipsa —+==1 T =acost r=——> 0<e<1
P a? * b2 1+ ecosyp
y = bsint
2 Lo p
Parabola y° = 2px r=—t r=—
2p 14 cos e
y=t
2 2
Y a p
Hyperbola ——-==1 = r= , €>1
yp a? b2 cost 1+ ecosyp
y = tbtgt
Cassiniovy (22 +y?)? — 2e%(2? — y?) = a* — e* 12 = €2 cos? 2p +1/et cos? 2p + at — et
krivky
; 2 212 2(,.2 2 1+ 2
Bernoulliova (22 + y*)* = 2a°(2* — y*) T = 2at1+t4 r = a\/2cos? 2p,
.y 1 37 5
lemniskata y:\/iatl—i-—t‘* pe -1, ZIUF, 2F]
Cykloida z ++/2ay — y2 = aarccos S z = a(t —sint)
a
a:—\/2ay—y2:a(?ﬂ—arccosa_y) y =a(l — cost)
a
Kardioida (22 + 9% — a?)? =4a?((z — a)® + y?) x =a(2cost —cos2t) | r=2a(l —cosyp)
(srdcovka) y = a(2sint — sin 2t)
Asteroida x2/3 4 y2/3 = ¢2/3 z=acos® %
(hvézdice) y = asin® %
/2 2
Archimedova v tg VT EYT r=ap, >0
T a
spirala
C s Y a a
Hyperbolicka Z =tg —— r=—
z Va2 +y? @
spirala
1 /x2 2
Logaritmicka L. tg < In u) r = aek?
x a
spirala

Tabulka 2.1: Né&které krivky
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Kapitola 3

Integralni pocet funkci jedné promeénné

3.1 Primitivni funkce

3.1.1 Definice

Budte f, F' funkce definované na intervalu I. Rekneme, ze funkce F je primitivni k funkci (je neurcitym
integrdlem z funkce) f na I, jestlize na tomto intervalu plati F’ = f. Oznacent: F(z) = [ f(z)dz.

3.1.2 Poznamky

1. Pokud néktery z krajnich bodu intervalu I do tohoto intervalu patii, je potieba v tomto bodé uvazovat
prislusnou jednostrannou derivaci.

2. Primitivni funkce je podle 2.1.3 spojita na I.

3. Primitivni funkce byva nékdy definovana obecnéji: F' je primitivni k f na I, jestliZze mnozina
{rel: F'(z)# f(x)} je nejvyse spoetna. (F'(x) = f(x) skoro viude na I.)
V tomto smyslu je napfiklad F(z) = |x| zobecnénou primitivni funkei k f(z) = sgnx na I = (—o0, 00).

3.1.3 Piiklady

3
1. 5= J2?dz  na (—o0,00).

1
lnx:/—dx na (0, 00) 1
2. r = In|z| = / —dx na intervalu, ktery neobsahuje 0.
T

h«-@:/%dz na (=00, 0)

3.1.4 Véta (o existenci primitivni funkce)
Ke kazdé funkci spojité na intervalu I existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

D.: Bude proveden pozdgji (3.4.6). O

3.1.5 Véta

Je-li F' funkce primitivni k f na I a ¢ € R, pak F + ¢ je rovnéz primitivni k f na I.

Jsou-li F' a G funkce primitivni k funkei f na intervalu I, pak existuje konstanta ¢ € R takova, ze G(z) = F(x)+c
pro kazdé z € I.

Je-li F funkce primitivna k f na I pak {F 4 ¢: ¢ € R} je mnoZzina v8ech funkei primitivnich k funkei f na I.

D.: (F(z)+c¢) =F'(z) 4+ 0= f(x), druhé tvrzeni plyne z 2.3.4.3, t¥eti je dusledkem prvnich dvou. O
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3.1.6 Nejdualezitéjsi neurcité integraly

xn-l—l

f:v"dxzn—_i_l,n;é—l [e*da = e”
d z
f—len|:1:| fa””d:c:a—,a>0,a7é1
T Ina
J ?12 = arctgx = —arccotgx [sinzdz = — cosx
x
d 1
fl_wﬁ:%ln‘li—z [ coszdx = sinz
J dz = arcsina = — arccos il de —cotgx
V1—z? sin? &
dx dx
=1 vV 2:|:1 =t
f\/:CQ:tl nle+ve | ICOS2$ &v

F@

Kazdy z uvedenych vzorci plati na libovolném intervalu, na némz je funkce za znakem | definovéna.
Platnost uvedenych vzorcu lze ovéfit derivovanim.

3.1.7 Véta
Necht [ fi(z)dz = F;(z) na intervalu I, ¢; € R pro i € {1,2,...,n}. Pak
/(clfl(gc) +eafo(z) + -+ enfu(a))de = et Fi(z) + coFo(z) + - - + ¢ Fr(z) na I.

D.: Plyne pfimo z 2.1.5. [J

Véta fika, ze neurcity integral je linedrni operator na mnoziné funkei.

3.1.8 Véta

1
Flax+b)naJ={z€eR:ar+bel}.

a

Necht [ f(z)dz = F(z) na I. Pak [ f(az + b)dx =

!/
D.: Podle 2.1.6 je{lF(a:c + b)} = lF’(a:z: +b)ax +b) = F'(ax +b) = f(ax +b). O
a

a

3.1.9 Priklad
1+ cos2x 1 (w sin29c) _ x+sinzcost

2 _ _ 1
Jcos?adx = [ 5 dx 5 5 5

3.1.10 Véta (metoda “per partes”)

Necht funkce u, v maji derivaci na intervalu I. Existuje-li na I primitivni funkce k jedné z funkci u'v, uv’,
existuje i ke druhé z nich a plati [ o' (z)v(z)dz + [ w(z)v'(z)dz = u(z)v(z) na I.

D.: Necht existuje primitivni funkce k v'v. Podle 2.1.5 je (uv) = v'v + wv’, tedy uv’ = (uv)’ — v'v.

J(u(z)v(z)) dz = u(z)v(z) na I, [ (z)v(z)ds existuje a tedy podle 3.1.7
Ju(x)v'(z)dz = u(z)v(z) — [ (z)v(x)dz na I, coz je vzorec z tvrzeni véty. [J

3.1.11 Poznamky

1. Je-li alespon jedna z derivaci v/, v' spojita na I, jsou predpoklady véty 3.1.10 splnény.
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2. Vzorec uvedeny v 3.1.10 ve tvaru

dava metodu integrace v piipadé, kdy integrovana funkce je souc¢inem dvou funkci, z nichz jedna je derivaci
znamé funkce.

3. Metodou ,,per partes® jsou feSitelné zejména tyto typy integrali:

o [z dx : u(z) = 2™, v =e®
o [2"cosazxdr : u(z) = 2", v = cosax
o [2"sinazdzr : u(z) =™, v =sinax
o [z"arctgazdx : u(z) = arctgax, v =™
o [z"arccotgazdr : wu(x) = arccotgax, v/ = a™
o [z"arccosaxdz :  u(x) = arccosax, v/ = a"
o [z"arcsinazdr :  u(z) = arcsinaz, v/ = 2"
o [z%logy zdzx : u(z) = logy z, v = z°
Priiklad: "
JInzdz = zlnz— [dz = zlnz—z = zln—
e
1
u=Inz u = -
, x
=1 v=x

3.1.12 Véta (substitu¢ni metoda)

Necht f je funkce definovana na intervalu I a ¢ je prosta funkce, kterd méa derivaci na intervalu J takovém, ze
o(J) =1I. [ f(z)dz existuje na I pravé tehdy, kdyz na J existuje [ f(p(t))¢’ (t)dt; v tomto pripadé plati:

F@) = [ f@)e = [ fe@)e @t =Fe®) . 60 = [ fe®)e O = [ fa)e =Gl (a))
d

D.:  Podle 2.1.6 pokud —F(x) = f(x), pak %F(w(t)) = F(p(t)¢'(t) = f((1)#' (1)

Podle 2.1.6 a 2.1.7 pokud %G(t) = f(p(t)¢'(t), pak
d _ ro— L - - 1 _
G @) = G o) s = Hele @) 07 @) s = 1(0). 0

Schéma pouziti véty je jednoduché:
JIle@®)¢'()dt = [ f(x)de = F(z) = F(e(t))

plt) = =
Pt)dt = dx

nebo

dz = ¢/(t)dt
3.1.13 Priklad
JV1—a?de = f\/l—sin2tcostdt = [cos?tdt =

r = sint
dr = costdt
Predposledni rovnost plati podle 3.1.9.

flx) =vV1 =22, I =[-1,1], ¢(t) =sint, J =[-F, 5]

t +sintcost - arcsinz + xv'1 — 22
2 N 2
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3.1.14 Integrace racionalnich funkci

V rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky (viz 1.5.15) se vyskytuji zlomky tvaru
P cx+d
a

(@ —a)™ = [(x—a)*+ 02"

d di 1 1 1 1 41
= m
fixm_ [ = 1-mtm 1 1-m(z—a)"
(z—a) ¢ In|t| =In|z — al, m=1
r—a =t
dx dt
cx+d ¢ 2(x—a) n ac+d
@-a? 0T 2@+ 0T [P +
1 1 1 1
— = 1
pptesn g ot [T T
(& —a)? + 7] t In [t = In|(z — a)? + b2, n=1
(r—a)?+b2 = t
2(x — a)dx de
f dx _ bdt 1 f dt
[(z — a)? + b2]" - (b2t2 4 b2)n T o p2n—1 (t2 4 1)»
r—a = bt
de = bdt
dt
Oznaéme Kn = f m Pak
dt
K1 = /m = arctgt
dt t t2
K, = = N [ —————dt =
J e = wr P2 e
1 , —2nt
u = _— U — J—
(t2+1)n (2 4 1)t
o= 1 v o=t
t dt dt
= — 2 — =
S (f CEN A 1)n+1)
t
= ———— +2n(K, - K,
@+ 2 +1)
t 2n—1
Tedy Kn = m + 27’LKn - 27’LK7H_1. Odtud Kn+1 == Kn

2n(t2 + 1)» + 2n
Neboli (piseme-li n — 1 misto n)

K t +2n—3
T 2n—-D(@+ 1) 2p—20 !

3.1.15 Poznamka

Je-li R racionalni funkce pak néasledujici integraly lze transformovat na integraly z racionalni funkce:
o [ R(u(z))u'(z)dz, kde u je libovolna funkce — — substituce u(z) =t

e [R(e*)dz — substituce e** =t
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3.1.16 Definice

Polynom ve dvou proménngjch je funkce P : R?2 — R tvaru

P(x,y) = an_rox"+an,171xn_1y+an,Qﬂgxn_Q(yQ—|—- ctag Y+ -+a2_,0:1:2+a171xy+a072y2+a170x+a011y+a070 .

Raciondlni funkce ve dvou proménnijch je funkce R : R? — R tvaru

P(z,y)

R(z.y) = Qz,y)’

kde P, @ jsou polynomy ve dvou proménnych.

3.1.17 Integraly, které lze transformovat na integraly z racionalni funkce

Symbolem R(z,y) budeme zna¢it racionalni funkci ve dvou proménnych z, y.
1. [R (x,
2. [R(zVaz®> +bx+c)dz  (Eulerovy substituce)

JJax+0b
cx+d

n

b
) dx  — substituce ar+ =
cr+d

a>0: +ar? +br+c=+tJaxr+t
c>0: +Vaz? + bz + ¢ = xt £+/c

ar’ +br+c=a(r —ar)(r —az) : +Var? +bxr+c=t(x —a)
3. Binomické integraly [ 2™ (a + bz™)Pdz, kde m,n,p € Q.

pEL: x =tN, kde N je spole¢ny jmenovatel &isel m a n
1
mt S/ a+bx™ =tV kde N je jmenovatel zlomku p
n
m+1 a N -
—— +pEZ: — +b=1t", kde N je jmenovatel zlomku p
n "
4. [ R(sinz,cosxz)dz — substituce tgg =1

V nékterych piipadech lze volit jednodussi substituci:

R(sinz, —cosx) = —R(sinx,cosx) : sinx =t
R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx) : cosz =1
R(—sinz, —cosz) = R(sinx,cosz) : tgx =t

3.1.18 Poznamka

Primitivni funkce k funkci elementarni nemusi byt elementarni, muaze byt tzv. vyssi funkci. Vy§simi funkcemi
jsou zejména

Ik ST gr = Si(x) sintegréalsinus* Ik O G = Ci(x) sintegralcosinus®
x x
dx ) . . . )
bz~ Li(x) yogaritmusintegral Je " dx Gaussova funkce
nx
[sinz?dz, [cosz?dx Fresnelovy integraly
PN ; o m+1 m+1 o
Binomickeé integraly [ 2™ (a + bz™)Pdz, pokud zadné z ¢isel p, ——, —— + p neni celé.
n

Neni zndmo obecné pravidlo, které by umoznilo rozhodnout, zda primitivni funkci neumime vyjadrit jako
elementarni v diasledku nevhodnych integrac¢nich metod, nebo zda skuteéné vyjadiuje vyssi funkei.
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3.2 Urcity integral

V celém tomto odstavci bude f ohranicena funkce definovana na uzavieném intervalu [a, b].

3.2.1 Definice

Delenim uzavieného intervalu [a,b] rozumime mnozinu D = {xg, x1, ..., x,} takovou, Ze

a=20< 21 <Ty <+ < Tp_1<xy,=">0.

Cisla zg, 1, ..., 2, nazyvame délici body, intervaly [0, x1], [T1, 22], . - -, [Xn—1, s nazyvame délici intervaly
déleni D.

Cislo v(D) = max{z; — ;1 : i = 1,2,...,n} nazgvame norma déleni D.

Symbolem 9([a, b]) oznaime mnozinu vsech déleni intervalu [a, b].
Jsou-li D1 € ¥([a,b]), D2 € ¥([a,b]) takova, ze D1 C Dy (tj. kazdy délici bod D je soucasné délicim bodem
D»), fekneme, Ze déleni D je zjemnénim déleni D;.

3.2.2 Definice
Budte D = {z0,x1,...,2,} € 9(a,b]), mi = inf{f(z) : & € [xi_1, 2]}, M; =sup{f(z): = € [x;_1,z]}. Cislo

S(D, f) = Zml(xl — :vi_l)
i=1

nazveme dolnim souctem a Cislo
n

S(D,f) = ZMz(xz — :vi_l)

i=1

nazveme hornim souctem prislusnym k funkei f a déleni D.

(Poznamenejme, Ze existence ¢isel m; a M; je zarutena ohranicenosti funkce f.)

3.2.3 'Tvrzeni
1. Pro libovolné D € 9([a, b]) plati s(D, f) < S(D, f).
D.: plyne z toho, ze m; < M, az; —x;—1 >0prot=1,2,...,n.

2. Je-li Dy € ¥([a, b)) zjemnénim Dy € ¥([a,b]), pak s(D1, ) < s(Da, f), S(D1, f) > S(Da, f).
(Pfi zjemnéni déleni se dolni soucet nezmensi a horni soucet nezvetsi.)

D.: Necht D5 méa o jeden délici bod vice, nez Dy, tj.
Dl = {:E07x17-"axk—laxka"'axn}7 D2 = {l’o,fﬂl,...,fk_l,z,l'k,...,l'n}.
Oznatme m; = inf{f(x): z € [x;_1, 2]}, i=1,2,...,n
ml, = i {f(z) o € [rp_1, 2]},
my =1inf{f(z) : = € [z, zs]}.
Pak ziejmé my, < mj, mi < mj a tedy
my(Tr — Th—1) = mp(xp — 2) + mp(z — 2p—1) < m(zx — 2) + M) (2 — zp—1).
Odtud plyne

k—1 n
s(D1, f) = D milwi —wia) +mpler —we1) + Y milw — i) <
i=1 i=k+1
k—1 n
< > milmi—mioa) +mi(ee — 2) +mi(z —a1) + > maila —wio1) = s(Da, f).
1=1 i=k+1

Analogicky ukazeme, ze S(D1, f) > S(Da, f).
Pokud D5 mé o p délicich bodii vice nez D, ukdzeme platnost tvrzeni p-ndsobnym opakovanim téze
tvahy. [
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3. Necht m = inf{f(z) : = € [a,b]}, M =sup{f(z): z € [a,b]}. Pak pro kazdé D € 9([a, b]) plati
m(b—a)<s(D,f)<S(D,f)<M(@{-a).

D.: plyne z 1. a 2., nebot {a,b} € ¥([a,b]) a kazdé jiné déleni je zjemnénim {a,b}. O

Mnoziny {s(D, f): D € ¥([a,b))} a {S(D, f) : D € ¥([a,b])} jsou tedy ohranifené. Obé jsou ziejms
neprazdné. To podle 1.1.7(R14) znamend, Ze nasledujici definice je korektni.

3.2.4 Definice
Cislo

f(z)dz = sup{s(D, f): D € ¥([a,b])}

m\\&

nazyvame dolni integrdl funkce f na intervalu [a,b] a ¢islo

b
[ H@de = int(S(D,1): D € d(lat])}
nazyvame horni integrdl funkce [ na intervalu [a, b].

3.2.5 Tvrzeni
Necht m = inf{f(x) : = € [a,b]}, M = sup{f(z) : = € [a,b]}. Pak plati

fx)de < M(b—a).

s \\@

b
m(b—a) < /f(:v)dx <
D.: plyne z 3.2.3.3 a z definice 3.2.4. OJ

3.2.6 Definice

f{ekneme, ze ohranicena funkce f je na intervalu [a, b] integrace schopna (integrovatelnd, integrabilni) v Rieman-
nové smyslu, jestlize
b

(:v)dx:/f(x)d:v.

a

Sle—__ .
~

Jestlize

/bf(iv)dﬂc < /bf(ﬂc)d:v,

fekneme, Ze funkce f neni na intervalu [a,b] integrace schopna v Riemannove smyslu.
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3.2.7 Piiklady

1. f(x) =c€R pro z € [a,b].
Pak m = M = c a tedy podle 3.2.5 je

z ¢ehoz plyne

2. f(z) = x(z) na [0,1].
D = {xo,21,...,2} € ¥([0,1]), m; =0, M; =1 pro kazdé i € {1,2,...,n}. Tedy

n

" b
s(D, f) = Zmz(% —Ti1) = ZO(% — 1) =0, /X(ff)dx =0,

i=1 i=1

S(D,f) =

(]
)
|
8
|
~
S—
Il

3
[
8
8
|
-
S—
|
8
3
|
8
IS
Il
\.)—‘
g\no—
[y
8
S~—
o,
5]
Il
—_

a x(z) neni integrabilni na [0, 1].

3.2.8 Definice

Necht D = {xg,z1,...,2n} € ¥([a,b]), & € [xi—1,2;]. Mnozina E = {&1,&s,...,&,} se nazyva vybér represen-
tanti delicich intervali déleni D.
Cislo

n

o(D, f,B) =D f&)(wi —zi1)

i=1
se nazyva integrdlni soucet piislusnyg k funkci f, déleni D o vijbéru representanti =.

Ponévadz m; < f(&) < M;, plati s(D, f) < o(D, f,Z) < S(D, f).

Posloupnosti v §ir$im smyslu rozumime zobrazeni mnoziny N do libovolné mnoziny.
Lze tedy mluvit o posloupnosti déleni daného intervalu: N — 9¥([a,b]). Rekneme, Ze posloupnost déleni
{Dn}22, € YI([a,b]) je nulovd, jestlize hIn v(D,,) =0.

h—
Ke kazdému ¢ > 0 existuje D € ¥([a,b]) takové, Zze v(D) < §. (Stadi polozit n = {Tﬂ + 1 a interval [a, b]

rozdélit na n stejné dlouhych délicich intervalua.)

3.2.9 Véta

Bud {D,}>2, libovolna nulova posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak plati

b
lim s(Dy, f) = / dz, lim S(D,,f) = /f
n— o0 n—r00

Je-li navic f integrabilni na [a,b] a E,, je libovolny vybér representantt délicich intervala déleni D,,, pak plati
b
lim s(Dy, f) = lim S(Dy,, f)= lim o(D,, f,Z,) = /f(x)dac

n—r00 n—r00 n—oo
a
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D.:

Nejdrive dokazeme pomocné tvrzeni: Ke kazdému e > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé D € ¥([a, b)),
v(D) < ¢ plati

Bud

S(D, f) < /f(:c)d:v—i—s.

Ponévad? f je ohraniCena, existuje h € R, h > 0, ze |f(x)| < h pro = € [a, b].
Podle 3.2.4 a podle 1.1.6(s2*) existuje D1 = {yo0,¥1,.--,¥p} € ¥([a,b]), ze

/f ) < S(Du, f) /f dx+—

Polozme § = i Pak 6 > 0. Bud D = {z1,29,...,2,} € ¥([a,b]) libovolné takové, ze v(D) < 4.
p
Dale polozme Do = DU Dy = {21, 22,...,2zm } Podle 3.2.3.2 je S(Da2, f) < S(D, f).

Delici intervaly [z;—1, z;] rozdé&lime do dvou druhu:
intervaly 1. druhu, jestlize uvniti ného nelezi zadny délici bod y;
intervaly 2. druhu v opac¢ném piipadé

Kazdy délici interval 1. druhu je rovnéz délicim intervalem déleni Ds. Tento interval ptispiva k S(D, f)
ik S(Daq, f) tymz s¢itancem M;(x; — x;—1), tedy v rozdilu S(D, f) — D(Da2, f) se neprojevi.

Uvniti kazdého intervalu [z;_1, ;] 2. druhu lezi alespon jedno z &isel y1,y2, ..., Yp—1, COZ Znamena,
ze intervali 2. druhu je nejvyse p — 1.

Interval druhého druhu pfispiva k S(D, f) séitancem M;(x; — x;—1), ktery je v absolutni hodnoté
mensi nebo roven hv(D) < hd. Absolutni hodnota pFispévku v8ech intervala 2. druhu k S(D, f) je
tedy < hdp.

V Ds je kazdy interval [z;_1,x;] 2. druhu rozdélen délicimi body z;—1 = 2z, < zp41 < -+ < 25 = ;.
Oznatme M; = sup{f(z) : © € [zr—1,2x]}. Op&t |M}| < h a tedy absolutni hodnota pfispévku
intervalu [2;_1,x;] do souttu S(D2, f) jest

Z M (2 — zx-1)| < Z h(zk — zp—1) = h(zs — 2,) = h(x; — xi—1) < hv(D) < hd.
k=r+4+1 k=r+1

Absolutni hodnota piispévki viech intervala 2. druhu k S(Da, f) je tedy < hdp.
Odtud plyne, 7e S(D, f) — S(Da, f) < 2h0p = % neboli S(D, f) < S(Da, f) + 5.
Podle 3.2.3.2 je S(D2, f) < S(D1, f) a tedy

S(D.f) < S(Do, f)+5 < S(D1. )+ 5 < [ fla)de+ =+,

s \\@

| ™
| ™

coZ je pomocné tvrzeni.

nyni € € R, € > 0 libovolné. Podle pomocného tvrzeni existuje § € R, § > 0 takové, ze pro kazdé

D € 9([a, b)), v(D) < § plati

b

S(D, f) < /f(:c)d:v—i—s.

Ponévadz

plati



Ponévadz posloupnost {D,,} je nulova, k 6 > 0 existuje ng € N takové, ze pro n > ng plati v(D,,) < 4. To

znamend, ze pro n > ng plati
b

S(Dn,f)—/f(:c)da: <e,
neboli

n—oo

b
lim S(D,, f) :/f(:z:)d:c

Analogicky dokézeme

Je-li f integrabilni na [a, b], je

takze

lim S(Dy, f) = lim s(Dy, f) = /f

n—roo

Posledni tvrzeni véty nyni plyne z nerovnosti s(D, f) < o(D, f,Z) < S(D, f) az 1.3.7. O

3.2.10 Véta (Nutna a dostatedna podminka integrability)

Funkce f je na [a,b] integrabilni pravé tehdy, kdyz ke kazdému e € R, ¢ > 0 existuje D € ¥([a, b]) takové, ze
S(va)_S(va) <e.

D.: =: Necht f je integrabilni. Budte ¢ > 0 libovolné a {D,}2, C 9¥([a,b]) libovolna nulova. Podle 3.2.9
existuje ng € N, zZe

b b
s(Duge ) = [ H@ds| < 5. |SDupof) = [ Flopia| < 5.
Tedy pro D, plati
S(Dnoaf)_S(Dnoaf) = |S(Dn07f)_S(Dnmf)| <
b b
< |s0nn) - [ s+ [ fa)e - s(Da 1] <
< E + E B a a
272 T ©
<: Nechf je podminka splnéna. Bud € > 0 a D € ¥([a, b]) takové déleni, ze S(d, f) — s(D, f) <e
Protoze
b b
/f()da:<SDf / 2)dz > s(D, f),
plati

b

if(a:)d:c— /f(:c)d:z: <e.

a
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Ponévadz ¢ je libovolné, je mozno posledni nerovnost splnit pouze tehdy, kdyz

7 f(a)da < /b f(@)da.

Ponévadz opacné nerovnost plati podle 3.2.5 vzdy, jest

f(:v)dx:/f(gc)d:v

s \\@

a f je integrabilni. [J

3.2.11 Véta

Je-li funkce f monotonni na [a, b], pak je na tomto intervalu integrabilni.

D.: Necht pro urcitost je f na [a,b] neklesajici.
Je-li f(a) = f(b), je f na [a, b] konstantni a podle 3.2.7.1 je integrabilni.

Necht f(a) < f(b). Bud € > 0 libovolné a D = {xg,z1,...,2,} € 9([a,b]) takové, ze v(D) < m.
m; =inf{f(z): = € [zi—1, @]} = f(wi1), M;=sup{f(z): z € [xi—1, 2]} = f(z:), tedy
S(D,f)=s(D,f) = 3 Ffl@a)(wi—wia) = 3 fl@i) (@i = wi1) =
= D (fl@) = flei) @ —zi1) < > _(fl@:) = fl@i)v(D) =
i=1 i=1
= v(D)(f(21) — f(zo) + f(z2) — f(21) + f(@n) — f(zn-1)) =
= v(D)(f(zn) — f(z0)) = v(D)(f(b) — f(a)) = (f(0) = f(a)) =

Podle 3.2.10 je f integrabilni na [a,b]. O

3.2.12 Véta

Je-li funkce f spojita na [a, b], pak je na tomto intervalu integrabilni.

D.: Bud f spojitd a e > 0 libovolné. Podle 1.7.20 je f na [a, b] spojita stejnomérné, tedy k bi > () existuje
—a

€
b—a’

d > 0 takové, ze pro z,y € [a,b], |t —y| <0 je |f(x) — f(y)] <
Bud D = {zg,z1,...,2,} € ¥([a,b]), v(D) <6,

m; = inf{f(z): z € [zi—1, 2]},

M; =sup{f(x): © € [x;—1, ]}
Podle 1.7.12 existuji y; € [xi—1, 2], 2 € [wi—1, ;] takove, Ze f(y;) = m,, f(z) = M;.
Dale |y; — z;| < d atedy f(z) — f(yi) = M; —m; < A . Odtud

—Qa

n

S, f)=s(D.f) = Zf(zi)(xi_xifl)_Zf(yi)(xi_xifl) = Z(f(zi)—f(yi))(:ri—xiq) <

i=1

£ — €
< b_a;(:vi—xi_l) = b—a(b_a) = ¢

a podle 3.2.10 je f integrabilni na [a,b]. O
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3.2.13 Definice

Mnozina M C R se nazyva nulovd, jestlize ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje konecny pocet otevienych intervala

(CLl, bl), (CLQ, bg), ey (an, bn) takovjrch, 7e Z (bl — ai) <E€a M g (al, bl) U (CLQ, bg) J---u (an, bn)
i=1

Plati

o Kazd4 kone¢nad mnozina je nulova.

e Sjednoceni kone¢né mnoha nulovych mnozin je nulovad mnozina.
e Mnozina ¢lenii konvergentni posloupnosti je nulova.

e Mnozina ¢lenii posloupnosti, kterd ma kone¢ny pocet hromadnych bodii, je nulova.

3.2.14 Véta
Je-li mnoZina boda nespojitosti funkce f na intervalu [a, b] nulova, pak je f integrabilni na [a, b].

D.: Bude proveden pozdégji (3.3.15). O

1 1
Y o | 9 2071127"'
Priklad: [a,b] = { 2n+1 2n] "
1
2

Mnozina bodu nespojitosti M = NS N tvoii konvergentni posloupnost. Je to tedy nulova mnozina, coz

znamend, Ze f je integrabilni na [0, 1]. (Plati ff = %)

3.2.15 Véta (Leibnizova [1646 — 1716] — Newtonova [1642 — 1727] formule)

Necht funkce f je integrabilni na [a,b] a necht funkce F' je spojita na [a,b] a na (a,b) primitivni k f. Pak

b
/f(a:)d:c = F(b) — F(a).

D.: Bud D = {xo,21,...,2,} € ¥(a,b]). F spliuje na [x;_1,x;] predpoklady 2.3.3. Existuje tedy & €
(ZCifl, 1171) takové, 7e F(ZCZ) - F(.Iifl) = F’(fz)(xz - Iifl) = f(&)(xz — Iifl).
Oznatme = = {&1, &9, ... &y} Pak

n n

o(D,,E) =Y f(&) (i —wi1) = Y (F(w:) = Fzi1)) = F(b) = F(a).

=1 i=1

To znamena: Pro libovolné D € ¥([a, b]) existuje vybér representanti = takovy, ze o(D, f,E) = F(b)—F(a).
Bud nyni {D,}52, libovolna nulova posloupnost déleni intervalu [a,b]. Ke kazdému D,, existuje vybér
representant Z,, takovy, ze o(D,,, f,Z,) = F(b) — F(a). Podle 3.2.9 je

b

/f(:c)da: = lim o(Dy, f,Z,) = F(b) — F(a).

n—roo
a

O

Budeme pouzivat oznaceni [F(z)]® = F(b) — F(a).

a
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3.2.16 Poznamka
Je-li funkce G spojita na [a,b] a na (a,b) primitivni k f, pak podle 3.1.5 je G(x) = F(x) 4 ¢ a tedy
[G()]y = [F(x) + g = (F(b) + ¢) = (F(a) + ¢) = F(b) — F(a) = [F(x)];,.

To znamend, ze formule z véty 3.2.15 nezévisi na vybéru primitivni funkce.

3.2.17 Prtiklad

1
/:v2 arctg xdx
0
22 arctg je na [0, 1] spojitd, tedy podle 3.2.12 integrabilni.
3 1 2
% arctgx + G In(z?+1) — % je primitivni k 22 arctg z a na [0, 1] spojita. Tedy
/ 3 1 210 1 11
/:c2 arctgxdr = % arctgx + 61n(:1:2 +1) - %L = garctgl + 61112 5 glnl =
0
1r 1 1 1
= ST w22 = —(r—2+In2).
31t T pno2td)

3.2.18 Definice

f{ekneme, ze funkce f definovana na (a,b) je na tomto intervalu integrace schopna (integrovatelnd, integrabilni)
v Newtonove smyslu, jestlize existuje funkce F' spojita na [a,b] a primitivni k f na (a,b).
V tomto piipadé definujeme jeji Newtoniv integrdl

b
/f(:v)dx = F(b) — F(a).

Véta 3.2.15 fik4, Ze je-li funkce f integrabilni na [a,b] v Riemannové i v Newtonové smyslu, pak se jeji
Riemanntiv a Newtoniiv integral rovnaji.

3.2.19 Poznamky

1. Integrace ,per partes* pro urcité integraly:

2. Substitu¢ni metoda pro urcité integraly:

b »(b)
/fw@mﬂmm::/f@w
a w(a)

b ¢ 1 (b)
/ﬂ@m: / () (bt
a o)

3.3 Vlastnosti Riemannova integralu

V celém odstavci bude pojem ,integrabilni funkce® znamenat funkei integrace schopnou v Riemannové smyslu.
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3.3.1 Véta
Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a,b], ¢,d € R, ¢ < f(x) < d pro kazdé x € [a, b]. Pak

b

c¢(b—a) < /f(a:)d:c <d(b—a).

a

D.: Plyne z 3.2.5, nebot ¢ < inf{f(x): = € [a,b]}, d > sup{f(z) : = € [a,b]}. O

3.3.2 Ddsledky

1. Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a, b]. Jestlize f(z) > 0 pro kazdé z € [a, ], pak
b
/ f(z)dz > 0.

2. Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a,b]. Jestlize | f(z)| < ¢ pro kazdé = € [a, ], pak

b

/f(x)da: <eclb—a).

a

D.: Plyne z nerovnosti —c¢(b —a) <

8 —

f(z)dz <e(b—a). O

3.3.3 Vé&ta (aditivita vzhledem k integrovanym funkcim)

Necht f a g jsou funkce integrabilni na intervalu [a,b]. Pak je i funkce f + g integrabilni na intervalu [a,b] a
plati

b

/ (f(z) + g(z))dz = /b f(x)dz + /b g(z)dz.

a

D.: Bud D = {zg,x1,22,...,2,} € ¥([a,b]) libovolné a oznatme
m; = inf{f(x) : © € [zi—1,2]}, ni =inf{g(x) : = € [xi_1, 2]}, pi = nf{f(x) +g(z): © € [wi1, ]}
Na intervalu [z;_1, ;] plati m; + n; < f(z) + g(x) a tedy m; + n; < p;, coZ znamena, Ze
mi(x; — zi—1) + ni(x; — zi—1) < pilr — zi-1).
Se¢tenim téchto nerovnosti pro i od 1 do n dostaneme s(D, f) + s(D, g) < s(D, f + g).
Bud nyni {D,}22, libovolna nulova posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak plati
$(Dn, f)+ $(Dp,g) < s(Dy, f +g) alimitnim pfechodem n — oo dostaneme podle 3.2.9, 1.3.5.1 a 1.3.6.2

b b

/f(w)d:v+/g(:v)dx < /b(f(:v) + g(x))dz.

a a

Analogicky odvodime
b
JU@ + 9@tz < [ e+ [ gwps.
Z téchto nerovnosti plyne tvrzeni. [
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3.3.4 Véta (homogenita vzhledem k integrovanym funkcim)

Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a, b] a ¢ € R. Pak funkce c¢f je integrabilni na intervalu [a, b] a plati

b b
/cf(x)dxzc/f(x)d:v.

D.: Necht D = {zg, 1, %2,...,2,} € ¥([a,b]) libovolné a oznaéme

m; = inf{f(x): € [r;_1, 2]}, M; =sup{f(x): x € [r;_1, 2]},
n; = inf{cf(z): © € [x;—1, 2]}, Ny =sup{ef(x): © € [wi—1,mi]}.

Pro ¢ =0 je tvrzeni zfejmé.
Necht ¢ > 0. Pak je n; = em;, N; = cM,; a tedy s(D,cf) = cs(D, f), S(D,cf) =cS(D, f).
Pro libovolnou nulovou {D,}52; C ¥([a, b]) plati:

n—00

cf(x)dx = lim s(Dy,cf) = cnli_)rrgo $(Dp, f) = cjzf(gc)d:v,

S el —

cf(x)dax = lim S(D,,cf) :cnli_{r;OS(Dn,f) :cjzf(x)dac,

n—r00

z ¢ehoz plyne tvrzeni.
Necht ¢ < 0. Pak n; = cM;, N; = cm; atedy s(D,cf) = cS(D, f), S(D,cf) = cs(D, f) a dikaz dokon¢ime
s vyuzitim nulové posloupnosti {D,, }>°; C 9¥([a,d]). O

3.3.5 Diisledek (linearita Riemannova integralu)

Necht f1, fo,..., fn jsou funkce integrabilni na intervalu [a,b] a ¢1,ca, ..., ¢, € R. Pak je funkce
cf1 + cafo+ -+ enfrn integrabilni na intervalu [a, b] a plati

b b b b
J@n@ +eap@) + ot eta@de = [ A@ds e [+ ten [ fue)ds.
3.3.6 Véta (monotonie vzhledem k integrovanym funkcim)

Necht f a g jsou funkce integrabilni na intervalu [a, b]. Jestlize pro kazdé = € [a,b] plati f(z) < g(x), pak

/a  flayar < / e

D.: Proz € [a,b] je g(z) — f(z) > 0 a tedy podle 3.3.2.1 a 3.3.5 je
b b b
0< [(9(x) = f(2))dz = [g(z)de — [ f(2)de. O

3.3.7 Véta

Necht funkce f a g jsou integrabilni na intervalu [a, b]. Pak je také funkce fg integrabilni na intervalu [a, b].

D.: Necht nejprve f(z) >0, g(x) > 0 pro x € [a,b].
Ponévadz funkce f a g jsou integrabilni, jsou ohraniené a tedy existuje k € R, k£ > 0 takové, ze
f(@) <k, g(x) <k prox € [a,b].
Bud £ € R, € > 0 libovolné. K ¢islu % > 0 existuji podle 3.2.10 déleni Dy, D5 intervalu [a,b] takova. ze

S(D1. J) = (D1, f) < 77, S(D2.9) = s(Da )

Polozme D = {ZC(), Lly--- ,In} = Dl U DQ.
Podle 3.2.3.2 plati s(D1, f) < s(D, f), S(D1, f) > S(D, f) a tedy

<=
2k
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S(va)_S(va) < S(Dlaf)_S(Dlaf)
Obdobné: S(D,g) — s(D,g) < =

<=
2k

Oznacme 2k
m; = inf{f(z): © € [zi—1, x]}, M; = sup{f(z) : © € [zi—1, wi]},
n; = inf{g(z) : x € [z;_1, 4]}, N; =sup{g(z) : x € [zi—1, 4]},

pi =inf{f(x)g(®) : @ € [xi—1, @]}, P =sup{f(z)g(x): @ € [xi—1,zi]}.
Na intervalu [x;—1, ;] plati 0 < m; < f(z) < M;, 0 <n; < g(x) < N; a tedy mn; < f(z)g(x) < M;N,.
Odtud dale plyne m;n; S Di S Pl S MlNl, neboli H — Di S MlNl —m;n; = J\/vl(]\fZ — ml) + 7’TL1(.7VZ — nl)
Ponévadz N; < k, m; < k, plati P, — p; < k((M; — m;) + (N; — n;)). Posledni nerovnost vynasobime
(z; — x;—1) a takto vzniklé nerovnosti se¢teme pro i = 1,2, ..., n. Dostaneme:

S(D, fg) = s(D. fg) < K(S(D, f) = s(D, f) + S(D.g) = s(D.g) < k (57 + 57) =<

Podle 3.2.10 je funkce fg integrabilni.
Necht nyni jsou f, g libovolné. Opét existuje k € R, ze f(z) <k, g(z) < k pro x € [a, b].
Podle 3.3.5 jsou funkce k — f(x) > 0, k — g(x) > 0 integrabilni a podle prvni ¢asti dikazu je integrabilni
i funkce h(x) = (k — f(x))(k — g(x)).
Ponévadz f(z)g(x) = h(x) +kf(z) +kg(x) — k2, je funkce fg podle 3.3.5 integrabilni na intervalu [a, b]. O

3.3.8 Véta

Necht funkce f a g jsou integrabilni na intervalu [a, b]. Je=1i |g(x)| > ¢ > 0 pro z € [a, ], pak je také funkce g

integrabilni na intervalu [a, b].

D.:

Necht g(x) > ¢ > 0 pro x € [a, b].
Bud ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. K ¢islu c¢?e > 0 existuje podle 3.2.10 takové D = {zg,z1,...,2,} € I([a,b]),
7e S(D,g) —s(D,g) < c%.

Oznatme
m; = inf{g(z) : © € [x;-1, ]}, M; =sup{g(z) : = € [x;-1, ]},
1 1
n; =inf{ —— : x € [r; 1,14 }, N; —sup{—x € lxi_1,x; }
{g(:v) [ ] 9(x) [ ]
1 1
Plati n, = —, N; = —, m; > ¢, M; > c. Odtud dostaneme
M; m;
1 1 Ml — my 1
Ni—nij=—— —=——— < 5 (M; —m;).
" my Ml mlMZ CQ( m )
Tyto nerovnice vynasobime (z; — x;_1) a se¢teme pro i = 1,2,...,n. Dostaneme
1 1 1

1
Podle 3.2.10 je funkce p integrabilni na [a, b].
1
Je-li g(x) < —e < 0 pro z € [a, b], je podle prvni ¢asti dikazu funkce —— integrabilni na [a, b] a tedy podle
g
1
3.3.4 je také p integrabilni na [a, b].

1
Tvrzeni véty je nyni disledkem 3.3.7, nebot i =f-.0
g

9

Poznamka: Predpoklad |g(x)] > ¢ > 0 nelze obecné nahradit slabsim predpokladem |g(x)| > 0, nebot

v takovém pripadé funkce = nemusi byt ohranicena.

g je integrabilni na [0, 1] podle 3.2.14, —= =

Napft.: [a,b] = [0,1], f(z) =1, g(z) = {

1
— 1
1 (@) 2 € (0.1 neni ohranicenA.

g(l‘) =0



3.3.9 Véta

Je-li funkce f integrabilni na intervalu [a, b], pak také funkce |f| je integrabilni na intervalu [a, b] a plati

ale

jﬂmm:gjuuwm.

Bud ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Existuje D = {zg,z1,...,2,} € ¥([a,b]) takové, ze S(D, f) — s(D, f) < e.
Ozna¢me

m; =1inf{f(x): z € [vi=1, 2]}, M; =sup{f(x): € [zi—1, 3]},

n; = inf{|f(x)] : © € [xi—1, 2]}, Ni=sup{|f(z)|: = € [zi_1, 2]}
Budte z,y € [x;—1, ;). Pak [ f(x)|—|f(y)| < |f(z)—f(y)| < M;—m,;. Odtud plyne, Ze pro pevné zvolené y je
If(2)] < |f(y)|+M;—m;. Z vlastnosti suprema plyne N; < |f(y)|+M;—m;, neboli | f(y)| > N;— (M; —m;).
Z vlastnosti infima nyni plyne n; > N; — (M; —m;), neboli N; —n; < M; —m,.
Posledni nerovnice vynasobime (x; — x;—1) a setteme pies i = 1,2,...,n.
Dostaneme S(D,|f]) — s(D,|f]) < S(D, f) — s(D, f) < € a podle 3.2.10 je funkce |f| integrabilni.
Déle pro z € [a,b] plati f(z) < |f(x)], —f(z) < |f(x)] a tedy podle 3.3.6

/bf(év)dw < /blf(év)ldéva —/bf(ﬂc)d:v < /blf(év)ld:v,

COZ znamena
b b

—/U@MmS/ﬂWMSjU@ML

a

a to je nerovnost v tvrzeni véty. [

Poznamka: Obracené tvrzeni neplatf. Napi. pro f(z) = x(z) — 1 je |f(x)| = 3, coZ je funkce integrabilni,

<

_Jﬂ@m.

DO |
DO |

jﬂ@m——
0

(Sr. 3.2.7)

3.3.10 Véta (1. véta o stfedni hodnoté& integralniho poctu)

Necht funkce f a g jsou integrabilni na intervalu [a,b], g(x) > 0 pro = € [a,b], m = inf{f(z) : = € [a,b]},
M =sup{f(z): x € [a,b]}. Pak existuje u € [m, M| takové, ze

D.:

/bf(fv)g(iv)dw = u/bg(:v)dx.

Ponévadz m < f(z) < M a g(x) > 0, plati mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z) a tedy podle 3.3.6 a 3.3.4 je
b b b
m/g(x)d:z: < /f(x)g(:c)d:z: < M/g(:c)d:z:.

b
Je-li [ g(xz)dz = 0, pak podle 3.3.6 a 3.3.4 je



b
a tedy [ f(x)g(z)dz = 0. Rovnost v tvrzeni véty je splnéna pro libovolné p € R.
a

b
Je-li [ g(x)dz > 0, polozime

J f(z)g(z)dz

p= "
af g(x)dz
Pak
b b b b
m [g(z)dz [ f(z)g(z)dz [ f(@)g(z)dz M [g(z)dz
m=- ST =p=" < =M
[ g(z)dz [ g(z)dz [ g(z)dz [ g(z)dz
[l

3.3.11 Dasledky

1. Necht funkce f je navic spojita. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, Ze

/}umquzﬂ@jg@mw

a
D.: plynez 1.7.15. O
2. Necht m a M maji stejny vyznam jako v 3.3.10. Pak existuje u € [m, M| takoveé, ze

b

[ f@ide = o~ a).

D.: volbou g(z) =1.0

3. Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Pak existuje ¢ € [a, b] takoveé, ze
b
[ @it = 00~ a).

3.3.12 Véta (aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru)
Necht a,b,c € R, a < b < ¢ a f je ohranitena funkce definovana na [a, ¢|. Pak plati

c

/c f2)dz = /b Fz)de + / f(z)da, / f(z)dz = /b f(z)dz + / f(z)da.
a a 7 a a

b

Je-li funkce f integrabilni na [a,b] i na [a, ¢], pak je integrabilni i na [a, ¢] a plati

jf($)d$=/bf(x)dx+jf(x)dx.
a o b

D.: Necht {D]} je nulova posloupnost déleni intervalu [a,b] a {D!} je nulova posloupnost déleni intervalu
[b, c]. Pro kazdé n € N polozme D,, = D], U D?.
Pak je D,, € ¥([a,b]), v(Dy) = max{v(D,),v(D))}. Tedy ILm v(D,) = 0, neboli {D,}>2 je nulova
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posloupnost déleni intervalu [a, c|.

Déle s(Dy, ) = s(DL, f)+s(DY, f), S(Dy, f) = S(D.,, f)+S(D., f), z ¢ehoz limitnim pfechodem n — oo
s vyuzitim 3.2.9 dostaneme prvni tvrzeni.

Je-li funkce f integrabilni na intervalech [a,b] a [b, ], plati

jf(x)dxzjf(w)dx+/f(x)dx:/cf(gc)dx’
a ) / J

coz je druhé tvrzeni. [

3.3.13 Poznamky

1. Druhé tvrzeni véty 3.3.12 neplati pro Newtoniv integral.

Napi:a=-1,b=0, c=1, f(z) =sgnz.

2. Vétu 3.3.12 lze indukci zobecnit na libovolny kone¢ny pocet intervali:

Jsou-li ay,aq,...,a, € R takova, ze a; < a2 < --- < a, a funkce f je integrabilni na kazdém intervalu
[ai—1,a;],1=2,3...,n, pak je f integrabilni i na intervalu [a1,a,] a plati

Zf(x)d:v = ; al[ f(z)dx.

Analogické tvrzeni plati pro horni a dolni integral.

3.3.14 Véta (monotonie vzhledem k integra¢nimu oboru)

Necht funkce f je integrabilni na intervalu [a, b] a necht [¢,d] C (a,b). Pak je f integrabilni i na intervalu [c, d].

D.:

Necht {D],}, resp. {D!'}, resp. {D!"} je nulova posloupnost déleni intervalu [a, ], resp. [c, d], resp. [d, b].
Pro kazdé n € N polozme D,, = D] U D! UD.".

Pak je {D,,}2°; nulova posloupnost déleni intervalu [a,b] a plati

(Do £) = 5(Dp, f) + (D) + $(DL), S(Do, ) = S(D, 1)+ S(DL) + S(DI).

Odtud dostaneme limitnim pifechodem n — oo s vyuzitim 3.2.9

/b Fo)dz = / f(z)dz + /d f(@)dz + /b Fa)da, / Fla)dz = / Fla)da + / f(z)dz + /b fa)dz,
a a T a d

d a

Odeétenim téchto rovnosti dostaneme

0= / F(@)de — / F)de | + /d F)da — /d F)de | + /b Fla)de — / F(@)de
a a c c d

Ponévadz vsechny séitance jsou nezaporné, musi byt nulové. Zejména
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3.3.15 Dikaz véty 3.2.14

D.: Bud € € R, € > 0 libovolné.
Ponévadz funkce f je na intervalu [a, b] ohranifend, existuje k € R, k > 0 takove, ze —k < f(z) < k pro
kazdé z € [a, b)].
Bud M mnozina bodt nespojitosti funkce f. Ponévadz je tato mnoZzina nulova, existuji

1,09, ...,0n,b1,00,....b, ERa< a1 <by <as<by<---<a,<b,<b
takove, ze M C (a1,b1) U (az,b2) U+ U (an,by) a > (b —a;) < %
i=1
Predpokladejme, ze a < ai, b, < b. (V opa¢ném piipadé bychom provedli analogické uvahy.)
Na kazdém z intervali [a,a1], [b1,a2], ..., [bn—1,an], [bn,b] je funkce f spojitd a tedy podle 3.2.12
integrabilni.
Na kazdém intervalu (a1,b1), (a2,b2), ---, (an,b,) podle 3.2.5 plati

1',

b;
k(b; — a;) g/ S/f o < k(b; —a;), i=1,2,...,n

a;

Podle 3.3.13.2 je

b ay b n_1 %it1 " b;
f)dz = [ flx)de+ [ f(z)de+ f(z)dz + f(z)dz >
[ = [ e [ e
ai b no1 %i+1 n
> /f(x)dx—i—/f(x)dx—i—z f(gc)dac—kZ(bZ —a;) >
a by i=1 by i=1
ai b n—1 %it1
> /f(:z:)dx—l—/f(:c)dx—i— Zl f(z)dz — kz% =
a bn =L
ay b n—1 %it1
= /f(a:)d:c + /f(:c)da: + Zl f(z)dz — g .
a by = b;
Analogicky ukazeme, ze
b ai b n_1 i+l
f(x)dz < | f(z)dz+ [ f(x)dx+ flx)da + =
Jro < o o5 e

Odtud

Ponévadz € > 0 bylo libovolné, je

s \\o—

~

=

S~—

o,

K

|
Sle—_ _. 2l

—~

=

S—

o,

&

O

3.3.16 Véta

Necht f, g jsou ohranicené funkce na intervalu [a, b] a necht mnozina M = {z € [a,b] : f(z) # g(x)} je nulova.
Je-li jedna z funkci f, g integrabilni na [a, b], je integrabilni i druhd z nich a plati



D.: Necht funkce f je integrabilni a bud ¢ € R, ¢ > 0 libovolné.
Bud k € R, k > 0 takové, ze —k < g(z) < k pro x € [a, b]
Ponévadz M je nulova, existuji a < ay < b1 < as < by < - < ap < b, <btakove, ze

M C (al,bl) (ag,bg) - U (an,bn), zzl(b al) < 2]{3

Podle 3.3.14 je funkce f na kazdém z intervali [a, a1], [b1, as], [b2,as], . .., [bn, b] integrabilni.
Na kazdém z téchto intervali jsou funkce f, g shodné, tedy i g je na nich integrabilni a plati

7f (z)dz = 79(x)dx, / f(z)de = 79(;5)(1%
4 - J /

Na kazdém z intervalu [a;, b;] plati

g(x)dx.

—
=
5
S—
[oN
8
Il
o
3 \@

bi

b; b
k(b; — a;) g/ dxﬁ/g(a:)dzcgk(bi—ai).

Analogicky jako v ditkazu véty 3.2.14 ukizeme

+1

/bg )z > /f d:z:—l—/ dx+2] T-,

bn

b b @it1
9
)d )d x)d x)de + =
/ (x)dz < /f a:—i—/ x—i—Z/ x—|—2,
a by i

z ¢ehoz opét vyplyne

V dusledku véty 3.3.16 neni pfi avahéch o Riemannovu integralu nutné predpokladat, ze ohranicena funkce
je definovana na celém intervalu [a, b]. Stagi, je-li definované na [a,b] s vyjimkou nulové mnoZiny. Zejména lze
tedy hovofit o funkci integrabilni na otevieném intervalu (a,b).

3.4 Integral jako funkce horni meze

3.4.1 TUmluva

Necht a € R a funkce f je definovana v a (tj. a € Dom f). Pak klademe [ f(z)dz = 0.

b
Necht a,b € R, a > b a necht funkce f je integrabilni na intervalu [b, a]. Pak klademe [ f(z)dz = — [ f(z)dz.

Snadno ovéfime, ze pii této rozsifené definici zustavaji v platnosti vSechna tvrzeni piedchoziho odstavce.

Necht’ funkce f je integrabilni na [a,b] a z € [a,b]. Podle 3.3.14 je funkce f integrabilni na [a,z]. Funkci

f f(#)dt definovanou na [a, b] nazyvame integrdl joko funkce horni meze.
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3.4.2 Véta

Necht funkce f je integrabilni na [a, b]. Pak je funkce F(z) = [ f(t)dt spojita na [a, b].

a

D.: Bud z € [a,b], € > 0 libovolné.
Ponévadz f je integrabilni, je ohranic¢ena a tedy existuje ¢ € R takové, ze | f(z)| < ¢ pro x € [a,b].

Polozme § = —.
c
Bud = € [a,b] N (xo — 0, 9 + 9) libovolny. Pak

F(zo) - F(@)] = Tﬂww—ffth—|fﬂww
(Prvni nerovnost plyne z 3.3.2.2) O

§|:1:—x0|c<5c:ic:€.
c

3.4.3 Véta

x

Necht je funkce f integrabilnf na [a,b] a spojitd v zo € [a,b]. Pak funkce F(z) = [ f(t)dt méa derivaci v z a
plati F'(z¢) = f(xo).

V piipad€ xp = a nebo xy = b se jedna o piislusnou jednostrannou derivaci.

D.: Bud ¢ > 0 libovolné. Ponévadz f je spojita v xg, k g > 0 existuje § > 0 takové, ze pro

a € (xo — 8,20 + 8) N [a, b] plati | f(z) — f(ao)| < %
Tedy pro x # xg, x € (xg — 0,20 + ) N [a, b] plati

PO P00 | = | [ [ s [ 5o | - L2 —0)
Tr — X T — X9 J J T — X

1 T xT

= | | [ rwat= [ rtana || -
1 T

— | [0 e <
1 [ 1 [e

< =m0l I/|f(f)—f(f€o)|dt = =m0l I/§dt =
1 €

= |x_$||:c x0|§ < €

3.4.4 Dusledek

Je-li funkce f spojita na [a,b], pak F(x) = [ f(x)dt ma na [a,b] derivaci a plati F’'(z) = f(z).

a

Bud f integrabilni na [a, b], ¢ € [a, b] libovolny, pevné zvoleny bod. Funkce f je na intervalu s krajnimi body
¢, x € [a,b] (tj. na intervalu [¢,x] pro > ¢ nebo [z,c] pro x < ¢) podle 3.3.14 integrabilni. Lze tedy definovat

funkci F(z) = [ f(t)dt.
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3.4.5 Poznamka

8

Necht f je funkce integrabilni na [a,b] a ¢ € [a, b]. Pak je funkce F(x) = [ f(t)dt spojita na [a, b].

Qe

Je-li funkce f spojita v bodé zg € [a,b], méa funkce F' = [ f(t)dt v tomto bodé derivaci a plati F'(zo) = f(zo).

C

x

D.: Podle 3.4.1 2 3.3.12 je ff(t)dt = [ft)dt — j"f(t)dt.

a
C

f f(t)dt je konstanta, tedy spojita funkce majici nulovou derivaci. Tvrzeni nyni plyne z 3.4.2 a z 3.4.3. O

a

3.4.6 Véta (o existenci primitivni funkce)
K funkci f spojité na intervalu J existuje na tomto intervalu funkce primitivni.
D.: Je-li interval J uzavieny, plyne tvrzeni z 3.4.4.

Necht J neni uzavieny. Zvolme pevné ¢ € J a polozme F(z) = f'f(t)dt.

F je definovana na celém J, nebot pro x € J je funkce f spojita na uzavieném intervalu s krajnimi body
c a z a tedy podle 3.2.12 integrabilni.

Bud =z € J libovolny. Zvolme a,b € J, a < min{c,z9}, b > max{c, zo}.

Pak ¢ € [a,b], xo € [a,b] a f je spojita na [a,b]. Podle 3.4.5 tedy plati F'(x¢) = f(zo)-

Ponévad? o € J byl libovolny, plati F'(z¢) = f(x¢) pro kazdé z € J. O

b
Je-li f integrabilni funkce na [a, b], lze analogicky uvazovat integral jako funkci dolni meze G(x) = [ f(t)dt,

nebo obecndji G(z) = [ f(t)dt pro ¢ € [a, b].

x

3.4.7 Poznamka
Necht funkce f je integrabilni na [a, b], ¢ € [a,b]. Pak je funkce G(z) = [ f(t)dt spojita na [a,b].

Je-li funkce f spojita v bodé x € [a, b], mé funkce G v tomto bodé derivaci a plati G'(xo) = —f (o).

3.5 Nevlastni integraly

b
V dosavadnich avahich o [ f(z)dz jsme predpokladali

(i) a,b € R, tj. interval (a,b) ma kone¢nou délku,
(ii) f je ohranicena na (a,b).

V tomto odstavci rozsifime pojem integralu na piipady, kdy néktery z téchto predpokladi neni splnén. V takovém
piipadé mluvime o nevlastnich integrdalech.

Nejdiive budeme uvazovat nesplnéni prvnfho pfedpokladu.

3.5.1 Definice

Necht a € R a f je funkce definovana na [a, 00), ktera je integrabilni na kazdém intervalu [a, b], kde b > a, b € R.
t

Polozme F(t) = [ f(z)dx.

(oo}

Existuje-li vlastni limita tlim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral [ f(z)dz konverguje a klademe
— 00 a
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[ )

dz = tli)ngo E(t).

Neexistuje-li vlastni limita tlim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral f f(z)dz diverguge.

— 00 a

Analogicky definujeme konvergenci nevlastniho integralu f f(x)dx, a € R.

— 00

J e-li funkce f definovana na R a integrabilni na kazdém uzavieném intervalu, pak pravime, Ze nevlastni{ integral

f f(x)dx konverguje, jestlize pro néjaké a € R konverguji nevlastni integraly f flx)dz a f f(z)dx a klademe

1.

f f(@)dz = [ f(zx)dz+ [ f(z)da.
3.5.2 Priklady
¢ dx
—, keR
[ e
tda 1] 1 1 ks
k#£1: F(t)= | — = = -1 lim F(t) =< k-1’
7 ®) ‘1[:17’“ [—k—i—l:z:kl}l 1—k<tk1 )7ti>r§o (*) ~o k<1
k=1: F(t):ftd—gcz[lnx]tzlnt—lnl lim F(t) =
’ 1 L T to0
e d
Tedy f —if konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1.
1T
[e*dz, ke R
0
t —kxt 1 —kt l
kE#0: F(t)—fek””d:r—{—e ] - ° , lim F(t) =4 k’ >0
0 kolg Kk ko tmoe 0o, k<0

~

k=0: F(t)= [dz =t lim F(t)=
0 t—o0

Tedy [ e~ **dx konverguje pro k > 0 a diverguje pro k < 0.
0

li tgzlh = li tgt =%
tggo[arcgzzr]o Jim arctg 5

— = i 0_ 1 _ _
a2 = farctgaly = lim (—arctg?)

t 00
F(t) = [cosadx = [sinz]) = sint, lim F(t) neexistuje, [ coszdx diverguje.
t—o0 0

n, r=necN
0, z¢N

f(z)dz, kde f(x) = {

ff Ydx = 0, tedyff )dz = 0.

Nevlastm integral muze konvergovat i kdyz je integrovana funkce neohranicena.
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V tvrzenich 3.5.3 — 3.5.8 budeme piedpokladat, ze viechny uvazované funkce jsou definovany na [a, 00), a € R
a integrabilni na [a, b] pro kazdé b > a.

o0
Tato tvrzeni se tykaji integrali typu [ f(z)dz. Po prislusné apravé predpokladi vsak plati i pro integraly
a

typu _f flx)da

3.5.3 Vé&ta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium)

Integral f f(z)dz konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému £ > 0 existuje 2y > a takove, Ze pro kazda dvé

ti,to € R, t1 > xp, to > xg platl <E.

ff Ydw

t1

D.: Plynez 1.6.6. O

3.5.4 Véta (Srovnavaci kriterium)
Necht na intervalu [a, c0) plati 0 < f(x) < g(z).

Konverguje-li fg(:z:)dx, konverguje i ff(a:)d:c

Diverguje-li ff )dz, diverguje i fg

oo
D.: Necht f g(x)dx konverguje. Podle 3.5.3 existuje xg > a takové, ze pro kazda t1,t2 € R, t; > xq, ta > xg
a

f/gg(:v)dgc

t1

plati <e.

Volme oznadeni tak, ze t; < to. Pak podle 3.3.2.1 je fg Ydz >0, f f(z)dz > 0.

t1 ty

}gg(a:)d:c

t1

< e. (Prvni nerovnost plyne z 3.3.6)

f/gf(:c)d:r

t1

Podle 3.5.3 f f(x)dz konverguje.

Tedy

~ [ fa)as < (oo -

ty

Necht f f(x)dz diverguje. Podle prvni ¢4sti ditkazu nemuze f g(x)dx konvergovat. (]

3.5.5 Vé&ta (limitni srovnavaci kriterium)

f(x)

Necht funkce f, g jsou nezaporné na [a,b) a necht existuje lim ——= =c € R*.
z—00 g(x)

Je-li ¢ < 0o a konverguje-li [ g(z)dz, pak konverguje i [ f(z)da.

Je-li ¢ > 0 a diverguje-li [ g(z)dz, pak divergujei [ f(z)dx

D.: Necht ¢ < oo a [ g(z)dz konverguje.

/()

Bud e > 0 libovolné. Existuje xg € R, g > a takové, Ze pro x > xg plati ¢ — e < ﬂ < ¢+ ¢, neboli
g(x

1) < (c + £)g(a).

Z konvergence [ g(z)dx plyne konvergence [ g(x)dz a tedy i konvergence [(c+ €)g(x)dz. Odtud podle

Zo Zo
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3.5.4 plyne konvergence f f(x)dz a tedy i konvergence f flz

Zo

Necht ¢ > 0 a [ g(z)dz diverguje.

1
: g(CC) -, €<0o0
lim =—~ =< ¢ .
00 f(;p) 0, ¢=o0

Kdyby f f(z)dz konvergoval, pak by podle prvni ¢asti dikazu f g(x)da konvergoval. [J

3.5.6 Ddsledky
f(x)

1. Necht funkce f, g jsou nezaporné na [a,b). Jestlize lim @) = ¢ € (0,00), pak oba nevlastni integraly
z—oo g(x
[ f(@)dz a [ g(x)dx bud soutasné konverguji, nebo soucasné diverguji.

2. Bud f nezaporna funkce na intervalu [a, 00).

o Jestlize existuje k € R, k > 1 takové, ze Ile 2 f(r) < oo, pak f f(z)dz konverguje.

e Jestlize existuje k € R, k <1 takové, ze IILH;O ¥ f(x) > 0, pak aff(x)d:v diverguje.

o Jestlize existuje k € R, k > 0 takové, ze IILH;O ek f(r) < oo, pak ?f(x)d:v konverguje.

o Jestlize existuje k € R, k < 0 takové, ze IILH;O ek f(x) > 0, pak f f(z)dz diverguje.
D.: 3.5.5,35.2.1a3.5.22.01

3.5.7 Vé&ta (Nutna podminka konvergence nevlastniho integralu)
Necht [ f(z)dx konverguje a necht existuje ILm f(z) =ceR*. Pak ¢ = 0.

D.: Ptipustme ¢ > 0.
Podle definice limity existuji 9 > a a k > 0 takové, Ze pro z > xg je f( ) > k.

f kdx = hm k(t — zo) = co. Podle 3.5.4 diverguje f f(z)dx a tedy i f f(z)dx — spor.

xo xo
Moznost ¢ < 0 vylou¢ime analogicky. [J

Poznamka: Piedpoklad o existenci lim f(z) nelze obecné vynechat, jak ukazuje 3.5.2.5.
Tr—r 00

3.5.8 Véta

Konverguje-li [ |f(z)|dz, pak konvergujei [ f(z)dz

D.: Bud e > 0 libovolné. Podle 3.5.3 existuji g > a a t1,t2 > 2 takové, zZe

f |f ()|d

t1

< e. Volme t; < ts.

Pak x)|dz| < & (prvni nerovnost plati podle 3.3.9).

to to to
[ f@)de| < [1f(@)lde =

t1 tl t]
Tvrzeni nyni plyne z 3.5.3. J
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3.5.9 Definice

Necht [ je funkce definovana na [a,00) a mtegrabllm na [a,b] pro kazdé b > a. Rekneme, 7e nevlastni integral

f f(z)dz konverguje absolutné, jestlize konverguje f |f(x)|dx.

Poznamky:
e 7 3.5.8 plyne, Ze konverguje-li j f(x)dx absolutng, pak konverguje.

oo

e Je-li f nezaporna funkce na [a, 00) a integral [ f(x)dx konverguje, pak konverguje absolutné.

Nyni budeme uvazovat nesplnéni druhého z predpokladi uvedenych na zacatku odstavce.

3.5.10 Definice

Necht a,b € R, a < b a necht funkce f je definovana na [a,b). Rekneme, Ze b je singuldrni bod funkce f, jestlize
f neni ohranifend na [a,b) a pro kazdé § € (a,b) je integrabilni na [a, /3].

3.5.11 Definice
Necht f je funkce definovana na [a,b) a necht b je jejim singularnim bodem. Pro ¢ € [a,b) polozme

— [ fa)d
¢ b

Existuje-li vlastni lim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral [ f(z)dz konverguje a klademe

t—b— a

b

[ f(@)dz = lim F(t).

a t—b—

Neexistuje-li vlastni tlirl? F(t), fekneme, Ze nevlastni integral f f(x)dx diverguje.
—o= a

Analogicky definujeme singularni bod a pro funkci definovanou na intervalu (a, b] a konvergenci nebo diver-

b
genci nevlastniho integralu [ f(z)dz
3.5.12 Priklad
Ldz

f ,keER, k>0
0

k#1

1

117t 1 1 k<1
_[ k_l] - <1— k_l>, lim F()=d 1k " °
l—kab1|, ~ 1-k t 50+ o, b1

0-1%

=8 %

_ t _ — — 1 =
=[nz]} =Inl—Int Int, tl_l}Igl_‘_F(t)

Id
Tedy [ x—f konverguje pro k < 1 a diverguje pro k > 1.
0

b
Pro nevlastni integraly typu f f(x)da plati tvrzeni analogicka 3.5.3, 3.5.4, 3.5.5 a 3.5.8. Diikazy se provedou

shodnym zptisobem.

103



3.5.13 Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium)
b
Integral [ f(z)dz, kde b je singularni bod funkce f konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje

xo € [a,b) takové, Ze pro kazda dvé t1,ts € (x0,b) plati <e.

f f(z)da

3.5.14 Vé&ta (Srovnavaci kriterium)
Necht b je singularnim bodem funkce f i funkce g a necht na intervalu [a,b) plati 0 < f(x) < g(x).

b b
Konverguje-li [ g(x)dz, konverguje i [ f(z)dz.

b b
Diverguje-li [ f(x)dz, diverguje i [ g(z)dz.

3.5.15 Véta (limitni srovnavaci kriterium)

Necht b je singularnim bodem funkce f i funkce g, funkce f, g jsou nezaporné na [a,b) a necht existuje

. fl@) .
zlgilfw_ceR'

b b
Je-li ¢ < 0o a konverguje-li [ g(x)dz, pak konverguje i [ f(z)dz.

b b
Je-li ¢ > 0 a diverguje-li [ g(z)dz, pak divergujei [ f(z)dz.

3.5.16 Véta

b b
Necht b je singularnim bodem funkce f. Konverguje-li [ |f(z)|dz, pak konvergujei [ f(z)dz.

b
Analogické tvrzeni plati i pro nevlastni integraly typu [ f(z)dz, je-li a singularnim bodem funkce f.
a

3.6 Aplikace urcitého integralu

3.6.1 Primérna hodnota (integralni primér) veli¢iny y = f(x) na intervalu [a, ]

3.6.2 Plocha rovinného obrazce
1. Obrazec v kartézskych soufadnicich urfeny nerovnostmi a < x <b, f1(z) <y < fao(x).

b

5 = / (fol) — fo(a))da

a

2. Obrazec v kartézskych soutadnicich ohrani¢eny uzavienou kf¥ivkou o parametrickych rovnicich
x = x(t)

Y= y(t)’ t € [, B]. Kiivka je orientovana kladné, tj. tak, ze plocha lezi nalevo od kiivky.
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3. Plocha, kterou opisuje privodi¢ kiivky, zadané v polarnich souradnicich rovnici r = r(¢), a < ¢ < 8.

3.6.3 Délka rovinné kiivky

. . C . LT =
1. Kfivka zadana parametrickymi rovnicemi Y=

2. Krivka je grafem funkce y = f(z) na intervalu [a, b].
b
s = [ViF TP

3. Kiivka zadana v polarnich soufadnicich rovnici r = r(p), a < ¢ < S.

B
s = [VE@PE+ P
3.6.4 Objem télesa

1. Téleso ohrani¢ené rovnobéznymi rovinami vzdalenymi od sebe na vzdalenost a se znAmymi plochami fezt
S(z) rovinami rovnob&Zznymi s podstavami ve vzdélenosti x.

vV = /aS(x)d:v
0

2. Téleso vzniklé rotaci podgrafu funkce f na intervalu [a, b] kolem osy x.

3.6.5 Plocha plasté rotac¢niho télesa

1. Téleso vzniklé rotaci kifivky o parametrickych rovnicich gyc i ;

8
S = 27T/|y(t)|\/(x’(t))2+(y’(t))2dt

2. Téleso vzniklé rotaci grafu funkce y = f(x) na intervalu [a, b].

b

S = o / F@WIT (F@)2 de

a
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3.7 Numericka integrace

3.7.1 Lemma

Bud f funkce definovana na intervalu [a,b], kterd ma na intervalu (a,b) druhou derivaci. Pak ke kazdému
x € [a,b] existuje € € (a,b) takové, Ze

-t (r—a)— @(m—a}(b—x}.

D.: Oznatme P(z) = f(a)+ M(m —a). Pak P je jinearni polynom a plati P(a) = f(a), P(b) = f(b).
—a
Tedy pro = a nebo x = b plati formule v tvrzeni pii libovolném ¢ € (a, b).
f(zo) = Plao)
(o —a)(b—xo)
Pak plati F(a) = F(b) = F(xo) = 0. Podle 2.3.1 existuji & € (a,x0) a & € (z0,d) takové, Ze
F'(&1) = F'(&) = 0. Déle opét podle 2.3.1 existuje £ € (&1, &2) takove, ze F”(£) = 0.
- P
Pro kaideé 2 € (a, b) plati P"(2) = 0, [(z—a)(b— )" = —2, tedy 0 = F/(¢) = f"(¢) + 2170 — P(x0)
" (‘TO - a)(b - .’L‘o)

Odtud f(zo) = _fT(f)(xO —a)(b—x0)+ P(x) a ponévadz zo € (a,b) bylo libovolné, je tvrzeni dokazano.
O

Bud z¢ € (a,b) libovolny pevné zvoleny bod a polozme F(z) = f(z)—P(x)— (x—a)(b—x).

3.7.2 Lemma

Bud f funkce definovana na intervalu [a, b], kterda ma na intervalu (a, b) druhou derivaci takovou, ze | f” (z)| < M
pro kazdé x € (a,b). Pak pro kazdé z € [a, b] plati

f+ LT o0y Mz (rnyaran) < f@) < f@+ LT D00y Mz (osbaran.
D.: Podle 3.7.1 je pro kazdé z € [a, D]
1) - 160 - L= - - LED o - )y -0 < S 4 002 - an),

z ¢ehoz plyne tvrzeni. [

3.7.3 Véta (lichobé&znikové pravidlo)

Bud f funkce definovana na intervalu [a, b], kterd ma na intervalu (a,b) ohrani¢enou druhou derivaci a bud
n € N. Ozna¢me

h:b—a7
n

ri=a+ith, 1=0,1,2,...,n,

I(f,a,b) = g(f(%) +2f(z1) +2f(22) + -+ 2f (¥n—1) + f(zn)),
M = sup{|f"(z)|: = € (a,b)}.

Pak




D.: Prokazdéie {0,1,2,...,n—1}je

Tit1

i+1) — i M
/ (f(xi) + M(x — i) £ 5 (0 = (@ + xip1)z + fvixiﬂ)) dr =
Ti+1 — T4 2
Tit1 o
Tiv1) — flz) [(x— )] | M [23 z? Fit
= f(ivz‘)(fvi+1—:ci)+f( H)h f(z) {( 5 ) L 5 {g—(fcﬂrl’m)? +$Cifvi+1l’L. =
) _ N K2 3. g3 ER——
= hf(e) 4 @) @) R M (e may L VB T (e — i) ) =
h 2 2 3 2
_ E(f(:ci) b (@) + %h Tipr T Tip1Ti + T Tigq + 22417 + X5 Fria) =
2 2 3 2
h M h M
= (@) + f(zi41)) £ 5hRaitazi — Tl —}) = 5 (@) + fzir1)) F Ehg.

Podle 3.7.2 a 3.3.6 plati

g(f(xi)+f(;ci+1))—1—]\gh3 < /f(x)d:z: < ﬁ(f(a:i)+f(:cz—+1))+I—J\gh3.

T

[\]

Sectenim téchto nerovnosti pron od 0 don — 1 a s vyuzitim 3.3.13.2 dostaneme
h M., f
E(f(ffo) +2f(z1) +2f(@2) + -+ 2f (@n—1) + f(20)) — L= fla)dz <
0

< ﬁ(f(UCo) +2f(z1) +2f(z2) + -+ 2f(xp-1) + f(zn)) + %h3n,

[\

coz je tvrzeni. O

M (b— a)® b
Ponévadz lim M 201) =0, je podle 1.3.7 lim I,(f,a,b) = [ f(z)dz.
n—oo

n—oo 1 n a

3.7.4 Véta (Simpsonovo [1710 — 1761] pravidlo)

Bud f funkce definované na intervalu [a,b], kterdA mé na intervalu (a,b) ohrani¢enou ¢tvrtou derivaci a bud
m € N sudé. Oznacme
b—a
h = ,
m
ri=a+th, 1=0,1,2,....m,

I (fsa,b) = g(f(%) +4f(x1) +2f (x2) +4f(23) +2f (xa) + -+ 4f (@m—1) + f(zm)),
N = sup{|fW(z)|: z € (a,b)}.
Pak ,
_a)p
Jm(f,a,b)—/f(x)dir — %(bnﬂ)

a

Myslenka dukazu: Na kazdém z intervald [xog, 2ok42] nahradime funkei f kvadratickym polynomem

(7 — 2oy 1)(x — wopya) f(ar) | ( — @op) (@ — Topq2) f(wary1) | (2 — wop) (T — wop 1) f (T2 2)
(or, — Topt1) (T2 — Topt2) (Tokt1 — Tok) (Tokt1 — Topye)  (Tokio — @ok)(@2kt2 — Topg1)

pro ktery plati f(xar) = P(x2r), f(22r+1) = P(@ors1), f(@ort2) = P(ropy2). O

P(x) =

107



3.8 Cviceni

Najdéte primitivni funkci

1) f(l_x>2dx, 2) IMdgc, 3) [ a dz,
x x T 1—2a2

y Iy, gy P e, ) [ L,

7) [V1—sin2zdz, 8) [tg? zdu, 9) f\/%,

10) [ = W 12) f

13) f%, 14) f(l—l-d#’ 15) f%sin%dx,

16) [tgxda, 17) fe“‘i%, 18) f\/%,

19) [z™ Inzdz, 20) [ 2?sin2zdz, 21) [sinz In(tgz) dz,
22) [arctgzdz, 23) fll_:T\/g;TTlldx, 24) [ . —l—\/Ed—f\/l—i——x’
O e O mvee et
28) [ cos® dz, 29) [sinbz coszdz, 30) [ (Q—k(mi%’
30/ 2sinx —dzos:v + 5’ 32) (asinz j—xbcosx)z’ 33) \/%72/?

Rozhodnéte o konvergenci nevlastnich integrala

34) Txizdx, 35) [ 36) ?lnkxdx.

o rt—22+1 o Inz’ 5w

Vypocitejte plochu obrazce ohrani¢eného danymi kiivkami (z, y jsou kartézské souiadnice, r, ¢ polarni)

37)y:|10g10x|,y20,1721—10,:6:10, 38) y = (r+1)% z=sinmz, y=0,
2 42
_ 2 _ 20,2 2

39); b_Q_l’ 40) y* = z*(a® — x°),
2 _p2 2 _p?

41) o =2t — 2, y = 2t — 3, 42)x:a cos3t,y:a A sin®t,
a

. o p o _m
43) T:abln:‘}(p, 44) T = m, Y = 1 » = PR

45) (2% + y2)2 = 2a%xy.
Vypocitejte délku kiivky
46) y =Va3, 0 < < A4,

48) z = a(t —sint), y = a(l — cost), 0 <t < 2, 49) z = cos®t, y = sin®¢,
50)r:asin3§, 51) r =ap, 0 <y < 2.

Vypocitejte objem télesa ohranic¢eného plochami

22 g2 c 2?2 2 22

54) Vypoditejte objem télesa vzniklého rotaci obrazce ohrani¢eného kifivkami y = 2z — 22, y = 0 kolem osy z a
objem télesa vzniklého rotaci téhoz obrazce kolem osy y.
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55) Vypocitejte objem télesa vzniklého rotaci obrazce ohrani¢eného kiivkami o parametrickych rovnicich x =
asin®t, y = bcos® t kolem osy z a objem télesa vzniklého rotaci téhoz obrazce kolem osy y.
56) Vypocitejte povrch télesa vzniklého rotaci asteroidy z%/% + y2/3 = a?/3 kolem osy z.
I d
57) Vypocitejte [ % pomoci lichobéznikového pravidla s n = 8 a odhadnéte chybu. Vysledek porovnejte
0 X
s pfesnou hodnotou.
Vysledky:
1) z—1—Ina?2) —if (1+ 32— 22?4+ 32°) 3) & ln‘ ) arcmn:c—i—ln’:c +v1 —|—:c2‘ 5) s (1)I -
2 (%)z 6) 3 —e"+x 7)sgn (z — §) (sinz—cosx) 8) tgx—z 9) m ﬁ In ’\/3:1: —/32? — ‘ 11)
tg £ 12) tg (% — ) 13) @1 54;\‘;—;} 14) 2 arctgy/z 15) cos 2 16) —In | cos x| 17) arctge” 18) In (V1 +e2* —1)—

n+1

19) =5 Inz — (n+1)2 20) xsinz cosw — 2””22771 cos2z 21) In|tg Z| — coszIn(tgz) 22) warctgx — Iny/1 + a2 23)

6t7+ 8454341243312 +6t+3 In(t>+1)— 6arctgt kdet = Vo +124)/a——Y5—— te) —3In (\/——i-\/l—i—x) 25)
1 m)zx/l —:102 26) ””2+ +4In 1'“‘ ‘2+ 27) 2+4t %lnm, kde t = :C+\/:102+:C+ 28) sinz — 2sin® z +
1

l1—cosx)(2+cosx 3t +1 —cosx
Lsin®z 29) —1cosdw — ECOSGI 30) gln(@# 31) farctg %/3 32) STt oosT) 33) 3¢5 —

23 + 3¢, kde t =V/1 + Va2 2 34) konverguje 35) diverguje 36) konverguje pro k < —1, diverguje pro k > —1 37)
911081 38) 142 39) ) 40) 163 41) £ 42) 37 @VD7 g3y ma gy 2 (34 4y/2) 45) a2 46) £ (10/T0— 1)
47) Intg (T + —) 48) 8a 49) M 50) 3”—“ 51) |a| (m/l T 4n? +1m/27r +V1 +47r2) 52) 2abe 53) Srabe 54)
27, &7 55) $=mab?, $Ema’b 56) L27ra? 57) 0.6941, chyba< 0.003, pfesnd hodnota 0.6932
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Kapitola 4

Nekonecéné rady

4.1 Pojem rady a jejiho souctu

4.1.1 Definice

Necht {a,}22, je posloupnost relnych ¢isel. Polozme

51 = ai,
s2 = ai+taz,
s$3 = ap+az+as,
Sp = a1t+ax+---+an.
o0
Posloupnost {s,}72 , se nazyva posloupnost éistecnijch soucti nekonecné fady > a,.
n=1

o0 o0
Poznamka: Budeme uvazovat i nekonetné fady tvaru Y an, >, an a p.
n=0 n==k

o0
Prvky posloupnosti {a,}22 ; se nazyvaji éleny Fady > an.
n=1

4.1.2 Definice

(oo}
Bud > a, nekonefna fada a {s,, }>°; posloupnost jejich ¢astetnych soucti.
n=1

o0
Jestlize existuje vlastni limita lim s,, = s, fekneme, Ze rada > a, konverguje, ¢islo s nazyvame jejim souctem
n=1

o]
a piSeme s = > ay.
n=1

o0
Neexistuje-li vlastni limita lim s, fekneme, ze fada Y a,, diverguje. Je-li pfitom lim s, = +oo, fekneme, Ze
n=1

o0 o0
rada Y ay urdité diverguje, neexistuje-li ani nevlastni lim s,,, fekneme, 7e fada > a, osciluje.
n=1 n=1

4.1.3 Priklad — Geometricka rada
Y ag" ! =a+ag+ag’ +ag’ +- -
n=1

(:jleny fady: a, = ag"*

Castetné soucty: s, = a1 +as+--+ap, =a+aqg+---+aqg" t=a(l+q+--+q¢" 1)
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Plati:

sne1 = a(l+q+-+¢" ' +q") = atagl+qg+-+¢"") = a+gsn
Sn4+1  — an+1+5n - aqn+5n
Odtud
aq" 4+ s, = a-+qsy
sn(l—q) = a(l—q")
1—-q"
Sn = a
l—q

Je-li |¢] < 1, pak lim ¢" = 0; je-li ¢ > 1, pak lim ¢" = oo; je-li ¢ < —1, pak neexistuje vlastni ani nevlastni limita
posloupnosti {¢"}2° ;; je-li ¢ = 1, nemé piedchozi vyjadieni smysl a je s, = na.
o0

Celkem: Geometrickd fada > aq"~! konverguje pro |q| < 1 a m4 soudet
n=1

, urcité diverguje proqg > 1 a

osciluje pro ¢ < —1.

4.1.4 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

o o0
Rada > a, konverguje pravé tehdy, kdyZ ke kazdému e > 0 existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ng a
n=1

m €N plati |an+1 + Ap+2 + 4 CLn+m| <E.

D.: Plyne bezprostiedné z 1.3.22. J

4.1.5 Véta (nutnid podminka konvergence)

o0
Jestlize fada > a, konverguje, pak lima,, = 0.
n=1

D.: Necht Y a, =lims, = s. Pak lima, = lim(s, — $,—1) =lims, —lims, 1 =s—s=0. O

n=1
o0
Poznamka: Tato podminka neni postacujici — lim% =0ale ) % urcité diverguje do +oo. Viz 1.1.2.1.
n=1

4.1.6 Definice

00 . 00
Budte ) a, nekonecna fada, n € N libovolné pevné zvolené. Rada Ry, = Y anik = Gpt1 + anto + Apgs + - -
n=1 k=1

o0 o0
(utvorena vynechanim prvnich n ¢lenii fady > a,) se nazyva n-ty zbytek Fady > a,.

n=1 n=1

4.1.7 Véta

Konverguje-li fada > a,, konverguje i kazdy jeji zbytek a plati lim R,, = 0.

n=1

o0
Konverguje-li alespoii jeden zbytek fady > a,, konverguje i tato rada.
n=1

o0
D.: Necht Y a, konverguje. Ozna¢me {0 }72 | posloupnost ¢astecnych souctii zbytku R,,. Je o, = Spqr — Sn.-
n=1
Posloupnost {sn4x}5>, konverguje a tedy podle 1.3.6.4 konverguje i {o%}72 ;.
Déle lim R, = lim (lim o) = lim (lim ($p4r — $p)) = lim (s —s,) =s—s=0.
n—00 n—oo k—oo n—oo k—oo n—00

o0 n
Konverguje-li R,,, je R, € Ratedy Y ar = > ar + Ry, coz jakozto soutet dvou realnych ¢isel je realné

k=1 k=1
¢islo. O
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4.1.8 Véta (asociativni zakon)

o0

Necht fada > a, konverguje a necht {ns}32, je rostouci posloupnost piirozenych ¢isel. Oznaéme ny = 0 a
n=1

polozme

b = Oy 41 T Ony_y 42 -+ Any,

Pak fada Z by konverguje a plati Z b = Z -
k=1 k=1 n=1

D.: Posloupnost ¢astecnych souctt fady Z bi, je vybrana z posloupnosti ¢astecnych souctu rady Z O
k=1 n=1

CL1—|—CL2+CL3+"':
= (a1 4 a2+ -4 an,) + (@ny 41+ nyr2 - A any) o (A 41 F o2+ any) o=
=by+by+--Fbp -
Tvrzeni nyni plyne z 1.3.14. [J

Poznamka: Predpoklad o konvergenci fady Z an je podstatny:
1-141—-14+1—-1+--- osciluje, posloupnost castecnych souc¢tu je 1,0,1,0,1,0,.

(1—1)+(1—1)+(1—1)+ =0+04+0+4+---=0

1+(—1+1)+(—1+1)+(—1+1)+---:1+0+0+0+---=1

Radal—1+1—-14+1—1+---= > (=1)""! se nazgva Grandiho.
n=1

4.1.9 Véta (distributivni zakon)

o0 o0
Necht fada ) a, konverguje a necht ¢ € R je libovolné ¢islo. Pak konverguje i fada Y ca, a plati

n=1 n=1

g can—cg Ay, -

n=1
o0
D.: Oznalme s, ¢astecné soucty rady > ap
n=1
o0
5!, Gastecné soulty fady > can,.

n=1

Pak s/, = cay +cas+ -+ cap, = clay + az + -+ + ap) = ¢sy,. Tvrzeni nyni plyne z poznamky za 1.3.6. O

Poznamka: Komutativni zakon obecné neplati.

4.1.10 Véta
Konverguji-li fady > an, Y. by, pak konverguje i fada > (a,, + b,) a plati
n=1 n=1 n=1

i(an—l—bn) = ian—i—ibn.
n=1 n=1 n=1

o0
D.: Oznalme s, ¢astecné soucty rady . ap
no:ol
s!, Gastecné soulty fady > b,
no:ol
Sy ¢astecné soucty fady > (an + by).
n=1
Pak S, = (a1 +b1) + (ag +b2) + -+ (an +by) = (a1 +az+---+ay) + (b1 +ba+---+by) =5, + 5.
Tvrzeni nyni plyne z 1.3.6.2 [

113



4.1.11 Véta

o0
Necht fady > al,

n=1

e

oo
aZ,..., Y aF konverguji a necht ¢, ca,..., ¢ jsou redlnd ¢isla. Pak fada
n=1

o0
> (cra} + caa2 + - - + cpak) konverguje a plati
n=1

WK

oo oo oo
1 2 k 1 2 k
(clan+02an+-~-—|—ckan):clg an—i-cQg an+-~-—|—ck§ ay .
n=1 n=1 n=1

3
Il
-

neboli

00 k 00
g g Cmay' = g Cm g an’.
n=1m=1 m

n=1

—

D.: Uplnou indukei z 4.1.9 a 4.1.10. O

Poznamka: Zejména pro ¢; = ¢ = --- = ¢ = 1 dostaneme

o0 k o0

m o__ m
DD =) Ay
n=1m=1

n=1
Symbol k v posledni formuli nelze nahradit symbolem oo.

)=

3
&

4.1.12 Véta (Cauchyova o aritmetickych priameérech)

, . U * . ayr+tax+---+a
Necht {a,}22 je posloupnost takové, ze lim a, = a € R*. Pak lim ! 2 m—q.
n— o0 n— o0 n

D.: Oznacme b, = a1+a2—|—~-~—|—an'

n
Ptipustme limsup b,, > lim a,. Zvolme ¢isla a, 5 € R tak, ze
n—00 n—00

lim a, < a < <limsupb, .

n—00 n—00

Existuje ny € N, Ze pro kazdé n > n; je a, < a. Pro n > n; tedy plati

a1 +ax+---+an ar+az+ -+ an, | Gni41 +0ni42 + -+ ap
b, = = + <
n n n
a1+ as+ -+ ap, +a(n—n1)
n n '

Pro n — oo konverguje prava strana této nerovnosti k a. To znamena, Ze existuje no € N takové, ze pro
n > ng je b, < a < . Odtud plyne, ze limsup b, < (3, coz je spor.

n—oo
Plati tedy limsup b, < lim a,,.
n— o0 n—00
Analogicky ukadzeme, ze lim a,, <liminfb,.
n—oo n—oo
Celkem tedy je lim a, < liminfb, <limsupb, < lim a,, z ¢ehoz vyplyne tvrzeni. [
n—oo n—oo n—oo n—oo

4.1.13 Poznamka o sumaci divergentnich fad

Oscilujicim faddm jsme dosud neptifazovali zadny symbol jako jejich soucet. Nékdy je ale uziteéné i takovym
fadam néjaky ,,soucet” prifadit. Takova zobecnénd sumace musi spliiovat jisté pfirozené podminky:

(i) Je-li >"a, = a ve smyslu definice 4.1.2, musi byt > a,, = a v zobecnéném smyslu.
(ii) Jeli > an, = a, > b, = b v zobecnéném smyslu a «, B jsou realna cisla, pak > (aa, + b,) = aa + Bb

v zobecnéném smyslu.
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Sumace, ktera splije (i) a (ii), se nazyva reguldrni.

Cesarova [1859 — 1906] metoda (metoda aritmetickych praméri): Necht > a, je fada a {s,}22

n=1

S S PR S
posloupnost jejich ¢asteénych souctii. Jestlize plati lim LSt

(oo}
= a, pak klademe > a, =a v Ce-
n—00 n el

sarové smyslu.
7 4.1.12 plyne, ze Cesarova sumace je regularni.

4.2 Rady s nezapornymi ¢leny

> an, an >0 pro kazdé n € N.

n=1

4.2.1 Véta

o 0

Rada Y s nezapornymi ¢leny bud konverguje nebo ur¢ité diverguje k +oo. Konverguje pravé tehdy, kdyz
n=1

posloupnost jejich ¢astecnych souctt je ohranicené.

D.: su,4+1 = Sy + apny1 > s,. Posloupnost castecnych souctt je neklesajici a tvrzeni plyne z 1.3.4, 1.3.9 a
1.3.12.5. O

Poznamka: Vsechna nésledujici tvrzeni mohou byt formulovana se zménénymi pfedpoklady. Misto ,,pro
kazdé n € N* lze psat ,existuje ng € N, ze pro v8echna n > no“. (Sr. 4.1.7)
4.2.2 Véta (Integralni Cauchyovo - Maclaurinovo kriterium)
Necht f je funkce definovana na [1,00), které je zde nezaporné a nerostouci. Necht f(n) = a,, pro kazdé n € N
Pak fada Y konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral f f(z)dx.
n=1 1
D.: Ponévadz je f na [1,00) monotonni, je podle 3.2.11 integrabilni na [1,b] pro kazdé b > 1.
Oznatme J,, = [ f(z)dz.
1
Pro kazdé x € [i,i + 1], i € Nplati a; = f(i) > f(x) > f(i + 1) = i1 a tedy

i+1 it+1 it+1
a; = /aidx > /f(x)d:v > /aiﬂdx =it -
Sectenim téchto nerovnosti proi =1,2,...,n — 1 dostaneme

a1+a2+"'+an—1:5n—lZ/f(x)dx:Jn2a2+a3+"'+an:Sn_ala
1

neboli
Sn — a1 S']n Ssnfl-
Necht [ f(z)dz konverguje. Pak podle 1.6.4 konverguje posloupnost {.J,,} a tedy podle 1.3.4 je ohrani¢ena.
1

Existuje K € R, ze J,, < K pro kazdé n € N. Celkem s,, < K + a1, je shora ohrani¢ena a neklesajici, tedy
o0
konvergentni (podle 1.3.9) a podle 4.2.1 jei ) a, konvergentni.

n=1

00 t
Necht [ f(z)dz diverguje. Ponévadz f je nezaporna, je funkce F(t) = [ f(z)dz neklesajici a tedy
1 1

8

=

" f(z)dz = oo. Odtud lim J,, = oo a také podle poznamky za 1.3.11 lim s,,_; = lim s,, = co. [J
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4.2.3 Priklad
v
n=1 nt
konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1. (Viz 3.5.2.)

4.2.4 Veéta (prvni srovnavaci kriterium)

o0 o0
Necht > an, > b, jsou Fady s nezapornymi ¢leny a necht pro viechna n € N plati a,, < b,. Pak plati:

n=1 n=1

o0 o0 o0 o0
Konverguje-li fada > b, konverguje i fada > a,; diverguje-li fada > a,, diverguje i fada > by,.
n=1 n=1 n=1 n=1

o0
D.: Oznalme s, ¢astecné soucty rady . an,
no:ol
sl Castené soutty fady > by.
n=1
Pak s, =a1+as+--+a, <by+ba+---+b, =5,.
Je-li lim s, = b < oo, pak pro vSechna n € N plati s, < s/, < b, nebot posloupnost {s,,}°; je neklesajici.
Posloupnost {s,}22 ; je také neklesajici a je shora ohrani¢ena, coz podle 1.3.9 znamena, Ze je konvergentni.
Je-li lim s,, = 00, je podle poznamky za 1.3.11 také lim s, = co. O

4.2.5 Definice

oo oo oo
Budte Y a, a ). b, fady s nezapornymi ¢leny. Je-li a,, < b, pro vSechna n € N, nazyva se fada ) b,
n=1 n=1 n=1

[ee] [ee] [ee]
magjorantou fady . a,, fada > a, se nazyva minorantou fady > by.
n=1 n=1 n=1

Vétu 4.2.4 1ze preformulovat: S konvergentni fadou s nezdpornymi ¢leny konverguje i kazda jeji minoranta,
s divergentni fadou s nezapornymi ¢leny diverguje i kazda jeji majoranta.

4.2.6 Véta (limitni srovnavaci kriterium)

o0 o0 a
Necht Y a, je fada s nezdpornymi, > b, Fada s kladnymi ¢leny a necht existuje lim — = ¢ € R*. Pak plati:
n=1 n=1 n

o0 o0
Je-li ¢ < 0o atada > b, konverguje, pak konverguje i fada > ay.
n=1 n=1

Je-li ¢ > 0 atada > b, diverguje, pak diverguje i fada > ay.

n=1 n=1

%) o0

D.: Necht ¢ < oo a fada > b, konverguje. Posloupnost {Z—n} je podle 1.3.4 ohranicend, existuje tedy
n=1 n ) n=1

A

5 < K, neboli a,, < Kb,. Rada > Kb, je podle 4.1.9 konvergentni,

n=1

K € R, ze pro v8echna n € N je

o0
takze podle 4.2.4 je konvergentni i fada ) an.

n=1

o0
Necht ¢ > 0 a fada > a, diverguje. K ¢ € (0,¢) > 0 existuje ng € N takové, Ze pro v8echna n > ng je

n=1

> ¢ —¢ > 0. Polozme k = min{ﬂ,%,...,%,c—a}. Pak pro viechna n € N je dn > k, neboli
bl b2 bno bn

an > kb,. Kdyby fada > b, konvergovala, pak by podle 4.1.9 a 4.2.4 konvergovala i fada »_ a, coZ by
n=1 n=1

Qn

bn

byl spor. [
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Disledek: Budte > a, a Y b, Fady s kladnymi ¢leny. Jestlize existuje lim Z—" € (0,00), pak fady > ap,
n=1 n=1 n n=1

[ee]
> by, soucasné konverguji nebo diverguji.
n=1

4.2.7 Véta (odmocninové (Cauchyovo) kriterium)

oo
Necht Y a, je fada s nezapornymi ¢leny. Existuje-li takové ¢ € [0, 1), Ze pro vSechna n € N plati /a, < g,

n=1

o0 o0
pak fada > a, konverguje. Plati-li pro nekone¢né mnoho indexti n nerovnost /a, > 1, pak fada > a, urcité
n=1 n=1
diverguje.
D.: Jeli ¢/a, < q, pak a, < ¢™ a prvni tvrzeni plyne z 4.2.4 a 4.1.3.

Je-li ©/a, > 1 pro nekone¢né mnoho indexti n, pak a, > 1 pro nekoneé¢né mnoho indexii n a nemuze byt
lim a,, = 0. Druhé tvrzeni tedy plyne z 4.1.5 a 4.2.1. J

4.2.8 Véta (limitni odmocninové kriterium)

o0
Necht > a, je fada s nezdpornymi ¢leny a necht existuje lim {/a,, = ¢ € R*.
n=1

o0 o0
Je-li ¢ < 1, pak fada Y a, konverguje, je-li ¢ > 1, pak fada > a, urcité diverguje.

n=1 n=1

D.: Necht ¢ < 1abud € € (0,1 — ¢). Pak existuje ng € N, Ze pro viechna n > ng je {/a, < c+e < 1. Prvni
tvrzeni plyne z 4.2.7 a 4.1.7.
Necht ¢ > 1 a bud € € (0,c — 1). Pak existuje ng € N, Ze pro viechna n > ng je {/a, > ¢ —¢e > 1. Druhé
tvrzeni plyne z 4.2.7. O

4.2.9 Véta (druhé srovnavaci kriterium)

o0 o0
b
Budte > a, a > b, fady s kladnymi ¢leny a necht pro vsechna n € N je dntl < Z—'H Pak plati:

n=1 n=1 QAp n

o0 o0 o0 o0
Konverguje-li fada > b,, konverguje i fada > a,; diverguje-li fada > a,, diverguje i fada > b,.
n=1 n=1 n=1 n=1

an b

b n
D: 0<—=<—=,0<—=<-=,...,0< < .
ar ~ b az ~ by n-1 ~ bp1
n _ bn .
Vynasobenim téchto nerovnosti dostaneme 0 < an < 70 neboli a,, < %bn.
a1 1 1
Konverguje-li fada Y b, konverguje podle 4.1.9 i fada %bn a tedy podle 4.2.4 konverguje fada
n=1 n=1 V1

o0
> an.
n=1

Necht fada > a, diverguje. Kdyby fada > b, konvergovala, pak by podle jiz dokdzané ¢asti véty rada

n=1 n=1

> a, konvergovala a to by byl spor. [J

n=1

4.2.10 Véta (podilové (d’Alembertovo [1717 — 1783]) kriterium)

o0
Necht > a, je fada s kladnymi ¢leny. Existuje-li takové ¢ € [0,1), Ze pro vSechna n € N plati nerovnost
n=1

a x a 00
ZH < g, pak fada Zl an konverguje. Plati-li pro vSechna n € N nerovnost ZH > 1, pak rada 21 an
n n= n n=
diverguje
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Uil qn+1
D.: — <¢q= a prvni tvrzeni plyne z 4.2.9 a 4.1.3.

ap, q"

a
Jeli 2L > 1, pak an41 > an, posloupnost {a,}>2 ; je kladna a neklesajici, nemize tedy byt lim a,, = 0.

Gnp,
Druhé tvrzeni plyne z 4.1.5. O

4.2.11 Véta (limitni podilové kriterium)

Anp41

o0
Necht > a, je fada s kladnymi ¢leny a necht existuje lim =c e R*.

n=1 Qnp
o0 o0
Je-li ¢ < 1, pak fada Y a, konverguje, je-li ¢ > 1, pak fada > a, urcité diverguje.

n=1 n=1

D.: Necht ¢ <1 abud ¢ € (0,1 — ¢). Pak existuje ng € N, Ze pro v8echna n > ng je tni1

< c+e<1.Prvni
n

tvrzeni plyne z 4.2.10 a 4.1.7.

a
Necht ¢ > 1 a bud ¢ € (0,c — 1). Pak existuje ng € N, Ze pro vSechna n > ng je ntl

> ¢ — e, tedy

n
ant1 > (¢ —€)an > an, posloupnost {a,}72; je kladna a rostouci, nemtze tedy byt lima, = 0. Druhé
tvrzeni plyne z 4.1.5. J

4.2.12 Lemma

Bud {a,} posloupnost kladnych ¢&isel. Jestlize lim ot
n—oo @y,

=a € R*, pak lim {/a, =a.
n—oo

. < 1 . an+1
D.: Ukazeme, ze limsup /a,, < lim oy
n— 00 n—=00  (p
Je-li a = 0o, je tvrzeni trivialni.

a
Necht a < oo a zvolme b € R, b > a. Existuje ng € N, Ze pro n > ng je il

< b. Tedy

n

a a
Snotl p, ZhetZ <b,
Ang Ang+1 an—1
z ¢ehoz vynasobenim dostaneme
dn < o,
g
Odtud
Van < Yap, b O
Ze spojitosti exponencialni funkce plyne
lim b n = lim b'~ % =b.

n—r00 n—r00

Dale
3 n N H % Inan, _
Jm, /oy =l o7 =1
Celkem tedy limsup /a,, <b.
n—oo
Ponévadz b > a bylo libovolné, je limsup /a,, < a.
n—oo
Qp

. . CE e > T
Analogicky ukazeme hnrg 1£f a, > lim

n—0oo  (p

1 . . .
= < n < n < a.
a, takze celkem a < hnnilo%f va, < limsup a, <a.O

n—roo

7 lemma plyne: pokud lze dokézat konvergenci fady s nezapornymi ¢leny pomoci podilového kriteria, pak ji
lze dokazat i pomoci kriteria odmocninového. Podilové kriterium tedy neni silnéjsi, nez odmocninové.
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4.2.13 Dalsi kriteria konvergence

Bud ) a, fada s kladnymi ¢leny.
n=1

1. Logaritmické kriterium:
e Inay : y & L y &
Necht existuje hml— = c. Je-li ¢ < —1, pak fada > a, konverguje, je-li ¢ > —1, pak fada ) a,
nn n=1 n=1
diverguje.

2. Raabeovo kriterium:

o0 o0
Necht existuje limn In 1) = c. Je-li ¢ > 1, pak fada > a, konverguje, je-li ¢ < 1, pak fada > a,
An41 n=1 n=1
diverguje.

3. Gaussovo [1777 — 1855] kriterium:
Necht existuje € > 0 a ohranicena posloupnost {O,,}5%; takové ze

On

nlte”

an

=a+E4
Anp41 n

Je-li A > 1, pak fada > a, konverguje.

n=1

Je-li A < 1, pak fada > a, diverguje.

n=1

JeliA=1apu>1, pak fada > a, konverguje.

n=1

Jeli A =1apu <1, pak fada ) a, diverguje.
n=1

4.3 Rady absolutné a neabsolutné konvergentni
4.3.1 Véta

[ee] (oo}
Bud {a,}>2, posloupnost. Jestlize konverguje fada Y |a,|, pak konverguje i fada Y ay,.

n=1 n=1

D.: Necht Y |a,| konverguje a bud € > 0 libovolné.

n=1
Podle 4.1.4 existuje ng € N takové, ze pro kazdé m € N a n > ng plati
[lant1] + lanta| + -+ @ntml | = lang1] + ang2| + - + |antm| < € a tedy
lant1 + ang2 4+ -+ Gngm| < ang1| + |ans2] + -+ |angm| < €, coz podle 4.1.4 znamena, ze
o0
> an konverguje. O

n=1

4.3.2 Definice

~ o0 o0
Bud {a,}>2; posloupnost. Rekneme, 7e fada > a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada > |an,|.
n=1 n=1

. 0o 0o
Rekneme, 7ze fada > a, konverguje neabsolutné (relativné), jestlize konverguje, aviak fada Y |a,| urcité di-

. n=1 n=1
verguje.

4.3.3 Poznamky

1. Jestlize konverguje fada s nezapornymi (nekladnymi) ¢leny, pak konverguje absolutné.
o0

2. Ponévadz fada Y |a,| mé nezaporné ¢leny, plati pro absolutni konvergenci analogicka kriteria jako v 4.2.
n=1
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oo
3. Konverguje-lifada Y a, neabsolutng, pak ma podle 4.1.7 nekone¢né mnoho kladnych a nekone¢né mnoho
n=1
zapornych Clend.

4.3.4 Véta

18

o0
Jestlize fada > a, konverguje absolutng, pak
n=1

< |an|-

o0
E Qn
n=1

n=1

oo oo
D.: Oznacme s, posloupnost Caste¢nych soucta fady Y a, a S, posloupnost Caste¢nych soucta fady Y |an]|.
n=1 n=1
Pak |s,| = |a1 + a2 + -+ - + an| < |a1] + |az]| + -+ - + |an| = Sp. Podle 1.3.6.1 a 1.3.5.1 je
oo oo
‘Z an‘ = = lim |s,| < lim S, = lay|. O

lim s,
n—r 00

4.3.5 Véta

oo oo
Jestlize fada Y a, konverguje absolutné a {c,}52  je ohrani€ené posloupnost, pak fada > c¢,a, konverguje
n=1 n=1
absolutné.
D.: Existuje k € R, Ze |c,| < k pro kazdé n € N. Bud € > 0 libovolné. Podle 4.1.4 existuje ng € N takové, ze
€
pro kazdé n > ng a kazdé m € N plati |any1| + |ant2| + - + |anim| < T Tedy take
lent1an+1] + [cnr2anta] + -+ [Cnpm@nim| = |enti] |ant1| + lensal [ante] + - + |entm] [anim] <

€
< klant1] + klante| + -+ klansm| = k(|ant1] + |any2| + -+ [angm]) < kE =g,

a tedy podle 4.1.4 fada Y ¢pa, konverguje. O

n=1

4.3.6 Definice

o o0
Rada Y a, se nazyva alternugici, jestlize plati ana,+1 < 0 pro kazdé n € N. (T.j. ¢leny fady stiidaji znaménka.)
n=1

o0 o0
Je-li {a,}5°, posloupnost kladnych &sel, pak jsou fady > (=1)""ta, a > (—1)"a, alternujici.
n=1 n=1

4.3.7 Véta (Leibnizovo [1646 — 1716] kriterium)

o0
Necht {a, }°°; je nerostouci posloupnost kladnych ¢isel. Alternujici fada Y (—1)""'a,, konverguje pravé tehdy,
n=1
kdyz lim a, = 0.
n—oo

D.: Nutnost plyne z 4.1.5.
Necht lim a, = 0.
n—oo

Ponévadz {a,} je nerostouci posloupnost kladnych ¢isel, pro kazdé k € N plati a, — ag1 > 0.
Pro v8echna n € N a kazdé m € N sudé plati

0 S (anJrl - an+2) + (an+3 - an+4) + -+ (anerfl - aner) -
= Qnp+41 — (an+2 - an+3) — = (an-l—m—? - an-l—m—l) — Qp+4+m S
S An+1 ,

a pro vSechna n € N a kazdé m € N liché plati

0 S (anJrl - an+2) + (an+3 - an+4) + -+ (anerfQ - anerfl) + Apn+m =
= Gp41 — (an+2 - an+3) - (an+4 - an+5) - (an-l—m—l - an-l—m) <
< Ap41 -
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Tedy pro vSechna n,m € N plati
0 < Qp41 — An42 + Gp43 — An44 +-- 4+ (_1)m_1an+m < Ap+1 -

Bud ¢ > 0 libovolné. Ponévadz lim a, = 0, existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati a,, < €.
n—oo
Pro libovolné n > ng a kazdé m € N tedy plati

[(=1)"an+1 + (_1)n+1an+2 +oe (_1)n+m71an+m| =

= [(=1)"|ant1 — @ny2 + anys — anpa+ -+ (1) angm| =

—1
= Qp41 — Opt2 T Q43 — Apiga + - + (_1)m Gp4+m < an+1 < €,

[ee]

coz podle 4.1.4 znamena, ze fada > (—1)""'a, konverguje. [J
n=1
4.3.8 Priklad
0o (_ n—1
Leibnizova vada konverguje.
n=1
> 1
Ponévadz podle 1.1.2.1 fada >, — diverguje, konverguje Leibnizova fada neabsolutné.
n=1"N

4.3.9 Poznamka

Piedpoklad, ze {a,}52 4 je nerostouci posloupnost, nelze v 4.3.7 vynechat.
Naptiklad fada

i(—ww 3 1,3 1 3 1.3
o n 2 3 4 5 6 2n+1 " 2n+2

diverguje. Kdyby tato fada konvergovala, pak by podle 4.1.8 konvergovala také fada

1-|—3 + 1+3 + 1+3 +- ot ! + 5 + —1+5+9+ + dnt 1 +
2 3 4 5 6 41 2n+2 2712 30 an? + 6n + 2 ’
avsak podle 4.2.6 fada ) =% diverguje, nebot
n=0
4dn+1
lim T = L _An? 4 1

n

a harmonické fada > L podle 4.2.3 diverguje.

n=1

4.3.10 Dalsi kriteria neabsolutni konvergence

1. Dirichletovo [1805 — 1859] kriterium
Necht {¢,}22, je nerostouci posloupnost nezapornych ¢isel s lim ¢, = 0 a necht posloupnost ¢aste¢nych
n—oo

o0 o0
sou¢tu fady Y a, je ohranitena. Pak fada > c¢,a, konverguje.
n=1 n=1

2. Abelovo [1802 — 1829] kriterium
o0 o0
Necht fada > a, konverguje a {c,}52; je monotonni ohrani¢ena posloupnost. Pak fada Y  ¢,a, kon-

. n=1 n=1
verguje.
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4.3.11 Definice
Necht {\,}52, je permutace mnoziny N (posloupnost pfirozenych ¢isel takova, ze kazdé ¢islo se v ni vyskytuje

%) 00 0 ~
pravé jednou) a necht Y a, je nekonetna fada. Pak fada Y ay, se nazyva prefazenim Fady > a,. (Rada

n=1 n=1 n=1
[ee] [ee]
> an, vznikla z fady Y a, prefazenim.)
n=1 n=1

Napiiklad: a1 +as +as +aq + - -
as +ay+aqg+a3+ag+as+---
ay +az+az+as+ar+ag+ag+ap +ag+ -

4.3.12 Definice

o 00 00

Rekneme, 7e pro konvergentni fadu > a, plati komutationi zdkon, jestlize kazda fada > ay, vznikla z této
n=1 n=1

fady prefazenim konverguje a ma tyz soucet.

Rada, pro niz plati komutativni zadkon, se nazyva bezpodminecné konvergentni, fada, pro niz neplati komutativni
zékon, se nazyva podminené konvergentni.

4.3.13 Véta

o0

Pro absolutné konvergentni fadu Y, a, plati komutativni zakon, t.j. absolutné konvergentni fada je bezpodmi-
n=1

necné konvergentni.

D.: Necht Y |a,| konverguje a bud ¢ > 0 libovolné.

n=1
Podle 4.1.4 existuje r € N takové, ze pro kazdé n > r, m € N plati [an11| + |ans2| + - + |anim| <e.
Cisla 1,2,...,r se vyskytuji v permutaci {\,}52; mnoziny N. Poné&vad? jich je kone¢né mnoho, existuje

teN, ze {1,2,...,7} C{ .} ;.
Pro libovolné n >t a k € N plati |ax,,, | + [ax, .| + -+ |axn, .| < larsa] + |ars2| + - + [arsm], kde
r 4+ m je nejvétsi z indexd Apy1, Apg2, ... Aptk. Tedy ’G,\nﬂ‘ + ‘aAnH‘ +---+ ’aAHk‘ < e apodle4.1.4

(o]

fada Y ay, konverguje absolutné.
n=1

o0 o0

Oznatme s,, ¢astecné soucty fady > a, a S, Castecné soucty fady > an,. Pro n > max{r,t} plati
n=1 n=1

|8 — Sul =la1 +ag+ -+ ar +arp1+arg2+ - Fan —(ax, +axn, - Fay,)| <

<larsa] + |arre] + -+ larpm| <,

tedy lim (s, —Sp) =0, coZ znamena lim s, = lim S,. O
n— o0 n— 00 n— 00

4.3.14 Lemma

o0

Necht > a, je neabsolutné konvergentni fada. Pak fada sestavena z jejich kladnych (resp. zapornych) ¢lent je
n=1

urcité divergentni k +oo (resp. k —o0).

D.: Necht " p, jefada s kladnymi ¢leny sestavena z kladnych ¢lena fady > an a > (—¢n) je Fada s kladnymi

n=1 n=1 n=1

o0
¢leny sestavené ze zapornych cleni fady Y an,.
n=1

o0
Oznatme s,, ¢astecné soucty rady > ap,
n=1

o0 o0
s castetné soutty fady Y. pn, s, Castecné soucty fady > (—qyn).
n=1 n=1
Bud'te k, [ takova pfFirozené ¢isla, ze s, = sz — s, . Pfitom k +1=mn a pron — oo také k — oo, [ — o0.
Kdyby klim si €Ra llim s; € R, pak by |a1|+|az| + -+ |an| = s + 5,7, z Eehoz by vyplynulo, Ze rfada
—00 —00
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o0

>~ ay konverguje absolutné.
n=1

Kdyby klg{)lo sz =00 a lliglo s; € R, pak by podle 1.3.12.2 a 1.3.4 platilo lliglo $p =00 afada . ap by

n=1
divergovala.
o0
Kdyby lim SZ € R a lim s; oo, pak by platilo lim s, = —oco a fada ) a, by divergovala.
k— o0 l—o00 l—00

n=1
Podle 4.2.1 tedy je lim sz = lim s, = o00.
k—o0 =00

4.3.15 Vé&ta (Riemann [1826 — 1866])

Z libovolné neabsolutné konvergentni fady lze vhodnym piefazenim obdrzet fadu konvergentni k libovolnému
pfedem danému ¢islu, fadu urcité divergentni nebo fadu oscilujici.

D.:

o0
Necht > a, je neabsolutné konvergentni fada a necht {p,}>2; je posloupnost jejich kladnych ¢lent,
n=1

o0 o0
{—=qn}>2 je posloupnost jejich zapornnych ¢lent. Podle 4.3.14 jsou fady > pn, Y. qn urcité divergentni

n=1  n=1
k +o0.
Bud a € R libovolné. Bud n; € N nejmensi éislo s vlastnosti
p1+p2+--+pp >a.
Bud m; € N nejmensi islo s vlastnosti
Pr+p2t-F P — @1 Q2= = Gy <A
Dale bud no > n; nejmensi ¢islo s vlastnosti
Pr+p2+- ot Pny —q—q2—= = Gmy T Pnitl T Pnp2 0+ Py >4
a mg > m1 nejmensi ¢islo s vlastnosti
Pr+p2+-+Pn =1 =G == Gmy TPl T P2+ Pny — @il — Gmit2 =~ Gme < G

Atd.
o0

Vysledkem je jista fada vznikla prefazenim fady Y. a,. Necht {s,}22, je jeji posloupnost ¢astecnych
n=1

soucti.
Je-li s, > a, pak s, — a <posledni kladny ¢len.
Je-li s, < a, pak s,, — a >posledni zaporny ¢len.
Tedy q; < s, —a < py pro vhodna k, [.

o0

Ponévadz ) a, konverguje, je podle 4.1.5 lim ¢ = lim p; =0 a tedy lim s, = a.
n—1 l—o0 k—o00 n— 00

Déle ukazeme, ze fadu Y a, lze preradit tak, aby vznikla fada divergovala k +oo.

n=1

Bud n; € N takové, ze
p1+p2t--+pn, > 1.

Bud ns € N, ny > ny takové, Ze
Pr+p2+ Py — @A Poit1 FPpr2 o Ppy > 2.
Bud ns € N, ng > ng takové, ze
Prtp2tc A Poy =@t Pyt T Pnr2 T+ Pry = G2 F Prgtt F Pngt2 oo+ Py > 3.

Atd.
Vysledkem je fada urcité divergujici k +o0.
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Analogicky lze ukazat, ze fadu Y a, lze preradit tak, aby vznikla fada divergovala k —oo.
n=1

o0
Nakonec fadu Y a, prefadime tak, aby vysledkem byla fada oscilujici.

n=1

Bud n; € N takové, Ze
pr+pat -+ pn, > 1.

Bud m; € N takove, Ze
Pr+pet e G- g = G, < -1

Bud ns € N, ny > ny takové, Ze
Prtp2t -+ Pay — @ —G2— = Gqmy Pyl FPngr2 o+ Pay > 1

Atd.
Vysledkem je oscilujici fada. J

Z Riemannovy véty plyne, Ze neabsolutné konvergentni fada je podminéné konvergentni.

4.4 Dvojné rady

4.4.1 Definice

Zobrazeni f : N? — R se nazyva dvojnd posloupnost.

Zé,pls f(m, TL) = fmn, nebo Amns bmn’ .
{amn}fnom:l, strucéné {amn}
Cisla @,y se nazyvaji éleny této posloupnost. Lze je uspotradat do schématu (nekoneéné matice):

a1 aiz2 a3
Q21 A22 (23
azyp azz2 ass

4.4.2 Poznamky

Snadno lze definovat ohrani¢enost dvojné posloupnosti: Existuji konstanty k, K € R Ze pro vSechna m,n € N je
k<am, < K.

Nelze definovat monotonnost dvojné posloupnosti. Lze definovat monotonnost vzhledem k jednomu indexu:
{@mn}5y n=1 je monotonni vzhledem k druhému indexu, je-li posloupnost {a,, }n>; monotonni pro kazdé m € N.

4.4.3 Definice

f{ekneme, Ze dvojna posloupnost {amn}?s,nﬂ ma limitu a € R, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuji ¢isla mg,ng € N
takovd, Ze pro kazda dvé m,n € N, m > mg, n > ng plati |am, — a| < e.

Piseme lim am, =a, limay,, = a, @y, — a.
m,n— 00

Ma-li posloupnost {am,,} limitu a € R, fekneme, Ze je konvergentni.

4.4.4 PoznAmky

1. Analogicky lze definovat nevlastni limity dvojné posloupnosti.

2. Neékteré véty o limitach posloupnosti lze snadno pfenést na dvojné posloupnosti. Zejména 1.3.3, 1.3.5.1-3,
1.3.6 a 1.3.7.

124



3. Konvergentni dvojna posloupnost nemusi byt ohranicena.

1 2 3 4
11 1 1
Napiiklad 1 1 1 1 mé limitu 1 a neni ohranicena.

4.4.5 Veéta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

Dvojnéa posloupnost {a,,, } konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé
dvé dvojice (m,n), (p,q) € N? takové, ze m > ng, n > ng, p > ng, q > ng plati |am, — apq| < €.

: ,,=" Trivialni (analogicky jako 1.3.22).

<= Polozme b,, = a,,, (diagonalni posloupnost). {b,, }°°; je cauchyovska, existuje tedy lim b, = a € R.
n—oo

Ukdzeme, Ze také lim  a,,, = a. Bud & > 0 libovolné.
,N—00

m

€ .. . . €
K 3 > 0 existuje n1 € N, Ze prom > ny, n>ny, p>ni1, ¢ > ny plati |amn — ape| < 3

5 €
K 3 > 0 existuje ny € N, Ze pro n > ny plati |b, — a| < 3
Pro kazdé n > ng = max{ni,n2} plati

€ €

|amn_a|:|amn_ann+bn_a|§ |amn_ann|+|bn_a| < 5"'525 O

4.4.6 Definice

Bud' {a@mn}5; ,,—1 dvojnd posloupnost a polozme

m n

Smn :ZZQW- = Z Qjj -
=1 j=1 i< m
j<n

oo
Dvojna posloupnost {s.,,} se nazyva posloupnost c¢astecngjch soucti dvojné fady > Gmn = Y, Gmn.

m,n=1
Rekneme, ze dvojné fada Y amn, konverguje a md soucet s, jestlize lim s, = s € R. Rekneme, Ze tato
m,n— o0
dvojna fada urcité diverguje k oo (k —00), jestlize lim s, =00 ( lim S, = —00).
m,n— 00 m,n— 00

4.4.7 Poznamky

Snadno lze dokazat nasledujici tvrzeni:
o0
1. Nutna podminka konvergence dvojné fady >, amn je  lim @y, = 0.
mon=1 m,n— 00

(amn = Smn — Sm—1n — Smn—1 1 Sm—1 nfl)

2. Cauchyovo - Bolzanovo kriterium:

o0
Dvojna fada Y. am, konverguje prave tehdy, kdyz ke kazdému e > 0 existuje no € N takové, Ze pro

m,n=1
kazdé dvé dvojice (m,n), (p,q) € N? takové, ze m > ng, n > ng plati



3. Jestlize > amn=a€R, Y bun=0b€R, ¢1,c2 € R, pak

m,n=1 m,n=1

0 0 0
Z (Clamn + C2bmn) =1 Z Amn + C2 Z bmn
;=

m 1 m,n=1 m,n=1

o0
4. Necht amy, > 0 pro viechna m, n € N. Dvojna fada Y am, konverguje pravé tehdy, kdyz posloupnost
m,n=1
jejich ¢astecnych souctu je shora ohranicena.
o0
5. Necht pro v8echna m, n € N plati 0 < Gy < by Potom: konverguje-li fada Y. by, pak konverguje
=1
o0 o0 oo e
ifada > amp; diverguje-li fada Y amn, pak diverguje i fada > by

m,n=1 m,n=1 m,n=1

o0 o0
6. Konverguje-li fada Y. |amn|, pak konverguje i fada > amp.
m,n=1 m,n=1

4.4.8 Definice

~ S} 0
Rekneme, 7e dvojna fada Y. amn konverguje absolutné, jestlize konverguje dvojna fada > |amnl.
m,n=1 m,n=1

4.4.9 Véta (komutativni zakon pro dvojné Fady)

o0
Necht dvojna fada Y. @, konverguje absolutné a necht N2 = |J Nj je disjunktni rozklad mnoziny N? a
m,n=1 kel
necht kazda mnozina Ny je vyjadiena ve tvaru konecné nebo spocetné posloupnosti.
Je-li mnozina Nj nekone¢nd, pak fada Y. am, absolutné konverguje.

(m,n)eNy
o0
Oznacime-li > amn = 2k, pak plati > zx = > amp. Piitom je-li mnozina I nekonetna, fada > zj
(m,n)eNy kel m,n=1 kel
konverguje absolutné.
Naznak dikazu:
Mnozinu N? Ize vyjadfit jako prostou posloupnost {(m1,n1), (ma,n2), ..., (m;,n),...}.
o0 o0

Oznacime-li by = am, »n,, 1ze fadu Y b, povazovat za prefazeni dvojné fady > amn-
=1 m,n=1

Podle 4.3.13 fada Y b; konverguje absolutné a plati > by = . amn-
=1 =1

m,n=1

l

Ziejmé Y. amn]| < D |amn| a tedy podle 4.4.7.4 fada Y, am, konverguje absolutné.
(m,n)ENy m,n=1 (m,n)ENy

Radu Yz, =3 < > amn> lze povazovat za piefazeni fady > b;.
k (

k m,n)ENy =1
Podle 4.3.13 fada ) z;, konverguje absolutné a plati >z = > b;.
% % l

(Podrobny dukaz viz napf. Jarnik, Diferencialni pocet II, Véta 39) O

4.4.10 Sumacni metody dvojnych rad

Konstrukce popsané v predchozi vété se nazyva sumadni metoda dvojné fady. Aplikovat sumac¢ni metodu na
dvojnou fadu 3 am, znamena

— Mnozinu N? vyjadiit jako sjednoceni kone¢né nebo spocetné posloupnosti po dvou disjunktnich mnozin
Ny.

— Kazdou mnozinu N} uspofadat do kone¢né nebo spocetné posloupnosti.
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— Utvorit soucty (Fady) >, amn = 2.
(m,n)ENy

— Utvorit soucet (fadu) > zg.
%

Jestlize dvojna fada Y am, konverguje absolutng, pak konverguje absolutné i kazda takto vytvorena fada a
plati > amn = Y 2k

Nékteré vyznamné sumacni metody:

e Sumace po ¢tvercich

Ny = {(151)}
3)7( ,2)}

Ny = {(2, 1), (2, 1,2
N3 = {(35 1)7 (35 )7 (35 3)7 (25 3)7 (15 3)}

Pak > amn = a11 + (a21 + a2z + a12) + (as1 + as2 + ags + azz + a13) + - - -

o Sumace po diagondldch
Ny ={(1,1)}
2)}
2

Ny = {(25 1)7 (L
N3 = {(35 1)7 (25 )7 (15 3)}

Pak > amn = a11 + (a21 + a12) + (as1 + a2 + a13) + -+

o Dvojndsobné Fady
Nk = {(ka 1)7 (ka 2)7 (ka 3)7 s } (k_ty fédek)

nebo
Ny = {(1 k), (2,k), (3,k),...} (k-ty sloupec)
Pak Z U = Y (Z amn> nebo > Gpn = Y. (Z amn>
m,n=1 m=1 \n=1 m,n=1 n=1 \m=1

4.5 Soudin rad

4.5.1 Definice

oo o0 o
Budte > an, Y. b, nekone¢né fady. Jejich soucinem rozumime dvojnou fadu > ¢mn, kde ¢npn = amby.
n=1 n=1 m,n=1

4.5.2 Véta

o0 o0 o0
Necht fady > an, = a, Y. b, = bkonverguji absolutné. Pak jejich sou¢in > ¢, konverguje rovnéz absolutné
n=1 n=1 m,n=1

o0
aplati Y cunn = ab.
m,n=1

D.: Oznatme s =) |am|, t =" |bnl,
pm Castetné soulty fady Y |am|, o, Castecné soucty fady > |by|,
Pm Castetné soulty fady Y am, 0, Castetné soucty rady . by,
Smn Castecné soucty dVO_]Ile fady > [cmn| = [ambnl.

Sm Z Z la;b;| = Z |a;] Z |bj] = pmon < st a podle 4.4.74 > |cymn| konverguje, tedy > cmn

1=17=1 =1
konverguje absolutné.
Na dvojnou fadu Y ¢,y 1ze aplikovat sumaci po ¢tvercich.
Dostaneme Z Cmn = C11 + (021 + Cog + 612) + (631 + c32 + €33 + Cca3 + 613) + -
Castetné soucty této rady jsou
s1=c11 = arby = p101
59 = c11+(ca1+c22+c12) = a1b1 +agby +azba +arbe = (a1 +az)bi + (a1 +az)b2 = (a1 +az) (b1 +b2) = p2d2
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Sn = PnOn O

Aplikaci néjaké sumacni metody dostaneme konkrétni tvary soucina rad.

Sumace po ¢tvercich = Dirichletiv soucin Tad

<Z an> (Z bn> = a1b1 + (a2bi + azbs + a1b2) + (asbr + asbs + asbs + azbs + ai1bs) + - =
n=1 =1
[e%s) n—1 n—1
= (an Z b; + anb, + b, Z al>
n=1 i=1 i=1

Sumace po diagonalach = Cauchyiv soucin fad

(Z an) <Z bn) = a1bi + (a2b1 + a1b2) + (azbi + azbs + a1b3) + Z Z a1bn kg1
n=1 n=1 n=1k=1
<Z an) (Z bn) = Z akbn—k

n=0 n=0 0

n=0 k=

4.5.3 Véta

o0 o0 o0 o0
Necht > a, = a, > b, = b jsou konvergentni fady a necht > ¢, je jejich Dirichletuv soudin. Pak " ¢,

n=1 n=1 n=1 n=1

oo
konverguje a plati > ¢, = ab.

n=1
o0
D.: Oznalime-li p,, Castecné soulty fady > an,
n=1

o0
oy, Castetné soucty fady > by,
n 1

s, Castecéné soucty Fady Z Cns
pak analogicky Jako v dukazu véty 4. 5 2 ukizeme, ze s,, = p,oy,, z ¢ehoz podle 1.3.6.3 vyplyne
lim s, = ab, tedy Z cn = ab. O
n—oo n=1

Poznamka: Pro Cauchyuv soucin podobné tvrzeni neplati

(="
= . Podle 4.3.7 fad an, b konverguji.

o0
Necht > ¢, je jejich Cauchyuv soucin, tedy

n=0

Polozme a,, = b,

n ! ! ! ey L
¢t = (=) (\/T\/n+1+\/§\/ﬁ+\/§\/n—1+ —i—\/n—i-lx/i)7

1 1 1 1
cn| = + + ot >
[enl ViveF+1 V2yn V3vn—1 Vn+ 11
1 1 1 1 n+1

+ + + 4+ = 1,
vVn+lvn+1l Vn+lvn+1 Vn+lyn+1 vn+1lyn+1 n+1

takze nemuze platit hm ¢, = 0 a podle 4.1.5 fada Z ¢, nekonverguje.
n=0
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4.5.4 Véta (Mertens [1840 — 1927])
Necht fady > a, =a, Y. b, = b konverguji a alespon jedna z nich absolutné. Necht > ¢, je jejich Cauchytv
n=0 n=0 n=0

oo oo
soucin. Pak Y ¢, konverguje a plati > ¢, = ab.
n=0 n=0

D.: Necht Y a, konverguje absolutné a ozna¢me p,,, resp. o, resp. s, ¢astetné soucty rfady > ay, resp. > by,
resp. ¢, Pak

lim p, = a,
n—00
lim o, = b,
n— 00
sp = apbo + (aob1 + aibo) + (aobs + a1by + azbg) + - - - + (aobp + a1bp—1 + -+ - + anby) =

= ao(bo+b1+---+by)+ai(bo+br+-+bp1)+-+anby =

agOp + a10p—1 + -+ -+ anog

Oznacéme B, = o, —b. Pak 0,, = b+ 3, a ILm Bn = 0. Tedy

sp = ag(b+pBn) +ar(b+fn-1)+---+an(b+ o) = blag+ai+---+an)+aofn+aifn-1+-+anfo.
Oznatme w,, = agfy, + a18n—1 + -+ - + an By Pak s, = bp,, + w,,. Nyni staci ukazat, ze lim w, = 0, nebot
n— oo
lim bp, =0 lim p,, = ab.
n—r 00

n—oo
Rada > |a,| konverguje, to znamené, ze ma ohranicené ¢astecné soudty, neboli existuje m € R, m > 0, ze

lag| + lar| 4+ -+ + |an] <m, n=0,1,2,...

lim B, =0, to znamena, Ze posloupnost {3,}°2 , je ohranicena, neboli existuje k € R, k > 0, ze
n—oo

1Bnl <k, mn=0,1,2,...

Bud ¢ > 0 libovolné. Ponévadz lim (3, =0, k &slu 2i > 0 existuje n; € N, Ze pro kazdé n > n; plati
n—00 m
€
n| < — .
Bl < o

> |an| konverguje, takze podle 4.1.4 k &islu % > 0 existuje no € N, Ze pro kazdé n > ns a p € N plati

3
|ant1l + lante] + -+ lantp| < o

Bud ng = max{ni,nz2}. Pro libovolné n > 2n( plati

lwn| = laoBn +a1fn—1+ - +anbo| <
< aol [Bul + la1||Bn—1l + -+ |an | |Brn—no| + [@ng+1| |Ba—ne—1] + -+ -+ lan| [Bo] <
€ € €
< (laol +laa] + -+ +lang )5~ + (lang+1] + lane 2 + - +lanl)k < mo—+ ok = ¢,

coZ znamend, lim w, =0. O
n— 00

4.5.5 Véta (Cesaro [1859 — 1906])

o0 o0 o0
Necht > a, = a, > b, = b jsou konvergentni fady a necht > ¢, je jejich Cauchyiv soucin. Je-li {s,}22,
n=0 n=0 n=0
. .o sotsit-+s
posloupnost ¢asteénych souctu fady > ¢,, pak lim or-l o — ab.
n—0 n—o00 n-+1
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oo oo
D.: Oznafme p,, resp o, Castetny soucet fady Y. an, resp. > b, a dale ay, = p,, — a, B, = o, — b. Pak
n=0 n=0
lim p, =a, lim o, =05, lim «a, = lim B, =0, p, =a+ an, 0, =b+ B,.
n—o00 n—o00 n— 00 n— o0
V dukazu véty 4.5.4 jsme ukazali, ze s, = apop, + a10p—1 + - - - + an0g. Odtud plyne
so+s1+- - +8sy = agoo+ (apo1 + a109) + -+ (aoon + a10p—1 + -+ ay00) =
(ap+ay+---+an)oo+ (a0 + a1+ -+ an_1)o1 + -+ agon, =
(a+an)(b+Bo) + (a+an-1)(b+B1)+-+(a+ )b+ Bn) =
= (n+1)ab+a(Bo+pfr+ -+ Bp) +blao + a1+ +an) +
+anﬂ0 + anflﬂl + -+ O‘Oﬂn .

Dale

So+S1+ -+ sn Bo+ B+ +Bn ap+ar+- - ta,  apfotan_181 4+ 4+ b
= ab+a + + .
n—+1 n+1 n+1 n+1
Bo+Bi+-+Bn . atoat-Fa,
= lim =0.
n+1 n—o00 n+1

K dokondeni dikazu tedy staci ukdzat, ze lim oo + O‘”*lﬁi Ir ot aofn

n—00 n
Posloupnosti {a,, }, {8} jsou podle 1.3.4 ohranicené, a tedy existuje k € R, k > 0 takové, ze
lan| <k, |Bn| < k pro kazdé n € N.

Bud nyni € > 0 libovolné.

Podle 4.1.12 je lim
n—roo

€

3 . . . . 3 . . . .
K Z > 0 existuje n1 € N, Ze pro n > nq je |ay| < % a existuje no € N, Ze pro n > na je |8,] < -

Bud ng = max{ni,na}. Pro n > 2ny plati
laoBn + a1fn—1 4+ g Br—ng + Wng+1Pn—ne—1 + -+ + anfo| <
(lewol 1Bl + loa] [Bn—1] 4 -+ - + [amg | [Bn—nol) + (Iang+1] [Br—no—1 + -+ + lan|[Bo]) <
(k%+k%+~-~+k%) + (%k+%k++%k> = (n+ 1.

anﬂO +anflﬂl + -+ O‘Oﬂn <
n+1

To znamena, ze pro n > ng je e. d

7 4.1.12 a 4.5.5 bezprostfedné plyne

4.5.6 Véta (Abel [1802 — 1829])

o0 o0 o0 o0
Budte > an, =a, Y. b, = b konvergentni fady a > ¢, jejich Cauchyiiv soudin. Jestlize > ¢, konverguje,
n=0 n=0

n=0 n=0

pak > ¢, = ab.

n=0

o0 o0
Poznamka: Porovnanim s 4.1.13 vidime, Ze plati i obecné&jsi tvrzeni: Budte > a, =a, >, b, = b konver-
n=0 n=0

o0 o0
gentni Fady. Jestlize jejich Cauchyuv sou¢in Y ¢, konverguje v Cesarové smyslu, pak Y ¢, = ab v Cesarové

n=0 n=0
smyslu.

4.6 Posloupnosti a rady funkci

4.6.1 Definice

Necht f,,, n € N a f jsou redlné funkce takove, ze Dom f C (] Dom f,.

n=1

o o0
Rekneme, ze posloupnost funkei {f,,}5°; bodové konverguje k funkci f na mnoZiné M C () Dom f, a piSeme
n=1
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lim f, = f, jestlize pro kazdé @ € M ¢iselna posloupnost {f,(z)} konverguje k f(z), neboli kdyZz pro kazdé
n—oo
x e M je le fnlz) = f(2).

o0
Mnozina {x € () Dom f,, : {fun(z)} konverguje}, se nazyva obor bodové konvergence posloupnosti funkei {f,}.
n=1

Posloupnost funkei {f,,} bodové konverguje k funkci f na mnozing M, jestlize ke kazdému ¢ > 0 a kazdému
x € M existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng je |fn(z) — f(z)| <e.
Vsimnéme si, Ze ¢islo ng zavisi na € i na .

Maé-li kazda z funkei posloupnosti {f,} n&akou vlastnost, limitni funkce f = lim f, tutéz vlastnost mit
n—oo
miize, ale nemusi.
— Jsou-li v8echny funkce f,, nezaporné (nekladné), je i funkce f nezaporné (nekladnd).
— Jsou-li v8echny funkce f,, neklesajici (nerostouci), je i funkce f neklesajici (nerostouci).

— Jsou-li v8echny funkce f,, klesajici (rostouci), nemusi byt funkce f klesajici (rostouci).
Napi. f,(z) = E, f(z) = lim f,(x) = lim oo
n n—r00

n—oo N

— Jsou-li vSechny funkce f,, ohrani¢ené, nemusi byt funkce f ohranicené.
Napt. fo(z) =

n . T _ 4
7 na intervalu (0, 00), f(z) = nl;ngo fulz) = .

— Jsou-li v8echny funkce f,, spojité, nemusi byt funkce f spojita.

Napt. fule) = a2, € [-L1], f(o) = lim fue) =3 1O

4.6.2 Definice

~ o0
Rekneme, Ze posloupnost funkei {f,,} konverguje stejnomérné na mnozine M C (| Dom f,, k funkci f a piSeme
n=1

fn 3 f, jestlize ke kazdému e > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > no a kazdé z € M plati

fule) = F(2)] <. .

Vgimnéme si, ze ¢islo ng zavisi pouze na €.

Jestlize posloupnost funkci {f,} konverguje na mnozing M k funkci f stejnomérng, pak na této mnozingé
konverguje k funkci f bodové. Opak obecné neplati.

Je-li mnozina M uzavienym intervalem [a,b] a kazda z funkci f,, je spojitd, je stejnomérna konvergence
téchto funkei konvergenci posloupnosti v metrickém prostoru (Cla,b], pc) (sr. 5.1.2.4). Podle 5.4.2.6 je tento
prostor uplny, coz znamené, ze stejnomérné limita spojitych funkci je funkci spojitou.

4.6.3 Piiklady

2nx

e Posloupnost funkei {f,} konverguje na intervalu [1, 2] stejnomérné k funkei f(z) = 0.

2 2 2
D.: Bud ¢ > 0 libovolné. PoloZzme ng = [— + 1}. Pak ng > -, — <e.
€ €

o
3 2nx 2nx 2 2 2
Pro n > ng plati | f,(z) — f(z)] = |fu(z)] = a2 < e o < - < - <e. O

e Posloupnost funkei { f,,} konverguje na intervalu [0, 1] bodové k funkci f(x) = 0, ale tato konvergence neni
stejnomeérna.
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2z

2 =
D.: nh_}rrgo 1;1# = nh_)rrgo ﬁ = 0 pro libovolné = € R.
1 ont 2 s . 1 1
Jalh) = T = 5 = Lprokazdé n € N. Pro < € (0.1) je tedy |fu(5) — f(2)| = [fa()]| =1 > =
nonz
0

4.6.4 Veéta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

o0

Posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na mnozing M C () Dom f, pravé tehdy, kdyz ke kazdému
n=1

e > 0 existuje ng € N takoveé, Ze pro viechna n > ng, m > ng a kazdé x € M plati |f,(z) — fn(x)] <e.

.t ,=" analogie 1.3.22

»,<="“ Pro kazdé x € M je ¢iselna posloupnost {f,(z)} cauchyovska. Existuje tedy bodova nl;ngo fm=1r.
Ukazeme, ze f, = f.
Bud & > 0 libovolné. Existuje ng € N, Ze pro n,m > ng a kazdé x € M plati |f.(z) — fu(2)] < %
Odtud |f,(2) = f(2) = lim_|fu(2) = fm(@)| < 5 <& O

Poznamka: Posloupnost funkei, kterda ma vlastnost z 4.6.4, se nazyva stejnomeérné cauchyovskd.

4.6.5 Véta

o0
Necht posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na mnozing M C [ Dom f, k funkci f a necht g je
n=1

funkce ohranic¢ena na M. Pak gf, X ¢f na M.

D.: Existuje k € R, Ze |g(x)| < k pro kazdé z € M.
Bud ¢ > 0 libovolné. K % > 0 existuje ng € N, ze pron > ng ax € M plati | f,(z) — f(z)| < % Nyni pro

kadé @ € M an > no plati |g(2) fa(2) — 9(2) /()] = |g(@) | fa(2) = f(2)] < b5 = 2. O

4.6.6 Véta

oo
Domgn> Jestlize f, X f, g» X gna M
-1

n=

Budte {f.}, {g9n} posloupnosti funkci a M C ( () Dom fn> N <
n=1
pak f, + g, X f+gmna M.

D.: Bud e > 0 libovolné.

K % > 0 existuje n1 € N, ze pro viechna € M an > nq je |fn(z) — f(z)] < %
K % > 0 existuje ne € N, Ze pro viechna x € M an > ns je |gn(z) — g(z)] < %
Tedy pro viechna x € M a n > ng = max{ny,na} plati

e €
£ule) + 90(@) — F(&) — 9@)] < 1fal@) — F@) + lg0(z) — 9(a)| < 5+ 5 =<0

4.6.7 Dausledek

Necht f} =X 1,2 2 f2%,...,fF 2 % c1,e2,...,c6 €R. Pak
k _ k _
lei—i-czf,%—i—~-~—|—ckf,’f:ZciffI = Zcifz.

=1 i=1
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4.6.8 Definice

Bud {f,} posloupnost funkci, M C () Dom f,. Pro kazdé n € N polozme s,, = f1 + fo + -+ + fn. Posloupnost

n=1

o0
funkci {s,} se nazyva posloupnost éistecniyjch soucti Tady funkci >, fn.
n=1

o o0

Rekneme, ze fada funkei Y f,, bodové konverguje na mnoZiné M a md zde soudet s, jestlize {s,} bodové kon-
n=1

verguje k funkci s na M.

Mnozina {:v € (N Dom fp, : > ful(x) konverguje}, se nazyva obor bodové konvergence Fady funkei > fp.

n=1 n=1

- o0

Rekneme, 7e fada funkci > f, stejnomérné konverguje na mnoziné M a md zde soucet s, jestlize {s,} stejno-
n=1

mérné konverguje k funkei s na M.

o0 o0

>~ fn = s bodové na M, jestlize pro kazdé z € M je > fn(z) = s(z).

n=1 n=1

Jestlize fada funkei konverguje na néjaké mnoziné stejnomérné, pak na ni konverguje bodové. Opak obecné
neplati.

4.6.9 Véta
o0 o0 o0
Necht fady funkci . f} = s!', > f2 = s2,..., Y fF = s* konverguji ke svym sou¢tiim stejnomérné na
n=1 n=1 n=1
k oo . 00 k )
mnozing M C ) (ﬂ Dom f%) a ci,co,...,c € R Pak fada > | Y ¢;f7 | konverguje stejnomérné k
7j=1 \n=1 n=1 \ j=1
k .
> ¢js? na M.
j=1

D.: Plynez 4.6.7. O

4.6.10 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

Rada funkei Z fn konverguje stejnomérné na mnoziné M C ﬂ Dom f,, pravé tehdy, kdyz ke kazdému € > 0
existuje ng € N takove ze pro viechnan >ng, meNax € M platl | frg1(z) + frp2(z) + -+ foem(z)] <e.

D.: Aplikaci 4.6.4 na posloupnost ¢astecnych souctu. [

4.6.11 Definice

Rekneme ze tada funkci Z fn konverguje na mnoziné M C ﬂ Dom f,, absolutné, jestlize pro kazdé z € M
n 1 n=1

konverguje (¢iselna) fada Z | fr ()]
n=1

4.6.12 Véta (srovnavaci kriterium)

Budte {fn}22, a {gn}32, posloupnosti funkei, M C ( () Dom fn) ( N Domgn) a necht |f,(z)| < gn(z)
n=1

nel
o0 o0
pro viechna n € N a x € M. Jestlize fada funkci Y. g, konverguje stejnomérné na M, pak fada funkei Y f,

n=1 n=1
konverguje na M stejnomérné a absolutné.

D.: Nejprve poznamenejme, Ze z podminky |f,(x)| < gn(z) plyne, Ze v8echny funkce g,, jsou nezaporné.
Absolutni bodova konvergence plyne z 4.2.4. Ukdzeme, ze konvergence je stejnomérna.
Bud ¢ > 0 libovolné. Podle 4.6.10 existuje ng € N takové, ze pro v8echna n > ng, m € N, © € M plati

|gn+1(f£) + gn+2(‘r) +oee gn+m($)| = gn-l-l(x) + gn+2(f£) +ee gn+m($) <e.
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Tedy

[frt1(2) + frt2(@) + - + foym(@)| [fre1(@)] + [far2 (@) + -+ [fapm (@) <

In+1 (x) + gn+2($) + -+ gn+m(:v) < €.

IA A

O

4.6.13 Disledek (Weierstrassovo [1815 — 1897] kriterium)

Bud {f,}52, posloupnosti funkei, M C [\ Dom f, a necht pro vSechnan € Na x € M plati | f,(x)| < ay, € R.

n=1

o0 o0
Jestlize (¢iselna) fada > a, konverguje, pak fada funkei 3 f, konverguje absolutné a stejnomérné na M.

n=1 n=1

4.6.14 Kriteria stejnomérné konvergence

Bud {f.}52, posloupnosti funkci, M C ﬂ Dom f,,.

{ fn}n 1 se nazyva nerostouci (resp. neklesa]zcz) na M, jestlize pro kazdé x € M je Ciselnad posloupnost

{fn(z)}22, nerostouci (resp. neklesajici). Je-li {f,}22; nerostouci nebo neklesajici, nazyva se monotonni.

{fn}22, se nazyva stejnomérné ohranicend na M jestlize existuje konstanta k € R takova, Ze pro vSechna

x € M a vSechna n € N je | f, ()] < k.

1. Dirichletovo kriterium:

Necht posloupnost funkei {g,,}52; je monotonni na M, g, X 0 na M a posloupnost ¢astenych souctu
fady funkci Z fn je stejnom&rné ohranic¢ena na M. Pak fada Z fngn stejnomérné konverguje na M.
n=1 n=1

. Disledek Dirichletova kriteria:
Necht ¢iselnéa posloupnost {a,}52 , je monotonni takové, ze lim a, = 0 a posloupnost ¢asteénych souctiu
n—oo

o0 o0

fady funkci > f, je stejnomérné ohranicena M. Pak fada funkei Y a, f, stejnomérné konverguje na M.
n=1 n=1

. Abelovo kriterium:

Necht posloupnost funkei {g, }22 ; je stejnomérné ohrani¢ena na M a necht fada funkci Z fn stejnomeérné
n=1

o0
konverguje na M. Pak fada Y f,gn stejnomérné konverguje na M.
n=1

4.7 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti a rad

4.7.1 Véta

Necht posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C ()Dom f,, k funkci f. Je-li kazda
z funkci f,, spojitd v bodé zy € J, pak je f spojitd v bodé xg.

Bud e > 0 libovolné. -
Ponévadz f, =X f na J, existuje ny € N, Ze pro n > ny, x € J plati | f,(z) — f(z)] < 3
Ponévad? f, je spojita v g, existuje § > 0, ze pro x € (xg — d§,xo + J) N J plati | fn(z) — fn(zo)] < %
Ponévadz f,,(zo) — f(x0), existuje no € N, Ze pro n > na plati | f,,(zo) — f(20)] < %
Pro n > max{ni,ne} a kazdé z € (zo — 9, z0 + 0) N J plati
1f(z) = f(@o)l = [f(@) = ful@) + fu(2) = fu(@0) + fulz0) — f(20)] <
5 €
< @) = fa@) + 1 fal2) = fal@o)l + [fa(@o) = flzo)] < 3+5+35 = ¢.

Wl M
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4.7.2 Dausledek

Necht posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C ()Dom f,, k funkci f. Je-li kazda
z funkci f,, spojita na J, pak je f spojita na J.

4.7.3 Véta (Moore [1882—-1974] - Osgood [1864-1943])

Necht posloupnost funkci {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C (| Dom f,, k funkci f. Necht 2o € J
nebo z je krajni bod intervalu J a necht pro vSechna n € N existuje lim f,(z) = a,, € R. (V piipadg, Ze x¢ je
xr—rxo

krajni bod intervalu J, jedna se o piisluinou jednostrannou limitu.) Pak existuje lim a, € Ra lim f(z) € R
n—oo T—xQ
a plati lim a, = lim f(x), neboli
n—oo T—T(

lim ( lim fn(gc)) = lim ( lim fn(ac)) .
n—o00 \ T—To r—To \n—00
D.: Bud e > 0 libovolné. -
Podle 4.6.4 existuje nq € N takové, Ze pro vechna m,n > ng, = € J plati |, (z) — fu(2)] < 3
Limitnim pfechodem pro x — z( dostaneme |a,, — a,| < % < e. Posloupnost {a,} je tedy Cauchyovska a
podle 1.3.22 existuje lim a, =a € R.
n—oo

Ukazeme, 7ze lim f(x) = a:
Tr—rT0o

fon X fnalJ = existuje ng € N, Ze pron > no, x € J je |fu(x) — f(2)| < %
Jim fu(2) =a, = existuje 6 >0, ze pro @ € ((xo — &0 +6) \ {wo}) N J e [fu(e) — an| < %
nlingoan =a = existuje ng € N, Ze pro n > ng je |a, —a| < %

Pro n > max{ng,ns} plati |f(z) —a| = |f(x) — fu(z) + fu(z) —an +an —a] < % + % + % =e. O

4.7.4 Véta

Necht posloupnost funkei { f,, } konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C () Dom f,, k funkci f. Necht viechny
funkce f,, jsou na [a, b] integrabilni v Riemannové smyslu a xg € [a, b] je libovolny. Pak funkce f je integrabilni
na [a,b] a pro kazdé = € [a,b] plati [ f(t)dt = lim [ f,(¢)dt, neboli

TL*)OO:EO

zo

x

[ Qi o) = g ( [ ]

Zo
pfitemz konvergence posloupnosti funkei na pravé strané je stejnomérnd na intervalu [a, b].

D.: Nejdiive ukdzeme, ze f = lim f, je integrabilni. Bud & > 0 libovolné.
n—oo
€

4(b—a)’
Ponévad? funkce f,, je integrabilni, podle 3.2.10 existuje déleni D = {xg,z1,..., 21} € 9([a,b]) takové,

ze S(Dafno) - S(vaﬂo) < %
Oznatme 7; = inf{fp,(z) : & € [z 1, 2]}, M =sup{fn, () : = € [zi_1,2i]},
m; = inf{f(x): = € [z;-1, 2]}, M; =sup{f(x): x € [xi—1,zi]}.

Ponévadz f, X f, existuje ng € N takové, Ze pro vSechna x € [a, b] plati |f,,(z) — f(z)] <
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Dale

takze M; —m; < M; — m; +

5 5
4(b—a)’ 2(b—a)’

3
Pak Ni— i —
a. |m m|< (b )
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=1
k k
= Z '_mz) LTq — Tj— 1 ( a Z — Tij— 1
i=1 1=1
g g 3
= (vano)_S(D .fno) 5 < 5"’5 = &,

coz podle 3.2.10 znamend, ze funkce f je integrabilni.
Ozna¢me Rla,b] mnoZinu vsech Riemannovsky integrabilnich (a tedy ohrani¢enych) funkci definovanych
na intervalu [a, b]. Pro ¢, 4 € Rla, b] polozme

ps(p,) = sup{|p(z) — ¥(z)| : € [a,b]}.
Analogicky jako v 5.1.2.4 ovétime, ze (R]a, b], ps) je metricky prostor a snadno nahlédneme, Ze stejnomérna
konvergence posloupnosti funkei integrabilnich na intervalu [a, b] je konvergenci posloupnosti v prostoru

(Rla, b], ps)- (Podle prvni ¢asti dikazu je prostor (R[a,b], ps) uplny.)
Definujme zobrazeni F : R[a, b] — C|a, b] pFedpisem

Pro ¢, € Rla, b] plati:
pc(F(e), F() = max{[F(¢)(z) — F()(z)|: € [a, 0]} =

= max /mw(t)dt— ]1/;(t)dt cx € [a,b] p =

= max /((p(t) —(t))dt| : x € [a,b] p <
< max /|go(t) —(t)|dt| : x € [a,b] p <

< max /sup{|<p(7') —P(r)|: 7 € a,b]}dt| : x € [a,b] p =

Zo

= max{[(z — o)l ps(p,¥) : @ € [a,b]} = max{(b— o), (x0 — a)} ps(p,¥).

Oznacime-li tedy L = max{(b — x¢), (xo — a)}, je pc(F(¢), F(¢)) < Lps(p,1), coz znamena, ze F je
Lipschitzovské zobrazeni a podle 5.5.10 spojité.

Podle 5.5.3 pfevadi spojité zobrazeni metrickych prostort konvergentni posloupnost na konvergentni po-
sloupnost a plati

tim F(f,) = F ( lim 1.) .

n—r00

coz je formule z tvrzeni véty. Navic konvergence posloupnosti v prostoru Cla, b] je stejnomérnou konvergenci
posloupnosti funkci. [
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4.7.5 Véta

Necht posloupnost funkei { f,,} konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C () Dom f,, k funkci f. Necht viechny
funkce f,, jsou na [a,b] integrabilni v Riemannové smyslu. Pak funkce f je integrabilni na [a, b] a plati

b b
[ f@t)dt = lim [ f,(t)dt, neboli
a n—oo a

b

[ Qo) = g ([ 00

a

D.: plyne bezprostiedné z 4.7.4 a z toho, ze z konvergence stejnomérné plyne bodovéa. [

4.7.6 Véta

Bud {f,} posloupnost funkci diferencovatelnych na otevieném intervalu J C [ Dom f,,. Necht existuje xg € J
takovy bod, Ze (Giselna) posloupnost {f,.(xo)} konverguje. Jestlize posloupnost funkci {f/} konverguje stej-
nomérné na J, pak posloupnost {f,} konverguje stejnomérné na J k diferencovatelné funkci f, pro niz plati
fl(x) = nh_)rrgo 11 (z) pro kazdé x € J, neboli

(@) =t i) () = i ()

D.: Piedev$im poznamenejme, Ze vzhledem k 3.3.16 zustava véta 4.7.4 v platnosti, zaménime-li [a, b] za (a, b).
Podle 3.4.3 a 3.1.5 existuje posloupnost {c,} takova, ze

fulo) = ot [ Futt)it.

Odtud plyne, ze f,(xzo) = ¢, a tedy podle pfedpokladu existuje ¢ = lim ¢,. Podle pfedpokladu dale
n—oo
existuje funkce g takova, ze f), =X g na J. Pro z € J polozme

x

f(2) :c+/g(t)dt.

zo
Funkce f je podle 3.4.3 diferencovatelna. Podle 4.7.4 [ fr(t)dt X [ g(t)dt, takze
ZTo o

fo=co+ [ fL)dt X ¢+ [g(t)dt = f apodle 3.4.3 pro kazdé z € J je f'(z) = g(z) = lim [} (z). O
xo o

n—r00

Poznamky:
1. Predpoklad o existenci xo € J takového, Ze existuje lim f,(zg) € R nelze obecné vynechat.
n—oo
Napi.: fo(x) =n, f, =0 2 0, aviak {f,} nekonverguje.

2. Z predpokladu stejnomérné konvergence posloupnosti diferencovatelnych funkei { f,,} neplyne (ani bodova)
konvergence posloupnosti funkei {f]}.

1
Napt.: fn(x) = —sinnz, J = (=2m,27). Pak f, X 0, fl(z) =cosnz, f}(7)=cosnm=(—1)".
n
Nésledujici véty plynou z predchozich uzitim posloupnosti ¢asteénych souctu fady funkci.

4.7.7 Veéta

Necht fada funkei Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu J C [ Dom f,, k funkci f. Je-li kazda z funkei f,
spojita na J, pak je f spojita na J.
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4.7.8 Véta

Necht fada funkei Y f, konverguje stejnomérné na intervalu J C (|Dom f, k funkci f. Necht z¢ € J nebo zg
je krajni bod intervalu J a necht pro viechna n € N existuje lim f,(z) = a, € R. (V pfipadg, Ze x je krajni
T—T(

bod intervalu J, jedna se o pfislusnou jednostrannou limitu.) Pak fada > a,, konverguje, existuje lim f(x) € R
Tr—rTo
a plati " a, = lim f(x), neboli
T—T(

4.7.9 Véta

Necht fada funkei Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C () Dom f,, k funkci f. Necht v8echny funkce
fn jsou na [a, b] integrabilni v Riemannové smyslu a xg € [a, b] je libovolny. Pak funkce f je integrabilni na [a, 0]

a pro kazdé x € [a,b] plati [ f(t)dt =3 f fn(t)dt, neboli

/(an /fn ,

pfitemz konvergence fady funkei na pravé strané je stejnomérna na intervalu [a, b].

4.7.10 Véta
Necht fada funkei Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C () Dom f,, k funkci f. Necht véechny funkce

fn jsou na [a,b] integrabilni v Riemannové smyslu. Pak funkce f je integrabilni na [a,b] a plati f f)dt =

fon t)dt, neboli

b

/b(z fn(t)) at =y /fn(t)dt

a

4.7.11 Véta

Bud Y f,, fada funkeci diferencovatelnych na otevieném intervalu J C () Dom f,. Necht existuje z¢ € J takovy
bod, ze (Ciselnd) fada > fn(zo) konverguje. Jestlize fada funkci Y f/ konverguje stejnomérné na J, pak fada
> fn konverguje stejnomérné na J k diferencovatelné funkei f, pro niz plati f/'(z) =Y f/ (z) pro kazdé x € J,

neboli
(Ehw) = Sa@. 0 4 (Ca@) = X (f0n).

4.8 Mocninné rady

4.8.1 Definice
Bud {an,}52, posloupnost realnych &isel, g € R. Mocninnd (potencni) fada se stiedem xo a koeficienty a, je

fada funkci > ap(z — z0)".
n=0

o
Specielné pro zg = 0 jde o fadu Y apz™ = ag + a1z + asx® + azz® + - - -

n=0
o0 o0
Substituce y = x — xo pievede Fadu > an(z —x0)" v fadu > a,y". Proto se v prvni ¢asti tohoto odstavce
n=0 n=0

o0
(po 4.8.11) omezime na mocninné fady tvaru . a,z"
n=0
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Mocninna fada konverguje ve svém stfedu a ma zde soucet ag.

4.8.2 Definice
o0 o0
Bud > a,2™ mocninna fada. Jestlize tato fada konverguje pro kazdé x € R, fekneme, Ze fada Y a,z™ vidy
n=0 n=0
oo
konverguje. Jestlize tato fada pro kazdé = # 0 diverguje, fekneme, 7e fada >, a,x™ vidy diverguje.
n=0
Priklady:
o o0
1. Rada ) n"z™ vidy diverguje.
n=1

2
Bud z; € R libovolné. Pro n > ol je [n"al| > 2" — o0, a tedy nemuze byt lim n"z} = 0. Podle 4.1.5
Il n— oo

[ee]
(¢iselnd) fada > n"al diverguje.
n=1

2. Rada In—T vzdy konverguje.

n=1
In+1
. (n+1)’ . |$C| . .. L. s} PRI - .
lim ——— = lim —— =0, takZe podle 4.2.11 ¢iselna fada > Z; Fada absolutné konverguje.
n—o00 ‘fl—" n—oon + 1 n—1 n:
4.8.3 Véta

oo
Bud > a,2™ mocninna fada.
n=0

(oo}
Jestlize existuje zo € R takové, ze (Eiselna) fada Y a,xj konverguje, pak pro kazdé z € R, |z] < |zo| Fada
n=0

o0
> apx™ konverguje absolutné.

n=0
o0
Jestlize existuje zo € R takové, ze (Ciselnd) fada > anzf diverguje, pak pro kazdé = € R, |z| > |zo| Fada
- n=0
> apx™ diverguje.
n=0
o0
Jestlize mocninna fada ) a,z™ ani vidy nekonverguje, ani vzdy nediverguje, pak existuje r € R takové, Ze

n=0
tato fada konverguje absolutné pro kazdé = € R, |z| < r a diverguje pro kazdé z € R, |x| > r.

D.: e Necht > anzf konverguje. Bud z € R, |z| < xo.

n=0

Ponévadz > a,xf konverguje, podle 4.1.5 je lim |anz)| = 0 a tedy podle 1.3.4 existuje k € R, ze
n—>0 n—o00
lanzf| < E pro kazdé n € N.

n

<k

n
x

Lo

T

Pro x € R, |z| < |xo| plati |a,a™| = = |anzy]
g

x
anTH —
Lo

konverguje a tedy podle 4.2.4 konverguje i fada > |anz™|, neboli Y a,a”

n=0 n=0

Zz
Zo

Podle 4.1.3 fada > k

n=0
konverguje absolutné.

(o] (o]
e Necht > anzf diverguje. Kdyby existovalo x1 € R, |x1| > |zo| takové, Ze by > a,z} konvergovala, pak
n=0 n=0

o0
by podle jiz dokdzané ¢asti konvergovala i fada Y a,z{.

n=0

o0 o0
e Oznacme M = Sz €R: x>0, > apa” konverguje}. Ponévadz > a,2™ vidy nediverguje, existuje
n=0 n=0
podle pfedchoziho tvrzeni horni zavora mnoziny M. Podle 1.1.7 existuje r = sup M € R.
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Je-li x € R, |x| > r, pak x & M, Z anx™ diverguje.

Je i z € R,|z| < r, pak podle 1. 1 6(s2 ) existuje zg € M takové, Ze xo > |x|. Podle prvniho tvrzeni fada

Z an,z" konverguje absolutng. [

n=0

4.8.4 Definice

o]

Cislo r z 4.8.3 se nazyva polomér konvergence mocninné fady > a,2", a otevieny interval (—r,r) se nazyva

n=0

konvergencni interval této rady.
o0

Jestlize fada > a,a™ vzdy konverguje, klademe r = oo, jestlize tato fada vzdy diverguje, klademe r = 0.

Priklad:

n=0
0

ZI_

Proz = 1 se jedné o fadu harmonickou, tedy podle 1.1.2.1 divergentni.
Pro x = —1 se jedna o fadu Leibnizovu, tedy podle 4.3.8 konvergentni.
V tomto pfipadé je tedy r = 1, konvergenéni interval je (—1, 1), obor konvergence je [—1,1).

4.8.5 Véta (Cauchy [1789 —1857] - Hadamard [1865 — 1963])

Bud Y a,2™ mocninna fada a r jeji polomér konvergence. Pak

— = limsup {/|an]| .

n—oo

Piitom klademe r = 0 pro limsup {/|a,| = oo a r = oo pro limsup {/|a,| = 0.

D.:

n—r00 n—oo

Necht limsup {/|a,| = 0. UkaZeme, Ze Z anx™ vzdy konverguje.

n—oo

Bud zg € R, zg # 0 libovolné. Pak —— > 0 = limsup {/|a,|. Tedy existuje ng € N, Ze pro n > ng

| ol n—»o0

n 1 1 no_ 1 n
platl > /|an|, tedy ( ) ol > |ay|. Odtud |a,| |zo|™ < (§> .Rada )’ (5) podle 4.1.3
konverguJe a tedy podle 4.2.4 fada Z anx( konverguje absolutné.
Necht limsup {/|ay| = co. Ukadzeme, Ze > apz™ vzdy diverguje.

n—oo

Bud zp € R, xp # 0 libovolné. Pak pro nekone¢né mnoho indext n plati {/|a,| > a tedy pro

1
|zo
nekonetné mnoho indexu n plati |ay||xo|™ > 1. To znamené, 7e nemize byt lim an,zj = 0 a tedy

n—roo
podle 4.1.5 fada Y anz{ diverguje.

Necht 0 < a = limsup {/|ay].

n—oo
1
— Bud x9 € R, 0 < |zo| < —. UkaZeme, Ze Y anz{ konverguje.
a
1 1 1
Zvolme b € R, |zo| < b < - Pak 3 > a a tedy existuje ng € N, ze pro n > ng je {/|an| < 3
1 n n
Odtud {/|an||zo] < =, |anzl| < n|x0|" = (@) . Ponévadz @ < 1, fada Y, (%)
podle 4.1.3 konverguJe, a tedy podle 4.2.4 fada Y a,xf konverguje absolutné.
1
— Bud zp € R, |zg| > —. UkéZeme, Ze Y anz{ diverguje.
a

Pro nekoneéné mnoho indexu n plati {/|a,| >
Podle 4.1.5 fada > a,z§ diverguje.

|anzy] > 1 a nemize byt lim |a,z{| = 0.
n—oo

1
2o’
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4.8.6 Dusledek

Q.
Bud {a,} posloupnost kladnych &sel. Jestlize existuje lim —-*
n—oo

= o € R*, pak mocninna fada ) a,z™ ma

1
polomér konvergence r = — (pfitom klademe r = 0 pro a = 0o a r = oo pro a = 0).
a

D.: Plyne z 4.2.12. O

4.8.7 Véta

Necht mocninné fada > a,z™ ma polomér konvergence r > 0. Pak tato fada konverguje stejnomérné na libo-
volném uzavieném intervalu [a,b] C (—r, 7).

Konverguje-li fada Y a,r™, pak mocninné fada > a,z™ konverguje stejnomérné na uzavieném intervalu [a, 7]
pro libovolné a € (—r,r).

Konverguje-li fada > a,(—r)", pak mocninna fada > a,z™ konverguje stejnomérné na uzavieném intervalu
[—r, a] pro libovolné a € (—r,r).

1
D.: Polozme ¢ = r — 3 (r —max{]|al, [b|}). Pak pro kazdé z¢ € [a,b] je |xo| < ¢, tedy |a,xy| < |anc™|. Podle
4.8.3 fada Y |anc™| konverguje a tedy podle 4.6.13 fada Y a,2™ konverguje absolutné a stejnomérné na
[a, b].
Necht fada > a,r™ konverguje. Bez ujmy na obecnosti muzeme piedpokladat r = 1. (V opatném piipadé
lze pouzit substituci x — —.)
N r
(Ciselna) fada > a, = > a,1™ konverguje.
Ukazeme, ze fada funkei > a,x" konverguje stejnomérné na [0, 1].
Bud ¢ > 0 libovolné. Podle 4.1.4 existuje ng € N takové, Ze pro n > ng a libovolné m € N je
€
|an+1 + Ap+-2 +-+ an+m| < 5
Bud z € [0,1). Pak
|an+1xn+l 4 an+2xn+2 R an+mxn+m| _

_ |an+1(xn+1 _ xn+2 + xn+2 _ xn+3 + xn+3 L anrm + anrm) +
+an+2(xn+2 _ xn+3 4 xn+3 L xn-{-m 4 xn-i—m) R
+an+m71(xn+m—l _ xn-i—m + xn-l—m) + an+mxn+m| _

= |ap1 (@ = 2™) 4 (anp1 + ang2) (@ — 2" +
F (i1 F Gngz + Gng3) (@3 — 2" b b (@1 F Qo o F Q1) (2T — 2T 4
+(an+1 + An42 + -+ an+m)xn+m| -

= |(1 - I)[an+1xn+1 + (an+1 + an+2)517n+2 + (anJrl + Ap42 —+ an+3)xn+3 + .o+
F(@n1 4+ anr2 + -+ Gngm-1)Z" T+ (@1 + anga + o F Gpgpm)z" T <

< (1 _ x)a(x"'H + In+2 + In+3 N In+m—l) + axn-i—m _

B € pppl—amtmt e ¢
= (-a)ge 1z 3" T3

Tedy pro kazdé z € [0,1] je |anr12™ T + apiod™ ™ + - + @pima™™| < g, coz podle 4.6.10 znamena, Ze

fada funkei Y a,2™ konverguje stejnomérné na [0, 1].

Tteti tvrzeni lze dokdzat analogicky. [J

(xn-l-l _ x?n-l—m 4 xn-l—m) S E.I'n+l < e.

4.8.8 Véta (Abel [1802 — 1829])

Necht mocninn4 fada Y a,z" ma polomér konvergence r. Pak soutet s této Fady je funkce spojita na intervalu
(=r,7).

Necht 0 < r < oo a fada Y a,r™ (resp. fada Y a,(—r)") je konvergentni. Pak soucet s fady > a,z™ je funkce
zleva spojita v bodé r (resp. zprava spojita v bodé —r).

D.: Véta plyne z 4.8.7,4.7.7a 4.7.8.
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4.8.9 PoznAmky

o0
1. Necht mocninna fada ) a,z™ mé polomér konvergence r. Pak fada
n=0

o0 a [eS) a z [eS)

n n+1 n—1 n n
g n+1:c = g p— —/<§ ant>dt
n=0 0 n=0

n=1

ma také polomér konvergence r. (sr. 4.7.9)

lim sup U = lim sup U hmsup Ve | =1-r=r0
n—o00 n—r00

2. Necht mocninna fada Z anz™ ma polomeér konvergence r. Pak rfada
n=0

oo oo /
Z(n—i— Dan12” Znanx = (Z GnUCn)
n=0

n=0
ma také polomér konvergence r. (sr. 4.7.11)

3. Necht mocninna fada 3 a,z™ ma polomér konvergence r. Pak soucet s(x) této Fady ma na (—r,r) derivace
vSech fadu, pficemz k-tou derivaci obdrzime k-nasobnym derivovanim této fady ,,¢len po ¢lenu® a vznikla
mocninnd fada mé opét polomér konvergence r.

4.8.10 Priklad

rd dt [
arctg(z) = T arctgtdt = Te =
0

x

= Z(_nn/t%dt = > (1"
n=0

) o 2n+1 =
T arctgl = i(—l)” ! = 7T:4i(—
4 o 2n+1 =
499999
4 Z = 3.141590653589793240462643383269502884197
2 +1

(Podtrzenim jsou vyznaceny nespravneé cifry; jsou ¢tyfi na prvnich ¢tyFiceti desetinnych mistech.)

4.8.11 Definice

Bud f funkce, kterd méa v bod& xg € R derivace v8ech Fada. Taylorovou Fadou funkce f v bodé xg rozumime
mocninnou fadu

f' (o)
1!

f(wo) +

ae e > f£(n) (g
(I—$0)+f(0)(17—170)2+f2(!0)(I_x0)3+"' = Zif n(' 0)(17—560)”
Specielné pro g = 0 mluvime o Maclaurinové Fadeé.

4.8.12 Véta

Necht funkce f ma v bodé xy € R derivace vSech radu. Jeji Taylorova fada konverguje na néjakém intervalu J
obsahujicim bod z¢ k funkci f pravé tehdy, kdyZz pro posloupnost jejich Taylorovych zbytka plati lim R, = 0.
n—oo

D.: VyuZijeme vétu 2.4.8 a oznaleni v ni pouZivané. Pro posloupnost {s,} ¢astecnych soucttt Taylorovy fady
plati s, (2) = T, (2) = f(z) — R,. O
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4.8.13 Véta

(oo}

Necht mocninna fada > a,(z — 2¢)™ ma polomér konvergence r. Pak je tato fada Taylorovou fadou svého
n=0

sou¢tu f v konvergenénim intervalu (f™ (zo) = a,n!).

D.: Analogicky jako 2.4.5. O

4.8.14 Definice

Funkce f se nazyva analytickd v bodé xo € R, jestlize existuje okoli O(xg) bodu zy takové, Ze na ném lze f

o0
vyjadiit jako soucet mocninné fady. T.j. pro = € O(zo) plati f(x) = > an(x — x0)".
n=0

Funkce f se nazyva analytickd na otevireném intervalu J, je-li analyticka v kazdém z € J.

Je-li funkce f analyticka, jeji vyjadieni mocninou Fadou (rozvoj do mocninné fady) je Taylorovou Fadou.
Zejména analytickd funkce f ma derivace vSech fadi.

Opacné tvrzeni neplati. Funkce, ktera mé derivace vSech fadi nemusi byt analyticka.
e Ml oz £0
0, z=0
fada 0 + 0z + 022 + 02° + - - - ma na intervalu (—oo, 00) soucet 0, a piitom f(x) > 0 pro x # 0, coZ znamena,
ze funkce f neni v bodé 0 analyticka.

Piiklad: Funkee f(z) = { méa v bodé 0 derivace v8ech fadi rovny 0, tedy jeji Maclaurinova

1

D.: Jeliz >0, pak f(z) =e V%, f'(z) = Fe_l/m,
2 1 1
f'(x) = —=e /> 4 —e/* =Py ( = | e /% kde P, je polynom,
x3 x4 x
m_pr (AN (AN 1o L p (L omve —p (L) om1/e :
" =P e + =P e =Ps e , kde Pj5 je polynom, atd.
T x? 2 T T

1
lim f)(z) = 113& P, (E) e~V = lim P,(t)e”/* = 0.

r—04 t— o0
1 1
Je-li < 0, pak f(x) =e/®, f'(z) = ——261/I =1 (-) e!/? kde Q1 je polynom,
x x
2 1 1
(x) = —Sel/”” + —4e1/”” =Q3 (—) e'/* kde Qs je polynom, atd.
x T x
1
i (n) — 1 Z)el/z = | —tle ! =
g 70 = iy Qu(3) e = Jim Qa0

Celkem tedy je f(™(0) = limo f™(x)=0.0
Tr—r

4.8.15 Maclaurinovy rady nékterych elementarnich funkci

[oe) xn
1 oer= L -
e R;O E r =00
o x2n+1
2. sm:v:ngo(—l) Tl r =00
jo%s) x2n
3. cosx:ngo(—l)"m, T =00
4 Wm(l+z)=>S ()", r=1, ze(-1,1]
n=1 n
5 (142 =Y ( z )x" r=1, ze(-1,1)
n=0
o x2n+1
6 arctgx:ngo(— )"2n—+1, =1, ze[-1,1]

Sr. 2.4.7 a 4.8.10.
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4.8.16 Aplikace mocninnych rad
1. Vypocet funkénich hodnot

2. Vypocet limit

3. Vypocet derivaci

4. Vypocet urcitych i neurcitych integrala

5. Sumace ¢iselnych rad

6. Vypocet obecného ¢lenu posloupnosti zadané rekurentné

7. Resent pocatecnich tloh pro oby¢ejné diferencialni rovnice

4.9 Cviceni

Najdéte soucty rad

1) gttt ittt S+ R+
3)%—1—54—%—1—%4—%—1—... 4) 1+ qcosa + ¢% cos2a + ¢® cos 3a + . ...
Rozhodnét e o konvergenci fad
= 1 - 1 - n!
5) Z 1000 6) z_:l T000n+1 7) 2—21" bl 8) 1n—n
00 371 00 4 n(n—1) 0o 5 ( 1"
9) 3 T 10) ;(g_ﬂ) ) Y gy 12) z In (1+E2)

13) Dokazte, ze Fada prevracenych hodnot ¢lenii aritmetické posloupnostl diverguje.
Rozhodnéte o konvergenci a absolutm’ konvergenci fad

- -H" = n2 71'712
14) ;% >zf+ L 16) > In 275 cos

17) UkaZzte, Ze druhd mocnina (chapana jako Cauchyiv soucin) konvergentni fady Z " je fada divergentni.

Najdéte obory konvergence a absolutni konvergence fad funkci

18) ioil = 19) illf—ln 20) Z o
21) i:% e 22) ni@% 23) nil (@)n
24) Z n2yn(1—x)  25) nio o (#ﬂ)" 26) ni In14a")
Rozhodnete zda uvedené rady kOHVQTgUJl na daném intervalu stejnomérné
27) Z CO (-2,2)  28) n21(1+ +laopdyn 212 99) 20 =1 11,9

NaJdete poloméry konvergence mocninnych fad
30) Z v (a>1)  31) z S (a>0,b>0) 32) 3 (#) 420

n=19 n=0 n=0
NaJdete obory konvergence mocninnych rad
nz” = 1 n e .n
33) > o 34) ZO (2n+)1 2n+1 35) Zo R
Funkce rozvifnte v Maclaurlnovu fadu .
-5z
36) 1+z 2m2 37) 1—z— 12 38) lfzimz
39) o= 40) oV 121 — 41) zarctgz — Iny/'1 + a2
Najdéte soucet mocmnne fady
< n’41 z" o (*Dnil 2n
42) ST L 43) Z e 44) 3 nEn=D L

n=0 n 1 n=1

45) Z TLQZCn_l 46) Z 2n+1 2n 47) Z n_.n
n=1 n=1
Najdéte soucet ¢iselné rady

144



o0
1 1 1 1 +1
8)1 -3+ -5+ 49)71709""!

135 | 1357 ~ _n
50)1_§+__246+2-4»6-8_"‘ 51)2(271-!—1)!

S presnosti alespon 0.001 vypoditejte mtegraly

0.2 04 .

{ sin z2dz 53) of e " 4y 54) Of ﬂw

Vypocitejte limity

m2 sin @

55) lim wst—g = 56) lim ((z% — 22 + %)e% —Vab + 1) 57) lim 1=(cosm)™”

x—0 x T—00 z—0 x

Vysledky: 1)3 2)3 3)2 4)1712;&)%(}@2 5)diverguje 6)diverguje 7)konverguje 8)konverguje 9)diverguje
10)konverguje 11)konverguje 12)konverguje 14)diverguje 15)konverguje relativné 16)konverguje absolutné
18)absolutné pro = € (—oo, —1)U(1, 00) 19)absolutné pro = € (—1, 1) 20)relativné pro x € R\{-1,-2,-3,...}

21)absolutné pro = € (1,00) 22)absolutné pro x € R\ {—1,1} 23)absolutné pro x € (—1,1), relativné pro

x < 1 24)absolutné pro z € (1_7‘/5, %) U (é, 1+‘/_) 25)absolutné pro z € (—oo, —1) U (—31,00) 26)absolutné

pro x € (—1,1] 27)ano 28)ano 29)ne 30)oo 31)max{a, b} 32)v2 33)(—2,2) 34)[-1,1] 35)[—21,1)

36)F 5 (1- (-2l < 3 30g 5 (%) + -0 (552) 7)o = 55 e de {an} je Fibo-
3 =3 NG 5 = nT'’, nt Je Fibo

n=
nm

0
oo
nacciho posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21,..., a5, = an1 + an_o, |z| <L 38) 3 (cos 20)a™, 2] < 1
n=0

o0 N n o0 n n oo " Iz
39)5 . (n+ G o fol < 140) 2 G Ja] <141) 3 (1) gy el < 1

42) e%(1+£+ﬁ) 43)In -, -1 <z < 1 44) 2z arctgz — In(1 +2? ) |a:| <1 45)(117)3, 7| < 146) e (1+222)
47)1‘“1 2y x| < 148)1n2 + Y27 49)3,/6 50)2 51)-L 52) 0.001 53) 0.364 54) 0.1 55) — 5 56) 1
57) 1
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Kapitola 5

Metrické prostory

5.1 Pojem metriky

5.1.1 Definice

Bud' P # () mnozina a p : P2 — [0, c0) zobrazeni, které pro viechna x,vy, z € P splituje

(M1) p(z,y)=0ez=y (axiom totoznosti)

(M2)  p(x,y) = p(y, x) (axiom symetrie)

(M3)  p(z,y) + ply,z) > p(x,2) (trojuhelnikova nerovnost)
Zobrazeni p nazyvame metrika na P, prvky mnoZiny P nazyvame body metrického prostoru (P, p), ¢islo p(x,y)
nazyvame vzddlenost bodua x, y.

5.1.2 Piiklady

1. Diskrétni metricky prostor

1, z#y

P # () libovolna mnozina, p(z,y) = { i
0, z=y

2. Metrika na R
P =R, p(z,y) = |z -yl

3. Metriky na R"
P:Rn’ 55:(551,552,---75571)73/:(ylayza---ayn)ERn

i=1

p2(z,y) Z’/ Yo (i —yi)? euklidovska metrika

n

p1(z,y) = v — vil souctova metrika (taxikarska metrika)
i=1

Poo(,y) = max{|z; —y;| : i =1,2,...,n} maximalni metrika

Axiomy (M1), (M2) jsou splnény trividlné. (M3) ovéiime postupné:

n n n n
pr: pi(,y) + iy, 2) = 21 |z — yil + 21 lyi — 2| = Zl(m il + lyi — zil) = Zl [z — zi| = p(2, 2)
i= i= i= =
Poo: Pool(T,Y) + poo(y, 2) = max{|z; —yi| : i =1,2,...,n}+max{|y; — z|: i=1,2,...,n} >
> max{|z; — yz|+|yz—zz| ci=1,2,. }2 | —yil + |yi — zi| > |xl—zl| pro hbovolne
i€{1,2,3,...,n} atedy poo(z,y) —i—pooy, ) > max{|z; — 2| : i =1,2,...,n} = pool(x, 2)

p2: Vyjdeme z nerovnosti Z uv; <y Z uzy | Z v? (Cauchy-Buiakovski-Schwarz)

=pi+ g, vi=¢: Z(pz"’%)%_ sz+%) qu

1=1
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=1

Ui = DPiy Vi = Pit ¢ Zpi(pi+qi)§\/zpf Z(pz+QZ)

Sectenim: Y (p; + ¢i)? S\/Z (pi + ¢)? ( P+ \/Z qf)
=1 =1 3 3

n n n
neboli, [ > (pi + ¢:)> <,/ > p? + \/ > ¢? (Minkowského nerovnost)
=1 =1 =1

PiSeme-li v posledni nerovnosti x; — y; misto p; a y; — z; misto ¢;, dostaneme

\/Z _212<\/Z —y;)? \/Z i — 2i)2, tedy

p2(, 2) < pa(w,y) + p2(y, 2

4. Bud P = Cla,b] — mnozina funkci spojitych na intervalu [a, b]
pc(f, ) max{|f( ) g(x)|: © € [a,b]} metrika stejnomérné konvergence

f |f(x x)|dz integralni metrika

1.7.12 ukazuje, Ze pc je definovana korektné. (M1) a (M2) jsou opét splnény trivialné.

Platnost (M3) pro pc ovéfime podobné jako v piipadé p na R".
Platnost (M3) pro p; ovéfime s vyuZitim 3.3.6 a 3.3.3:

b

b
pi(f,h) = [lf(z) =h(z)lde = [I|f z) + g(z) — h(z)|dz <

a

b b
< JUf(@) —g@)+1g() = h(x))dz = [[f(z) - g(x)ldz + [|g(x) -

= Zl(fa g)+pr(g,h) .

5. Bud P = (., — mnoZina ohrani¢enych posloupnosti

poo({an}t, {bn}) = sup{la, — b, : n € N}
Platnost (M1), (M2) a (M3) ovéfime stejné, jako v piipadé ps na R™.

5.1.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Pro a € P, r € R, r > 0 definujeme:
Kla,r] ={x € P: p(x,a) < r} — uzavfend koule se stfedem a a polomérem r,
K(a,r)={xz € P: p(xz,a) < r} — oteviend koule se stfedem a a polomérem r,
Specialné: oteviena koule O.(a) = O(a) = K(a,€) se nazyva (epsilonové) okoli bodu a.

Ziejmé plati: € < 0 = O (a) C Os(a).

5.1.4 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Pro ) # A, B C P definujeme:
p(A, B) = inf{p(a,b): a € A, b € B} — vzddlenost mnoZin A, B,
d(A) = sup{p(z,y) : z € A, y € A} — primeér mnoZiny A.
Jestlize mnozina {p(z,y) : © € A, y € A} neni ohranicend shora, klademe d(A) = co
Vzddlenost bodu x od mnoZiny A definujeme: p(x, A) = p({x}, A).

5.1.5 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Rekneme, Ze mnozina A je ohranicend, jestlize d(A) < co.

Mnozina A je zfejmé ohranicend, jestlize existuje bod a a ¢islo r > 0, ze A C K(a,r).
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5.1.6 Poznamka

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Pro z,y € A definujeme pa(x,y) = p(x,y). Zobrazeni p4 je ziejmé metrika
na A.

5.1.7 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Metriku p4 zavedenou v 5.1.6 nazyvame metrikou indukovanou na mnoZiné
A metrikou p. Metricky prostor (A, pa) nazyvame podprostorem metrického prostoru (P, p). Piseme (A, pa) C

(P, p).-

5.1.8 Véta

Budte (Pi,01), (P,02) metrické prostory. Polozme P = P; x P a definujme zobrazeni p : P? — [0,00)
predpisem

p (21, 72), (y1,92)) = \/(Ul(ﬂfla y1))? + (02(22,2)) "

Pak p je metrika na P.

D.: Nejdiive dokdzeme pomocné tvrzeni: Necht (R, o) je metricky prostor a a, b, ¢ € R. Pak existuji a, 3,y € R?
takové body, ze
o(a,b) = pa(a, B), a(b,c) =p2(B,7), ola,c) = pa(a,7),
kde ps je euklidovska metrika na R2.
Pro stru¢nost oznatme r = o(a,b), s = o(a,c), t = o(b,c). Nyni staci volit

12+ 52— 12 \/(2rs — 12 — 2 +12)(2rs + 12 + 52 —t2)>

a = (0,0), B - (Tv 0)7 Y= ( 2 ’ 2r

(Jedna se o konstrukei trojuhelnika v roving, zname-li délky stran.)
Necht (21, x2), (y1,Y2), (21, 22) € P.

o Pro (21,72), (y1,92) je p ((z1,22), (y1,y2)) = 0 praveé tehdy, kdyz o1(z1,y1) = 0 a 02(22,92) = 0, coz
podle (M1) nastane pravé tehdy, kdyz x1 = y1 a 22 = ya, tedy (21, 22) = (y1,92). p spliuje (M1).

o p((@122), (91,52) =/ (01(@1,90)) + (02(w2,92))* =/ (01(y1,20))* + (0 (g2, 22))* =
= p((y1,92), (x1,22)), takze p splimje (M2).

e Podle pomocného tvrzeni existuji realné ¢isla &1, &2, €3, &4, M1, M2, M3, M4, C1, (2, (3, (4 takova, ze

2 2 2

or(wr,yn) = 4| DG —m)% or(@, ) = | Y (G =62 oy z) = | D — G
=1 =1 =1
4 4 4
02(22,y2) = Z(& —ni)?,  02(x2,22) = Z(& — G2 o2(y2,22) = Z(m —G)?.
=3 =3 =3
Pak
4
p((w1,22), (y1,92)) = | (& —m)? = pa (61,62, 80), (1,213, m0))
i=1
4
p((U1,2), (21,22)) = | D= G2 = pa((m,7m2,m8,ma), (G1s G2y G5, Ca))
i=1
4
p(x1,22), (21,22)) = D (&= G)? = p2((61,6,63,60), (G1, G0, G, Ca))
=1

kde p, je euklidovska metrika na R*. Ponévadz p splituje nerovnost (M3), splituje ji také p.
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5.1.9 Definice

Budte (Py,01), (P2, 02) metrické prostory, P = P; X P» a p metrika definovana v 5.1.8. Prostor (P, p) nazyvame
(kartézskgm) soucinem prostori (Pp,o1) a (Pa,02).

5.1.10 Definice

Budte (Py,p1), (P, p2) metrické prostory. Zobrazeni f : P — P> se nazyva isometrické (izometrie), jestlize
p2(F(2), F(1)) = p1(2,) pro viechny dvojice bodit (z,y) € P*.
Jestlize existuje izometrie f : Py — P, fekneme, Ze prostory (Pi, p1), (Pe, p2) jsou isometrickeé.

Napfiiklad vSechna shodnd zobrazeni znamé z geometrie jsou izometriemi.

5.1.11 Poznamka

Isometrické zobrazeni je prosté.

D.: Kdyby existovaly body z,y € P, takoveé, ze f(z) = f(y), pak by podle (M1) platilo
0= p2(f(2), f(y)) = pr(z,y) # 0, coz by byl spor. O

Tedy metricky prostor a jeho isometricky obraz lze povazovat za dvé kopie téhoz prostoru.

5.2 PodmnozZiny metrického prostoru

5.2.1 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Bod a € P se nazyva

vnitini bod mnoZiny A, jestlize existuje € > 0 takoveé, ze O.(a) C A,

— vnéjsi bod mnoZiny A, jestlize existuje € > 0 takové, ze O (a) N A =0,

— hraniéni bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé € > 0 plati O (a) NA# 0, O:(a)N (P \ A) # 0,
— bod uzdvéru mnoZiny A, jestlize p(a, A) =0,

— hromadny bod mnoziny A, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati (O (a) N A) \ {a} # 0,

izolovany bod mnoZiny A, jestlize existuje € > 0 takové, Zze O:(a) N A = {a}.
Mnozina v8ech vnitinich bodii mnoziny A se nazyva vnitfek mnoZiny A a znati se A° (nékdy int A),
Mnozina v8ech hrani¢nich bodt mnoziny A se nazyva hranice mnoZiny A a znadi se A (nékdy fr A),

Mnozina vSech bodu uzavéru mnoziny A se nazyva uzdvér mnoZiny A a znadi se A (ndkdy cl A),
Mnozina vSech hromadnych bodt mnoziny A se nazyva derivace mnoZiny A a znaci se A’.

Piiklad P = R, p(z,y) = |z — y|

a) A=(0,1): A°=(0,1), DA ={0,1}, A=1[0,1], A’ =[0,1]

b) A=[0,1)NQ: A° =0, dA=1[0,1], A=1[0,1], 4’ =[0,1]

b) A=[0,1]u{2}: 4°=(0,1), dA={0,1,2}, A=1[0,1]U{2}, A’ =[0,1]
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5.2.2 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A, B C P. Pak plati

1. 0=10, 0°=0.
2. P=P, P°=P
3. °CACA

D.: 1. — 4. je trivialni

6. z€P\(P\A)P® ©zg(P\A)° & (Ve>0)(0#0(x)N(P\(P\A) =0:(z)NA) &
S p(r,A)=0<zxc A
te€P\P\A ©2¢dP\Asc:=px,P\A)>0s (YyeP\A)(p(z,y) >¢c) &
SO0 (x)N(P\A) =00 (r) CAs e A°

5. € A°NB° =xe€A° ANz e B°= (31)(O (x) € A) A (3e2)(Oc,(2) € B) =
= Omin{sl,sz}(x) CANB=z¢€ (Aﬂ B)o
r€(ANB)° = (3e>0)(O(x) CANB) = (e > 0)(Oc(x) CANO.(z) C B) =
>rcA°NreB°=rxcA°NB°

S vyuzitim 6., jiz dokézané Casti a de Morganovych pravidel dostaneme
AUB =[P\ (P\APJU[P\(P\B)?]=P\[(P\A)°N(P\B)°]=P\[(P\A)N(P\B)]" =

—P\[P\(AUB)°=AUB

7. Bud z € A. Pak 0 = p(x, A) = inf{p(z,y) : y € A} > inf{p(x,y) : y € A}, nebot podle 3. je A C A a tedy
{p(z,y) : y € A} D {p(x,y) : y € A}. Ponévadz ale inf{p(z,y) : y € A} = p(x, A) > 0, jest p(z,A) =0 a
tedy = € 4, t.j. A C A. Opacné inkluze plyne z 3.

Druhou ¢ast tvrzeni dokdZeme analogicky. [

5.2.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. MnoZina A se nazyvé oteviend, jestlize A = A°, mnoZina A se nazyva
uzaviend, jestlize A = A.

Zejména podle 5.2.2.6 A° je oteviend mnozina, A je uzaviend mnozina.

5.2.4 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. MnoZina A je oteviend pravé tehdy, kdyz P\ A je uzaviena; mnoZina A
je uzaviena pravé tehdy, kdyz P\ A je oteviena.

D.: Necht A= A°. Podle 5.2.2.6 je A= P\ P\ A. Z toho plyne, ze P\ A=P\ (P\ P\ A) =P\ A a tedy
P\ A je uzaviena.
Necht P\ A = P\ A. Pak podle 5.2.2.6 je A°=P\P\A=P\ (P\A)=A.
Platnost druhého tvrzeni ukdZeme analogicky. [
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5.2.5 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a T soustava viech otevienych mnozin prostoru (P, p). Pak plati
(T1) PeT,0eT,
(T2) AcT,BeT=ANBeT,

(T3) Vee)(A,eT)=UA eT.

el
.t (T1) Plyne z 5.2.2.1 a 5.2.2.2.

(T2) Je-lliz € ANB, pak x € A = A°, © € B = B° a tedy existuji €1, €2, 7e O, (x) C A, O (z) C B.
Polozime-li € = min{eq, e2}, pak O (z) C AN B, tedy kazdy « € AN B je vnitinim bodem, coZ znamena,
7ze AN B je oteviena.

(T3) Necht z € |J A,. Pak existuje vg € I, 7e v € A,,. Ponévadz A,, je oteviena, existuje € > 0 takove, ze
vel
O.(x) CA,CUA.O
vel

5.2.6 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a F soustava vSech uzavienych mnozin prostoru (P, p). Pak plati
(i) PeF, 0eF,
(i) Ae F,Be F=AUBEeF,

(i) Vee (A, € F) = QIAL € F.

D.: Plyne z 5.2.4, 5.2.5 a z de Morganovych pravidel. [

5.2.7 Poznamky

Z 5.2.5 plyne, ze priinik libovolného kone¢ného systému otevienych mnozin je oteviend mnozina; z 5.2.6 plyne,
7e sjednoceni libovolného kone¢ného systému uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
Priinik nekonec¢ného systému otevienych mnozin nemusi byt oteviend mnozina:

11 ~
A, = <—— —) , neN. ﬂ A, = {0}, coZ neni oteviena mnozina v R s metrikou p(z,y) = |z — y|.
n’'n

)

n=1
Sjednoceni nekone¢ného systému uzavienych mnozin nemusi byt uzaviend mnozina:

1 1 >
Ay=|—14+=1- =], )AL= (=1,1).
{ +n n] neN U ( )

n=1

5.2.8 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Pak 0A = AN P\ A.
D: 2€9A & (Ve>0)(O(x)NA#D#O(x)N(P\A) < (Ve>0)(p(x,A) <eAplx,P\A) <e) &
& px,A)=0Ap(x,P\A) =0 & z€ ANP\A.O

5.2.9 Definice
Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Mnozina A se nazyva hustd v prostoru (P, p), jestlize A = P.
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5.2.10 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. MnoZina A je husta v P pravé tehdy, kdyZz ke kazdému ¢ > 0 a kaZdému
x € P existuje a € A, Ze p(x,a) < €, t.j. a € O:(x). (Neboli kdyz kazdy bod z € P je hromadnym bodem
mnoziny A.)

.2 ,=“ Necht A = P. Vezmeme ¢ > 0 a x € P libovoln4. S vyuZitim vlastnosti 1.1.6(i2*) dostaneme

r€P=A= p(x,A) =0=inf{p(z,a) : a € A} =0 = existuje a € A, Ze p(r,a) < €.

,<=": Jestlize existuje x € P\ A, pak podle 5.2.4 a definice oteviené mnoziny existuje € > 0, ze O:(z) C P\ A,
tedy p(x,a) > e pro kazdé a € A. Podle 5.2.2.3 je A C A, coZ znamena, Ze p(x,a) > € pro kazdé a € A. O

5.3 Konvergence

5.3.1 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {z,,}°°, posloupnost bodii z P (t.j. zobrazeni N — P). Rekneme, ze posloupnost
{z,}22, konverguje k bodu x € P (je konvergentni v P) a piSeme lim xz,, = z (stru¢né limz,, = z, =, — x),
n—oo

jestlize lim p(x,,x) = 0.
n—roo

5.3.2 Piiklady

1. (P, p) diskrétni (viz 5.1.2.1)
Tn = 2 < (Ing € N)(n >ng =z, =x)

2. (R2,p1) (viz 5.1.2.3)
(T, yn) = (2,9) € 0 — 2, yo — y v R s metrikou p(z,y) = [z — yl.

D.: (xn,yn) — (z,y) & 0= lim(Jz, — 2| + |yn, — y|) = lim |2, — 2| + lim |y, — y|. Av8ak podle 1.3.5.1
lim |z, —z| > 0, lim |y, — y| > 0, takze lim |z, — 2| =0, lim |y, —y| = 0. O

Analogické tvrzeni plati pro v8echny metrické prostory z 5.1.2.3.

3. (Cla,b], pc) (viz 5.1.2.4)
fn = f v tomto prostoru < (Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng)(Vz € [a,b])(|fn(x) — f(2)] <e).
(Ma-li posloupnost funkci definovanych na intervalu [a, b] vlastnost uvedenou na pravé strané ekvivalence,
fekneme, Ze posloupnost funkei { [, 152, stejnomeérné konverguje na intervalu [a,b] k funkci f.)

D.: fu = fv (Cla,b], po) < (Ve > 0)(3no € N)(Yn = no)(pc(fn, f) <€) &
< (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(max{|fn(x) — f(z)]: € [a,b]} <e) &
& (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vx € [a,b])(|fn(z) — f(z)| <e) O

5.3.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {z,}2>; posloupnost bodi z P. Rekneme, 7e posloupnost {2, }2°, je ohranicend,
jestlize mnozina {x, : n € N} je ohranic¢ené ve smyslu definice 5.1.5.
5.3.4 Véta
Bud (P, p) metricky prostor. Pak plati
1. Kazda posloupnost {z,} € P ma nejvyse jednu limitu v P.
2. Posloupnost konvergentni v (P, p) je ohrani¢ena v (P, p).

3. lim z,, =« € P pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z,,} vybranou z {z,} plati klim T, = T.
—00

n—oo

D.: 1.3.3,1.3.4,1.3.14. 0
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5.3.5 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {z,,}°, posloupnost bodi z P. Rekneme, ze posloupnost {z,, }°_, je cauchyovsk,
jestlize ke kazdému e > 0 existuje ng € N, Ze pro v8echna m,n > ng je p(@m, x,) < €.

5.3.6 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a {x,,}>°; posloupnost boda z P. Je-li {x,,}52, konvergentni v (P, p), pak je
cauchyovska.

D.: Necht z,, — z a bud ¢ > 0 libovolné.
€ . . . €
K 3 > 0 existuje ng € N, Ze pro vSechna n > ng je p(zn,x) < 3
Pro libovolné m > ng a libovolné n > ng tedy s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti plati p(z.,, x,) <

e € N
(T, x) + pTn, ) < 5—1-5 =e.

Obracené tvrzeni obecné neplati: P = (0,1), p(z,y) = |z — y|, {za}o2, = {2}72, je cauchyovska, ale neni
konvergentni; 0 € P.

5.3.7 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a A C P. Mnozina A je uzaviena v (P, p) pravé tehdy, kdyz pro kazdou konvergentni
posloupnost {z,,} C A, z, — z plati z € A.

.t ,=“ Necht A = A, {x,} libovolna konvergentni, z,, — z. Kdyby = ¢ A, pak by ¢ = p(x, A) > 0 a tedy pro
kazdé x,, by platilo p(z,,z) > €, coz by bylo ve sporu s x,, — .

,<" Necht plati podminka. Bud y € A libovolny bod. Pak p(y, A) = 0. Podle 1.1.6(i2*) ke kazdému % > 0
existuje ,, € A, ze p(n,y) < L. To znamena, Ze pro takto vytvofenou posloupnost {z,} plati
lim p(z,,,y) = 0, , — y. Z podminky plyne, ze y € A. Tedy A C A a podle 5.2.2.3 A = A. O

5.3.8 Definice

Bud P mnozina a p, o metriky na P. Rekneme, ze p a o jsou ekvivalentni metriky na P, jestlize pro kazdou
posloupnost {z,,}°°; C P plati: x,, = = v (P, p) pravé tehdy kdyz z,, = x v (P, o).

5.3.9 Priklady
1. P =R". Metriky p1, p2, peo zavedené v 5.1.2.3 jsou ekvivalentni:

o= (b 2k 2E) e R, = (21,20,...,2,) €R™.

klim vr =z v (R" p1) & (Ve > 0)(3ko € N)(VEk > ko) (Vi € {1,2,...,n})(|2F — x| <€)
— 00

klim =2 v (R" p2) & (Ve > 0)(Fko € N)(VE > ko) (Vi € {1,2,...,n})(|zF — x;] <€)
—00

klim =2 v (R", pso) & (Ve > 0)(3ko € N)(Vk > ko) (Vi € {1,2,...,n})(|JzF — 2] < &)
—00

2. P = Cla,b]. Metriky pr a pc (viz 5.1.2.3) nejsou ekvivalentni:

(n+1la+ (n—1)b (n—1a+ (n+1)b
0, xe{a, o ]U[ o ,b
) 2nz—(n+1)a—(n—1)b (n+1a+(n—1>b a+bd
fnl) = b—a ’ xe( 2n T2 ] ’
—2nx+ (n—1a+ (n+1)b a+b (n—1Da+ (n+1)b
b—a ’ :c€< 2 2n >

~
If
=)
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b b—a
pr(fas ) = [ fa(z)dz = -0

2n
pC(.fnaf) =1

5.3.10 Poznamka

Budte p, o ekvivalentni metriky na P. Z 5.3.7 plyne, Ze mnozina A C P je uzaviena v (P, p) pravé tehdy, kdyz
je uzaviena v (P, o). Z 5.2.4 déle plyne, ze mnozina A C P je oteviena v (P, p) pravé tehdy, kdyZz je oteviena
v (P, o).

5.3.11 Véta
Budte p, o metriky na mnoziné P. Jestlize existuji kladné konstanty a, b takové, Zze pro vSechny dvojice bodu
(z,y) € P? je

ao(z,y) < p(z,y) < bo(z,y),

pak jsou metriky p a o ekvivalentni.

D.: Necht je podminka splnéna, x € P, a necht {z,}52, C P je takova posloupnost, ze lim o(z,,z) = 0. Pak

n—oo
ac(xn, ) < p(Tn,x) < bo(xy, ) az 1.3.7 plyne lim p(z,,x) = 0.
n—oo
1 1
Dukaz se dokonéi analogickou tvahou s vyuzitim nerovnosti zp(:z:,y) < o(x,y) < —p(z,y), kterd je
a

ekvivalentni s nerovnosti v podmince véty. [J

5.4 Uplné a kompaktni prostory

5.4.1 Definice

Metricky prostor (P, p) se nazyva iplnyg, jestlize v ném ma kazda cauchyovska posloupnost limitu.

5.4.2 Priklady
1. Prostor R s metrikou p(x,y) = |z — y| je podle 1.3.22 uplny.

2. Prostory (R™, p1), (R™, p2), (R", pso) (viz 5.1.2) jsou tplné:
Je-li posloupnost {z*}2° | = {(z, 25, ..., 2%)}2° | cauchyovska v prostoru (R, p1), pak je zfejmé kazda
z posloupnosti {zf}2° | {x5}2e ... {2k} | cauchyovska v prostoru (R, p1). Pak podle 1.3.22 kazda tato
posloupnost je konvergentni v (R, p;), lim zf = 21, lim 2§ = zo,..., lim 2¥ = ,,. Odtud vyplyne, Ze
k—o00 k—o00 k—o00

i posloupnost {z¥}22, je konvergentni v prostoru (R", pl),klim % = (z1,29,...,2,) €ER".
— 00

Podle 5.3.9.1 jsou metriky p1, p2, poo ekvivalentni.

3. Diskrétni metricky prostor (P, p) (viz 5.1.2.1) je uplny.
Bud ¢ = 1. p(@n, z) < 5 pravé tehdy, kdyz z,, = z,,. Tedy je-li {2, }52, cauchyovska, pak je od jistého
indexu pocinaje stacionarni a to podle 5.3.2.1 znamen4, Ze je konvergentni.

4. Q s metrikou indukovanou p; neni uplny:
Napi. {(1+ 1)"}22, konverguje v (R, p1) k e € Q.

5. Prostor (Cla, b, pr) (viz 5.1.2.4) neni uplny:

[avb] = [_171]
-1, z€[-1,1)
fn(iZ?): nr, l'e[_%,%] »
1, =ze(iq]
p1(fns frip) = nQinp’

lim pr(fn, fnep) = 0, tedy {fn} je cauchyovska. Avsak jedin&d mozné limita posloupnosti funkei {f,} je
n—oo
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-1, ze€[-1,0)

funkce f(z) =<0, x=0 , coZ neni spojita funkce, f ¢ C[—1,1] a tedy {f,} neni v (C[-1,1], ps)
1, z€(0,1]

konvergentni.

. Prostor (Cla,b], pc) (viz 5.1.2.4) je tplny:
Bud {f,}5, libovolna posloupnost funkei cauchyovska v (Cla, b, pc).
Bud & > 0 libovolné ¢islo. K nému existuje ng € N takové, ze pro viechna n,m > ng je pc(fn, fm) < €.
Bud z¢ € [a, ] libovolny bod. Pak pro n,m > ng je
[fn(@0) = fm(xo)| < max{|fu(z) — fm(2)| : @ € [a,b]} = pc(fn, fm) <&,
coZ znamend, Ze ¢iselnd posloupnost { f,(20)}52 je cauchyovska a tedy podle 1.3.22 konvergentni.
Ponévadz zp € [a,b] byl libovolny bod, existuje ILm fn(x) pro kazdé x € [a, b].
Definujme funkci f : [a,b] — R piedpisem: f(x) = lim f,(z).
n—oo
Ukazeme, ze sup{|fn(z) — f(z)| : = € [a,b]} — 0:
Ponévadz {f,} je cauchyovska, tak k g > 0 existuje n; € N takové, Ze pro vSechna n,m > n; je
pc(fu, fm) < % Pro kazdé = € [a,b] a viechna n,m > ny je tedy |fn(z) — fin(z)| < %, coz podle 1.3.5.1
znamenad, ze pro kazdé x € [a,b] a kazdé n > nq je lim |f,(z) — fm(2)] < g Tedy pro n > n; a kazdé
m—0o0
T € [aab] je |fn(‘r) - f(‘r)l = lim |fn(x) - fm(x)| < 37 takze pron > ny je
m—0o0
€
sup{|fu(2) = f(2)]: 2 € o, 0]} < 5 <e.
Zbyvé ukazat, ze funkce f je spojita.
Podle pfedchoziho tvrzeni k % > 0 existuje ne € N, ze sup{|fn,(x) — f(z)| : © € [a,b]} < g
Bud z7 € [a,b] libovolny bod. Ponévadz funkce f,,, je spojité, k ¢islu % > 0 existuje § > 0, ze pro viechna
x € [a,b] takova, Ze |z1 — x| < d je | fn,(@1) — fno(x)] < % Pro z € [a, ] takové, Ze |x1 — x| < § tedy plati

|f($1) - f(‘r)l = |f($1) - fnz(xl) + fnz(‘rl) - fnz(x) + fnz(x) - f($)| <

SUf@1) = fra (@) + [ fro (1) = fro (2)] + [fnn () = f(2)] <

< sup{|fn, (2) = f(@)] + 2 € [a, 0]} + [fns (1) = o (2)] + sUp{ |y () = J(@)] + @ € [, b} <

< 3 + 3 + 3= g, coz znamend, ze funkce f je spojita v bodé x;1 € [a, b]. Ponévadz tento bod byl libovolny,
je f spojita na [a, b].

5.4.3 Véta

Je-1i metricky prostor (P, p) tplny a mnozina A C P je uzaviend, pak metricky prostor (A, pa), kde pa je
metrika indukovana metrikou p, je aplny.

Bud {x,}22, libovolna cauchyovska posloupnost. Ponévadz (P, p) je uplny, existuje lim x, = x € P.
n—oo
Podle 5.3.7jexz € A. O

5.4.4 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Rekneme, Ze metricky prostor (Q, o) je dplngm obalem metrického prostoru (P, p),
jestlize

(i) (Q,0) je tplny prostor,
(ii) (Pp) C(Q,0),

(iii) Mnozina P je husta v (Q, o).

Napiiklad (R, p1) je tplnym obalem (Q, p1).
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5.4.5 Véta

Ke kazdému metrickému prostoru (P, p) existuje jeho tplny obal. Tento tplny obal je urcen jednoznaéné v tomto
smyslu: Jsou-li (Q1,01) a (Q2,02) dva tplné obaly prostoru (P, p), pak (Q1,01) a (Q2,02) jsou isometrické.

Kroky dikazu:

1.

© N o o

Na mnoziné vech cauchyovskych posloupnosti z prostoru (P, p) definujeme relaci ~ vztahem:
{zn} ~{yn} & p(xn,yn) — 0.

Ukéazeme, ze ~ je ekvivalence.

Polozime @) = P| ~ (rozklad mnoziny P podle ekvivalence ~). Prvky mnoziny @ jsou t¥idy ekvivalence
~. Oznagime [{x,}] € Q takovou tiidu ekvivalence, ze {x,} € [{z,}].

Polozime o([{zn}], {yn}]) = nlgxgo (Tn,Yn). UkdZeme, Ze o nezalezi na vybéru representanti a ze o je

metrikou na Q.

Ztotoznime [{z,z,...}] € Q s x € P. Pak je (P, p) C (Q,0).

UkaZzeme, Ze prostor (@, o) je uplny.

Ukazeme, ze P = Q.

Ukazeme, Ze je-li (Q1,01) tplnym obalem prostoru (P, p), pak (Q,0) a (Q1,01) jsou isometrické. O

5.4.6 Definice

Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti jeho bodii lze vybrat posloupnost
konvergentni.
Rekneme, ze mnozina A C P je kompaktni, jestlize podprostor (A, pa) je kompaktni.

5.4.7 Véta

Je-li A kompaktni mnozina v metrickém prostoru (P, p), pak je A uzaviené a ohranicena.

D.:

Piipustme, ze A # A, tedy Ze existuje x € A\ A. Pak p(x,A) = 0 a podle definice infima existuje
{zn} C A, ze p(xy,,2) — 0, neboli z,, — x. Pro kazdou vybranou posloupnost {x.,, } z posloupnosti {z }
je podle 5.3.4.3 klirn Tn, =T & A, coz je spor s kompaktnosti A.

—00

Piipustme, Ze A neni ohrani¢ena. Bud z; € A libovolny bod. Existuje zo € A\ K(z1,1). (Kdyby neexis-
toval, byla by mnozina A ohrani¢end.) Déle existuje 3 € A\ K(z1, p(x1,22) + 1) atd. Posloupnost {z,, }
i kazda posloupnost z ni vybrana neni cauchuovské, nebot p(z,,z,,) > 1 a tedy podle 5.3.6 nemuZze byt
konvergentni. [J

5.4.8 Véta

Mnozina A C R™ je kompaktni v (R™, p;) pravé tehdy, kdyZ je v tomto prostoru uzaviena a ohranicena.
D.:

Nutnost podminky plyne z 5.4.7. Dokazeme jeji dostatecnost.

Bud {z*}%2, = {(af,25,...,2%)}2° | posloupnost bodi z A. PonévadZ A je ohranitens, je kazda z -
selnych posloupnosti {z¥}2°,, i = 1,2,...,n ohranitena. Podle 1.3.19.1 lze z kazdé {2F}2°, vybrat
posloupnost {xfl};ﬁl konvergentni. Vybereme tedy z posloupnosti {x’f }:;1 konvergentni posloupnost

K1 ©C v 0 __ . K1 . K1 OC 2’
{#7"},. _, a oznatime 27 = K}gnoo x}". Potom z posloupnosti {z5'}, _, vybereme konvergentni posloup-
nost {x52}°°_, a oznacime 2§ = lim x%?. Tak postupujeme dale, a7 z posl ti {an 11 -
5} g1 5 = - postupuj , posloupnosti {xy, o VY
Ko —00 n—1
. ~ e o0 N3
bereme konvergentni posloupnost {x!» }?:l:l, kterou budeme pro piehlednost znacit {Iﬁl}lzl, a oznacéime
. . . 2 o P 2
20 = lhm z!,. Timto postupem ziskdme posloupnost {(a:ll,a:é, . ,x;)}l_l, ktera je vybrana z posloup-
—00 =
: k .k k)1 F - 1y — (0 .0 0y _ .0 svads A <om 4
nosti {(a:l,xg, ceey a:n)}lZI a plati llg(r)lo(xl,xg, cooxy) = (2%, 29, ..., 2)) = 2Y. Ponévadz A je uzaviena,

je podle 5.3.7 2° € A. O

Z ekvivalence metrik p1, p2, poo (viz 5.3.9.1) plyne, Ze analogické tvrzeni plati i pro (R, p2) a (R™, pso)-

157



5.4.9 Véta
Je-li metricky prostor (P, p) kompaktni, pak je tplny.

D.: Bud {z,}52 libovolna cauchyovska posloupnost v prostoru (P, p). Ponévadz (P, p) je kompaktni, existuje
posloupnost {x,, }7°, vybrana z posloupnosti {z, }72, takov4, ze klim Ty, = € P.
—00
Ukézeme, ze x = lim x,,.
n—oo
Bud ¢ > 0 libovolné ¢islo.

5 €
Ponévadz {z,, }72, konverguje k =, tak k 3 > 0 existuje ko € N takové, ze pro k > kg je p(an,,,x) < 7"

5
Ponévadz {x,}>°, je cauchyovska, tak k 3 > 0 existuje n; € N takové, ze pro n > n; a m > n; plati

€
P(Tny Tn) < 7
Polozme ng = max{ni,nk, } a necht n > ng a k > ko jsou libovolna ¢&isla. Pak také ny > ng. S vyuZzitim
trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

p(CCmCC) < p(xnaxnk) + p(xnk"r) <

coZ znamend, ze x = lim x,. U
n—oo

5.5 Zobrazeni metrickych prostoru

5.5.1 Definice

Budte (P, p), (Q,o) metrické prostory, F : P — Q.

f{ekneme, ze zobrazeni F je spojité v bodé xo € P, jestlize ke kazdému okoli V bodu F(zg) v (Q, o) existuje
okoli U bodu z¢ v (P, p) tak, ze F(U) C V.

Rekneme, Ze zobrazeni F je spojité na P, jestlize je spojité v kazdém bodé x € P.

Zobrazeni F je spojité v bodé xg, jestlize (Ve > 0)(30 > 0)(Vx € P)(p(z,z0) < 6 = o(F(x), F(x0)) < €).

5.5.2 Véta

Budte (P,p), (Q,o0) metrické prostory. Zobrazeni F : P — @ je spojité na P pravé tehdy, kdyz ke kazdé
oteviené mnozing V C F(P) existuje oteviena mnozina U C P takova, ze F(U) C V.

D.: =: Necht F je spojité, V C F(P) oteviena. Ke kazdému yo € V existuje g € P takové, ze F(xo) = yo.
Ponévadz V' je otevrend, k libovolnému yo € V' existuje gy, > 0 takové, ze O (yo) C V. K g, existuje

dy, > 0 takove, ze F'(Os, (20)) C O, . Mnozina U = |J Os,, (7o) je podle 5.2.5(T3) oteviena a ziejmé
YoV
plati F(U) =V.

<: Bud z( € P libovolny bod, V okoli bodu F(xg). Existuje otevienad U C P takova, ze F(U) C V. Ponévadz
U je oteviend, existuje okoli O(zg) bodu zy takové, ze O(zo) C U. Pak F(O(xp)) C F(U) CV atedy F
je spojité v bodé xy. [

5.5.3 Véta (Heineova podminka)

Budte (P,p), (Q,oc) metrické prostory. Zobrazeni F' : P — @ je spojité v bodé xg € P pravé tehdy, kdyz pro
kazdou posloupnost {z,}52; bodi z P takovou, ze x,, — x¢ v (P, p) plati F(x,) = F(zo) v (Q,0).

D.: =: Necht {z,} C P, z, — .
Bud O.(F(zo)), € > 0, libovolné okoli bodu F'(z¢) . Existuje 6 > 0 takové, ze F'(Os(x¢)) C O (F(x0)).
K ¢ > 0 existuje ng € N takoveé, Ze pro viechna n > ng je p(x,,xq) < 6, neboli x,, € Os(x0).
Odtud plyne, 7e F(z,,) € O:(F(z0)) pro vSechna n > ng, neboli o(F (zy), F(x¢)) < € pro viechna n > ng.
To ov8em znamena, ze F(x,) — F (o).
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<: Necht plati podminka a pFipustme, ze F neni spojité v bodé zq. Pak existuje okoli V' = O.(F(z¢)) bodu
F(x0) takové, Ze v kazdém okoli U bodu g existuje x, Ze F'(x) ¢ V. Zejména v okoli O (xo) existuje bod
X, takovy, ze F(x,) € V. Plati x,, — o a tedy F(z,) — F(x0), coZ znamend, Ze existuje ng € N takové,
7e 0(F(xn,), F(x0)) < e, tedy F(zp,) € O (F(z0)) =V, coZ je spor. O

5.5.4 Véta

Budte (P, p), (Q, o) metrické prostory, A C P, F: P — @ spojité zobrazeni. Je-li mnoZina A kompaktni, pak
je i F(A) kompaktni.

D.: Necht A je kompaktni a bud {y,} libovolna posloupnost bodu z F(A). Ke kazdému y,, € F(A) existuje
xn € A takové, Ze F(x,) = y,. PondvadZ A je kompaktni, lze z posloupnosti {x,} vybrat posloupnost
konvergentni {z,, }, klim Tn, = x0 € A v (P,p). Oznacme yo = F(xo). Pak yo € F(A) a podle 5.5.3

— 00
klim Yny = klim F(zp,) = F(xo) = yo v (Q,0). Nagli jsme tedy posloupnost {y,,} vybranou z {y,},
—00 —00
ktera konverguje k yo € F(A). To znamena, ze F(A) je kompaktni mnozina. O

5.5.5 Diisledek (Weierstrassovy véty)

Redlna funkce spojitd na uzavieném intervalu je na tomto intervalu ohrani¢ena a nabyva na ném své nejvétsi a
nejmensi hodnoty.

D.: Uzavieny interval [a, b] je podle 5.4.8 kompaktni v (R, p1) a tedy podle 5.5.4 je f([a, b]) kompaktni. Podle
5.4.8 je f([a,b]) ohrani¢en4 a uzaviena.
K L1 > 0 existuje y, € f([a,b]) takové, Ze sup f([a,b]) — L < yn, yn — sup f([a,b]) a podle 5.3.7 je
sup f([a,b]) € f([a,b]). Funkce f nabyva na [a,b] svého suprema, tedy své nejvétsi hodnoty.
Analogicky ukézeme, 7ze funkce f nabyva na [a,b]) i své nejmensi hodnoty. O

5.5.6 Véta

Budte (P, p), (Q,0), (R, 7) metrické prostory, F': P — @, G : Q — R. Je-li zobrazeni F spojité v bodé xg € P
a zobrazeni G je spojité v bodé F(x¢) € Q, pak je slozené zobrazeni G o F : P — R spojité v bodé zg. Je-li
zobrazeni F' spojité na P a zobrazeni G je spojité na @, pak je slozené zobrazeni G o F': P — R spojité na P.

D.: K ((’)(()?(F(xo))) C R existuje O(F(x0)) C Q, ze G(O(F(xg))) € O(G(F(xg))), ponévadz G je spojité
v F(xo).
K (’)(Z?“(:zzo)) C @ existuje O(zg) C P, ze F(O(x0)) € O(F(x0)), nebot F je spojité v .
Nyni G o F(O(z0)) = G(F(O(ay))) € G(O(F(x0))) € O(G(F ().
Druhé tvrzeni je disledkem prvnfho. [J

5.5.7 Definice

Bud'te (P, p), (Q,0) metrické prostory, F' : P — Q. Rekneme, Ze zobrazeni F je stejnomérné spojité na P,
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé dva body z,y € P takova, Ze p(z,y) < ¢ plati
o(F(z), F(y) <e.

Stejnomérné spojité zobrazeni je ziejmé spojité.

5.5.8 Vé&ta (Heine - Cantor)

Bud (P, p) kompaktni metricky prostor, (Q, o) metricky prostor, F' : P — @ spojité zobrazeni. Pak je F
stejnomérné spojité.

D.: Necht (P, p) je kompaktni a F': P — @ spojiteé.
Pripustme, ze F' neni stejnomérné spojité. Pak existuje g9 > 0 takové, ze ke kazdému 6 > 0 existuji
x,y € P tak, ze p(z,y) < 0 a o(F(z), F(y)) > €o.
Ké§= % existuji z,,yn, € P, Ze p(Tn,yn) < % a o(F(xy), F(yn)) > €. Ponévadz P je kompaktni, lze
z posloupnosti {z, }72, vybrat posloupnost {z,, }7°, tak, ze kl;ngo T, = xo € P.
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Dale p(xo, Yn,) < p(x0, Zn,,) + p(Tny, Yn,,) — 0 pro k — oo a tedy také klirn Yn, = To-
—00
Podle 5.5.3 plati o(F(zp,, ), F(yn,)) < o(F(an, ), F(z0)) + o(F (o), F(yn,)) — 0 pro k — 0o, coz je spor

so(F(x),F(y)) >¢ep. O
5.5.9 Definice

Budte (P, p), (Q,o) metrické prostory, F : P — Q.

Rekneme, 7ze zobrazeni F je lipschitzouské, jestlize existuje konstanta L € R, L > 0 takova, ze pro vSechny
x,y € Pje o(F(x),F(y)) < Lp(x,y). Konstanta L se nazyva Lipschitzova konstanta.

Rekneme, ze zobrazeni F je kontrakce, je-li lipschitzovské s konstantou L < 1.

5.5.10 Véta

Budte (P, p), (Q,0) metrické prostory, F : P — Q. Je-li zobrazeni F lipschitzovské, pak je stejnomérné spojité
(a tedy také spojité).

D.: Necht F je lipschitzovské s konstantou L. Bud e > 0 libovolné. Polozime § =

Mm

Jsou-li z,y € P libovolné body takové, ze p(z,y) < §, pak o(F(x), F(y)) < Lp(z,y) < Lé = L% =e. O

5.5.11 P#iklady

1. Bud f realna funkce definovana na intervalu [a, b], kterad ma na tomto intervalu ohranic¢enou prvni derivaci.
Pak f je lipschitzovska s konstantou L = sup{|f’(z)| : = € [a,b]}.

D.: Podle 2.3.4.1 ke kazdym z,y € [a,b] existuje £ z intervalu o krajnich bodech x a y takove, ze
f(@) = fly) = f'(€)(z —y).
Odtud |f(z) — f(y)l = | (Ol |z -yl < Lz —y[. O

b
2. (Cla,b], pc), (R,p1), F:Cla,b] — R definované predpisem F(f) = [ f(z)dz.

b
<[If x)|de <

b b b
o p1(F(f), F9)) = |[ f(x)dz — [ g(x)dz| = | [(f(z) — g
b

b
< Jmax{[f(§) — g(&)| : € € [a,b]}dz = max{[f(§) — g(&)| : € € [a,0]} [ du =

a a

= (b—a)pc(f.9)
(prvni nerovnost plati podle 3.3.9, druha podle 3.3.6.)

Zobrazeni F je tedy lipschitzovské s konstantou b — a, coz podle 5.5.10 znamené, Ze je spojité.

e 7 5.5.3 plyne: Jestlize posloupnost funkei { f,,}52, spojitych na intervalu [a, b] konverguje k funkci f
v prostoru (C[a b, pc) (stejnomérné konverguje k funkei f, sr. 5.3.2.3), pak plati

b
ff dx—f hm fulz )dx:nlgllgoffn(x)dx

5.5.12 Definice

Budte (P,p), (Q,o0) metrické prostory, F : P — Q a 2o € P hromadny bod. Rekneme, 7e zobrazeni F md
v bodé xy € P limitu yo € Q a piSeme lim F(z) = yo, jestlize ke kazdému okoli V' bodu yo v (Q, o) existuje
xrT—rxo
okoli U bodu zo v (P, p) tak, 7e F(U \ {z0}) C V.
Ziejmé plati:
e lim F(z)=yo< (Ve >0)(3 > 0)(Va € P)(0 < p(z,z0) <= o(F(x),F(xg)) <e).

xrT—rxo

e Jestlize ma zobrazeni F' v bodé ¢ limitu F(x¢), pak je v tomto bodé spojité.
e lim F(z) = yo praveé tehdy, kdyZ pro kazdou posloupnost {z,,}22 ; bodi z P takovou, Ze pro kazdé n € N

xr—rxo

je xn £ xo axy, — 2o v (P,p) plati F(z,) = yo v (Q,0).
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5.5.13 Definice

Necht P je mnozina a F : P — P. Bod = € P se nazyva pevny bod zobrazeni F, jestlize F(z) = x.

5.5.14 Vé&ta (Banach [1892-1945], o kontrakci)

Bud (P, p) tplny metricky prostor, F' : P — P kontrakce. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni F. Tento
pevny bod je limitou posloupnosti {z,}5° 1, kde 1 € P je libovolny bod a z,4+1 = F(zy).

D.:

e Nejdiive ukaZeme, Ze posloupnost {x,}, z,+1 = F(z,) je cauchyovska:

Pro libovolné n € N plati p(zp, 2nt1) = p (F(Tn-1), F(zy)) < Lp(zp_1,2n) = Lp (F(xn-2), F(zn_1)) <
< L2p(Tp—2,Tp_1) = < L" p(x1, 22).
Odtud a z (M3) plyne, Ze pro libovolna n,p € N plati
p(Tn, anrp) < p(@ns Tnt1) + p(Tot1, Tug2) + -+ p(Iner,l, Iner) <
< L' p(wy,m0) + L"p(z1,22) + L™ p(wq,20) + -+ - + L"P=2p(2q, 20) =
= (Lt Lr+ LM 4 4 L) p(ay, @) = (L4 L4 L2 4+ 4+ LP7Y) L (2, 20) =
1—-LP 1‘1,1‘2)

— Ln—l < Ln—l P(

7 — 0 pro n — 00, nebot L"~' = 0 pro n — oo.

Ponévadz (P, p) je uplny, existuje o = lim a, € P.
n—oo

p(xo, F(x0)) < p(zo,2n) + p(an, F(20)) = p(xo, 2n) + p(F(2n-1), F(20)) <
< p(xo,xn) + Lp(xp—1,20) = 0 pro n — oo nebot lim p(xg,z,) = lim p(zp—1,20) = 0 pro n — oo.
n— oo n— oo

Je-li y jiny pevny bod zobrazeni F, pak p(y,zo) = p(F(y), F(z0)) < Lp(y, zo).
Odtud plyne, ze (1 — L)p(y, z0) < 0 a ponévadz O < L < 1, musi byt p(y,20) = 0. O

5.5.15 Aplikace (Newtonova itera¢ni metoda)

Necht redlné funkce g mé na uzavieném intervalu I druhou derivaci a nenulovou prvni derivaci. Jestlize existuje

€ > 0 takové, ze pro kazdé x € I plati

11
M < 1—¢, pak rovnice g(x) = 0 mé na intervalu I jediny kofen

(¢'())
xo a plati zg = lim x,, kde posloupnost {x,,}>2 ; je dana rekurentné:
n—oo
1 € I je libovolné éislo, zp41 =, — g/(:cn) .
9 (n)
Uvazujme metricky prostor (I, p) s pfirozenou metrikou p(x,y) = |z — y|. Tento prostor je podle 5.4.8
kompaktni.
. . o g A, o : PN
Definujme funkci f : I — R piedpisem f(z) = z— = e Cislo xg je kofenem rovnice g(x) = 0 praveé tehdy,

kdy7 je pevnym bodem zobrazeni (funkce) f. Podle 2.3.3 plati p (f(x), f(v)) = |f(z)—f(y)| = | ()| |z—yl,
kde £ je ngjaké ¢islo mezi x a y. Oznaéme L = sup{|f’ ()| : £ € I}. Podle piedpokladu

PO = |1-

(9(€) — 9(€)g" (€) |
(g'(6))°

pro kazdé & € I. Funkce f je tedy kontrakei a tvrzeni plyne z 5.5.14. [J

5.6 Cviceni

1) Ovette, 7e p(z,y) = In(1+|z—y|) ao(x,y) =

lz -yl

———— jsou metriky na R. Jsou tyto metriky ekvivalentni?
1+ |z —yl

2) Vypocitejte vzdalenost funkei f(z) = In(1 + ) a g(z) = a R prostoru C[0, 1] s metrikami pc a pr.
e —

3) Vypocitejte vzdalenost mnoziny M = {(w,y) eER:y> \/|£C|3} od bodu (3,0) v prostoru (R?, p2)
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4) Vypocitejte vzdalenost bodu (3,2) od mnoziny M = {(x,y) ER?: y+bx < 0}, kde b > 0, v prostoru
(R27 pl)'
5) Vypocitejte primér mnoziny M = {f(z) = 2™ : n € N} v prostoru (C[0, 1], pr).
6) Najdéte vnitiek, uzaver, hranici a derivaci mnoziny A = { : n € N} U[1,2)U((2,
7) Rozhodnéte, zda plati tvrzeni: Jsou-li mnoziny A, B uzaviené a p(A, B) = 0, pak
dokazte; pokud ne, uvedte protipfiklad. o
8) Mohou existovat neprazdné podmnoziny A, B metrického prostoru takové, ze A C B, A #
+

)

Q) v prostoru (R, p).
N B # (). Pokud ano,
B

aANB =07

Pokud ne, dokazte; pokud ano, udejte piiklad.
b

9) Necht F je zobrazeni prostoru (Cla, b], pc) do prostoru (R, p) dané predpisem F(f) = f ) . Rozhodnéte,

zda je toto zobrazeni spojité. Je stejné definované zobrazeni spojité na prostoru (Cla, b, pr)?

10) Necht A, B jsou neprazdné uzaviené a disjunktni mnoZiny v prostoru (P, p). Najdéte spojité zobrazeni
1, z€A

0, z€B

11) Rozhodnéte, zda zobrazeni F : [0,1] — [0, 1] dané predpisem F(z) =/x je Lipschitzovské. Existuje pevny
bod tohoto zobrazeni?

12) Najdéte kofen rovnice cosz = x s piesnosti na ¢tyii desetinnd mista.

F: P — R (R uvazujeme s pfirozenou metrikou p) takové, ze F(z) =

Vysledky: 1) Ano 2) In(e — 1) — ej = 0.1233, 21n = 00953 3) /15 4) 2+ 3b pokud b < 1, 3+ 2,
pokud b>15) $6) A° = (1,2)U(2,3), A= {L: neN}u 1,3, , 0A={L:neN}uU[23], 4 ={0}U[L,3]
7) Ne. Napf. v prostoru (R?, p2) jsou mnoziny A = {(z,0) : = > 1}, B = {(z, 1) : 2 > 1} uzavfené a p(A, B) =
0. 8) Ano. Napf. v prostoru (R, p) mnoziny A =1[0,1] NI, B =1[0,2]N Q. 9) Ano, ne 10) F(z) = %
11) Ne. Dokonce dva: 0 a 1 12) 0.7391

162



Kapitola 6

Fourierovy rady a integralni transformace

6.1 Hilberttv prostor

6.1.1 Definice

Bud V reélny vektorovy prostor a ( . | . ) : V xV — R zobrazeni, které pro vSechna u,v,w € V spliuje
podminky:

(Ul) u#0=(u|u)>0,
U2) (wfo)=(v|u),

(U3) (aulv)=a(ulv),

(U9 (utolw)=(ulw)+(v]w)

Zobrazeni ( - | - ) se nazyva skaldrni (nebo téz vnitini) soucin vektori.

6.1.2 Poznamky
Lu=0&(ulu)=0
D.: Je-li u =0 pak u = Ov pro libovolny vektor v € V' a tedy podle (U3) je
(u|u):(0@|u):0(v|u)20
Je-li (| w ) =0, podle (Ul) nemiize byt u # 0. O
2. (u|ow):a(u|v)

D.: (u|av):(av|u):a(v|u):a(u|v)
Prvni rovnost plyne z (U2), druha z (U3) a tieti opét z (U2). O

5 (ulvtw)=(ulo)+(ulw)
D (u|vtw)=(vtw|u)=(v|u)+(wlu)=(u|v)+(u|w)
Prvni rovnost plyne z (U2), drubd z (U4) a tfeti opét z (U2). O

6.1.3 Véta (Cauchyova [1789 — 1857| - Bunjakovského [1804 — 1889] - Schwarzova
[1843 — 1921] nerovnost)

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( - | - ). Pak pro vSechna u,v € V plati

[(ulv)] <y/(ulu)(v]v),

pri¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz vektory u, v jsou lineadrné zavislé.
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D.: Necht ( U | v ) # 0. Pro kazdé o € R podle (Ul), 6.1.2.1 a pravidel pro po¢itani se skalarnim sou¢inem
plati
Og(au+v|au+v):aQ(u|u)—|—2a(u|v)+(v|v),
coz znamend, ze kvadratickd rovnice s nezndmou «
(u|uw)a?+2(u|v)a+(v|v)=0 (6.1)

mé nejvyse jeden realny koren, tedy 4 ( u | v )2 —4(ulu)(v|v) <0, nebot koeficient u o? je
kladny. Odtud plyne dokazovana nerovnost.

Ukazeme, Ze jsou-li vektory u, v linedrné zavislé, nastane ve Schwarzové nerovnosti rovnost. Necht tedy
v = fu, pak

(ulo)l = 18(ulu)l =8 (ulu)(ulu)=/(ulu)(Bulbu) =
= J(ulu)(v]v).

Nakonec ukdzeme, ze nastava-li ve Schwarzové nerovnosti rovnost, jsou vektory u, v linearné zavislé. Necht
2
tedy(u|v) :(u|u)(v|v)
[(u|v)

Je-li (| u ) # 0, médrovnice (6.1) kofen o = —

a pro takové a je ( au +v | au + v ):O,

ulu)
coz podle 6.1.2.1 znamen4, Ze au + v = 0, neboli v = —au.
Je-li ( U | U ) =0, je tvrzeni trivialni. [J
6.1.4 Véta
Bud V realny vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem ( - | - ). Pro w € V polozme |u| =/( u | u ). Pak

pro v8echna u,v € V, a € R plati
(N1) w0 Jul >0,
(N2) Jau] = [a Jul,
(N3) Ju+ o] < Jul + o]
D.: Jediné netrividlni tvrzeni je (N3). S vyuzitim 6.1.3 dostaneme:
lut+o)? = (utv|utv) = (u]u)+2(u|v)+(v|v) =

Jul® + 2 (w0 ) [+ o) < IIUI|2+2\/( wlu ) (vlo)+ol* = (Jul+[ol)* .

O

Cauchyovu - Bunjakovského - Schwarzovu nerovnost lze zapsat:

[(ulo)<lullvl nebo (ulov)®<|ul? o).

6.1.5 Definice

Bud V realny vektorovy prostor a |-|| : V' — R zobrazeni, které pro viechna u,v € V, « € R spliuje podminky
(N1), (N2), (N3) z 6.1.4. Pak || se nazyva norma (na vektorovém prostoru V).

6.1.6 Véta

Bud V redlny vektorovy prostor s normou |-|. Definujme zobrazeni p : V x V' — R predpisem p(u,v) = ||u — v|.
Pak p je metrika na V.

D.: Axiomy totoznosti a symetrie jsou ziejmé. Trojahelnikova nerovnost plyne z (N3):
plu,w) = fu—wl| =fu—-v+v—w|<|u—v]+|v-w]|=p(uv)+pv,w). O

Je-li V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ), budeme V uvazovat souasné s normou
zavedenou v 6.1.4 a s metrikou zavedenou v 6.1.6.
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6.1.7 Véta

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ), pak zobrazeni ( . | . ) : V' xV — R je spojité.

D.: Na V x V zavedeme metriku po piedpisem pa((u1,v1), (u2,v2)) :\/||u1 —ug|® + o1 — va.
Pro vsechny dvojice (u1,v1), (uz,v2) € V x V plati

lur — ua| < p2((u1,v1), (uz,v2)), Jv1 —v2| < pa((ur,v1), (w2, v2)).

Bud (ug,v0) € V x V libovolna dvojice a € > 0 libovolné &islo. Polozme

2
\/(”Uo” + [vol)™ + 28 — Jluoll — Jlvol
5 :

Pak 6 > 0 a 62 + (Juo + |vo]) 6 = %
Bud dale (uj,v1) € V x V libovolna dvojice takova, ze pa((u1,v1), (ug,v0)) < 0. Pak s vyuzitim 6.1.3

dostaneme

(o) =(uofeo )| = [(w—uof[vi—vo )+ (uof[vi=vo )+ (wr—uo|vo)| <
< J(uw—uo|vi—vo )[4+ (uo|vi—vo )|+|(wr—wuo|v )| <
< fur —uol for = woll + uol vr = voll + llvoll ur —uol <
< 8+ uol 8+ ol 6 =5 < e,

coZ znamend, ze zobrazeni (- | - ) je spojité v (uo, vo). Ponévadz (uo, vo) byla libovolna dvojice z V x V,

je toto zobrazeni spojité na V x V. [J

6.1.8 Dusledek

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem ( - |- ) a {v,}] posloupnost vektorti takové, Ze
lim v, =v. Pak lim |v,| = |v| a pro libovolny vektor u € V plati lim (v, |u )= (v]|u ).
n—o00 n—o00 n—00

D.: Plynez 5.5.3. O

6.1.9 Definice

Bud V redlny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( - | - ). Rekneme, ze vektory u,v € V' jsou ortogondlni
a piseme uLlv, jestlize u #0 # v a ( U | v ) =0.

f{ekneme, ze mnozina S C V je ortogondlni, jestlize pro kazdé dva ruzné vektory u,v € S je ulw. Jestlize navic
pro kazdy vektor u € S plati ||u| = 1, nazyva se mnozina S ortonormdlni.

. . . o 1 SV e
Je-li mnozina S ortogonélni, je mnozina {Hu tu € S} ziejmé ortonormaélni.
U

Oznaceni: Je-li V vektorovy prostor a S C V', pak podprostor generovany mnozinou S (linearni obal mnoZiny

S, mnozinu vsech linearnich kombinaci vektorti z S) oznacime Lin(.S).
Mohutnost mnoziny M oznacime card M.

6.1.10 Véta (Gramova [1850-1916] - Schmidtova [1876-1959] ortogonalizace)

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ) a S C V konetna nebo spocetna linedrné
nezavisla mnozina. Pak existuje ortonormalni mnozina R C V takova, ze Lin(S) = Lin(R) a card S = card R.
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D.: Necht S = {uy,us,...}. Definujme vektory x1,za,... a uj,ug,... takto:

1
T = Uy U1 = —”551”:61
1
$2=U2—(U2|1}1 )Ul UQZHSCQ
2
k ' 1
Tppr = Ukt — 2 (Upgr |05 ) v V4l = T Thy1
i=1 |7k

Tento postup konéi, je-li mnozina S kone¢né vycerpanim vSech jejich prvkia. Jinak muiZeme neomezené

pokracovat. Polozime R = {v1,vq,...}. Zfejmé je card S = card R.
Uplnou indukei ovéfime, ze vektor v, je linedrni kombinaci vektora wy, us, ..., u, a naopak, vektor u,, je
linearni kombinaci vektort vy, va, ..., v,. Tedy Lin(S) = Lin(R).

Je-li mnoZina {x1, o, ...,z } ortogonalni, tak pro kazdé j € {1,2,..., k} plati

)) -

(wnpr o) (vifey) =

k
(o les) = (w3 (o )u

i=1

-

= (ursr |2y ) -

i=1

= |l

1
(s |2 ) =D (wpa |2 ) = (@2 ) =
= ]

(wei |25 ) = (uen [ 25) = 0.

Tedy zgp+1-la; pro kazdé j € {1,2,...,n}, coZ znamend, Ze mnozina {x1,2a,..., Tk, Tk41} je ortogo-
nalni. Z principu matematické indukce plyne, Ze mnozina {x1,x2, ... } je ortogonalni a tedy mnozina R je
ortonorméalni. [

6.1.11 Poznamka

Bud V reéalny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem ( . | ) {un}n 1 posloupnost vektort z V. Pro kazdé

n € N polozme s, = Z u;. Rekneme, ze nekoneénd fada vektori Z Uy, konverguje k vektoru s a piSeme
i=1 n=1

Z U, = S, jestlize hm Sp = s v prostoru s metrikou zavedenou v 6.1.4.
n=1

6.1.12 Véta

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ), {un}5, ortonormalni posloupnost vektorii
z V a {7,}22, posloupnost realnych ¢isel.

o0 o0
e Je-li prostor V tplny a ¢iselna fada > +2 konverguje, pak také fada vektortt Y. 7,u, konverguje.
n=1 n=1

o0 o0
e Jestlize fada vektorit > v,u, konverguje k vektoru v € V, pak ¢iselné fada Y. 2 konverguje a pro kazdé
n=1 n=1
n € N plati v, = ( v | U, )

n
D.: Oznalme s, = > yrug.
k=

oo
Necht V je uplny a Y 2 konverguje. Bud € > 0 libovolné. Podle 4.1.4 existuje ng € N takové, Ze pro
n=1
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n+m

>

n >ng, mE N je <e.Pron >ng, p>ng, p>nje tedy

k=n+1
p 2 P P
lsp—sal® = | 3 | = ( S | 3 m) _
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
p p p
= > > wwlw|u) = > R <.
k=n+1j=n+1 k=n+1

coZ% znamend, %e posloupnost {s,}°°; je cauchyovskd a protoZe je V tuplny, je tato posloupnost konver-
gentni.

Necht Z Ynun, = v € V. Kdyby Z 72 = oo, pak by z analogického vypoétu jako v predchozim kroku

vyplynulo 7e posloupnost {s,}22 by nebyla cauchyovska, coz by byl spor s jeji pfedpoklddanou konver-
genci.
S vyuzitim 6.1.8 dostaneme

(v]w) = nm<iw

uk> = lim Z% ul|uk) = nlirlgoVk = k-

n—oo

6.1.13 Definice

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem ( . | . ), {un}52; ortonormélni posloupnost vektort z V/
aveV.Cislavy, = ( v | Up, ) se nazyvaji Fourierovy koeficienty vektoru v vzhledem k ortonormdlni posloupnosti

o0
{un}52, atada > vu, se nazyva Fourierova Fada vektoru v vzhledem k ortonormdlni posloupnosti {u,}>2 .
n=1

6.1.14 Véta

Bud V reélny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem ( . | . ), {un}22; ortonormalni posloupnost vektort z V|
v €V, {}52, posloupnost Fourierovych koeficienti vektoru v vzhledem k posloupnosti {u,}22; a {8,}52,
libovolna posloupnost redlnych ¢isel. Pak pro kazdé n € N plati nerovnost

n n
v— E Yiwi|| < |jv— E Biui
i=1 i=1
(mezi v8emi linearnimi kombinacemi vektora wuy, ue, ..., u, ma od vektoru v nejmensi vzdalenost ta, jejiz koe-

ficienty jsou Fourierovymi koeficienty vektoru v) a

= [l Z%

n
i E Yilbi
i=1

(Besselova identita).
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D.: Dokazovana nerovnost i Besselova identita plynou z rovnosti
n 2 n
v— E Biui — 2 Biug )
i=1 i=1

ol =" B (i | v Zﬂl ol ) 4SS 88 (i [y ) =
=1

1=1 j=1

||v||2—2Zﬁm+Zﬂ? = Iol? + (62 - 280 =

i=1

Jol® +Z P=a) = ol Z% +Z

( U= i Biug
i=1

O

6.1.15 Disledek (Besselova [1784 — 1846] nerovnost)

Bud' V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( - | - ), {un}s>; ortonormalni posloupnost vektori
zV,v eV, {7}, posloupnost Fourierovych koeficientii vektoru v vzhledem k posloupnosti {u,}52 ;. Pak

plati
n
2
> a2 < ol
i=1

7 Besselovy nerovnosti az 6.1.12 plyne, Ze v Gplném prostoru Fourierova fada libovolného vektoru konverguje.

6.1.16 Véta

Bud' V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( - | - ), ktery je uplny, {u,}52; ortonormalni posloup-
(o]

nost vektorti z V a v € V. Fourierova fada > vy,u, vektoru v vzhledem k {u,}22; konverguje k vektoru v

n=1

pravé tehdy, kdyz plati
o0
2
D> o=l
n=1

(Parsevalova rovnost).

D.: Podle 6.1.8 a 6.1.14 plati

oo 2 n
v — E YnUn v —= E Vil
n=1

=1

2 n 0
. 2 2
= lim (nvn —Zﬁ) = ol ="
i=1 n=1

= lim
n—r 00
O

6.1.17 Definice

Realny vektorovy prostor, ktery je uplny a v némz existuje nekonecnd ortonormalni podmnozina se nazyva
Hilbertiv prostor.

6.1.18 Priklad

o0
Necht ¢? je mnozina posloupnosti {«;}3°; takovych, ze fada Y a7 konverguje.
i=1
o0
Jsou-li {a;}22,,{B:}22, € €2 pak fada > «;3; konverguje absolutné.
i=1

168



D.: |a;8i| < max{a?, %}
k k k e’} e’}
Yomax{a7, 7} < > ai + Y B < Y ai 4+ Y B < oo
i=1 i=1 i=1

=1 i=1

- o0
Rada s nezapornymi ¢leny Y max{a?, 32} ma ohranitenou posloupnost ¢astetnych souctii. Podle 4.2.1
i=1

o0
tato Fada konverguje, takze podle 4.2.4 konverguje i fada Y |a;3;|. O
i=1

(? tvori redlny vektorovy prostor a lze snadno ovéfit, ze zobrazeni (- |- ) : 2 x £2 — R definované pro

u={o;}32, € 0% v={B;}32, € (* predpisem ((u |v )= > @if; je skalérni soucin.

i=1
. 0, i#J
Polozme e, = {8,:}52;, kde 6;; = ) . Pak ziejmé pro kazdé n € N je e, € €2, |en| =1,
;1=
(en| em ) =0pron#m. Tedy {e,}32, je ortonormélni posloupnost v ¢2.
Bud u = {a;}$2, € 2 libovolny Vektor Fourierovy koeficienty tohoto vektoru vzhledem k {e, }5° ; jsou

Tn = u|€n E Qi0ni = Qip -

Dale

n
u — E ;€

i=1

lim
n—00

ST OSEED DERD o) IR SR

=1

takze Fourierova fada libovolného vektoru u € ¢ konverguje k u.

6.2 Prostor £%(a,b)

Necht a,b € R*, a < b.
Symbolem C?(a, b) oznaéime mnozinu vech funkei f spojitych na intervalu (a,b), pro néz f 7))%dx < oo.

Jsou-li a,b € R a 1im+ f(z) e R, liril f(z) € R, je nerovnost trivialni. V opafném piipadé rlka ze prislusny
T—a xr—b—

nevlastni integral konverguje.

6.2.1 Poznamky
b b
1. Jsou-li f,g € C%(a,b), pak [|f(z)g(z)|dz < 00 a —c0 < [ f(x)g(z)dz < cc.

D.: Necht uvazované integraly jsou nevlastni. (V opa¢ném piipadé by tvrzeni bylo trivialni.)

b

b b b
[lr@g@lds < [max{(s@)P g)?)de < [(F@)e+ [ @) < o

a

Druh4 nerovnost plyne z 3.5.8. [J

2. Jsou-li f,g € C%(a,b), pak také f + g € C*(a,b) a pro kazdé a € R je af € C?(a,b).
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b

(f(z) + g(x)*dz = / dx+2/f d:c—i—/( (z))%dz <

a

e

b

/( d:c+2/f r)dz —|—/(g( ))2dz <

a

IN

b

/ dx+2/|f |dx+/(())2dx < o0,

a

IN

/b(af(w))zdfv = CVQ/b(f(fv))Qckv < o0,

O
3. C%(a,b) tvori realny vektorovy prostor, nulovym vektorem je funkce f = 0. (Budeme ji znaéit 0.)

D.: Plyne bezprostiedné z pfedchoziho tvrzeni. [J

b
4. Zobrazeni @ : C*(a,b) x C*(a,b) — R dané predpisem ®(f,g) = [ f(z)g(z)dz je skalarnim soucinem.
D.: Nejprve poznamenejme, ze zobrazeni ® je podle 1. definovano korektné.
Ovéfime platnost podminky (U1):
Necht f # 0. Pak existuje zp € (a,b) takove, ze f(xg) # 0 a ze spojitosti funkce f plyne existence
okoli O(xg) = (zo — 6,20+ 9) C (a,b) bodu zq takového, Ze (f(z¢))? > € > 0 pro viechna z € O(xo).

o+
Podle 3.3.1 je [ (f(z))*dz > 2¢6 a tedy
IQ*(S
b x0—0 ) +5
O(f, )= [(f(x)*dz = [ (f(z))*dz+ f r))3dz + f z))*dz > 0+2e6+0 > 0.
a a ro—0 To+0

Platnost podminek (U2) — (U4) je ziejma. O

< \/f de\/f ))2dz .

D.: Plyne z ptedchoziho tvrzeni a z 6.1.3. [J

5. Jsou-li f,g € C%(a,b), pak ff( r)dz

6.2.2 Definice

Bud f funkce definovana na intervalu (a,b).

Rekneme, Ze funkce f je po éastech spojitd, je-li mnozina jejich bodu nespojitosti koneéné.

Rekneme, Ze funkce fje po édstech monotonnd, existuji-li ¢isla xg, x1,...,x, € R* takova, ze

a=x9<x < < Tp_1 <z, =">0afunkce f je monotonni na kazdém z intervala (z;—1,x;), i =1,2,...,n.

Symbolem L2 (a,b) ozna¢ime mnozinu vSech po ¢astech spojitych funkei f definovanych na intervalu (a,b),
pro néz f ))2dz < oo.
Pro kazdou funkei f € £2 (a,b) oznacime symbolem N (f) mnoZinu jejich boda nespojitosti.

6.2.3 Poznamky

. b
1. Na mnoziné £%(a,b) definujme relaci ~ piedpisem: f ~ g < [(f(z) — g(x))?dz = 0. Pak ~ je relaci

ekvivalence na mnoziné £2(a, b).
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D.: Reflexivita a symetrie jsou ziejmé.
Necht f ~ g, g ~ h. Budte zg,21,...,2, € R* takova, Ze a =z < 21 < --- < Tp_1 < Tp, = b a
N(f)UN(g) UN(h) C {zo,x1,...,2n}. Pak kazda z funkci f, g, h je spojitd v kazdém intervalu

(xi—1,x;) a plati fl (f(x) — g(x))*da = T (g(x) — h(x))?dx =0, i=1,2,...,n

Ti—1 Ti—1
S vyuzitim 6.2.1.5 dostaneme

o
IN
o

8
S~—"

|
=
—

8
S~—
S~—"

N

o,

8

I

- B —
—
~
—

8

~—
|

Q

—

8
S~—
+
Q
—

8
~—

|
=
—

8
S~—
S~—"

N

Q.

8

I

= 0423 [ () - g@)lgla) -~ h)da +0 <

< o) | [ @) - gle)o(e) — hia))da| <
= 2ZJ /(f(w)g(w)ﬁd:vJ /(g(:c)—h(:c))2dx - 0.

b
takze [(f(z) — h(z))*dz =0, coz znamena f ~ h. O

. b
2. Jsouwli f, g, f1,01 € L*(a,b) aplati f ~ f1, g ~ g1, pak —oo < [ f(z)g(z)dz = [ fi(z)g1(z)dz < oo.

D.: Budte zg,x1,...,2, € R* takova, Ze a =29 <21 < -+ < Tp_1 < Tp =0>ba
N(f)UN()UN(fl)UN(Ql)C{UCo,ZCl,-- s T}
Pak ff z)dx = E f f(x)g(x)dz a f,g € C?*(x;_1,7;) prokazdé i =1,2,...,n. Z 6.2.1.1 tedy

b
plyne —co < [ f(z)g(z)dz < cc.

Dale podle 6:2.1.2 f,1, f~f1,9-g1 € C2(wi1,2)a | (f(0)—fa(@)?de = [ (g()=g1(x))?de =0
pro kazdé i =1,2,...,n. S vyuzitim 6.2.1.5 dostanemrge1 e
b b ,
0 < /f(x)g(x)d:z: _/ / R

<

b
/ F(@)((z) - g1 (2))dz + / ((2) - fi(@))gr (2)dz
/ (f(2) - 1 (2))gn (2)dz

171



= 13 [ @)@ ~ @il + |3 [ (@) - Aol <
= 3| [ )o@ - @izl + 3| [ (@) - Aol <

+§%w/ﬁmhuWM$/@mmeu

Odtud plyne rovnost mezi integraly. [J

3. Jsou-li fi, g1, f2, g2 € L%(a,b) takoveé, Ze fi1 ~ fo, g1 ~ go a @ € R, pak fi1 + g1 ~ fo+ g2 a afi ~ afs.

D.: 0= jz(fl(x) — fa(x))?dx = jlz((fl(x) — fa(x)) — 0)2dx, takze f; — fo ~ 0. Podle predchoziho je

a a

b b
J(fi(x) = fa(2))(91(x) — ga(z))dz = [0(g1(2) — g2(x))dz = 0, tedy

a

b b
/wmm+m@»4ﬁ@+mum%x=/«mw—h@»umw—mum%w=

b b b
— [(h@) - fa@)Pdo+2 [ (i0) - 2@)01(0) - galede + [ (91(0) - ga(o)ds = 0.
Dale
b b
/(afl(a:)—an(x))de = aQ/(fl(a:)—fz(x))de =0.
[l
Pro kazdé f € £?(a,b) polozme (f) = {h € L%(a,b) : f ~ h}. Neboli: mnoziny (f) jsou tiidy rozkladu
mnoziny £2(a,b) podle ekvivalence ~, (f) € L2(a,b)/ ~; (f) ={g) & f~g.
Oznacme £2(a,b) = L?(a,b)/ ~ .
Dale pro (f), (g9) € £L*(a,b), a € R klademe

(N +{g) = (i+a9) (soucet)
af) = (af) (nasobeni skalarem)

piicemz f1 € (f), g1 € (g). Podle 6.2.3.3 souCet ani nasobeni skalarem nezavisi na vybéru representanti f1, g1.
Mnozina £2(a, b) tvoii redlny vektorovy prostor. Jeho nulovym prvkem (0) je tiida obsahujici funkci f = 0.
Zobrazeni ( - | - ) : £*(a,b) x £L*(a,b) — R definované pro (f), (g) € £(a,b) predpisem

b
(m|@)=/ﬁ@m@M,

kde f1 € (f), g1 € (g9), nezavisi podle 6.2.3.2 na vybéru representanti fi, g;.
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Necht f; €

(f). Pak plati

Je tedy splnéna podminka (U1) z 6.1.1. Platnost podminek (U2) — (U4) je z¥ejma. Zobrazeni ( - | - ) je skalarnim
sou¢inem na L£2(a,b).

'V dalsim budeme pro zjednoduSeni zapisu prvky mnoziny L2(a,b) znacit stejné jako funkce z mnoZiny
L£2(a,b). (Tfidy rozkladu ztotozitujeme s representanty. )
Vzdélenost dvou funkci f, g v prostoru £2(a,b) je

b

1 —gl = / (f(x) — g(x))?dx

a

a nazyva se stiedni odchylka funkci f, g
Konvergence posloupnosti funkei v prostoru £2(a, b) se nazyva konvergence (posloupnosti funkei) podle stiedu.

6.3 Fourierovy fady vzhledem k trigonometrickému systému

UvaZujme prostor £L2(—m, ) a posloupnost funkci

Plati

{1, cosz,sin x, cos 2z, sin 2z, ..., cosnx, sinnz, . .. }.

™

(1|1):/dx=27r,

—T

9 1+ cos2nx 1 sin2nz "
( cosnx | cosSNT ) = cos” nxdxr = ———dx = |-z + =,
2 2 dn | __
[ 1 cos2 1 sin2na]”
( sinnx | sinnx ) = /sinQn:cd:r = /ﬂdx = |-z — S ZnT =T,
2 2 4n o
T 1 . .
( 1 |cosn:1: ) = cosnxdr = |—sinnx =0,
n -7
: [ 1 " 1 N N
(1|sinnz ) = [ sinnzdz = —-—cosng = _ﬁ((_l) — (=" =0,

1
( sinnz | cosmz ) = /sinnzcosmxdx =3 /(sin(n—l—m)x—l—sin(n—m)x)dx = 0.

—T —T

Odtud plyne, Ze uvazovana posloupnost funkef je ortogonélni v prostoru £2(—m, ) a tedy posloupnost funkci

1 1 1 1 1 1 .
cosx, ——=sinzx cos 2x, sin 2z, . cosnx, —sinnz, . ..
Jr

\/E’ﬁ vr T G NG
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je ortonormalni posloupnosti funkci v prostoru £2(—n, 7). Tato posloupnost se nazyva trigonometricky systém
funkci.

Je-li f € L2(—m, ), pak Fourierova fada této funkce vzhledem ke zminéné ortonormélni posloupnosti je

1 +i ( cosSNT L5 sinnz)
g — Oy —F—— n—— |
0\/27r — N LS
kde

™

ay = \/%/f(x)dx, an, = \/%/f(x)cosn:vdx, B, = \/%/f(:v)sinmcd:v, n=1,2,3,....

—T

Tuto fadu lze zapsat v prehlednéjsim tvaru

% + ;(an cosnx + by, sinnz) ,
kde
1 1 .
an, = — | f(z)cosnzdr, n=0,1,2,... b, = — | f(z)sinnzdz, n=1,2,....
T T

7 6.1.16 a 4.3.13 plyne

6.3.1 Véta

Bud f € L£?(—m, 7). Fourierova fada funkce f vzhledem k trigonometrickému systému konverguje k funkci f
podle stfedu (v metrice prostoru £2(—n, 7)) pravé tehdy, kdy#

CL2 oo o0
2
S+ an+y b= I
n=1 n=1

7 6.1.4 a 4.1.5 plyne

6.3.2 Véta
Necht f € L2(—m,7) a ag,a1,as,...,b1,ba, ... jsou Fourierovy koeficienty této funkce vzhledem k trigonomet-
rickému systému. Pak lim a, = lim b, = 0.

n—oo n—oo

6.3.3 Vé&ta (Dirichlet [1805 — 1859])

Nechf funkce f je ohranicend, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni na intervalu [—7, 7]. Pak jeji Fourierova
fada vzhledem k trigonometrickému systému bodové konverguje na intervalu [—m, 7] k funkei f, pFicemz

f(@), x € (—mm), fjespojitd v x
flz) = 3 (tggl f)+ tligl+ f(t)) , @€ (—m ), fnenispojita v
3 (tiigr+f(t) —l—tl_i}I?]Ta_f(t)) . ze{-mm)

D.: Viz V. Novék, Nekoneéné fady.
Poznamenejme jen, ze podle 1.6.15 piislusné jednostranné limity existuji. [
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Ziejmé f ~ f, t.j. f = f v prostoru L2(—m, ).
(Bodovy) soucet Fourierovy fady vzhledem k trigonometrickému systému je 2m-periodicka funkce. Tedy

(bodovy) soucet Fourierovy fady je 2m-periodické rozsifeni funkce, ktera je na intervalu (—m, 7) ekvivalentni (ve
smyslu 6.2.3.1) funkci f.

Je-li f € LS(—m, ) suda funkce, pak b, =0, n = 1,2,... a Fourierova fada této funkce vzhledem k trigo-
nometrickému systému ma tvar

o0 2 7T
@—i— E ancosnr  kde an:—/f(a:)cosn:rdzc, n=20,1,2,....
2 — T

n= 0

Tato fada se nazyva kosinovd (Fada funkce f).
Je-li f € L£%(—m,7) licha funkece, pak a, = 0, n = 0,1,2,... a Fourierova fada této funkce vzhledem
k trigonometrickému systému méa tvar

K

~ 2

E bpsinnz  kde bnz—/f(x)sinmcd:v, n=12,....
T

n=1 0

Tato fada se nazyva sinovd (fada funkce f).

6.3.4 Priklad

Necht f(z) =z pro x € [—=, 7]. Je to funkce licha, proto a, =0, n=10,1,2,....

s U
1 1 1 i 1
b, = —/:zrsinn:cda: = — [——xcosnx} —|——/cosna:dx =
T T n . n
—r -
1 1 1 )+ 1 si I
= — | ——=mcosnm — —mwcosnmT — [sinnx =
T n n n? o
2 2 2
= ——cos = —Z(-1)" = (=12
— cosn ~(=1) (="~

Tedy pro z € (—m,m) je

n=1
., ™.
ZeJmenapro:c:§Je
(=) o = (=1)n
2 ; " I=3+3 ) ;2n+1’

tedy

6.3.5 Vé&ta (Dirichlet [1805 — 1859] - Jordan [1838 — 1922])

Necht funkce f je 2m-periodickd, ohrani¢end, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni na intervalu [—m, 7). Je-
li f spojita na intervalu (a, b), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k trigonometrickému systému konverguje
stejnomérné k funkci f na kazdém uzavieném podintervalu intervalu (a,b).

D.: Viz V. Novék, Nekoneéné tady.
Poznamenejme jen, Ze interval (a,b) nemd zadny vztah k intervalu [—m, 7). O
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6.3.6 Priklad

f(z) =22 pro x € [—m, 7). S vyuZzitim vysledku 6.3.4 dostaneme

< < X 1\n+l X (_1\n+1 Y
flx) = 2/tdt = 2/(2 g Lsinnt) dt = 4 g L/sinntdt =
n n
0 0 n=1 n=1

0
n+1
(cos0 — cosnz) =

n+1

+1
—4 E ~———— CcoSnT

n

e
e

X 1\n+1
= 427( D) (1 —cosnz) =

%) 1 n+1
(Vypolet je korektni, nebot fada 3 ( )2 (1 — cosnz) konverguje absolutné.)
n=1 n

Soucasné plati
| 17 1 2
Z —/f(:c)d:z: = — [2%de = —[2%" = T

Tedy pro = € [—m, 7] je

Zejména pro x = 7 je

7 ¢ehoz

Mimochodem také vyslo
n+1

6.3.7 Fourierovy fady funkci z prostoru £%(a,b)

Necht f € £2%(a,b) je ohrani¢end, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni. Polozme

b—a,  a+b . . . . . .
gt)=f ( 5 t+ 5 ) Pak ¢ je ohranicena, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni funkce definovana
m

2z —a—>5
na intervalu [—m, 7] a plati f(z) =g (wbiaw). Podle 6.3.3 je
—a

g(t) ~ — 0 4 Z (o, cosnt + By sinnt), kde

n=1
1] I
ap = — [ g(t)cosntdt, n=0,1,2,... Bn = — [ g)sinnzdt, n=1,2,....
T T
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20 —a—>b 2w 2 b+a

Substituci t = ————, dt = dx a pfi oznaceni ¢, = ——nmw, ¥, = ——nn dostaneme
b—a b—a b—a b—a
cosnt = cos(ppx —1) = coSpux costy, + sin g,z sin, ,
sinnt = sin(epx — 1Y) = sing,x cos, — cos P, sin, ,
) b
@n = 34 /g(cpnw — 1) cos(pnr — Y)da =
b b
2
= 3 cos wn/f(x) cos pprdr + sim/)n/f(x) sin ppzde | |
—a
b
2 .
B = s [ alons —W)sin(gnz — v)do =
b b
2
= 3 cos Uy, / f(z)sinppzdr — siny, / f(z) cos ppxde
—a
Oznatme
2 / 2
an, = b_a/f(ac)cosbﬁﬂ;xdx, n=20,1,2,...,
¢ 6.2
b (62)
2
b, = b_a/f(:v)sm TT zdr, n=1,2,
Tedy
2r—a—b ao = . . .
flz) =g 5" Y 5 + Z[(an €08 Yy, + by, sin by, ) (cos ppa costhy, + sin ppx siny,) +
—a
n=1
+(by, costy, — ay, siny, ) (sin g,z cos,, — cos ppx sin,)] =
= % + ;[(cos On €OS% 1y, + sin @,z sin, cos, —
—8in @ sin b, cos i, + cos @,z sin’ Un)an +
(cos pnx sinp, cos, + sin p,x sin? ¥, +
+sin p,x cos? P — €COS ppx sinty, cosPy)b,] =
= % + ;(an COS P + by Sin ) .
To znamena, 7Ze
- 2 2
f(z) ~ %—i—; (ancosbiﬂax—i—bnsinbﬁﬂ;x) , (6.3)

kde koeficienty a,, b, jsou dany vztahy (6.2).
Pro bodovou a stejnomérnou konvergenci fady (6.3) plati véty analogické 6.3.3 a 6.3.5.
Vzorec (6.3) muzeme jesté upravit. Polozme

2nm

b
, Ap = 0“721 + b%a op, = arctg —.
b—a an
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Pak plati

AR AT

= A, (cos op, coswnx + sin g sinw,z) = A, cos(wp,x — ©)

Ay, COSWn T + by sinwpx = /a2 + < coswy + sin wn> =

a formuli (6.3) mizeme piepsat na tvar

flx) ~ % + Z A, cos(wnx — ©p).

n=1

Hodnoty w,, A, a ¢, se nazyvaji frekvence, amplituda a fdze n-tého ¢lenu Fourierovy fady funkce f. Rozlozeni
frekvenci, amplitud a fazi se (zejména v elektrotechnické literatuie) nazyva frekvencni spektrum funkce f.

6.3.8 Priklad

1
x cos 2nmadr + /(1 —x)cos2nmxdr | =

1

2

an

|
[N}
O\ml»—A

=

1 1 !
+ [— sin 2nmwx — L sin 2nmr — ———— cos 2mrgc} ) =

xr . 1
= 2 [— sin2nmr + ——— cos 2n7r:v} Y Y 122

2nm 4n2x2

0 2
1 1 1 1 1 0, n sudé
= 2(-——= — — = ——((-)"-1) =
(4n2ﬂ'2 cosnm 22 dnZa? + 22 cos nw) 22 ((-1) ) ———. nliché
s

1

2
b, = 2 (/xsin 2nradr + /(1 —z)sin2nmedx | =
0

1

2

z 1 1 !
= 2 ([4n2w2 sin2nmx — % CcOoS 2nﬂ':1:] ) + {% cos2nmx — ) sin2nmx — D CcOoS 2nﬂ':1:] ) =

= 2 —mcosmr—i— v % — mcosnw—i— ﬁcosmr) =0
Celkem
(x) = i - i cos?(?n—i— 1)ma
Zejména pro x = 0 dostaneme
- - 1



6.3.9 Komplexni tvar Fourierovy rady

Fourierova fada funkce f € Ez(—%T, %T) vzhledem k trigonometrickému systému je podle 6.3.7 dana formuli

1 - 2k 2k
flx) ~ 540 + ; <ak cos Twa: + by sin Tﬂx) ,

kde

ap =

r
2km 2 . 2km
f(:c)cosTxd:r, k=0,1,2,..., bk—T/f(a:)smT:cd:r, k=0,1,2,....

Nl
\NH

Sl
|
Sl

Pfitom je splnéna Parsevalova rovnost (sr. 6.1.16, 6.3.1)

n

T
=
1 2 2
540 +Z (ai + b7) :T / (f(x)) da.
k=1 Uy
2
Polozme nyni
1 1 ) 1 .
co = a0, cp = §(ak—1bk), c_p = E(ak—i—lbk), k=1,2,3,..., (6.4)
neboli
aog = 2¢y, agp =ck+c—p, bp=i(ck —c—x), k=1,2,3,.... (6.5)

Fourierovu fadu pfi tomto oznaceni mizeme piepsat do tvaru

1 - 2k 2k
fx) ~ 5(260) + ,; ((ck + c_) cos Tﬂ-x +i(cr — c—g)sin Tﬂx) =
=co + Z (ckei%TTr +c_re 12?{) Z cke Ea +co + che e Z Ckei%Tﬂ-
k=1 k=—o00 k=—o0
Pritom
T T
12 | 1/ 2
w=37 [ f@hdo =7 [ f@e ¥
r T
2 2
T T
112 .2
=357 / f(z) cos —axdx — iz / f(z)sin —adx | =
T T
2 2
T T
1 2 2 1 2
=7 / fx) <cos N isin TI> do = T / fl@e T e, k=1,2,3,...,
r r
2 2
T T T
2 2 1] 2
Cc ) = T / ) cos —:zrd:c +1 iT / s1n—:1:d:c =7 / f(x)e T %dz, k=1,2,3,....
T T T
2 2 2
Jeste prepiSeme Parsevalovu rovnost. Ze vztahi (6.4) vidime, Ze c_p = T, |cx| = |c—k| a ze vztahi (6.5)
vypocitame

ai + b =c2 +2cpc_ g + 2 — (i—Qckc_k—i—cgk) :4ckc_k=4ck@=4|ck|2.
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Parsevalova rovnost tedy bude mit tvar

oo

(f(@)’de = 5a3 + > (a} +13) —200+4Z|ck| =2 Z R
k

=1 k=—o0

—_

—i

2
T

[\]

!

Z provedenych vypoé¢ti vidime, ze Fourierovu fadu funkce f vzhledem k trigonometrickému systému muzeme
prepsat v komplexnim tvaru

T
2
o) n 1 -
S e, kde CkZT/f(x)eﬂimdx, k€ (6.6)

k=—o0 T
2

> lal =7 [ (@) s (6.7)
k=—oc0
6.4 Fourierova transformace

Druhou z relaci (6.6) mizeme chapat jako definici zobrazeni, které funkci z mnoziny £2 piifadi komplexni

o0
posloupnost {c,}re s vlastnosti Y. |cx|* < oc. Jinak Feceno, oznatme
k=—o0

S = {{Ck}io_oo CcC: Z |Ck|2 < OO}

k=—o00

a definujme zobrazeni G : £2 — S vztahem

%
/ f(x)e_‘%T%dx ,

k=—o0

T
1 i 2k7r
G(f) = /f@) "o, k= ...,~3,-2,-1,0,1,2,3,....

Naopak, prvni z relaci (6.6) mizeme chapat tak, Ze posloupnosti {cx }ro. . € S prifazuje funkei f € £? takovou,

7e

— 00

o0

flx) ~ Z cpe T

k=—o0

Mame tak definovano inversni zobrazeni G—! : S — £?,

G ({adie o) () ~ > el

k=—o0

Integral je podle 3.3.5 linearni funkcional (linearni zobrazeni, které funkci — vektoru — priradi ¢islo realné nebo
komplexni — skalar). To znamend, ze také zobrazeni G je linearni.
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Dostali jsme tak jedno-jednozna¢nou korespondenci mezi funkcemi definovanymi na intervalu (—%T, %T)
symetrickém kolem pocatku — nebo, coz je totéz, mezi T-periodickymi funkcemi — a komplexnimi posloup-
nostmi {¢x}po . Tuto skute¢nost mizeme vyjadiit také tak, Ze mame transformaci G vektorového prostoru
L2 realnych funkei na vektorovy prostor S komplexnich posloupnosti a transformaci inversni.

Definujme nyni funkci g jako analogii zobrazeni G predpisem

f(z)e % dz. (6.8)

—u

T—o0

g(&) = /f(x)e’ig””da:: lim

Sl

pokud tato limita existuje; takto definovany integral, nazyvany nevlastni integrdl ve smyslu hlavni hodnoty,
nemusi byt nevlastnim integralem ve smyslu definice 3.5.1. Funkce g je komplexni funkci jedné reélné proménné
£.

Polozme dale

2km

& = v (6.9)

pro kazdé k € Z. Pak D = {... {3, 2, 1,&0,&1,&2,&3, . .. } pledstavuje déleni intervalu (—oo, 00), pro jehoz
normu plati

2T .

V(D) = &py1 — &k = - a Jlim v(D) = 0.

Porovnanim s relaci (6.6), vidime, ze
1
Cl, = Tg(fk), keZ. (6.10)
Pro z z intervalu (—37, 7)) miZeme proto psit
L we_ Ly it
fl)~ > 79(Ee)e™™ = o D g€ (Erir — &)
k=—o0 k=—o00

Posledni sumu muzeme chapat jako integralni soucet piislusny ke komplexni funkci redlné proménné definované
vztahem = — g(£)e™'*¢, déleni D a vybéru reprezentanti D; pojmy ,déleni intervalu® a ,integralni soudet®
jsou analogiemi pojmu zavedenych v 3.2.1 a 3.2.8 pro ohraniceny interval a omezenou realnou funkci. Muzeme
oCekéavat, ze bude platit

f@) ~ 5= [ g (6.11)

Z rovnosti (6.7), (6.9) a (6.10) muzeme jesté odvodit

17 > =1 11 &
T / (f(z))’de = k:z_:oo lex|* = k:z_:oo T2 l9(&)I* = Tor k;m 19(&)1* (€rs1 — &)
a oCekavat platnost rovnosti
1
/ (f(2)’de = 5 / l9(6)|"de. (6.12)

Komplexni funkce g jedné realné proménné & € (—oo, 00) je zavedend formuli (6.8) pomoci redlné funkce f
jedné realné proménné x € (—o0, 00). Tuto relaci miazeme interpretovat jako piirazeni komplexni funkce g funkci
realné f, nebo jako transformaci funkce f na funkci g. Formule (6.11) pak vyjadfuje zp&tnou transformaci. Zatim
se vSak jednd o vyjadieni pouze formalni, nevime, zda uvedené nevlastni integraly maji skuteény vyznam, zda
v néjakém smyslu konverguji. Lze ovSem dokézat, ze pokud je funkce f : R — R absolutné integrovatelné, tj.

70 | f(z)|dz < o0
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(ve smyslu definice 3.5.1), pak pfislusné integraly konverguji.
Zavedeme mnoziny funkci

F= f:R%R:/‘f(x)’dx<oo a G= g:R—MC:/’g(:v)’de<oo
a zobrazeni A
F:F—>G, f—=FH=f
definované vztahem .
fo) = [ s i (6.13)

Na mnozinach F' a G je pfirozené definovan soucet a vnéjsi soucin
(f+9)(x)=f(z)+g(x) prof,ge Faxz eR nebo f,ge GaxeC,

(af)(x)=af(z) profeF, ax €R nebo feG, a,zeC,

mnozina F' je tedy vektorovym prostorem nad polem redlnych ¢isel a mnozina G je vektorovym prostorem nad
polem komplexnich ¢isel. Zobrazeni F je podle 3.3.5 linearni.

Zobrazeni F nazyvame Fourierovou transformact funkce f, komplexni funkci f=F (f) nazyvame Fouriero-
vym obrazem funkce f. Vztah funkce a jejtho Fourierova obrazu je podle (6.12) dana rovnosti

70 (f(x) de = %7 fefa,

kterou nazyvame Plancherelova.
Ptisné vzato, zobrazeni F neni prosté. Naptiklad pro dvé rizné funkce

0, x=#0,

fi(x) =0 a fQ(J:)—{l 0

plati F(f1) = 0 = F(f2), tedy jadro linearniho zobrazeni F neni jednoprvkové. Proto (podobné jako pii
konstrukci prostortt £2) definujeme ekvivalenci ~ na mnozinich F a G vztahy

pro fi, fo € F klademe f; ~ f, pokud / | f1(z) — fa(z)]|e” ™ dz = 0 pro viechna ¢ € R,
pro g1, g2 € G klademe g1 ~ g2, pokud / (91 (z) — gg(x))geimgdg = 0 pro v8echna z € R

a ekvivalentni funkce z mnozin F, G ztotoziujeme. Pak jiz zobrazeni F je prosté a tedy invertovatelné.
Inversni Fourierova transformace F~!: G — F je podle (6.11) definovana vztahem

1

fl@) =5~ / F(&)eae. (6.14)

6.4.1 Vlastnosti Fourierovy transformace

Uvazujme funkci f € F, ktera je navic diferencovatelna. Pak je tato funkce podle 2.1.3 spojita a podle 3.5.7
plati
lim f(z) =0= lim f(z).

Tr—r—00 Tr—r00
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Odtud s vyuzitim 3.1.10 a skutecnosti, Ze funkce e '*¢ = cos x& + isin € ma realnou i imaginarni ¢4st ohrani-
¢enou, dostaneme

F1(€) = / fl(@)e e = [f(z)e )07 +i€ / f(x)e "8 dz = i f(€).

To znamend, ze Fourierova transformace pievadi derivaci funkce na nésobeni jejiho obrazu ryze imaginarnim
¢islem; jinak FeCeno, prevadi infinitesimalni operaci na operaci algebraickou.

6.5 Fouriertv integral

Bud' f spojita funkce definovand na intervalu (—oo, co) takova, ze [ |f(t)|dt konverguje. Dale bud ¢ > 0.

— 00

Podle 6.3.7 pro kazdé z € <_§’ ;) je

- 2 2
f(z) = %—F;(ancos%x—i—bnsin%x),

kde
¢ .
2 | o 2 | onm
anz—/f(t)cos—tdt, n=20,1,2 ... bnz—/f(t)sin—tdt, n=12....
V4 V4 y4 14
e e
2 2
Tedy
‘ ‘
1/ > 9 ] om o Inm. . 2nm
flx) = Z/f(t)dt-i-nzlz/f(t) (cosTtCOST:v—i— n7t81n7:v> dt =
-5 -3
L L
1/ 1] > or  onm
_z _z n=
2 2

Abychom dostali vzorec platny pro kazdé x € (—o0, 00), provedeme limitni pFechod ¢ — co.

£
o0 3
Z konvergence nevlastniho integralu [ |f(¢)|d¢ plyne Zlim [ f()dt] < < a tedy
—00

— 00

Vyraz
i 27 cos 2nm (t )
14 14
n=1
21 4 2 2
je integralni soucet piislusny k funkei g(\) = cos \(t—x), déleni D = {O, %, 7#, cee %} intervalu {O, %]
27 4 2
a vybéru representanti { Z, Z, cey %} (sr. 3.2.8). Lze tedy ocekavat, Ze za jistych predpokladia bude platit
. > 27 2mr 7
lim — cos —(t — x) cos A(t — z)d
{— 00 /
n= 0
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a také

1 (] oo 1 o0 o0
= —/ /f )cos A\(t — x)dt = —/ cos)\x/f cos)\tdt—l—sm)\x/f t)sin Atdt | d.
T T
0 —00 0 —o0

6.5.1 Véta

Necht funkce f je definovana na intervalu (—oo, 00) s pifpadnou vyjimkou izolované mnoziny bodu. Je-li splnéna
alespoi jedna z podminek

(i) integral f f(t)dt absolutné konverguje,

(ii) funkce f a jeji derivace jsou po ¢astech spojité na kazdém konefném intervalu, pficemz piipadné body
nespojitosti jsou prvniho druhu a navic plati lim f(z) = lim f(x) =0,
r—r—00 xT—r0o0

pak pro kazdé x € R plati

%(hm f(t )—|— hm f(t ) / A) cos Az + b(A\) sin Ax) dA,
0
kde - -
a(A) = % / f(t)cos Atdt, b(A) = % / £ () sin Atdt.

D.: V. Jarnik, Integralni pocet II, str. 524 — 533. (Véta je tam dokazana s ponékud obecnéjsimi predpoklady.)
O

Zejména je-li f v bodé x spojita, plati

A) cos Az + b(A) sin Ax) dA.

Il
0\8
)

Je-li funkce f suda, pak

2N

/f(t) cos Atdt, b(A) =0,
0

Je-li funkce f licha, pak

2 oo
a(A) =0, b(A) = = [ f(t)sinAtdt.
|

Priklad: Funkci f(z) = e %%, 0 < z < 00, a > 0 vyjadiit Fourierovym integralem

a) jako sudou funkci

2 T 2 T . 2 T
a(A) = —/e_o‘t cos \tdt = —/e_o‘tRee"\tdt = —Re/e("\_“)tdt =

T T T

0 0 0
1 . o 2 1 2 a+iA 2a
_ —R |: (1>\—a)t:| - ZR _ = —

T —alf 0 - a T+ A m(a? 4+ A?)

2« cos A\x
—oax  _ 2 7 AN
¢ T / a? 4+ \2

0
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b) jako lichou funkeci

oo oo

2 —at s 2 —at ixt 2\
b(A) = ;/e sin AXtdt = ;/e ImeMdt = m
0 0
2 oO/\sin/\a:
—ar _ =2 227
¢ 7r/042—i—/\2 A
0

6.6 Laplaceova transformace

Bud M mnozina realnych funkei definovanych na intervalu (0, 00) takovych, ze integral [ f(t)e P'd¢ konverguje
0

a tlim f(t)e™P" = 0 pro viechna p > 0. Laplaceova transformace L pievadi realnou funkci f € M na realnou
— 00

funkci Lf definovanou na intervalu (0, c0) vztahem

Lip) = [ fe .

Z uvedeného defini¢niho vztahu plyne, ze Laplaceiuv obraz funkce f € M je funkci ohrani¢enou a ze Laplaceova
transformace je linearni, tj.

L(cifi + caf2)(p) = c1Lfi(p) + caLfa(p).

Obrazy nékterych funkei v Laplaceové transformaci jsou uvedeny v tabulce 6.1.
Vypocitdme Laplacetiv obraz derivace funkce:

L(f)(p) = / ftyedt = [f(t)e ] +p / fe™dt = — lim f(t)+pLf(p).
0 0

Pii oznaceni f(0+) = th%1+ f(t) tedy plati
—

L(f')(p) = pLf(p) - f(0+). (6.15)

6.6.1 Ukazka uziti Laplaceovy transformace — negativni zpétna vazba

Uvazujme dvé veli¢iny = a y zavislé na Case, tj. x = x(t), y = y(t). Tyto veli¢iny na sebe pusobi tak, Ze rist
veliciny = je tmeérny velikosti veli¢iny y, a noaopak, pokles veli¢iny y je tmeérny velikosti veli¢iny x. Navic
predpokladejme, Zze na pocatku, tj. v ¢ase t = 0, je prvni veli¢ina nulova a druhé jednotkova. Veli¢iny x a y
chceme vyjadiit néjakym predpisem.

Zména velic¢iny je jeji derivace, tedy rust veli¢iny z je roven 2’ (t), pokles veli¢iny y je roven —y/(¢). Ozna¢me
koeficienty imérnosti o a 5 jsou to kladna realna ¢isla. Hledame tedy funkce x = z(t) a y = y(t), které vyhovuji
relacim

a'(t) = ay(t), —y'(t) = Bx(t), =(0)=0, y(0)=1. (6.16)
Pro zjednoduseni zapisu oznacime

X(p) = L(z)(p), Y(p)=L(z)(p)

Vyuzijeme linearitu Laplaceovy transformace, vztah (6.15), tieti a ¢tvrtou rovnost (6.16) a napiSeme Laplaceovy
obrazy prvnich dvou rovnic (6.16). Dostaneme

po upravé



0 LIG) = [ fWerdt | £(&) | L) = [ Fe Pt
0 0
1 2
1 — tsinwt 5 WPQ 5
p (p* +w?)
t L t t P
— cosw
P2 (p® + w?)?
n! £ s w
t", n=1,2, it e sin wt —arro?
T 1 —
% a>—1 (a+1) e coswt p—_a
pH = ap o
1 22
e sin® wt v
p—a (p? + 4w?)
te® ! cos? wt P+ 2w
(p—a)? (p? +4w?)
|
t _ n: . a
tnea7 n—1,2,... W sinh at m
T 1
tYed v > —1 T+1) cosh at P
-+ P
. w . 2ap
sin wt ]m tsmh at m
2 2
coswt _P t cosh at e
P2 + w? (p® — a?)?

Tabulka 6.1: ,,Operatorovy slovnik* pro Laplaceovu transformaci

To je soustava dvou rovnic pro neznamé X (p) a Y (p), jeji feSeni je

X(p) = p? —i—ozﬂ \/7p 2+ af’

Y(p) =

b

p?+af’

Z osmého a devatého fadku v prvnim sloupci Tabulky 6.1 nyni vidime, Ze

6.7 Cviceni

% sin\/aft,

Rozviite ve Fourierovu fadu na intervalu [—m, 7] funkce

1) f(z) = a?

2) f(z) =

||

3) flz) =

| sin x|

Rozviiite ve Fourierovu fadu funkce
5) f(z) =z, x €[a,a+ 2]
Rozviiite ve Fourierovu fadu periodické funkce

9) f(z) =z — [a]

Rozvifite ve Fourierovu fadu 27-periodické funkce, jestlize

4) f(z) = e,

7) f(x) = sgn(cos x)

f

f
12) fz) =

3) fz) =

x € [—h,h]

T pro z € [0,

Najdéte soucty rad

8) f(z) = arcsin(sinx)

() =z proz € [0,m) a f je suda,
(x )—:Cproxe[O m) a f je licha,
m) a f je licha,

———proxe[O 7) a f je suda,
réete soucty téchto rad.
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y(t) = cos/apt.

6) f(z) =xcosx, v €[5, 5
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18
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i~ k=1
16) l;—:l 2k—1)2 17)1—%4—%_%4_”
11 1 1 1 11 1 1
B l+s—f-qtntr— 9l-g+i-q+5+.

Vysledky: 1)7T +4 Z

" coska 2) 24 Zo (2k~1k1)2 cos(2k + 1)z 3) 2 — 4 m cos 2k

M

4) 2sinh h 2h —+ Z h2+ kﬂ')2 (h CcOS kzz Tk sin 27z kﬂ'x 5) a -+ l 4+ 2 21 Z (sm k?;’a cos # — oS k7;a sin qu)

= (= : o (—D* o — : = sin 2wkx
6) & Z ((4]32)7_1)281112k$ DY (21;)1 cos(2k + 1)z 8) 2 Z ﬁsm@k—i— )z 9) 3 — 1) sin2rke
k= " k=1

10) T -4 Z e cos(2k + D 11) 2 Z " sin ka 12) Z snEiDr 13) Z At 14) T3 15)

16) = 17) 18) 7 19) ;%=
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