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Definice. Pokud G je grupa, tak potom Aut(G) značí grupu všech izomorfismů G → G.
Binární operace na grupě Aut(G) je skládání zobrazení.
Zadání. Necht’ (H, ·), (K, ∗) jsou grupy a φ : K → Aut(H) je homomorfismus grup.
Definujme binární operaci ⋆ na množině H ×K následovně

(h1, k1) ⋆ (h2, k2) = (h1 · φ(k1)(h2), k1 ∗ k2).
Ověřte, že (H ×K, ⋆) je grupa.
Řešení.

• ⋆ je operace
Potřebujeme ověřit, že množina H ×K je uzavřená na ⋆. Necht’ (h1, k1), (h2, k2)

jsou libovolné prvky z H × K. φ(k1) je automorfismus grupy H - každý prvek H
zobrazuje opět do H , a tudíž φ(k1)(h2) ∈ H . Z uzavřenosti H na · a K na ∗ je
(h1, k1) ⋆ (h2, k2) = (h1 · φ(k1)(h2), k1 ∗ k2) ∈ H ×K.

• ⋆ je asociativní

((h1, k1) ⋆ (h2, k2)) ⋆ (h3, k3)

=(h1 · φ(k1)(h2), k1 ∗ k2) ⋆ (h3, k3)

=((h1 · φ(k1)(h2)) · (φ(k1 ∗ k2)(h3)), (k1 ∗ k2) ∗ k3)
=(h1 · φ(k1)(h2) · (φ(k1) ◦ φ(k2))(h3)), k1 ∗ k2 ∗ k3)

(h1, k1) ⋆ ((h2, k2) ⋆ (h3, k3))

=(h1, k1) ⋆ (h2 · φ(k2)(h3), k2 ∗ k3)
=(h1 · (φ(k1)(h2 · φ(k2)(h3))), k1 ⋆ (k2 ∗ k3))
=(h1 · φ(k1)(h2) · φ(k1)(φ(k2)(h3)), k1 ∗ k2 ∗ k3)
=(h1 · φ(k1)(h2) · (φ(k1) ◦ φ(k2))(h3), k1 ∗ k2 ∗ k3)

• H ×K obsahuje neutrální prvek vzhledem k ⋆
Hledaným prvkem je (eH , eK). Poznamenejme, že φ(eK) je neutrální prvek grupy

Aut(H) - tj. identická funkce na H a že pro libovolné k ∈ K je φ(k)(eH) = eH ,
jelikož φ(k) je homomorfismus.

(eH , eK) ⋆ (h, k) = (eH · φ(eK)(h), ek ∗ k) = (eH · idH(h), ek ∗ k) = (h, k)

(h, k) ⋆ (eH , eK) = (h · φ(k)(eH), k ∗ eK) = (h · eH , k ∗ eK) = (h, k)

• H ×K obsahuje ke každému svému prvku inverzní prvek
Inverzní prvek k (h, k) je (φ(k)−1(h−1), k−1). φ(k)−1 je inverzní zobrazení k

φ(k) - jistě existuje, nebot’ φ(k) je automorfismus a tedy i bijekce. Ověříme, že
tento prvek je skutečně inverzní.

(h, k)⋆(φ(k)−1(h−1), k−1) = (h·φ(k)(φ(k)−1(h−1)), k∗k−1) = (h·h−1, k∗k−1) = (eH , eK)
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