5. domaci dloha z MIN401, jaro 2022

Definice. Pokud G je grupa, tak potom Aut((G) zna¢i grupu vSech izomorfismiu G — G.
Bindrn{ operace na grupé Aut(G) je sklddani zobrazen.
Zadani. Necht' (H,-), (K, *) jsou grupy a ¢: K — Aut(H) je homomorfismus grup.
Definujme binérni operaci x na mnoziné H x K nédsledovné
(hl, kl) * (hz, kg) = (hl . @(kl)(hz), ]{,'1 * kz)
Ovéite, 7ze (H x K, x) je grupa.
Resent.
® x je operace
Potfebujeme ovéfit, Ze mnozina H x K je uzaviend na x. Necht' (hq, k1), (ha, k2)
jsou libovolné prvky z H x K. p(k;) je automorfismus grupy H - kazdy prvek H
zobrazuje opét do H, a tudiz ¢(ky)(hy) € H.Z uzavienosti H na - a K na x je
(hl, ]{51> * (hQ, ]{52) = (hl . gO(k’l)(hQ), ]{31 * ]{52) € HxK.
e x je asociativni
((h1, k1) * (ho, ko)) % (h3, ks3)
(h1 - (k1) (h2), k1 * k) % (R, k3)
((h1 - (k1) (h2)) - (@(k1 * k2)(hs)), (k1 k2) * ks)
(h1 - (k1) (h2) - (@(k1) 0 @(k2))(hs)), k1 * kg * k3)

hy, ki) x ((ha, k2) * (hs, k3))

( (
(h1, k1) * (hy - o(k2)(hs), k2 * ks3)
(h1 - (p(k1)(ha - o(k2)(h3))), k1 * (k2 * ks3))
(h1 - p(k1)(ha) - (k1) (o(k2)(hs)), k1 * ks * k)
=(h1 - p(k1)(h2) - (p(k1) 0 (k2))(hs), ky ko * k3)
e H x K obsahuje neutrdlni prvek vzhledem k
Hledanym prvkem je (ey, e ). Poznamenejme, Ze ¢(ey ) je neutrdlni prvek grupy
Aut(H) - tj. identicka funkce na H a Ze pro libovolné k£ € K je o(k)(ey) = eq,
jelikoZ (k) je homomorfismus.
(e, ex) * (h,k) = (eg - plex)(h),ex x k) = (ey - idg(h), e x k) = (h, k)
(h, k) (eg,ex) = (h-p(k)(ey),kxex) = (h-ey,kxex)=(h,k)
e H x K obsahuje ke kazdému svému prvku inverzni prvek
Inverzni prvek k (h, k) je (p(k)"Y(h™1),k71). o(k)~! je inverzni zobrazeni k

VYV,

(k) - jisté existuje, nebot’ ¢(k) je automorfismus a tedy i bijekce. Ovéfime, Ze
tento prvek je skute¢né inverzni.

(h, )x(o(k) (A1), k71 = (hep(R) (0 (k)™ (h71), kxk ™) = (h-h™", kxk ™) = (em, ex)
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