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Uvod

Tato publikace je systematickym a podrobnym popisem postaveni a vyznamu goniometric-
kych funkei v elementarni matematice. Vyklad je podan v ucelené podobé, jakou jsme v bohaté
literatufe vénované jednotlivym aspektim dané problematiky nenasli. Odviji se od otézek rovinné
trigonometrie, té oblasti elementédrni matematiky, ve které se dotycné funkce zrodily a nalezly nej-
vyznamnd&jsi praktické uplatnéni (vedle teorie Fourierovych fad, kterou vsak fadime do vy3si mate-
matiky). Ostatné ceskd matematickd terminologie patif k tém vyjimeénym, ve kterych se ujal navrh
vyznamného matematika, fyzika a didaktika Felixe Kleina (1849 — 1925), ktery na poc¢atku 20. sto-
leti prosazoval zménu, aby se tyto funkce nazyvaly goniometrické. V drtivé vétsiné jazyku jim vSak
dodnes (a patrné natrvalo) zistal p¥ivlastek trigonometrické.

V tomto kratkém vstupnim textu popiSeme, jak je naSe dilo sestaveno. Sklada se z Sesti vyklado-
vych kapitol, které jsou doplnény o ¢ast nazvanou Zavér a zavéreCny seznam pouzité literatury, jenz
Gita na pét desitek polozek rozdélenych na historické prace, uc¢ebnice, riazné druhy knih, sbirky tloh,
¢lanky, prispévky ve sbornicich a internetové zdroje. Vénujme se nyni obsahové naplni jednotlivych
kapitol.

Kapitola 1 poskytuje podrobny historicky piehled vyvoje poznatkii o goniometrickych funkcich.
Z obdobi starovéku vénujeme nejvétsi pozornost Ptolemaiovym vypoctum délek tétiv. Neomezu-
jeme se pritom pouze na popis postupu, jakym Ptolemaios své tabulky sestavoval, nybrz podavame
detailni zdtivodnéni jednotlivych kroku a diikazy potiebnych teoretickych vysledki, jakymi je pre-
devsim Ptolemaiova véta o velikosti stran a thlopfic¢ek obecného tétivového ¢étyruhelniku. V druhé
¢asti historické kapitoly se obdobné vénujeme trigonometrickym vysledktim stiedovékych indickych
a arabskych matematiki, kterym vdé¢ime za vznik dnesnich goniometrickych funkci. Na tyto vy-
sledky navazali evropsti matematikové epochy renesance zpusobem, ktery popisujeme ve tieti ¢asti
kapitoly. Jeji ctvrta, zavéretna ¢ast je celd vénovana vyznamnym zménam v uceni o goniometrickych
funkcich, za které vdé¢ime Leonhardu Eulerovi a které daly této discipliné jeji novodobou podobu.
Protoze tento patrné nejgenialnéjsi matematik vsech dob nahlizel na goniometrické funkce z pohledu
rodici se matematické analyzy, v naSem textu se pii popisu dotyénych Eulerovych vysledki nevy-
hneme nekoneénym souc¢ttim a soucintim, které presahuji celkové elementarni ramec naseho textu.

Vlastni teorii goniometrickych funkei v oboru realnych ¢isel budujeme postupné v kapitolach 2,
3 a 4. V prvni z nich na zékladé geometrické podobnosti pravotuhlych trojihelniki zavadime ob-
vyklym zptsobem goniometrické funkce ostrého thlu. Bé&zné skolské poznatky dopliiujeme o vyklad
nékterych obtiZznéjsich otazek (napiiklad dikaz spravnosti konstrukee pravidelného pétidhelniku) a
také o méné znamé diagramy, podle kterych je mozné nazorné zdiavodnit souctové a rozdilové vzorce
(v oboru ostrych uhli).

V kapitole 3 postupné odvozujeme zékladni vysledky z rovinné trigonometrie (z nichz soucasni
absolventi gymnazii bohuZel znaji pouze sinovou a kosinovou vétu). Vychazime pfitom dusledné
z vét o prumétech dvou stran trojihelniku do sméru tfeti strany a do sméru k nému kolmého.
Ukazujeme, Ze pozadavek univerzéalni platnosti téchto vét vede k piirozenému zptsobu zavedeni
goniometrickych funkci tupého thlu a Ze sinové i kosinovéa véta jsou pfimymi disledky téchto vét



(takze kosinovou vétu lze odvodit bez uziti Pythagorovy véty). Odvozujeme rovnéz dnes jiz pozapo-
menutou tangentovou vétu a Mollweidovy vzorce. Vénujeme se i ditkaztim souctovych a rozdilovych
vzorcl (tentokrat jiz v oboru konvexnich ahlit), jejichZ platnost vyuzijeme v kapitole 4 pfi budovani
teorie goniometrickych funkei v oboru realnych &isel.

Posledné zminéna kapitola 4 je z celé prace nejrozsahlejsi. Na bezméla osmdesati stranach v ni
nejprve obvyklym postupem zavadime goniometrické funkce orientovaného thlu pomoci kartézskych
soufadnic bodu na jednotkové kruznici. Poté se vénujeme po etapach odvozovéani Siroké palety za-
kladnich goniometrickych vzorct. Nejprve uzitim planimetrickych soumérnosti a rotace o 90° zdu-
vodiujeme pievodni vzorce pro sinus a kosinus, které nam pak pomohou k rozsifeni souctovych
a rozdilovych vzorct z oboru (0,7) na obor R. Z nich uz pak béznou cestou odvozujeme vSechny
ostatni potfebné goniometrické vzorce.

V dalsi ¢asti kapitoly 4 se pak vénujeme vyznamnému praktickému tkolu — feSeni goniometric-
kych rovnic a nerovnic. Vyklad vedeme ptivodnim postupem, pii kterém nové vyclehujeme nékteré
typy rovnic, zejména u substituéni metody feSeni. Obecnou teorii ilustrujeme pribé&zné feSenymi
priklady. Podrobné fesené piiklady tvori i zbyvajici ¢asti kapitoly 4, jez pojednévaji o goniometric-
kych soustavach rovnic a Cetnych goniometrickych identitach a rovnostech, které se nam podafilo
z dostupné literatury nashromazdit. Souborem rozmanitych piikladii je ostatné ukoncena nejen ka-

prevzatych prikladi jsou v poznamkach pod ¢arou uvedeny odkazy na literaturu.

Zvlastni postaveni v celé praci mé kapitola 5, kterda je pojata jako ,encyklopedicky“ vyklad
rozmanitych rovnosti a nerovnosti, které plati pro goniometrické hodnoty na vnitinich thlech «,
B, v (¢ jejich nasobcich) libovolného trojuhelniku. K tomu tcelu jsme vypracovali postup, ktery
nam umoznil mnoZstvi téchto vysledkt (neptehledné rozptylenych v literatufe) podat na dvaceti
stranach textu v usporddané a logicky provazané podobé.

Zaveéretna vykladova kapitola 6 presvédcivé dokladé, Ze sama trigonometrie neni jedinou ob-
lasti elementarni matematiky, v niz lze tspésné a ucelné goniometrické funkce vyuzit. V jeji prvni
Casti se zabyvame goniometrickymi substitucemi pfi feSeni ruznych algebraickych rovnic a jejich
soustav, tloh o rekurentnich posloupnostech a pii dokazovani algebraickych nerovnosti. Druha ¢ast
kapitoly je vénovana uziti goniometrickych funkci pfi vypoctech s komplexnimi ¢isly, pfitom v ukéz-
kach se vyhradné vénujeme situacim, v jejichZ popisu komplexni ¢isla viibec nevystupuji. Koneéné
v treti ¢asti kapitoly 6 se zabyvame vyznamem goniometrickych funkci pro matematickou kartogra-
fii, prakticky navysost uzite¢né discipliné s bohatou zajimavou historii, o niz v textu rovnéz stru¢né
pojednavame. Myslime si, Ze tim dobie dokreslujeme nedocenitelny vyznam trigonometrie ¢i sifeji
celé goniometrie, jak jsme ho prvotné nac¢rtli v historicky zaméfené kapitole 1.

Publikace, kterou drzite ve svych rukou, je knizni podobou Ph.D. préace [49], vypracované au-
torkou v letech 2004 — 2011 na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity pod vedenim jejiho
pedagoga docenta Jaromira Simi. Jemu patii autorcin dik za odborné vedeni, ¢etné koncepéni né-
méty, rady a pripominky, které rozhodujicim zpiisobem ovlivnily obsah, formu i kvalitu provedeni
vysledného dila.

Velky dik patii také Mgr. Petru Liskovi, ktery se podilel na tvorbé& obrazku v celé praci.



Kapitola 1

Z historie goniometrickych funkci

1.1 Pocatky trigonometrie ve starovéku

1.1.1 Meéreni ahli a délek tétiv

Rovinny thel je ¢éast roviny omezena dvéma polopfimkami se spoleénym pocatkem. Tak zni
dnesni definice rovinného geometrického utvaru. OvSem zrod tohoto pojmu mé tzkou spojitost
s délenim kruhu. Jiz od starovékych Babyloniant pochézi déleni kruhu na 360 stejnych ¢asti (kru-
hovych vyseci), které Babylotiané nazvali stupné, dodnes b&Zné pouzivané jednotky tuhlové miry.
Déleni plného ihlu na 360 stupnii a jednoho stupné na 60 minut od nich prevzali Rekové. Sede-
satkova Ciselnd soustava Babylonanti je dnes zastarald, ovSem rozdéleni kruhu na 360 stupiu se
dochovalo do soucasnosti.

Teprve novovéky pohled na goniometrické funkce a jejich uziti v diferenciadlnim a integralnim
poctu privedly matematiky k nazoru, Ze velikosti thla je pfirozené vyjadrovat v obloukové mire
s uhlovou jednotkou radidn. Jeden radian je stfedovy thel, ktery piislusi oblouku o stejné délce,
jako je polomér kruznice. Plny thel mé 27 radiani — coz je 360 stupiiii. Samotné slovo radidn bylo
navrzeno v roce 1871 Jamesonem Thomsonem. Di{véjsi ndvrhy byly napf. rad nebo radidl.

Prvni prace o trigonometrii souvisely s problémem uré¢ovani poméru odvésen pravothlého troj-
thelniku a jeho zavislosti na ostrém vnitinim thlu tohoto trojuhelniku. Jiz staii Rekové znali jed-
noduchy aparat na urcovani ¢asu pomoci tyce vrhajici stin urc¢ité délky. Sloupek slune¢nich hodin
byl v podstaté obdobny prostiedek na vypocet goniometrické funkce kotangens z délky sloupu a
délky stinu. Samoziejmé se anti¢ti matematici o funkei jako takovou nezajimali. Rik4 se, Ze Thalés
z Milétu (asi 624 — 548 pf. n. 1) byl prvnim z dlouhé fady Feckych filozofd, ktery zjistoval vysku
pyramidy porovnavanim délky jejiho stinu s délkou stinu, ktery vrhala vhodna ty¢. Starofecka tri-

Obrazek 1.1: Thalés z Milétu

gonometrie vSak nezahrnovala pouze a jen poznatek o podobnosti dvou pravothlych trojihelnik.
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Nicméné tento druh porovnévani a vypocet pomoci délek stini byl v antice velice dobfe zndm a
muze byt nazvan predchiidcem vlastni trigonometrie.

Obrazek 1.2: Hipparchos

Hipparchos napsal, se nam do dne$ni doby témé&f nic nedochovalo. O jeho dile si miizeme udélat
pouze predstavu, a to prostfednictvim knihy Klaudia Ptolemaia s nadzvem Almagest. Pro své ast-
ronomické vypocty potieboval Hipparchos tabulku trigonometrickych poméra. Avsak nemél se kam
obrétit, zddna takova tabulka dosud neexistovala. Vzal tedy v tvahu libovolny trojihelnik vepsany
do kruhu, ¢imz se kazdé z jeho ti{ stran stala tétivou kruznice, jez kruh omezovala. K vypoétu veli-
kosti raznych prvki trojihelnika bylo potieba stanovit délku tétivy piislusné danému stfedovému
thlu. To se stalo hlavnim tkolem trigonometrie pro mnoha nasledujici staleti. Hipparchos sestavil
tabulky tétiv pro rtzné stfedové thly kruznice pii stalém poloméru. Byly to vlastné tabulky dvoj-
néasobnych sinii poloviny stfedového thlu. Sdm Hipparchos napsal dvanact knih o podcitani délek
tétiv v kruhu, ale v8echny tyto knihy byly s koncem antické epochy ztraceny.

1.1.2 Ptolemaiovy vypocty
Klaudios Ptolemaios (asi 85 — 165 n. 1.) byl fecky geograf, astronom a astrolog, ktery pravdépo-

dobné 7l a pracoval v egyptské Alexandrii.
R,

Obrazek 1.3: Klaudios Ptolemaios

Jeho nejvétsi dilo Syntazis megale (Velkd soustava) — astronomicky spis, ktery byl vydan okolo
roku 140 a v 8. stoleti pfelozen do arabstiny pod nézvem Almagest, byl zalozen na domnénce, Ze
nehybna Zemé je umisténa ve stfedu vesmiru a nebeska télesa kolem ni obihaji po predepsanych
drahach. NaSemu zajmu se t&5i Ptolemaiova tabulka tétiv, kterd je pfedmétem kapitoly 10 a 11
prvni knihy Almagestu. Tato tabulka udava délku tétivy v kruhu jako funkci stfedového thlu, ktery
ji vymezuje. Stfedovy thel, k némuz se délky vztahuji, postupuje po 0,5° na intervalu od 0° do 180°.



KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKYCH FUNKCT

7 naseho hlediska jde vlastné o tabulku sinti thla od 0° do 90°, postupujicich po &tvrtiné stupné.
Kdyz totiz oznaéime polomér kruhu r, stiedovy thel feckym pismenem « a délku tétivy tet(w),
obdrzime vztah
e
tet(o) = 2r sin 7.

Ptolemaios rozdélil priimér kruhu na 120 stejnych jednotkovych dili (délky 1), tedy poloméru r
piitazoval délku 60 dili (r = 60%). Jeho tabulka udava délky t&tiv s presnosti na dvé sedesétinna
mista, tedy s chybou fadu 6072.

Uvedenim jednotlivych metod, jak Ptolemaios postupné zminénou tabulku dopliioval, vytvorime
pro funkci tet(a)) malou, avSak obsaznou teorii, kterou Ptolemaios ke svym vypoé&tiim potieboval.
Stejné jako on budeme pracovat s polomérem délky r = 60°%.

1. Funkee tet(a) je definovana pro a € (0;180°) a plati 0? < tet(a) < 1207

2. Hodnoty tet(0°) = 04, tet(60°) = 607 a tet(180°) = 120¢ jsou ziejmé. Ze znalosti Pythagorovy
véty Ptolemaios vypocital tet(90°) = 84951°107, kde 17 = (%)d al = (ﬁ)d. (VSechny
Ptolemaiovy hodnoty tet(a) budeme uvadét rovnitkem, spravngji bychom méli psat =.)

3. Pro vypocet hodnot tet(a), kde a € {36°;72°;108°; 144°}, musel nejdfive Ptolemaios dokazat,
Ze délka |DF| ¢asti ramene EF rovnoramenného trojihelnika EF B z obr. 1.4 je rovna délce
strany pravidelného desetithelniku vepsaného do kruhu s primérem AC a Ze délka |BF| je
délka strany pravidelného pétitthelniku vepsaného do téhoz kruhu (viz podkapitola 2.4). Diky

B

2a

Obrazek 1.4

témto vysledktim lze uréit délky tétiv prislusnych uhla nasledujicim zptsobem:

|DE|? + |DBJ* = |BE)?, |DF|? + |DB|* = |BF)?,

(304)* + (607)* = |BEP?, (3744'55")% + (60%)2 = |BF 2,
|BE| = 67°4'55" = |EF|, |BF| = 70432'3”,
|DF| = |EF| — |DE| = 67°4'55” — 30, tet(72°) = 707323”.
|DF| = 3794’55,

tet(36°) = 3794’55

10
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Jakmile byly v8echny vyse zminéné hodnoty tet(a) uréeny, mohl Ptolemaios ukazat, jak vypo-
¢itat délky dalsich tétiv na zakladé toho, Ze do kruhu vepsany thel, ktery lezi proti priméru,
je pravy. Proto uzitim Pythagorovy véty ve tvaru

(tet(a))? + (tet(180° — a))? = (1209)2,

ktery mimochodem odpovida dnesnimu vztahu pro goniometrickou jednicku

2

sin? a + cos® @ = 1,

Ptolemaios uréil hodnoty tet(108°) = 97%4’56” a tet(144°) = 114?7’37”. Podobn& z hodnoty
tet(60°) = 607 vypodital tet(120°) = 10395523

4. Dosud popsané metody vedou pouze k uréeni nékolika malo jednotlivych hodnot funkce tet(c).
Pro vypocet v8ech dalsich hodnot funkce tet(a) potfeboval Ptolemaios novy matematicky

nastroj. Tim se stala vyznamna planimetrickd véta, ktera dnes nese Rekovo jméno.

Ptolemaiova véta. V kazdém tétivovém clyiihelniku plati: Soucet soucinid délek jeho proti-
lehlych stran je roven soucinu délek jeho wuhlopficek.

P11 oznaceni podle obr. 1.5 lze vétu vyjadrit rovnosti

|AB|-|CD|+ |BC|-|AD| = |AC| - |BD|.

Obrazek 1.5: K Ptolemaiové véts

Diikaz. Sestrojme bod E na thlopficce AC tak, aby thly ABE a DBC byly shodné, viz
obr. 1.5, na kterém jsou rovnéz vyznaceny dvé dvojice shodnych obvodovych dhla. Dalsi

11
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postup dikazu muZeme strucéné zapsat takto:

o |<ABD| = |<EBC| (|<EBD| + |[<ABE| = |<EBD| + |<DBC)),
e |<BDA|=|<BCE| (obvodové thly nad tétivou AB),
. % = % (AABD ~ AEBC podle véty uu),
e |<ABE| = |<DBC]| (dano konstrukei bodu E),
o |<BAE| = |<BDC| (obvodové thly nad tétivou BC),
|BA| _ |BD|

. AE| ~ [DC]| (AABE ~ ADBC podle véty uu),

|BC|-|AD| = |BD| - |CE| (pfepsana tfeti rovnost),
e |AB|-|CD|=|BD|-|AE| (pfepsana Sesta rovnost).

Nyni posledni dvé rovnosti se¢teme a soucet upravime:

|AB| - |CD| +|AD| - |BC| = |BD| - |AE| + |BD| - |CE|,
|AB|-|CD| + |AD|-|BC| = |BD|- (AE| + |CE]),
|AB| - |CD| +|BC| - |AD| = |AC| - |BD].

Dikaz je hotov. Je$té poznamenejme, Ze ve specidlnim piipadé€, kdy tétivovy ctyfthelnik
je obdélnikem, ziskdme uvedenym postupem dikaz Pythagorovy véty pro obecny pravouhly
trojuhelnik ABC, ktery nejprve doplnime na obdélnik ABC'D (bod E z obr. 1.5 bude patou
vysky z vrcholu B na pieponu AC). (I

Obrazek 1.6: Ke vzorci pro tet(a — f3)
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1.1. POCATKY TRIGONOMETRIE VE STAROVEKU

5. Diky dokazané vété nasel Ptolemaios odpovéd na dvé dulezité otazky:

(a) Jak z hodnot tet(c), tet(B) vypocitat hodnotu tet(ow — f3)?

Nal?

Pro dané thly «, 8, kde 0° < 8 < a < 180°, uvazime tétivovy CEtyruhelnik ABC D
vepsany do ptlkruhu s primérem AD tak, Zze |[<ASB| = 8 a |<ASC| = « (obr. 1.6).
Pak |AB| = tet(8), |AC| = tet(a) a |BC| = tet(aw — f3). Ze vztahu mezi obvodovym
a stfedovym thlem vime, Ze |[<ADC| =~ = § a [<ADB| =6 = g Nasledujme jeho
postup:

o |CD| = TADE ~JACP = /(12072  (tet(a))? (Pyth. véta),
o [BD| = JADPE ~[ABP = \/(1204)2 — (tet(5))? (Pyth. véta),

|AC|\/|AD[? - [AB2 - |AB|\/|ADJ? — [AC?
|AD|

tet(a) /(12092 — (tet(8))? — tet(8)/(1207)2 — (tet(a))?
1204

(Ptol. véta),

e |BC| =

o tet(a— ) = (dosazeni).

Poznamenejme, 7e kdy?z rovnost z Ptolemaiovy véty vydélime vyrazem |AD|?, ziskame

|AB| [CD| | |BC| _ |AC| |BD)
|AD| |AD| " JAD| ~ |AD| |AD|’

coz se da v situaci z obr. 1.6 pomoci funkei sinus a kosinus podle novodobého zépisu
prepsat na tvar zndmého rozdilového vzorce

sin(y — §) = sin~y cos § — cos 7y sin d.

V tomto okamziku mohl Ptolemaios diky znalosti v8ech dosavadnich hodnot tet(«) vy-
pocitat délky tétiv pro v8echny uhly o velikosti k - 6°, kde k € N. Tedy

tet(18°) = tet(90° — 72°) = 18946°19”,

tet(12°) = tet(72° — 60°) = 12932'36”,
tet(6°) = tet(18° — 12°) = 6416507,

tet(24°) = tet(60° — 36°) =

Jak z hodnot tet(c), tet(B) vypocitat hodnotu tet(o + ) ?

Pro dané thly a, 3, kde 0° < o, 5 < 180° a a + 8 < 180°, uvazime tétivovy ¢tyrihelnik
ABCD vepsany do pulkruhu s primérem AD tak, Ze |[<ASB| = « a |[<BSC| = 8
(obr. 1.7). Pak |AB| = tet(a), |BC| = tet(8) a |AC| = tet(a + ). Ze vztahu mezi
obvodovym a stfedovym thlem vime, Ze |[<ADB| =y = § a |[<BDC| =6 = g Pro
nésledujici odvozeni je nutné konstrukce pomocného bodu E — tsecka BE je prumér
kruhu. Tentokrat uzijeme Ptolemaiovu vétu dvakrat — pro ¢tyrahelniky ABCD a BCDE.

13



KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKYCH FUNKCT

5

A RSN

S

Obrézek 1.7: Ke vzorci pro tet(a + )

|AD| = |BE| = 120¢
|BD| = JADE — [ABP = \/(1200)2  (tet(a))?
CE| = IBEP — [BOE = /(1200)2 — (tet(8))?  (Pyth. véta),

(prameéry kruhu),
(
(
|DE| = |AB| = tet(a) (ADES =~ AABS),
(
(

Pyth. véta),

|BC|-|DE| + |CD| - |BE| = |BD| - |CE| Ptol. véta),
|AB| - |CD| +|AD| - |BC| = |AC| - |BD| Ptol. véta).

V poslednich dvou rovnostech vystupuji neznamé hodnoty |AC| a |CD|. Druhou z nich
eliminujeme, kdyZ rovnice vhodné vynasobime (prvn{ vynasobime —|AB| a druhou |AD|)
a nasledné je seCteme. Jesté nez tak ucinime, pfepiSeme |DE| hodnotou |AB| a |BE|
hodnotou |AD|. Tudiz

—|AB|- (|BC|-[AB| +|CD| - |AD|) = —=|AB| - (|BD| - |CE]),
|AD- (|AB|-|CD| +|AD| - |BC|) = |AD| - (JAC| - | BD).

Po secteni a upravach obdrzime rovnost
|BC|- (AD|* — |AB|?) = |BD| - (JAC| - |AD| - |CE| - |AB]), (%)

ktera je po dosazeni ekvivalentni s rovnosti

tet() - ((120%)?  (tet(a))?) =

= \/(120d)2 — (tet())? - (tet(a +8) - 1207 — \/(120")2 — (tet(B))2 ~tet((1)> :

14



1.1. POCATKY TRIGONOMETRIE VE STAROVEKU

Vyjadfenim ¢lenu tet(a + 8) tak Ptolemaios ziskal kyzeny vzorec

et 1) = AT = GBI+ te( ) TP = (e

Poznamenejme, Ze kdyZ rovnost (x) vydélime vyrazem |AD|3, ziskime

|BC| - |AB*\ _ |[BD| (|AC| |CE| |AB]
|AD| |AD|]?) = |AD| \|AD| |AD| |AD|)’

coz se da v situaci z obr. 1.7 pomoci funkci sinus a kosinus podle novodobého zapisu
s piihlédnutim k rovnosti |[<BEC| = |<BDC| = § prepsat na tvar

sin6(1 — sin? ) = cos~y (sin(y + &) — sin~y cos d) .
Odtud po déleni hodnotou cosy # 0 ziskdme znamy tvar souc¢tového vzorce
sin(y 4+ ¢) = sin~y cos § + cos -y sin d.

Diky odvozenému vzorci pro tet(a + ) obdrzel Ptolemaios pro pfipad a =  aparat na
vypocet hodnot tet(3°), tet(1,5°) a tet(0,75°) z hodnoty tet(6°), kterou jiz znal:

2 - tet(3°)/(1209)2 — (tet(3°))2
1204 ’
2 - tet(3°)/(1209)2 — (tet(3°))2
1204 ’

tet(6°) = tet(3° +3°) =

6916°50” =

tet(3°) = 398728
2 - tet(1,5°)/(1207)2 — (tet(1,5°))2

tet(3°) = i :
. o d)2 _ 0))2
3d872877 — 2 tet(1’5 )\/(]‘122003 (tet(175 )) ,

tet(1,5°) = 1934°15”.

2 - tet(0,75°)/(1209)2 — (tet(0,75°))2
1204 ’

2 - tet(0,75°)/(1209)2 — (tet(0,75°))2
1204 ’

tet(1,5°) =

1934715" =

tet(0,75°) = 0947'8".

6. Aby mohl Ptolemaios sestavit tabulku délek tétiv s krokem 0,5°, potfeboval jeSté vypoci-
tat hodnotu tet(1°) jako hodnotu lezici mezi tet(0,75°) a tet(1,5°). Pouzil k tomu ducha-
plnou metodu interpolace, ktera byla zndma jiz astronomu Aristarchovi (asi 320 — 250 pt.
n. 1.) a ktera je pro délky t&tiv zaloZena na této vlastnosti: Spliwuji-li thly «, 8 nerovnosti
0° < a < B < 180° pak plati

tet(8) _

tet(a)  «

)

15



KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKYCH FUNKCT

viz obr. 1.8, na kterém pomér S : a je pomérem délek vyznacenych oblouki BC a AB,
zatimco tet(8) : tet(«) je pomérem |BC| : |AB| piisludnych tétiv. (V dnesni terminologii jde
o implikaci 0° < v < § < 90° = 1 < % < %, ktera plyne z toho, Ze funkce sinus je na
intervalu (0°,90°) rostouci a konkéavni.) Ptivodni geometricky dukaz zde uvadét nebudeme, lze
ho v8ak nalézt v [4] nebo [43]. Nasledujme Ptolemaitv postup, ktery Aristarchovu nerovnost

vyuzil hned dvakrat:

tet(1°) 1 a tet(1,5°) 1,5
tet(0,75°) 0,75 tet(1°) 1

Po dosazeni hodnot tet(0,75°) a tet(1,5°) dospél Ptolemaios k odhadim

Obrazek 1.8

tet(1°) < 192'50” a tet(1°) > 192'50”.

JelikoZ je hodnota tet(1°) zaroven mensi a vétsi jak délka 192’507 (vy3lo to tak, protoZe
hodnoty tet(0,75°) a tet(1,5°) byly pfiblizné), mohl Ptolemaios zapsat posledni hodnotu, diky
niz jiz byl schopen vyplnit celou tabulku délek tétiv — tet(1°) = 142°50”.

Nyni vyli¢ime, jak mohl Ptolemaios pomoci své tabulky vyfesit jakykoliv rovinny trojahelnik.
Po vzoru Hipparcha budeme uvaZovat trojuhelnik vepsany do kruhu. PopiSeme nyni pouze ten
nejjednodussi pripad, kdy zkoumany trojtihelnik ABC bude pravouhly. Nutno v8ak poznamenat, Ze
Ptolemaios si védél rady i s obecnymi trojihelniky, a to vypocty ve dvou pravoihlych trojihelnicich,
které dostaneme, kdyz ptvodni trojihelnik rozdélime nékterou jeho vyskou na dvé ¢asti. Na tomto
postupu se v pozdéjsich dobach budovala novéjsi trigonometrie az do své soucasné podoby.

Z elementarni geometrie vime, ze prepona AB pravouhlého trojuhelniku ABC z obr. 1.9 je
primérem opsaného kruhu a ze |<BSC| = 2|<BAC|. Pfedpokladejme, Ze velikost o = |[<BAC| a
délka piepony ¢ = |AB| jsou dany. Nejdifve vypocitame 2a a pouZzijeme tabulku k zjisténi délky
odpovidajici tétivy BC'. Jejikoz Ptolemaiva tabulka predpoklada délku priméru ¢ = 120, vysledek
jesté musime vynasobit zlomkem {55. Tak dostaneme délku a odvésny BC. Délku b druhé odvésny
AB pak spocitame pomoci Pythagorovy véty a tieti thel 8 = |<ABC| snadno ur¢ime z rovnosti
B = 90° — a. Kdyby naopak byly dany strany a a c, zlomek ¢ nejprve vynisobime cislem 120.
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1.2. STREDOVEKY ZROD TRIGONOMETRICKYCH VELICIN

Obrazek 1.9

Teprve potom sahneme po tabulce délek tétiv, kde budeme obrdcené hledat velikost 2a, ze které
pak po déleni dvéma urc¢ime velikost a.
Ptolemaitv postup vypoftu miiZzeme zapsat ve tvaru vzorce

a= 120 - tet(2ar). (%x)
To nas privadi k zajimavému komentafi: nasobeni a déleni ¢islem 120 je v Sedesatkové soustavé
obdobné tomu, kdyz nasobime a délime ¢islem 20 v desitkové soustavé. Provadime to jednoduse tak,
7e po vynasobeni nebo vydéleni ¢islem 2 jesté posuneme desetinnou ¢arku o jedno misto doprava
nebo doleva. Vzorec (+*) tudiz vyZzaduje, abychom zdvojnasobili thel, vyhledali ho v tabulce, délku
odpovidajici tétivy vydélili dvéma a nakonec posunuli Sedesatinnou ¢arku. Bylo jen otazkou ¢asu, nez
nékdo zkratil tohle imorné podcitani sestavenim jiné tabulky, ktera dvojnasobnému thlu pfifazuje
délku poloviéni tétivy. Tento tkol, ktery dnes miiZeme nazvat sestavenim tabulky pro funkeci sinus,
splnili az uéenci stfedovéké Indie.

Dobyti Recka Rimem a fada jinych pfi¢in postupné pifivodily Gpadek helénské kultury. Po Pto-
lemaiovi nevytvorili alexandrij$ti uenci v oblasti astronomie a trigonometrie, stejné Jako v dalsich
védnich oborech, nic podstatného. Rimsk4 kultura také nebyla zadnou spéasou, protoze Rimané ne-
vymysleli v tomto obdobi nového témér nic, sami jen kopirovali to, co pfevzali od Rek. Dalst rozvoj
matematiky v oblasti trigonometrie je teprve spojovan s narody Indu (od 5. stol. n. 1.) a Arabtu (od
7. stol. n. 1.).

1.2 Stfedoveéky zrod trigonometrickych veli¢in

Podle internetové encyklopedie Wikipedie je stfedovék tradi¢ni oznaceni dé&jinné epochy mezi
koncem starovéku a antické civilizace a zac¢atkem novovéku, které se poprvé objevilo v obdobi rene-
sance. StFedovék je obvykle ohrani¢en padem Zapadofimské fise v roce 476 a objevenim Ameriky
Krystofem Kolumbem roku 1492 ¢ zvefejnénim 95 tezi Martinem Lutherem roku 1517.

Jiz dlouho pfed patym stoletim naseho letopoctu se zaCala matematika rozvijet na dalekém Vy-
chodé — v Ciné a Indii. Tato vyvojova etapa dale pokrafovala v arabskych zemich, v Iranu a ve
Stiedni Asii, pozd&ji v Evropé a asi v 15. stoleti az 16. stoleti spéla ke svému konci.
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Priblizné tisic let stfedovéku prosly at uz existujici ¢i nové vznikajici oblasti matematiky velkym
vyvojem (jazyk, pojmy, postupy, symbolika). Nejinak tomu bylo i v oblasti naseho zajmu, v trigo-
nometrii. Tabulky tétiv, diky nimz byli starovéci astronomové schopni dopo¢itat thly i délky stran
pravouhlého trojihelnika, ustupovaly do pozadi. Objevovaly se vhodné&jsi trigonometrické veli¢iny
(jako naptiklad sinus nebo tangens), které byly po fadu staleti chapany jako délky, pozdé&ji jako
pomeéry, podily cisel (zlomky) a kone¢né jako ¢isla. I ndzvy a symboly pro nové trigonometrické
veli¢iny prosly slozitym vyvojem. Malokdo vi, Ze aZ u¢enci raného novovéku dali témto veli¢inam
oznadeni, které pretrvalo az do dneska.

Velké uplatnéni v astronomii a kartografii a potfeba stéle pfesnéjsich tabulek motivovaly mnohé
stredovéké vzdélance k novym a stale hlubsim zkouménim, jaké obecné vlastnosti maji zavislosti,
které trigonometrické veli¢iny vyjadiuji. Jejich vysledky pak na pielomu patnactého a Sestnéc-
tého stoleti vedly ke vzniku teorie goniometrickych funkci, které se analytickou cestou definitivné
wodpoutaly“ od svych staletych nositelt — délek stran a velikosti ahla trojihelnikd. Pro geometrické
vypolty se vyznam téchto funkei nijak nesnizil, ba naopak. Analytické prostfedky tyto vypocty
(nadéle v praxi vysoce potfebné a zadané) jesté vice zefektivnily.
gonometrie doplnime o konkrétni pfinosy jednotlivych osobnosti. PfestoZe objektem naSeho zajmu
je predevsim trigonometrie rovinnd, nezapomeneme ani na trigonometrii sférickou, ktera byla rov-
néz intenzivné rozvijena. Mnohéa stézejni dila té doby jsou provazanym vykladem metod vypoctiu
v rovinnych i sférickych trojahelnicich.

1.2.1 Trigonometrie v Indii

V oblasti trigonometrie se Indové opirali o prace helénistickych autord, ale piinesli také mnoho
nového. Nejvice Cerpali z Ptolemaiova uceni o délkach tétiv, které je popsané v ¢éasti 1.1.2. Vzpo-
menme, ze jeho tabulka udava délku tétivy v kruhu jako funkci stfedového dhlu, ktery vymezuje.
Regeni libovolného rovinného trojihelniku pomoci Ptolemaiovy tabulky bylo v8ak velice zdlouhavé,
veli¢ina sinus. Diky ni se jiz s tétivami pfi feSeni trojihelnika setkavame velice méalo, nebot polovi¢ni
délka tétivy oblouku ¢ je rovna sinu oblouku 32‘3. Tlustrujme nyni polovi¢ni délky tétiv v kruznici

Obrazek 1.10: Délky polovi¢énich tétiv

o daném poloméru r pomoci obrazku 1.10. Za predpokladu, Ze polomér kruhu se rovna jedné a pii
oznaceni a = |{ BAC)| definujeme po vzoru Indu veli¢iny sinus a kosinus p¥islusné thlu « rovnostmi

1 1
sina = E\BC| = |BD|=|SE|, cosa = §|AC| = |AE| =|SD|.

Po zavedeni thlu 8 = |[{ABC| = 90° — « okamZité dostavame rovnosti sin 8 = cos « a cos § = sin a.
Je nutné zduraznit, ze témto dvéma novym délkovym veli¢indm, které Indové pouzivali pouze
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pro thly z intervalu (0,90°), fikdme dne$nim zptsobem sinus a kosinus a jejich hodnoty znacime
sin a, resp. cosa, i kdyz to je korektni pouze v pripadé poloméru r = 1. Sami Indové pro tyto
veli¢iny méli své nazvy, které nasledné prosly dlouhym historickym vyvojem. Zminime se o ném
o par radka nize.

Z provedené uvahy o dvojicich thla «, 8 z obr. 1.10 plyne, Ze sinus a kosinus jsou dva exemplaie
veli¢iny téhoz druhu (,,poloviéni tétivy*), coz presndji zapiSeme rovnosti

cosa = sin(90° — «).

Otéazka zni, pro¢ je tedy Indové vibec rozlisovali a nevystaéili si s jednou veli¢inou, jako si dfive
Ptolemaios vystacil s tet a, délkou tétivy pfislusnou stfedovému tuhlu «? Dvojice sinus, kosinus
umoznila Indim vyjadfovat jednodusSeji vztahy mezi stranami a dhly pravothlého trojihelniku a
také ruzné dulezité vzorce, jako napiiklad vztah pro ,sinus poloviny oblouku*

e r(r — cos a)
sin— =4/ ———=
2 2
Gi vzorce pro ,sinus sou¢tu a rozdilu“
. sin o cos 3 + cos v sin . sin «v cos 3 — cos v sin
sin(a + B) = p B, sin(a — B) = b 6.

T T

(Pro nas neobvykly jmenovatel r je namisté, nebot trigonometrické veli¢iny byly tehdy chapany jako
délky.) Vsechny tyto vztahy Indové popisovali slovné bez jakékoliv algebraické symboliky, navic p¥i
poloméru r razném od 1. Pfedstavme si dalsi komplikaci, kdybychom kazdé uziti hodnoty cos a
museli nahradit popisem vypoctu sin(90° — a), nejéast&ji ziejmé pomoci vyrazu /1 — sin? a! Dalgi
historie matematiky ukazala, ze zrod indickych ,,dvojc¢at* sinus a kosinus byl opravdu §tastnou uda-
losti — diky nim dnes elegantné vyjadiujeme nejenom tfeba sinovou a kosinovou vétu z planimetrie
trojuhelniku, ale také hodnoty exponencialni funkce v oboru komplexnich ¢isel.

Je prekvapujici, Ze podle [47] v dobach stfedovékych povazovali matematici za druhou (po sinu)
délku usecky mezi tétivou a obloukem. Za predpokladu » = 1 a pii oznaceni o = %MASB\ je veliina
sinusversus piislusna ahlu o znazornéna na obr. 1.11 délkou usecky CD, tedy sinversa = |CD].
Vyznam této veli¢iny byl v fadé trigonometrickych aplikaci vétsi nez vyznam kosinu, nebot napf.

C

D
-/

S

Obrazek 1.11: Délka sinusversus

v zemémérictvi a stavitelstvi odedévna patfily k zédkladnim pocetnim udajum vysky tseci a vzepéti
oblouki (angl. versed sines). I kdyz podle obrazku 1.11 ziejmé plati

sinversa = |CD| = |SC| — |SD| =1 — cosa,

19



KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKYCH FUNKCT

i tento jednoduchy prevodni vztah by v naméahavé praxi stfedovékych vypocti znamenal dalsi (tedy
nezadouci) pocetni operaci (o to vice komplikovanou v pozdé&jsi epose vypodti s logaritmy). Proto
byly hodnoty sinvers « tabelizovany, zejména pro malé « s pfesnosti vétsi nez hodnoty sint a kosinti,
protoze bylo navic zésadni otazkou, nakolik se hodnota sinvers o, fadové mensi nez sin «, priblizuje
k nule. V dnesni pocitacové dobé ztratily tyto numerické argumenty svoji vahu, a tak funkci 1—cos v
nadéle néjak pojmenovévat zcela pozbylo smyslu.

Jak jsme v predchozim slibili, promluvime kratce o etymologickém vyvoji termind sinus, kosi-
nus a sinusversus. S té€mito veli¢inami (ovSem pod jinymi nazvy) se setkavame jiz v anonymnich
astronomickych dilech Siddhdntas a také ve verSovaném astronomickém a matematickém traktatu
Arjabhattija, ktery byl sepsan roku 499 tiiadvacetiletym Arjabhattou. Arjabhatta zde pouzival slovo
arddhadZiva pro délku poloviny tétivy — pro veli¢inu sinus. Pozdéji zkratil ndzev na pouhé dZiva.
Kdyz arabsti uenci prelozili dilo Arjabhattija, indicky termin zménili na d#ba, nasledné na sku-
te¢né arabské slovo dZaib, tj. nadra, vystiih, vypuklost atd. Ve dvanactém stoleti bylo pfi prekladu
z arabstiny do latiny pouzito slovo sinus, které mélo tyz zakladni vyznam jako dZaib. Zkréceny zépis
sin se poprvé objevil u anglického profesora astronomie Edmunda Guntera (1581 — 1626).

Veli¢inu kosinus nazyval Arjabhatta kdtidZiva, tj. sinus zbytku (doplitku do 90°). Slovo kétidziva
bylo preloZzeno do arabstiny jako dZaib al-tamam a néasledné do latiny ve dvanactém stoleti jako
sinus residui. V patnactém stoleti se objevuje u Peurbacha (1423 — 1461) a Regiomontana (1436 —
1476) oznaceni sinus complementi, tj. sinus doplitku, ze kterého s nejvétsi pravdépobodnosti vznikl
zaménou pofadi a zkrdcenim nas dnesni cosinus, ktery Edmund Gunter na prelomu Sestnéctého a
sedmnéactého stoleti zapisoval jako co.sinus. Zkratka cos se poprvé objevila roku 1674 u anglického
matematika a geometra Jonase Moora (1617 — 1679).

Slovem utkramadziva nazyvali Indové sinusversus. Kdyz ve dvanactém stoleti zacali uéenci pou-
zivat latinské terminy vSech trigonometrickych velic¢in, mezi nimiz byl i sinusversus, pro termin sinus
(aby ho odlisili od sinusversu) méli nazev sinus rectus, tj. pfimy sinus a polomér kruznice nazyvali
sinus totus, tj. uplny sinus. Tento posledni termin se udrzoval v evropskych dilech vénovanych tri-
gonometrii az do dob Eulera, ktery svymi pracemi definitivné prosadil pro polomér trigonometrické
kruznice hodnotu r = 1.

Pfi hodnoceni pfinosu indickych védct pro trigonometrii nesmime zapomenout na tabulky tri-
gonometrickych veli¢in, bez kterych by byla tato véda prakticky nepouzitelna. Prvni tabulka sint
a sinusversi se nalézd v anonymni astronomické praci ze 4. a 5. stoleti Surja Siddhdnta a v dile
Arjabhattija. V praci Arjabhattija jsou uvedeny hodnoty obou téchto veli¢in pro thel 3,75° = 225
a jeho celo¢iselné nasobky. Porovnanim s tabulkami od Ptolemaia muZeme konstatovat, Zze prvni
indické tabulky nedosahovaly presnosti Ptolemaiova Almagestu.

Di{ve nez se zaméiime na zptsob vypoctu tabulek, promluvime o jisté zvlastnosti miry (jedno-
tek, ve kterych tyto délky vyjadiujeme celymi ¢isly nebo zlomky) trigonometrickych veli¢in. Stejné
jako ve starovekém Recku, také Indové delili kruh na 360 stupiii neboli 21600 (dhlovych) minut.
Vzpomenime na Ptolemaia, ktery primér kruhu rozdélil na 120 stejnych jednotkovych dila (délky
1%), takze polomér kruhu mél velikost + = 60¢. Témito dily a jejich Sedesatinnymi zlomky potom
Ptolemaios vyjadioval délky tétiv. Vétsina indickych védct vSak stejnou miru u trigonometrickych
velidin nepouzivala, ne jinak tomu bylo u autori jiz zminénych Siddhdntds a Arjabhattija. Ti 3li
ve stopach Hipparcha. Zda se jim vice zamlouvaly Hipparchovy mySslenky, nebo se jim Ptolemaitv
Almagest do rukou dostal pozdé&ji nez spisy Hipparchovy, se muzeme jen domyslet. Hipparchos vy-
jadFoval trigonometrické veli¢iny a délky obloukti pomoci stejné jednotky — uvadél je v (thlovych)
minutach. Tuto jednotku délky uréil tak, Ze polozil polomér kruhu rovny 3438 minutam (r = 3438’).
K tomuto &islu patrné dospél ze vzorce pro obvod kruhu o = 27r = 360° = 360-60’. Pro zajimavost
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ze vzorce vyjadifme a pro hodnotu r = 3438 vy&islime konstantu 7

__21600° _ 21600
T2y 2343

= 3,141361 ...

Vidime, Ze chyba je az na misté desetitisicin.

Zpusob, jakym indi¢ti ucenci tabulky sestavovali, neni nikde autenticky popsan. S nejvétsi
pravdépodobnosti po vzoru Hipparcha nejdfive zjistili hodnoty sin90°, sin 30° a sin45°. Hodnota
sin 90° = 3438 byla ziejma, jelikoZ je to prave polovina délky t&tivy oblouku o velikosti 180°, tedy
polomér . Hodnota sin30° = 1719 je polovi¢ni délka poloméru a hodnota sin45° = 2431 byla
spoéitdna z Pythagorovy véty pro rovnoramenny pravouhly trojuhelnik, viz obr. 1.12. Nasledné

G
C
A
' H
Q [ ]
A L 60°N 5 90 45°\] 1.
S r = 3438 S r = 3438/

Obrazek 1.12: sin30° = |BD| a sin45° = |FH|

hodnoty sini pro dalsi ihly do tabulek Indové doplnili pomoci jim znamého vztahu pro sinus polo-
vi¢niho oblouku (ktery jsme uvedli vyse), az dospéli k hodnoté sin 3,75°. Poté poéitali siny dopliki
téchto uhla a polovin téchto dopliku atd.

Do 12. stoleti zadny indicky astronomicky text neobsahoval tabulky trigonometrickych veli¢in
pro thly mensi nez 3,75°. Podstatné presnéjsi tabulky sint s nejmensim thlem 1° sestavil az Bhas-
kara (1114 — 7), ktery pocital se stejnou hodnotou poloméru r = 3438’ a polozil sin 1° = 60’. Vyuzil
tedy pribliZeni sin o &~ «, které, jak je znamo, plati pro mala « pravé v obloukové mife.

Praktické tlohy, které Indové fesili, byly vénované méfeni vzdalenosti a vysek pomoci vertikalni
ty¢e — gnomonu a pomoci podobnosti. Gnémon a jeho projekce (stin) tvoii odvésny pravothlého
trojihelniku, vedou tedy k trigonometrickym tlohdm. Pocetni stranka téchto tloh predchézela za-
vedeni veli¢in tangens a kotangens. Setkavame se vSak s nimi az v prvni poloviné 9. stoleti v dilech
ucencu arabského chalifatu.

1.2.2 Trigonometrie v arabskych zemich

Arabska matematika byla nejvice ovlivnéna matematikou mezopotamskou, feckou a indickou.
7 indické matematiky prevzala zépis Cisel a algoritmy pro pisemné pocitani, z fecké matematiky
abstraktni geometrii a myslenku axiomatické vystavby matematiky, z mezopotamského a egypt-
ského svéta prevzala tradici numericky naro¢nych vypocti a predevsim diraz na uziti matematiky
v praktickém Zivoté. Desitkovy pozicni systém pronikal pomalu na Blizky vychod a byl pouzivan
vedle domacich systémii.

Pro rozvoj matematiky meéla zakladni vyznam hlavni p¥irodni véda té doby — astronomie. Neni
tedy divu, Ze stejné jako v Indii, rovnéz v islamskych zemich byli matematikové vétsinou i astro-
nomy. Cléankem, ktery spojoval matematiku a astronomii, byla pravé trigonometrie.

Zaklad arabskych trigonometrickych znalosti tvofila dila pfedchidci starsich kultur — jedna
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z indickych Siddhdntas, Ptolemaiiv Almagest a Menelaova Sférika. Inspirovani jejich vysledky a
metodami zavedli arabsti ucenci nékteré nové trigonometrické pojmy, prozkoumali vlastnosti trigo-
nometrickych veli¢in a vyfFesili v8echny piipady rovinnych a sférickych trojuhelnika. Tim postupné
propracovali trigonometrii jako samostatnou oblast matematiky.

Pristupme k tomu hlavnimu, ¢im konkrétnim pfispéli arabsti ucenci k rozvoji trigonometrie
zavedli nové veli¢iny tangens, kotangens a také sekans a kosekans. Tyto trigonometrické veli¢iny se

Obrazek 1.13: Svisla ty¢ a jeji stin

v islamskych dilech objevily v devatém stoleti v souvislosti s gnémonikou, tedy nikoli v souvislosti
s tétivami a oblouky vztahujicimi se ke kruhu, jak tomu bylo u veli¢in sinus a kosinus. Na obrazku
1.13 vidime Slunce S a ty¢ AC kolmou k povrchu Zemé. Ty¢ AC vrha stin AB, z jehoz konce B je
vrchol C tyce vidét pod vyskovym thlem, ktery oznacime a. Za predpokladu, ze |AC| = 1° = 60,
zévisi délka stinu |AB| i délka |BC| slune¢niho paprsku mezi body B a C pouze na thlu a. Tyto
dvé Araby zavedené veli¢iny dnes nazyvame kotangens, respektive kosekans:

cotg o = |AB], cosec o = |BC/|.

Veli¢iny tangens a sekans definovali arabsti u¢enci podobné. Tentokrat upevnili ty¢ DF kolmo na
svislou zed, aby byla vodorovna, tj. rovnob&zna se zemskym povrchem (viz obr. 1.14). Ty¢ DF vrha
stin EF. Z vrcholu tyée D je konec E stinu vidét pod thlem, ktery oznacéime §. Za piedpokladu, Ze
|DF| = 1° = 60, zavisi délka stinu |EF| i délka |DE| slune¢niho paprsku mezi body D a E pouze
na thlu §. Tyto dvé veli¢iny dnes nazyvame tangens, respektive sekans:

tgd = |EF|, sec § = |DE].

Jesté jednou poznamenejme, ze ve stiedovékych arabskych zemich byly trigonometrické veli¢iny
délky (kotangens se nazyval pronim, tangens druhgm stinem), jejichz mirou byly (obloukové) stupné.
Dnes jsou to samoziejmé ¢isla. Zdiraznéme, ze Arabové tyto veli¢iny pfifazovali pouze thlim z in-
tervalu (0,90°).

Systematicky vyklad vSech novych trigonometrickych veli¢in (sin, cos, sinvers, tg, cotg, sec,
cosec) najdeme v astronomické praci Zdokonaleni Almagestu, napsané jiz koncem 9. stoleti al-
Battanim. Je v nf odvozena fada vztahti, mezi nimi vyjadien{ tangens a kotangens pomoci pomérta

sinu a kosinu ve tvaru .
tga  sina cotga  cosa

r cosa r sina’
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Obrazek 1.14: Vodorovna ty¢ a jeji stin

(Znovu upozoriiujeme na neobvykly jmenovatel r.) Pies tyto dva jednoduché pievodni vztahy ve-
liciny tangens a kotangens neztratily svij vyznam, naopak nasly rychle mnoha uplatnéni i mimo
gnémoniku (zejména v astronomii), takze tabulky jejich hodnot byly velmi potiebné.

Asi sto let po Zdokonaleni Almagestu se objevily jesté propracovanéjsi zaklady trigonometrie
v Knize dokonalosti astronoma Abu’l-Wafy (940 — 997), ktery v ni definoval (patrné historicky

tg o

Obrazek 1.15: Trigonometrické veli¢iny na jednotkové kruznici

poprvé) viechny trigonometrické veli¢iny jednotné pomoci kruznice zpusobem, ktery je nam dobfe
znam a ktery je pro ostry thel o zndzornén na obr. 1.15. Je na ném také krasné vidét ptvod ter-
mint tangens a sekans, které pochézejf z latiny a které se objevily v Evropé az v 16. a 17. stoleti.
Vyraz tangens totiz v doslovném prekladu znamené ,,dotykajici se, teény“ a termin sekans méa ceské
synonymum ,.protinajici, se¢ny*.
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S pouzitim trigonometrie se nesetkavame u islamskych autori jen v oblasti astronomie, ale také
v matematické geografii u perského kartografa a cestovatele al-Biraniho (973 — 1048). Jeho dilo
o jedenacti knihdch Masidovsky kdnon zaujimé velmi dulezité misto v historii trigonometrie. Je ji
totiz vénovana cela tfeti kniha. Al-Birtni zde nejdfive pro n = 3,4,5,6,8,10 spocital délky stran
pravidelnych n-thelnikt vepsanych do kruznice o daném poloméru a nasledné pii n = 9 pro tuto
délku odvodil kubickou rovnici. Dale se vénoval dikaztim vét o délkach tétiv, které jsou ekvivalentni
vétam o sinu souctu a rozdilu dvou uhli, sinu dvojnasobku thlu, sinu poloviny thlu atd. Mimo jiné
al-Biruni také vyvinul nové metody piibliznych vypoéti hodnot jako je napfr. tet 1° = 2sin 0,5°,
kterou vyuzil k sestaveni velmi piesnych tabulek hodnot sinti a tangens, mimochodem jednéch z prv-
nich, které jsou vypocteny pro polomér » = 1. Tento vybér al-Birtini komentuje pfanim zbavit se
neustalého déleni a nasobeni Sedesati. Poznamenejme, ze v Evropé to ve 14. stoleti byl Thomas
Bradwardinus, ktery jako prvni doporucil brat délku poloméru r» = 1.

Nejznaméjsi orientalni ucenec v oblasti trigonometrie byl Nasir ad-Din at-Tusi (1201 — 1274)
se svym hlavnim dilem o pé&ti knihach Traktdt o wuplném ctyrstranu. Je to prvni préace, ve které jiz
trigonometrie nebyla pouhym pomocnikem astronomie, ale ve které se uceni o feSeni trojihelnika
povazuje za samostatnou oblast matematiky. At-Tsi ve svém dile vybudoval prvni skuteéné aplnou
a celistvou soustavu rovinné i sférické trigonometrie od zékladnich pojmu a vztahi az k algoritmtim
FeSeni vSech typickych tdloh. O rovinné trigonometrii pojednavé pouze tfeti z péti knih. MiZeme se
v ni napiiklad setkat s tlohou vyjadrenou dvojici rovnic

sin x

rty=d a : =D,
siny

kde  a y jsou neznamé uhly, d dany thel a p dané ¢islo. K témto soustavam, kterym se dnes fika
Snellovy, se vratime v kapitole 4 pfi feSeni piikladu 4.5.1.

Podivejme se nyni, jaké nové pocetni postupy vyvinuli arabst{ ucenci pro sestavovani tolik po-
tfebnych trigonometrickych tabulek, které byly zahrnovany do tzv. ,zidz*, coz bychom prelozili
jako sbirky tabulek pro astronomy a geografy. Nejstarsi dochované arabské trigonometrické tabulky
z 9. stoleti (jedny sestavené al-Chwarizmim, druhé al-Habasem) byly jako i u vétSiny pozdé&jsich
arabskych autort vy¢isleny pro polomér r = 60 a z hlediska metod i pfesnosti byly srovnatelné s ta-
bulkami Ptolemaia. Ten, jak jsme diive podrobné popsali, klicovou hodnotu tet 1° ziskal z hodnot
tet 0,75° a tet 1,75° postupem, jehoZ meze presnosti odpovidaji tomu, Ze na intervalu (0,75°;1,75°)
nahradime funkci o — tet « funkei linearni. S novéatorstvim v tomto ohledu pfisel az Abu’l-Wafa,
ktery v jiz vzpomenuté Knize dokonalosti pro svou tabulku sini s krokem 0,25° provedl vypodcet kli-
¢ové hodnoty sin 0,5° nikoliv ze dvou, ale tii blizkych hodnot sin «, a to pro thly a rovné ve stupnich
zlomkim %, % a %. Tyto tfi hodnoty sinii je mozné urcit ze vzorci pro sinus rozdilu a sinus polo-
vi¢niho thlu a ze zndmych hodnot sinu, a to diky rovnostem 12 = 72 — 60,15 = 45— 30,18 = 36 : 2
a diky tomu, Ze plati 32 = 2°. Na zdkladé pravidla

0°<a<pB<B+d<90° = sin(a+9J) —sina > sin(f+ ) —sin 3,

které je geometricky dokézano v [5, str. 305] a které vyjadfuje, Ze funkce sinus je na intervalu
(0°;90°) konkavni, pak Abu’l-Wafa ziskal odhady

. 5) _ i
sina + s1n(a+33) S sin(a 4 0) < sina +

sin a — sin(a — 39)
3 )

které ho volbou 32a = 15° a 320 = 1° po dlouhych a naro¢nych vypoétech piivedly k hodnoté
sin 0,5° s obdivuhodnou presnosti (Fadové 1078).
Zduraznéme, ze jak Ptolemaitv, tak i Abu’l-Waftv postup urcéovani kli¢ové hodnoty ze dvou
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Gi t¥1 vstupnich hodnot méa presnostni bariéru: kliGovou hodnotu nemutzeme vypoctem dostat s li-
bovolnou presnosti (na které by mohla zaviset délka vypoctii), i kdybychom méli vstupni hodnoty
sebepfesnéjsi. Je pozoruhodné, Ze pozdéji al-Birtuni v 11. stoleti a Marjam Celebi v 15. stoleti po-
psali postupy, kterymi Ize tuto bariéru prekonat. PopiSeme v samotném zavéru této ¢asti podstatu
vypoctu Marjama Celebiho (metodu vsak vymyslel jeho dédedek al-Kasi, jehoz dilo se v8ak nedo-
chovalo), protoze je zajimavé spojena s tlohou o trisekci libovolného thlu a numerickym feSenim
kubickych rovnic.

Marjam Celebi nejprve pomérné snadno vypodetl (jedinou!) vstupni hodnotu v = sin 3°, kterou
Ize s libovolnou presnosti urcit z hodnot sin 72° a sin 60°. Kli¢ovou hodnotu x = sin 1° pak Celebi
pocital ze vztahu

4sin®1° + sin 3° = 3sin 1°,

tedy cestou feSeni kubické rovnice 4z + v = 3z s parametrem v. K numerickému vypoctu kofent
podobnych rovnic vymyslel al-Kasi jednoduchy itera¢ni algoritmus se zaru¢enou konvergenci k hle-
danému korfenu (|5, str. 317-318]). Dues je patrné, Ze uvedeny vztah mezi hodnotami sin 3° a sin 1°
je okamzitym dusledkem vzorce pro sinus trojnasobného thlu

sin 3a = 3sina — 4sin® a,

ktery ovSem takto trigonometricky patrné zapsal az F. Viéte. Marjan Celebi oviem ziskal vztah
hodnot sin 3° a sin 1° z tzv. rovnice pro trisekci thla ([5, str. 314-316]), tedy rovnice pro slavnou
antickou tlohu o rozdéleni libovolného thlu na tii mensi shodné dhly, ktera byla znama v arabskych
zemich od 11. stoleti. Konkrétnim vypoctem dosshl Celebi hodnoty sin 1° s presnosti 10710,

Stejné jako matematici islamskych zemi pievzali vSe jiz objevené od Indi, Rekﬁ, Syfant a
Babylonanii, tak i ucenci stfedovéké Evropy, nez zacali sami svymi piispévky obohacovat védu,
sahli nejdiive po pisemnostech predchozich kultur. Mohli tak zacit stavét své vysledky na pevném
zékladé.

1.3 Trigonometrie v Evropé 15. — 17. stoleti

Po Sesti stoletich védecky neplodného raného stfedovéku (konec 5. az zaatek 12. stoleti), kdy
se evropsti ucenci zabyvali vyhradné naboZenskymi a scholastickymi tvahami, nastalo v Evropé
postupné ozivovani véd a umeéni, které bylo spojeno se vznikem méstské kultury. V dobé obchod-
nich vyprav a k¥izackych valek se Evropané seznamili nejen s vymoZzenostmi vychodni kultury, ale
i s kulturnimi poklady déavno zapomenutého antického svéta. To v8e dalo mohutny podnét k sa-
mostatné tvirdi ¢innosti evropskych ucencii. Pozvolna za¢ina jedno z nejkrasnéjsich a na pamatky
nejbohatsich obdobi v dé&jinach Evropy — renesance.

Neopomenutelny vyznam pro rozvoj matematiky mély pieklady z fe¢tiny a arabstiny do jazyka
latinského, ktery se stal spole¢nym pro v8echny zapadoevropské ucence té doby. Napiiklad do la-
tiny pielozeny Ptolemaitiv Almagest (z Fectiny i arabstiny) mohli stfedovéci evropsti matematici a
astronomové studovat jiz ve druhé poloviné 12. stoleti.

Podoba a piehlednost trigonometrickych tabulek ve stifedovéké Evropé byly zavislé na zpu-
sobu zapisovani ¢isel a jejich vyjadrovani zlomky. S nasi moderni desitkovou poziéni soustavou
a s indo-arabskymi ¢islicemi byla Evropa seznamena v 8. stoleti. Tento indo-arabsky systém ne-
byl ihned pfijat Sirokou vefejnosti, kterda davala pfednost zapisim ¢&isel pomoci fimskych Eislic.
Nicméné evropsti uc¢enci vnimali vyhodu nového systému a nadsené ho obhajovali. Hlavné diky vy-
kladu o indo-arabskych éislicich v dile Liber abaci (1202) od Leonarda Pisanského ziskala desitkova
pozi¢ni soustava vSeobecnou podporu ve védeckych kruzich.
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Prvni trigonometrické tabulky vyuZivajici nového systému byly sestaveny okolo roku 1460 ra-
kouskym astronomem a matematikem Georgem Peurbachem (1423 — 1461). Narozdil od Ptolemaia,
ktery polozil polomér kruhu r rovny 60 jednotkadm a néasledné délky tétiv vyjadioval pomoci Sedesa-
tinnych zlomkt, Peurbach kombinoval systém o zakladu Sedesat se systémem o zékladu deset. Zvolil
polomér kruhu r» = 600000 jednotek a hodnoty trigonometrickych veli¢in vyjadfoval celymi ¢isly
v desitkovém systému. Peurbachtuv zak Regiomontanus, o némz se vice zminime v této podkapitole,
nejdiive zvétsil polomér kruhu na r = 6 000 000, ovsem velice brzy se Sedesétkového systému vzdal a
roku 1467 sepsal prvni ¢isté desetinné trigonometrické tabulky p¥i poloméru kruhu r = 107. Hodnoty
trigonometrickych veli¢in byly opét zapisovany celymi &isly. P¥i pfechodu od r = 107 ke koneénému
r = 1, jak je tomu dnes, se vyznam téchto tabulek neztratil: zapsana cela Cisla se stala citateli
desetinnych zlomki (desetinnéd ¢arka se posunula o sedm mist doleva). Ke skutetnému prechodu
k desetinnym zlomktim dospél ve svych trigonometrickych tabulkidch az F. Viéte. Pro zajimavost
uvedeme Viétiv zapis hodnoty jedné z goniometrickych veli¢in (pii r = 10%):

sin 60° = 86,602|540,37.

Svisla ¢ara oddéluje Citatele zlomku od celého ¢isla (jmenovatele Viéte vynechava) a ¢arky slouzi
k seskupovani fada od nuly vzdy po t¥ech. Dnes bychom jeho vysledek zapsali smiSenym ¢islem ve
tvaru sin 60° = 8660227557

A7z do 16. stoleti stali u rozvoje trigonometrie hlavné astronomové. Neni tedy zadnym piekva-
penim, Ze jim byl i vynikajici némecky matematik Johannes Miiller alias Regiomontanus (1436 —
1476), ktery napsal dilo O trojihelnicich vselikyjch knih patero — prvni evropskou préci, v niZ byla
trigonometrie chapana jako samostatna matematickd disciplina. V této vyznamné praci, ktera se
skladala z péti knih, Regiomontanus metodicky usporadal trigonometrické znalosti Ptolemaia a in-
dickych a arabskych ucencii. Prvni kniha za¢ina zavedenim zakladnich pojmu. Funkce sinus je zde
uvedena po vzoru indické definice. Ta pravéa trigonometrie (tedy FeSeni obecnych trojihelniki) se
objevuje az v knize druhé. Sinova véta, stejné tak jako vSechna ostatni pravidla, je uvedena pomoci
slovnich spojeni, nikoli v symbolech. Objevuje se zde také poprvé vzorec pro obsah S trojuhelnika

ABC ve tvaru )
besin a

2

Je neobvyklé, ze Regiomontanus nikdy nepouzil funkei tangens, prestoze ji musel znat, at uz od
svého blizkého pritele Peurbacha, nebo z arabskych vypocti stind.

Zbyvajici t¥1 knihy pojednavaji o sférické geometrii a trigonometrii — obou nezbytnych néastrojich
astronomie. Regiomontanus celé dilo dokoncil roku 1464, avsak publikovano bylo az roku 1533.

Nyni se zminime o jedné Regiomontanové tloze, v niz se hledd maximum. Byla to mimocho-
dem prvni tloha tohoto druhu od dob starofecké matematiky. Jelikoz Zil Regiomontanus dveé sté&
let pfed objevenim diferencialniho po¢tu, problém fesil elementéarni metodou. Zadéni zni: Ty¢ AB
dané délky je zavéSena svisle tak, Ze se nedotyka podlahy. Vzdélenost mezi spodnim koncem tyce B
a podlahou je dana délkou tsecky BO (viz obr. 1.16). Otézka zni: V jaké vzdalenosti od bodu O se
nachézi na podlaze bod P, z néhoz je ty¢ vidét pod nejvétsim dhlem ~7

Regiomontanus pro své feSeni vyjadril pomér cos~ : sinvy (velifiny tangens a kotangens nepou-

S =

zival) ve tvaru sou¢tu dvou zlomkii, ktery bychom dnes pomoci vzorce pro kotangens rozdilu dhli
a, B z obrazku odvodili takto:

|[PO| |PO|

cotg 7 = cotg(a — §) = cotgacotg S +1  [40[|BO| +1 B |PO| |AO| - |BO|
sy = o " cotgf—cotga  [POIPOT A0 [BO] * (JAO] - |BO]) - [PO]

Nejvétsi mozny thel v odpovida nejmensi mozné hodnoté cotg . Zakladem dalsiho Regiomontanova
postupu pro odhad sou¢tu dvou zlomku byla uzite¢né nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
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Al A
P O

Obrézek 1.16: Extremalni Regiomontanova tloha

o <. - N3 «+ utv . ati ~AS
primérem dvou kladnych ¢&fsel u a v. Tato nerovnost “3* > /u - v se stane rovnosti pravé tehdy,

 LTe A el ) v o POl . |A0||BO| oo
kdyz kladna ¢isla u a v jsou si rovna. Polozime-li u = [A0[=BO] &V = (AO|=|BO|)|PO]’ obdrzime

|PO |A0| - |BO| 2\/[A0] - [BO|

[A0[ = [BO| " (JAO| = |BO))-[PO| ~ [AO| - [BO| -

cotgy=u+v>2yu-v=2

Nejmensi hodnota cotg vy tedy nastane, kdyz bude platit v = v:

|PO| B |AO| - |BO|
|AO| - [BO|  (]AO| - |BOJ) - [PO|’

|PO| = /]A0] - |BO.

Hledany bod P je umistén od bodu O ve vzdalenosti, ktera je rovna geometrickému praméru vysek
bodid A a B méfenych od podlahy. V geometrické interpretaci je takovy bod P bodem kruZznice,
ktera prochézi koncovymi body A, B tyce a dotykéa se pfimky podlahy pravé v bodé P. Vysledek
rovinné tulohy se svislou ty¢i se pro Regiomontana stal rovnéz motivaci pro dalsi velice zajimavou,

tentokrat prostorovou tlohu o nalezeni nejpiiznivéjsi pozice pro pohled do daného okna budovy.

V prvni poloviné 17. stoleti se o podstatny pfinos pro praxi trigonometrickych vypoctu zaslouzil
anglicky matematik John Napier (1550 — 1617), kdyZ roku 1614 objevil logaritmy. Myslenka zavedeni
logaritmtt mé své kofeny pravé u vypocéti podle trigonometrickych vzorci, a to ve snaze prevést
sou€in ¢i podil trigonometrickych veli¢in na jejich soucet nebo rozdil. Astronomové si totiz uvédomili,
7e pocitani bude jednodussi a kratsi, kdyz hledané souciny a podily vypocitaji pomoci s¢itani a
od¢itani.

Dnes mluvime o logaritmech jako o funkcich jejich zakladu a logaritmovaného ¢isla. Hlavnim
zdjmem Napierovy doby vsak bylo sestaveni logaritmickych tabulek. Mezi vSemi prikopniky byl
John Napier (autor samotného terminu ,logaritmus®) prvni, ktery sestavil tabulky logaritmt hodnot
sinfi.! Znovu piipomeiime, Ze jedté v 17. stoleti byly hodnoty sinu stale chapany jako délky. Aby

10 vyznamu trigonometrickych vypoétit v tehdejsi dobé svédéi i skuteénost, ze p¥imé tabulky logaritmii &isel (a
ne sini) se objevily az o nékolik let pozdéji.
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Obrazek 1.17: John Napier

dostal Napier pozadovanou piesnost, polozil sin90° = r = 107 (stejné jako Regiomontanus). Na
ukézku uvedeme jeden radek z Napierovy tabulky, ktera sestava ze sedmi sloupci.

34°40° 5688011 5642242 3687872 1954370 8224751 55°20

Prvni sloupec udava velikost ihlu «, druhy hodnotu sinu pro dany thel a. V poslednim sloupci
se docteme velikost thlu doplitkového (90° — «) a v predposlednim hodnotu sin(90° — «), coz je
hodnota cos a (hodnoty sinu a kosinu jsou tedy pfirozena Gisla mensi nez 107). Tteti resp. paty
sloupec uvadi tzv. Napierovy logaritmy sinu ze druhého resp. kosinu ze Sestého sloupce. Podle této
(dnes jiz zapomenuté) konstrukce se ,logaritmem® ¢isla x nazyvalo &slo y = NapLogz urdené
rovnosti x = 107 - (1 — 1077)¥. Kone&n& prostiedni sloupec udava hodnotu rozdilu zapisi ve t¥etim
a patém sloupci, rovnou hodnoté Napierova logaritmu pro tangens ahlu v prvnim sloupci:
. 7 sina
NapLog(sin o) — NapLog(cos &) = NapLog (10 . @) = NapLog(tg a).

(Pro rozdil Napierovych logaritmi plati pro nas méné obvykly vzorec NapLog(a) — NapLog(b) =
= NapLog(107 - #). O ¢initeli r ve vztahu tga = r - zg‘;z jsme psali v ¢asti 1.2.2.) Jednotlivé fadky
Napierovy tabulky odpovidaji hodnotdm thlu o s krokem 1 minuta.

Pro zajimavost numericky ovéfime hodnotu z t¥etiho sloupce uvedeného Fadku Napierovy ta-
bulky:

y = NapLog(5688011) < 5688011 = 107 - (1 — 1077)Y.
Posledni rovnici vyfesime vzhledem k neznamé y:
107
_ In 5gom

107
In 57—

Jmenovatel posledniho zlomku je velmi malé kladné ¢islo:

In 7107 In{1+ ! - ! odle vzorce In(1+ ) =z
= = VZ =
107 — 1 w-1)"10-1" ’

takZe pro hodnotu y = 5642242 z Napierovy tabulky nam vychazi
107
= (10" —1) - In ———— = 5642244,
y=( ) eSS 011

Dalsi postava z prelomu 16. a 17. stoleti, ktera se zaslouzila o pretvofeni celé matematiky, a
tedy i trigonometrie, do podoby, jak ji zname dnes, neni nikdo jiny nez velky francouzsky aritmetik
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Obrazek 1.18: Francois Viéte

a algebraik, ale také geometr a piedevsim velky pravnik a advokat, Francois Viete (1540 — 1603).
Jeho nejdilezitsjsi dilo Uvod do analytického uméni z roku 1591 je povazovano za nejranndjsi praci
o symbolické algebfe, ve které se Ctenaf seznamuje se systémem zapisu matematickych vztaht,
ktery odpovidd tomu nasemu dne$nimu. Znamé veli¢iny Viéte oznacuje souhlaskami a neznamé
samohlaskami, rovnici definuje jako porovnani neznamé veli¢iny s veli¢inou pevné danou a podéava
zékladni pravidla pro feSeni rovnic. Tento Viétav piinos — pfechod od slovni k symbolické algebie

Néas ov8em predevsim zajima Viétuv pifinos v oblasti trigonometrie. Stejné tak jako byl Viéte
tspédnym zakladatelem symbolické algebry, miize byt také opravnéné nazyvan otcem celkového
analytického pfistupu k trigonometrii. Ve svém dile Canon mathematicus z roku 1579 zhotovil
rozséhlé tabulky vSech Sesti trigonometrickych veli¢in pro thly blizké jedné minuté. Viéte v nich dal
prednost desetinnym zlomkum pred Sedesatinnymi. Aby se ovSem vyhnul zépisam tisica zlomkd,
vybral si pro tvorbu sinovych a kosinovych tabulek hodnotu r = sin 90° = 100 000.

Pii FeSeni ostrothlych trojihelnikii Viéte objevil tvrzeni ekvivalentni tangentové vété, o které
pojedname v podkapitole 3.5 a kterou dnes zapisujeme vzorcem

—B

a—-b tg%5
- +8

a+b tgiz

a ktera méla po staleti velky vyznam, nebot narozdil od kosinové véty umoznila pii trigonometric-
kych vypoctech uzivat logaritmy. Ackoliv byl Viéte mozna prvnim, kdo zminénou formuli pouzival,
poprvé vysla tiskem az roku 1583 v dile Geometria rotundi od autora Thomase Fincka.

V dobé Viéta se objevovaly v celé Evropé rtizné druhy dalsich trigonometrickych vzorci, které
mély za nasledek snizeni pracnosti vypoctu pii FeSeni trojihelnikia. Mezi nimi byla také skupinka
vzorcll, pomoci kterych se dal soudin ¢ podil pfevést na soucet ¢ rozdil (nebo naopak). Pomoci
obr. 1.19 odvodime spolu s Viétem alespon jeden z nich. Obloukim délek x,y odpovidaji hodnoty
sinz = |AB| a siny = |C'D|. Potom plati

T — T +y Tr—y

sinz +siny = |AB| + |CD| = |AE| = |AC| cos Y = 2sin 08 —5—,

piitom v poslednim kroku jsme vyuzili, ze AC je zakladnou rovnoramenného trojuhelniku OAC

s tthlem z + y pii vrcholu O. KdyZ zavedeme substituce A = L;y aB= %, obdrzime uzite¢né&jsi

tvar

sin(A 4+ B) + sin(A — B) = 2sin Acos B.
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Obrazek 1.19

Podobnym zptisobem lze odvodit vztahy

sin(A + B) — sin(A — B) = 2cos Asin B,
cos(A + B) 4 cos(A — B) = 2cos Acos B,
cos(A — B) — cos(A + B) = 2sin Asin B.

Jeden z téchto vzorci — prevod sou¢inu kosinil na jejich soucet — byl zndm jiz arabskym uéenctm,
ovSem az koncem 16. stoleti, a to hlavné zasluhou Viéta, se vSechny tyto vztahy staly Siroce uzi-
vanymi. Kdyz napiiklad chtél nékdo vynasobil dvé ¢isla 98,436 a 79,253, pfifadil polovinu prvntho
Cisla a ¢islo druhé kosinim cos A = 49,218 (49,218 = w) a cos B = 79,253 a z tehdy dostupnych
tabulek pro trigonometrické veli¢iny zjistil uhly A a B. Z tabulek vyhledal hodnoty cos(4 + B) a
cos(A — B) a jejich se¢tenim ziskal kyZzeny soucin zadanych ¢isel 98,436 a 79,253. Poznamenejme, Ze
soucin byl nalezen bez pouZiti operace nasobeni a bez logaritmu. Aplikaci vyge zminénych vztaht na
vypocet soucinu dvou ¢&isel jsme ziejmé moc Casu a energie neusetfili. Kdyz si v8ak pfipomeneme,
ze trigonometrické tabulky v té dobé s vice jak deseti nebo patnécti platnymi ¢islicemi nebyly nijak
neobvyklé, praci Set¥ici moznost vyuzit vztahy pro prevod soudinu na soucet se stala stale vice vy-
slovovanou. S podily bylo moZno zachazet stejnym zpisobem, tentokrat za dopomoci tabulek pro
sekans a kosekans.

Asi nikde neni Viétovo zobecnéni ryzi trigonometrie na analytickou teorii goniometrickych funkei
vyraznéjsi nez ve spojitosti s jeho vzorci pro n-nasobny thel. Vztahy pro sinus a kosinus dvojnéasob-
ného thlu byly znamy jiz Ptolemaiovi a vztahy pro trojnasobny tthel mohly byt jednoduse odvozeny
z Ptolemaiovych vzorcii pro sinus a kosinus sou¢tu dvou thli. Pouze s velkym tsilim bychom s po-
moci Ptolemaiovych pravidel dospéli ke vztahtim pro sinnz a cosnz. Viéte pouzil duchaplnou
myslenku tykajici se pravoihlych trojihelniki a velice zndmé algebraické identity

(a® +b%) - (& + d*) = (ad + be)? + (bd — ac)? = (ad — be)? + (bd + ac)?

k tomu, aby dospél ke vzorctim pro vicenésobné thly rovnocenné s témi, které dnes zapisujeme ve
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tvaru

n o . n 4 .
cosnx = cos" x — (2) cos" 2 zsin®x + <4) cos" tzsinty — ...,

. n _ . n _ . n 5 .
sinnx = (1) cos" lzsinz — (3) cos" B xsindz + (r) cosz" Osin®z — ...
5

a ve kterych vidime snadny disledek Moivreovy véty, o niz pojedname v podkapitole 1.4.

Jak jsme jiz zminili, byl to pravé Viéte, se kterym si trigonometrie zacala osvojovat sviij moderni
analyticky charakter. Kromé symbolické algebry k tomu prispéla také analyticka geometrie, u jejithoz
zrodu stéli velikani jako byl francouzsky filosof, matematik a fyzik René Descartes (1596 — 1650)
a francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601 — 1665). Tento objev je skute¢né pro goniometrii
vyznamny. Uvédomme si, Ze dnes se goniometrické funkce sinus a kosinus definuji pomoci soufadnic
bodt na jednotkové kruznici.

K dalsimu rozvoji trigonometrie a jejimu pferodu v samostatnou matematickou disciplinu, které
dnes fikame goniometrie, pfispéla v prvni poloviné 17. stoleti nartstajici vina uplatnéni goniomet-
rickych funkci, a to nejenom pii triangulacnich vypoctech na uréovani poloh a vzdalenosti uzivanych
nejcastéji pro ucely geodézie, navigace, metrologie, astrometrie nebo pfi fizeni palby, ale také v no-
vych oblastech fyziky, které byly od samotné trigonometrie vzdalené. Galileiv objev, ze kazdy
pohyb mitZe byt rozlozen na dvé slozky podél kolmych ¢ar, volal po uzivani trigonometrickych ve-
li¢in. V 17. stoleti, kdy se velice cenila délostieleckd dovednost, byla velice vyznamnou motivaci
snaha pomoci vypoctl s goniometrickymi veli¢inami urc¢it misto dostfelu projektilu vystieleného
z kanénu.

V souvislosti s triangula¢ni metodou zminime alespoi jednoho holandského astronoma a mate-
matika Willebrorda Snella (1580 — 1626), ktery se zabyval uré¢ovanim délek zemskych rovnobézek.
Po vysloveni tohoto jména v souvisloti s goniometrii by byl hiich opomenout jeho zakon o lomu
svétla, ktery zni: pomér sinu thlu dopadu a sinu thlu lomu je pro dvé rizna homogenni prostiedi
staly a rovny poméru velikosti rychlosti vinéni v jednotlivych prostiedich.

Dalsi oblast fyziky, ktera byla vyrazné studovana v 17. a 18. stoleti, se zabyvala jednim z perio-
dickych pohybti — kmitanim. Velké ndmoini stavby v té dobé si zadaly stale v&tsi pFesnost naviga¢ni
techniky. To ptimélo védce se zabyvat kmitanim kyvadel a pruznosti riznych druht. Uvedeme ale-
spoil jedno jméno nizozemského fyzika a matematika, ktery vytvofil teorii fyzikalniho kyvadla a
zkonstruoval kyvadlové hodiny. Nebyl jim nikdo jiny nez Christiaan Huygens (1629 — 1695). S na-
rustajicim zdokonalovianim hudebnich nastroji byli také védci stéle vice motivovani zabyvat se
chvénim (kmitdnim) strun, zvont a dechovych pistal. Pii popisech téchto i jinych periodickych jevi
hraji goniometrické funkce zasadni roli, kterou naznaéime v piikladu 4.7.1. Dalsimi aplikacemi goni-
ometrickych funkci uvnitf samotné elementarni matematiky se budeme zabyvat v zavéreéné kapitole
celé prace.

1.4 Eulerova reforma goniometrie

Leonhard Euler se narodil 15. dubna roku 1707 v Basileji (Svycarsko). Rozixil a doplnil viechny
oblasti matematického mysleni, mnohé tak dobie a podstatné, jako by byly jim zcela nové vytvoreny.
My se v nésledujicim textu samoziejmé omezime na Euleriv pfinos v jediné discipliné — goniometrii.
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Obrazek 1.20: Leonhard Euler

1.4.1 Hlavni rysy Eulerovy reformy

Z obecného pohledu na goniometrii je nejvyrazngjsi Eulerovou zasluhou, Ze rizné (do té doby
pouze numericky vy¢islované a tabulizované) trigonometrické hodnoty pretvoiil ve funkce. Toto
tvrzeni vzhledem ke sloZitému historickému vyvoji pojmu funkce nyni vysvétlime a upfesnime.

V dnesni dobé je termin funkce matematickym nazvem pro zobrazeni z né&jaké mnoziny M
do mnoziny &isel (vétsinou realnych nebo komplexnich) nebo do mnoZziny vektort (pak se mluvi
o vektorové funkei). Je to tedy jakykoliv predpis, ktery kazdému prvku z M jednozna¢né pfirazuje
néjaké ¢&islo nebo vektor (hodnotu funkce). Piivlastkem ,jakykoliv¢ vyjadiujeme, Ze predpis nemusi
nést zadné znamky pravidelnosti ¢ obecnosti, funkéni hodnoty pro jednotlivé prvky mohou byt
vyjadifeny riznymi vzorci, nemusi byt mezi nimi zddné , pfibuznost* ptvodu.

Pro Eulera, od néhoZ pochazi oznafeni y = f(x) z roku 1748, v8ak pojeti funkce znamenalo
existenci jednotného analytického vyrazu obsahujiciho x, podle kterého se da y vypocitat. Na funkci
tedy musela byt dana urcita univerzalni formule, do které mohlo byt za proménnou z dosazeno
jakékoliv ¢islo — realné ¢i komplexni. Euler pak rozdéloval funkce na dvé skupiny, a to na funkce
algebraické a transcendentni. Nejjednodussi tvary algebraickych funkei s proménnou z podle Eulera
jsou:

y=a+z, y=a—x, y=az, y:%» y=a y= 1,

v8echny ostatni algebraické funkce dostane jejich skladanim. Transcendentni funkce jsou podle Eu-
lera takové, které nelze tkony algebraickymi koneénym tvarem vyjadrit. Patii sem funkce expo-
nencialni, goniometrické, logaritmické a cyklometrické. Tak pro difve vyluéné geometricky chapané
hodnoty sinu a kosinu Euler objevil analytické formule ve tvaru (nekone¢nych) fad

. x> a2 z?2 ot

s1nx:x—§+5—~~ , cosa:zl—j—kﬁ—
Tyto univerzalni formule mimo jiné odstranily pochybnosti, jak definovat hodnoty sinz a cos x pro
¢isla x, kterd nevyjadiuji velikost ostrych dhli.

Do doby Eulerovy bylo v trigonometrii mnoho nedofeSenych teoretickych otézek. Jak jsme pravé
naznadili, nebyla jesté vyjasnéna otézka znamének goniometrickych funkei dhli v riznych kvadran-
tech. To bylo pric¢inou toho, Ze ¢asto vznikal zmatek v pfevodnich vzorcich. Neexistovala ani jednotna
symbolika, kazdy vzorec se odvozoval geometricky pomoci zvlastniho nac¢rtku atd.

Uvedené vzorce zbavily Eulera nutnosti spojovat hodnoty sinu a kosinu s délkami stran pravo-
thlého trojuhelniku. Navic i pii této trigonometrické interpretaci pravé Eulerovou zéasluhou zacali
lidé povazovat goniometrické hodnoty nikoli za délky tsefek (jako tomu bylo ve starovéku a ve
stfedoveku), nybrz za ¢isla, ktera vyjadiuji pomeéry téchto délek. Tak napiiklad ¢&islo 1, nejvétsi
hodnotu funkce sinus, nazyval Euler plny sinus. Zdiraznéme, Ze podle [2| pro ty, ktefi Eulerovy
spisy znaji, neexistuje zadna pochybnost, ze Euler goniometrické funkce jako ¢iselné chapal. Svédéi
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o tom i nazev Von den transcendenten Zahlgrossen, welche aus dem Kreise entspringen z némeckého
prekladu 8. kapitoly Eulerova dila Introductio, které budeme v dalsi ¢éasti textu popisovat. Pritom
je dulezité poukazat na fakt, Ze pro Eulera goniometrické funkce nebyly pouhé podily délek stran
pravothlych trojahelnikd, nybrz skutetné (analytické) funkce proménného dhlu s ¢iselnym vyjad-
fenim v radianech.

Tim, Ze se Euler dival na hodnoty goniometrickych funkci jako na ¢isla bez geometrického roz-
méru, mohl je zac¢it pouzivat ve vzorcich, aniz by narusil jejich homogenitu. Krasnym pitkladem je
kosinova véta vyjadiend znamou rovnosti a® = b% 4+ ¢ — 2bccos a, v niz je posledni ¢len — stejné
jako tfi pfedchozi — skalarni veli¢ina rozméru rovinného obsahu. Sdm Euler o tom piSe: ,,Domnivam
se, ze jsem prvni zavedl do algebry siny a tangenty thlu tak, aby se s nimi mohlo zachézet jako
s ostatnimi ¢isly a nerusené provadét operace vieho druhu.“

Oznacovani stran trojuhelnika malymi pismeny latinské abecedy a, b, ¢, protéjsich uhla pak vel-
kymi pismeny téze abecedy A, B,C umoznilo Eulerovi zna¢né zjednodusit trigonometrické vzorce,
které tak nabyly znamé symetrie. TémuZz tucelu slouzilo Eulerem zavedené zkracené oznaceni gonio-
metrickych funkei tthlu z znaky sin .z, cos .z, tang .z, cot .z, sec .z, cosec .z nebo sin.A.z, cos . A.z atd.
Pismeno A u poslednich zapist je poc¢ateénim pismenem latinského slova ,arcus” — oblouk. Tu a
tam se také v jeho spisech vyskytuje sin.v.z namisto sinvers (,,sinus versus“ — latinsky — vzepéti
oblouku, hodnota dané vzorcem v = versina = 1 — cosa). My v8ak budeme Eulerem odvozené
vztahy zapisovat tak, jak jsme zvykli v dnesni dobé.

Byl to préavé L. Euler, ktery sestavil fadu analytickych rovnosti, které goniometrické funkce spl-
fuji. Nékteré z nich v dalsi ¢asti textu vypiSeme. Nyni upozornéme pouze na vyznamny Eulertuv
objev, ze funkce sinx, cos x a e spliuji v oboru komplexnich ¢isel jednoduchy a nec¢ekany vztah

e = cosx +isinz.

Prestoze Euler nenapsal zddné samostatné dilo vénované ucelenému vykladu goniometrickych
funkeci, jeho préace byly jiz v 18. stoleti védeckym podkladem pro sestaveni nékterych uéebnic trigo-
nometrie a goniometrie, na svou dobu velice pokrokovych. Jednou z prvnich byla napi. u¢ebnice aka-
demika M. J. Golovina Rovinnd a prostorovd trigonometrie s algebraickymi dikazy, vydana v Rusku
v tom tvaru, v jakém jich pouzivime v nyné&jsi dobé.

V dalsi ¢asti podrobnéji popiSseme mista, kde goniometrické funkce vystupuji v jedné z Eulero-
vych stéZejnich knih, ktera se stala zakladni uéebnici infinitezimélniho po¢tu a podnitila dalsi rozvoj
matematické analyzy ve druhé poloviné 18. stoleti.

1.4.2 Introductio in Analysin infinitorum (1748)

Ve svém dile Uvod do analyzy z roku 1748 Euler vytvoiil z trigonometrie skutenou védu o gonio-
metrickych funkcich, podal jeji analyticky vyklad a odvodil fadu goniometrickych vztahii z nékolika
zékladnich vzorct. Jeho postup a vysledky nyni stru¢né popiseme.

Goniometrickym funkcim se Euler ve své knize Introductio za¢ina vénovat v 8. kapitole tvofené
§126-142. V jejim uvodnim paragrafu 126 pfipomina méfeni tthlia pomoci kruznicovych obloukii a
oznacuje délku jednotkové polokruznice (vypsanou na 162 desetinnych mist) symbolem 7. V §127
pak thlu z v obloukové mife pfifazuje pomoci bodu na jednotkové kruznici hodnoty sin z a cos z,
vypisuje je pro thly 0, 7,7, 37”, 2w, uvadi rovnosti

. ™ . ™ 22 2
cos z = sin 572 , sin z = cos ifz ,sin“z+cos“z=1

a definuje
COos z 1

, cotgz = — = —.
sin 2z tgz

sin z
tgz =
CoSs 2

33



KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKYCH FUNKCT

V dalgim paragrafu pak zminuje bez dikazu vzorce pro sinus a kosinus sou¢tu a rozdilu dvou uhla
(jez povazuje za znamé z trigonometrie) a odvozuje vzorce pro hodnoty funkei po zvétSeni nezéavislé
proménné o celé periody a poloviny period. K nim jesté v § 129 pfipojuje vzorce pro hodnoty

sin(2y + z), sin(3y + z), sin(4y + z) a cos(2y + z), cos(3y + 2), cos(4y + 2).

V § 130 néasleduji vzorce pro sinus a kosinus polovi¢niho tihlu, ke kterym se pfipojuji v § 131 rovnosti,
pomoci kterych jsou soucty a rozdily sina a sinb, cosa a cosb pfevedeny na souciny. Paragraf 132
pak prinasi rovnost pro nasobeni komplexnich jednotek

(cosz & v/—1sinz)(cosy + v/ —1siny) = cos(z + y) & vV —1sin(x + y),

ktera je jesté rozsifena na podobnou rovnost pro tii nezavislé proménné. ProtoZe je zékon tvofeni
takovych soucini ihned rozpoznatelny, Euler pokracuje v nasledujicich paragrafech uvedenim vzorce

(cosz ++/—1sinz)" + (cosz — /—1sinz)"
2

cosnz =

a obdobnym vzorcem pro sinnz. Odtud v §133 ziskava pomoci binomické véty znamé vyrazy pro
cos nz a sin nz ve tvaru mnoho¢lent proménych sin z a cos z. Tyto rozvoje dnes zpravidla odvozujeme
oddélenim realnych a imaginarnich ¢asti v rovnosti

cosnz +isinnz = (cos z + isin 2)",

kdyz jeji pravou stranu rozvineme podle binomické véty. Tato znama rovnost je dnes oznacovana
jako Moivreova véta podle matematika Abrahama de Moivrea (1667 — 1754), ktery uvedenou rovnost
v roce 1722 objevil, nikdy ji viak ve svych pracich nezvefejnil.?

Euler dale v §134 pokracuje: pokud je z oblouk tak maly, Ze sinz = z a cosz = 1, a za n
uvazujeme nekoneéné velké ¢islo, takze nz bude konecny oblouk x, pak bude sinz = z = 7 a ze
zminénych mnoho¢lenti pro cos nz, sin nz dostaneme zndmé mocninné fady pro sinz a cos x. Bylo to
bez uziti integralniho poc¢tu historicky prvni odvozeni sinové a kosinové Fady, kterymi lze analyticky
definovat funkce sinus a kosinus a které jsme vypsali na str. 32. Pokud do téchto fad dosadime za
5 pak dostaneme mocninné fady pro sin 57 a cos 5T, které Euler jeste v §134 vypisuje aZ
k 29., resp. 30. mocniné zlomku 7 a jejich koeficienty uvadi s pfesnosti na 28 desetinnych mist. Tyto
fady ostatné oznamil uz v roce 1739 v pojednani Methodus facilis computandi angulorum sinus ac

tangentes, tam naturales, quam artificiales. V § 135 dila Introductio jsou uvedeny fady pro tg 57

xr =

a cotg 5, ve kterych se 13mistnymi koeficienty dochézi Euler az k mocniné (%)25, ovSem bez

udéani odvozeni. Zminuje, Ze tyto fady muZzeme nachézet pomoci déleni sinovych a kosinovych rad,
pozdéji vSak dodava jiné jejich podrobné odvozeni. Spo¢iva v tom, Ze se snadno ur¢i nulové body
£ T mm H T 1A e : ~_ 2 ~ s ~
funkei cos 57 + tg - sin g a tyto se pak s jejich pomoct rozvinou v nekonecné souciny. Tim, ze
pak na druhé strané vypiSeme mocninné fady pro cos 5 a sin 5 a nekone¢né souciny roznésobime,
dostaneme pomoci porovnani koeficienti u stejné vysokych mocnin x soucty raznych rad, z nichz

ta prvni je tvaru:

T mm 1 1 1

dmn e om T 2 —m2 9n27m2+25n27m2+“‘

Podobné ziskame soucet rady

mr  2n  4mn ( 1 1 1 )

pg o = =L
O T ™ 4n? — m? + 16n2 — m?2 + 36n2 — m?2 +

2(25], str. 83.
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Nyni Euler jednotlivé ¢leny téchto fad rozviji v nekoneéné geometrické fady a po pfeskupeni s¢itanct
dostane fadu z mocnin zlomku 7 opatienych koeficienty tvaru

1 1 1 1 1 1
1+@+5ﬁ+ﬁ+--- resp. 4%+6W+8W+”"
Sé¢itani takovych fad, které se Jakobovi Bernoullimu zdélo byti neprekonatelnou piekazkou, si Euler
dovolil jiz v letech 1734 — 35.
V §136 a § 137 Introductia jsou zminény prostiedky potifebné k vyhodnému sestavovani tabu-
lek hodnot goniometrickych funkei na zékladé diive odvozenych fad. K tomu Euler podotyka, ze

s pomoci jiz od Viéta znadmych vzorca
sin(30° 4 z) = cos z — sin(30° — z) a cos(30° + z) = cos(30° — z) —sinz

mohou byt pouhym séitanim a odecitdnim nalezeny hodnoty sinu a kosinu thli prevysujicich 30°
z hodnot pro dhly mensi nez 30°. Pak Euler ze vzorce pro tg(a + ) vyvozuje vzorce

2t tga —t
tg2a = _ciga a cotg2a = w

1 —tg2a
a ze druhého pro a = 30° — b dostéava tieti vzorec

tg(30° — b) — tg(30° — b
e (30° + 2) = & g( )2 g( ).

Z t&chto t¥{ vzorci jiz miZzeme pocitat kotangenty a tangenty thli prevysujicich 30° (z hodnot pro
thly mensi nez 30°).

V §138 Euler pfinasi analytickd vyjadieni funkei sinus a kosinus pomoci exponencialni funkce
ve tvaru jednoduchych vzorci

elv + e~ iv . elt _ o—iv
COSv = T a simmv = ————,

jez odvozuje z rovnosti

)" _iv\n w\" _iv\n
cosv:(1+") +(1-5) asinv:(1+”) (=) pro n = oo.

2 2i

Na toto odvozeni Euler patrné pfisel po obdrzeni zpravy, kterou mu napsal Mikulés I. Bernoulli
v dopise ze 13. Cervence 1742. Uvedl v ném, Ze jiz v 1728 seznamil svého stryce (Johanna Bernoulliho)

se vzorcem N .
(\/17z2+iz) 7(\/172271,2)
2i

ktery pro A = 7 pii nekonecné velkém n piechdzi do vyse uvedeného vzorce pro sinv. Euler viak

sinnA =

, kde z =sin A,

teprve v Introductio oba uvedené vzorce pro cos v a sin v sestavil, udal jejich odvozeni a jako dusledek
jesteé ziskal zapisy komplexnich jednotek ve tvaru

e = cosv+isinv, e 'Y = cosv — isinw.

O rok pozdgji (1749) opublikoval také vyjadreni hodnot sin(z + iy) a cos(x + iy) z hodnot cosz,
sinzx, e¥, e7Y.
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Z HISTORIE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

V obou nésledujicich paragrafech 139 a 140 Euler dopliiuje pfedchozi skupinu vzorci s komplex-
nimi hodnotami funkei tak, ze jesté odvozuje vztah mezi logaritmem a tangentou

1  cosz-+isinz 1. 1+4itgz
z=—Ih—— =—In———.
21 cosz—isinz 21 1-—itgz

Z toho pak ziskava pomoci fady

fadu pro arkustangens

$2 xS 1,4 o +1$n
mz+)=0—— 4+ -2 4... = s
nr+l)=a— 5 +5 -+ Do
n=1
1'3 1'5 {E7 0 x2n+1
b d =2 — — 4= —1)n
arctgr = o = ot nz::o( Y

a odtud pak volbou x = 1 Leibnizovu fadu

T, 1,11
4 3 5 7 '

V zévéretnych paragrafem 141 a 142 celé posuzované kapitoly 8 Euler uvadi nékteré dalsi fady pro

vyhodnéjsi vypocet ¢isla .

K otazkam rfesenym v kapitole 8 Introductia se Euler vraci i ve svych pozdéjsich pracich. Udélejme
proto malou odboc¢ku a poznamenejme nejprve, Ze jako doplnék k vyse zminénym rozvojim hodnot
sinnp a cosny (uvedli jsme je jiz difve na str. 31 jako Vietav vysledek) Euler uvadi v pojednéant
Subsidium calculi sinuum (1754) opafna® vyjad¥eni mocnin cos™ ¢ a sin™ ¢ pomoci hodnot cos k¢
asinkp, kde 0 <k <n:

24n—2 sin4”_1 o= §

k=|2

2

2" Los™ p = Z (Z) cos(n — 2k)p,
k=0
k=2n

4
24n—lginin p = Z (=1)k ( ]:) cos(dn — 2k)p,

k=0
k=2n—1
dn —1
< nk ) sin(4dn — 2k — 1)y,
k=0
k=2n—1

an — 2
24n=3ginin=2 = Z (—1)%“( nk ) cos(4n — 2k — 2)p,

k=0
k=2n—2

dn —
2in—dgipin=3 » = Z (fl)k( nk 3) sin(4n — 2k — 3)¢.

k=0

Do téchto rovnosti, které jsou spravné pro pfirozena n, Euler ale bez rozpakiu dosazuje celd za-
porna n, aniz by se staral o konvergenci nebo divergenci takto vznikajicich nekone¢nych fad. Tak
Euler dospél k riznym nespravnym vysledkim, které zde nebudeme vypisovat. Misto toho jesté
uvedeme, ze Euler rovnéz sestavil rozvoje do podobnych fad pro funkce sin™ ¢ cos™ ¢ a nakonec
dokazal vétu, ze pokud lze najit soucet rady

Z:AZm+BZm+n+CZm+2n+"'7
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mohou byt urdeny také soucty

S = Acosmp + Bceos(m+n)p + Ccos(m+2n)p+---,
T = Asinmy + Bsin(m +n)p + Csin(m + 2n)p + - - - .

K tomu Euler dodéva, ze pomoci této véty muze byt s¢itdno mnoho fad sestavenych ze sinti nebo
kosinti nasobkii téhoz uhlu. V piikladech, které uvadi, jsou poprvé vyjadieny racionélni funkce
nezavislé proménné (tedy thlu) pomoci takovych fad. Mnoho let poté (1773 a 1776) se Euler opé&t
k této vété vratil.

Tyto vyzkumy o funkcich ahla, které vytvareji aritmetické posloupnosti, Eulera pozdéji privadéji
ke studiu vztahi mezi funkcemi takovych thli, které jsou ¢leny geometrickych posloupnosti. Euler
pfitom vychézi z rovnosti

sin s

s =
S ang S ;S ..
COS 5 COS  COS g

kterou zvefejnil v roce 1737, a dostéva nékteré fady, které mu pak poslouzily k vypoctu .

Velkou roli v Eulerovych analytickych vyzkumech sehréala vyjadfeni trigonometrickych funkei
nekoneénymi souciny, protoze diky nim mohl Euler tplné vyfesit Johanem Bernoullim nastoleny
problém séitani fad tvaru

kde parametr m je pfirozené &islo. Jiz v pojednéni De summit serierum reciprocarum z let 1734 —
35 Euler odvodil rozklad sinu na nekone¢ny soucin, kdyz uvazil rovnici

-
S s3 s°

§+3!y3 _5!y5+”

0=1-— .
kde je y = sin s, jako rovnici (s parametrem y a neznamou s) o nekoneéné vysokém stupni a podle
analogie s mnohocleny rozlozil jeji pravou stranu pomoci znamé periodicity sinu do nekone¢ného
soufinu korenovych €initelt

(=3 (7)) () ()

pricemz A znamenalo nejmensi kladné arcsiny a p bylo psano misto #. Z Viétovych vztaht mezi
kofeny rovnice a jejimi koeficienty pak vychazeji hodnoty elementarnich symetrickych funkei téchto
kofenti a pomoci Newtonova vzorce rovnéz hodnoty sou¢tii jejich mocnin daného stupné.

Pro piipad, Ze y = sin A = 1, tedy A = § (Euler piSe ¢), muzeme zadané soucty fad vyjadrit
pomoci mocnin 7. Tak dostaneme napt. soucet Leibnizovy fady

RS S B
3'5 79 s
souct
) TP S SV S SO
22 ' 32 T 6 32 ' 52 T8

atd. Timto postupem se da ziskat soucet fady Zzzgo ﬁ pro jakékoliv pfirozené m. Nas ovSem vice

zajimé primé vyjadieni sinu jako nekonecného soudinu, ke kterému Euler uvedené rozvoje pfipojil.
Sinova fada )
B PR
T T
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totiz pro y = 0 dava rovnici

82 84 86
0:s<1—§+5—ﬁ+~~>

a protoze tuhly, jejichz sinus je roven nule, se rovnaji w, —m, 2w, —2m, 37, ..., plati podle stejného

principu rozklad
. 52 §2 $2
oms(1-2) (- 2 (1 2)

Mikulés I. Bernoulli dvakrat Eulera dopisem upozornil na to, Ze tato odvozeni nejsou v zadném
pripadé korektni, Ze neni dokézéna ani konvergence sinové fady a ze Viétovy vztahy o rovnicich
koneéného stupné se nedaji rozsifit bezprostiedné na rovnice o nekoneéné vysokém stupni. Euler
svij zpusob odvozeni pfesto také pozdéji zopakoval; tak je tomu ve dvou pojednénich z let 1740
a 1743, kde sestavil nekoneéné souciny pro sin 7+, cos 7', stejné tak jako v Introductio, kde jsou
mocninné fady rovnéz pojaty jako mnohocleny nekoneéné vysokého stupné. Piesto v poslednim dile
Euler modifikoval sestaveni nekoneénych sou¢inii zpisobem, Ze nejprve hyperbolické funkce

coshz = M, sinhz = ﬂ
2 2
rozlozil na souéiny a pak po dosazeni iz za x preSel k trigonometrickym funkcim.

KdyZ pak Euler dosadil specialné z = 5%, vyplynula mu vyjadfeni koeficientti rozvojt funkei
sin G a cos G, ke kterym se piidruzily jesté dva dalsi, kdyz se piSe n —m misto m (§ 184). Z nich
vyplynuly odpovidajici rozvoje dalsich ¢yt funkei (§ 186), stejné tak jako praktické fady k vypoctu
hodnot Insin G a Incos 5, ve kterych Euler pokracoval az ke 30., popf. 38. mocniné zlomku 7.
Koeficienty téchto fad pocital na 20 desetinnych mist.

Vratme se po delsi odboéce znovu k popisovanému dilu Introductio. V ném se Euler zabyva
goniometrickymi funkcemi nejen ve vyse komentované kapitole 8, nybrz rovnéz v kapitole 14, jez
mé v némeckém piekladu nazev Von der Vervielfachung und Teilung der Winkel a jez je tvorfena
paragrafy 234-263. Naplni prvni ¢asti (§236-257) je hledani riznych vztaht mezi hodnotami

T
flnz) a f(inrk—) prok=0,1,....,n—1,
n

kde z je realna proménnd, f je vzdy jedna z goniometrickych funkei (Euler postupné uvazuje sinus,
kosinus, sekans, kosekans, tangens a kotangens), 7' oznacuje nejmensi kladnou periodu funkce f
a n je prirozené ¢islo dané parity (sudé nebo liché). Obecné vzato, Euler tyto vztahy odvozuje
tak, Ze hodnotu f(nz) vyjadii ve tvaru f(nz) = P(x), kde P(x) je vhodny polynom proménné
x = f(z) (zavisly na dané funkci f a daném &isle n) a pak zapiSe vSechny kofeny algebraické
rovnice P(z) — f(nz) = 0, kterymi jsou hodnoty f se zlomkovymi argumenty uvedenymi vyse.
KyZené vzorce pak dostane vypsanim Viétovych vztahii mezi kofeny a koeficienty sestavené rovnice.
kofent. Dodejme, Ze polynomické vyjadieni sinnz = P(x) v piipadé sudého ¢isla n neexistuje; Euler
tehdy nachézi vyjadreni sinnz = P(z)v1 — 22, v ném?7 odmocnina zastupuje hodnotu cos z, a pied
dalsim postupem se odmocniny zbavi umocnénim, aby dostal polynomickou rovnici.
V druhé ¢asti kapitoly 14 (§258-261) se Euler vénuje odvozovani vzorci pro kone¢né soucty

k=n—1 k=n—1
sin(s + kt) a cos(s + kt),

3

=~
Il
o
o~
Il
o
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které uvedl jiz v roce 1743 v VII. svazku Miscelanea Berolinensia, protoze je potieboval k vypoctu
jistého integralu. Spréavné vzorce pro tyto konetné soucty dostava tak, Ze pro prvni soucet uvézi
rozdil nekonecnych fad

Z 2K sin(s 4 kt) — Z 2K sin(s 4 kt)
k=0 k=n

a do vzorcii pro soudty obou fad dosadi hodnotu z = 1 (pro niz v8ak jde o rozdil dvou divergentnich
fad). Podobnym postupem (ktery dnes nemizeme pokladat za korektni) Euler ziskava i spravny
vzorec pro vySe uvedeny konecény soucet kosint.

Shriime stru¢né zavér plynouci z predchoziho vykladu. Dvéma popsanymi kapitolami dila Intro-
ductio se Euler zaslouzil o skute¢ny zrod teorie goniometrickych funkci, jez do té doby byly pouhymi
prostfedky trigonometrickych vypocti. Ve zminéném dile se mu dokonale povedlo pfetvofit dotyéné
funkce do forméalni analytické podoby, v jaké s nimi pracujeme dodnes.
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Kapitola 2

Goniometrie pravotuhlého trojihelniku

2.1 Funkce ostrého uhlu

Zavedeni goniometrickych funkei sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans a kosekans ostrych
thli « € (0, %) je spojeno s feSenim pravothlych trojuhelnikii.

2.1.1 Od podobnosti k pomérim

Na obrazku 2.1 vidime dva riizné pravothlé trojuhelniky ABC a A’B’C’, které se shoduji ve
vnitfnim thlu «. Podle vty uu o podobnosti trojuhelnika jsou navzajem podobné, z éehoZ plyne,

c

Obrazek 2.1
ze poméry odpovidajicich si stran jsou stejneé:

a b ¢

a v

Odtud pro poméry dvojic stran téhoz trojihelniku dostavame Sest rovnosti

a d b v a a
1. -=— 2. - =—, 3. - =—,
c c b v
b v c c
.27 5.5 =2 6. 5=°<
a d’ Ty Ty a a’

ze kterych plyne, ze ve vSech pravouhlych trojihelnicich se shodnym ostrym vnitinim thlem o méa
1. pomér odvésny protilehlé ihlu « a prepony stejnou hodnotu,
2. pomér odvésny prilehlé ihlu « a prepony stejnou hodnotu,

3. pomér odvésny protilehlé thlu « a odvésny pfilehlé thlu « stejnou hodnotu,
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4. pomér odvésny prilehlé thlu o a odvésny protilehlé thlu a stejnou hodnotu,
5. pomér pfepony a odvésny pfilehlé thlu a stejnou hodnotu,
6. pomér pfepony a odvésny protilehlé thlu a stejnou hodnotu.

Tyto pomeéry tedy nezélezi na velikosti pravothlého trojuhelniku. Jejich hodnoty jsou kladna ¢isla,

kteréd zdvisi pouze na velikosti ihlu o a kterym fikame

. . . a . .
1. sinus thlu a — sina = —, 2. kosinus thlu o — cosax = —,
c c

4. kotangens thlu o — cotgax = —,

3. tangens thlu a - tga =

I

1
sina’

1
= 6. kosekans thlu o — cosec o =

cosa’

S Sl e
QI0 g

5. sekans thlu o — sec a =

Zvolime-li délku pfepony pravotuhlého trojihelniku za jednotku délky, hodnoty sinu a kosinu budou
rovny piimo délkam odvésen a délkami tisecek lze znazornit i hodnoty tangens, kotangens, sekans a
kosekans (viz obr. 2.2). Z takového znazornéni lze geometricky zduvodnit v8echny poznatky, které

uvedeme v nasledujici ¢asti.

sec o
sina| tga

COS «x

cotg o

cosec

Obrézek 2.2: Goniometrické hodnoty graficky

2.1.2 Grafy a zakladni vztahy

Z ptedchoziho zavedeni hodnot sinu a kosinu thlu « € (0, §) plyne, Ze obé tato &isla lezf v ote-
vieném intervalu (0, 1). Krajnich hodnot dosdhnout nemohou. (V Zadném pravouhlém trojihelniku

nemiize byt délka odvésny nulova a odvésna s pfeponou nemohou mit stejnou délku.) Z geomet-
s

rického néazoru je vsak ziejmé, Ze hodnoty sinu a kosinu maji v krajnich bodech a = 0 a o = §

jednostranné limity

lim sina =0, lim sina=1, lim cosa =1, lim cosa = 0.
a—0+ a—I™ a—07t a—=3 "~
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Proto mizeme dodefinovat hodnoty sin 0, sin § a cos 0, cos § a mluvit o funkcich sinus a kosinus na
uzavieném intervalu (0, 7). Funkce sinus je na intervalu a € (0, §) rostouct, funkce kosinus klesajici
(obr. 2.3).

Y Y
1 1
y = sin Yy = cCcosx
0 T 0 T
2 2
(a) (b)
Obrézek 2.3: Grafy funkei sinus a kosinus na intervalu (0, 7)
Y Y
y=tgzw y = cotgx
0 T 0 Tz
2 2

(a) (b)

Obrazek 2.4: Grafy funkei tangens a kotangens na intervalu (0, )

Hodnoty tangens a kotangens thlu o € (0,F) lezi v otevieném intervalu (0,00). V krajnich
bodech definiéniho oboru maji zfejmé limity:

lim tga =0, lim tga = oo, lim cotga = oo, lim cotga = 0.
a—0t a—>§7 a—0t aﬁ%*

JelikoZ oo nenf redlné ¢islo, nebudeme hodnoty tg § a cotg 0 definovat. Rostouci funkce tangens tak
bude definovana na intervalu (0, §), klesajic funkci kotangens budeme uvaZzovat na intervalu (0, %)
(obr. 2.4).

Posledni dvé goniometrické funkce — sekans a kosekans — 1ze jednoduse vyjadfit pomoci funkei
sinus a kosinus rovnostmi

sec o = a cosec x = —;

cos sina’
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Vypoditat prevracené ¢islo k dané hodnoté je v epose pocitacu trivialni tikol. Proto funkce sekans a
kosekans jiz ztratily prakticky vyznam a ani my se jimi dale nebudeme témér viibec zabyvat.

Mezi goniometrickymi funkcemi existuje fada zéavislosti, které mizeme vyjadrit pomoci raznych
rovnosti. Napf. kazd4 vyse zminéna goniometricka funkce f(«) méa svoji tzv. goniometrickou kofunkei
cof(a), pro kterou pii kazdém a € (0, §) plati

fla) =cof <g foz>.

Které dvé goniometrické funkce jsou takto svymi ,sourozenci“, se da jednoduse odvodit vyjadienim
goniometrickych poméri v pravothlém trojihelniku pro oba vnitin{ ostré thly a a = 5 —a. (Uhly
@, B nazyvame doplikové, jelikoz o + 8 = §.) Zde jsou ocekavané vztahy:

. m . m 71' m
sma:cos(g—a), cosa:sm(E—a), tg o = cotg (5—(1), cotg o = tg (E—a)

e m
sec o« = cosec (E — Oé) , cosec o = sec (5 — Oé) .

Dlouh4 staleti se hledaly hodnoty goniometrickych funkci pro dany thel jen pomoci tabulek.
Tabulky slouzily i opacné tloze — najit thel, jehoZz goniometrickd hodnota byla dana. Tato tdloha
vedla ke vzniku inverznich funkei arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustangens (arctg)
a arkuskotangens (arccotg), které budeme uvazovat prozatim na intervalech (0,1), (0,1), (0,00), a
(0,00). Velikost pfislusnych thlt bude lezet v rozmezi (0, 5).

Cyklometrické funkce — nézev pro inverzni funkce ke goniometrickym — dnes také slouzi k pres-
nému zapisu vysledki, které v dany okamzik nepotiebujeme vyjadiovat piibliznymi &isly pro tucely
praxe. Napiiklad pro ostré dhly «, 8,~ piSeme:

1 1 1 1
sina = 3 =« :arcsing7 cos 8 = 3 = B:arccosg7 tgy =2011 = v = arctg 2011.

2.2 Pythagorova a Eukleidovy véty

Pythagorova véta byla pojmenovana podle Pythagora ze Samu (okolo 570 pf. n. 1. = 510 p¥. n. 1. ),
jenz ji objevil pro Evropu, resp. starovéké Recko. Pravdépodobné vsak byla znama i v jinych sta-
rovékych civilizacich davno predtim (v Cing, ¢astecnd napf. v Egypté). Popisuje vztah, ktery plati
mezi délkami stran pravouhlych trojihelniki v roviné.

Véta 2.2.1 (Pythagorova). Obsah étverce sestrojeného nad pieponou pravouhlého rovinného troji-
helniku ABC' je roven souctu obsaht dvou ¢tverci nad jeho odvésmami:

Eukleidova véta je oznaceni pro geometricka tvrzeni o vlastnostech pravouhlych trojuhelniki,
pojmenované po svém objeviteli, feckém matematikovi Eukleidovi (450 pf. n. 1. — 370 pf. n. 1.). Ve
skutecnosti jsou Eukleidovy véty dvé — Eukleidova véta o vysce a Eukleidova véta o odvésné. V obou
se mluvi o dsecich, na které je prepona rozdélena patou vysky z protilehlého vrcholu trojuhelniku.

Véta 2.2.2 (Eukleidova vita o vysce). Obsah ctverce sestrojeného nad vijskou pravouhlého troji-
helniku ABC' je roven obsahu obdélniku sestrojeného z obou tuseki prepony:
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Véta 2.2.3 (Eukleidova véta o odvésng). Obsah ctverce sestrojeného nad odvésnou pravouhlého
trojihelniku ABC' je roven obsahu obdélniku sestrojeného z piepony a iseku prepony k této odvésné
prilehlého:

‘a2=c-ca a b2=c-cb.‘

Vsechny tyto tfi véty nyni odvodime pomoci goniometrickych funkei ostrych thla.
Necht je dan pravouhly trojihelnik ABC' s preponou AB. Ze vztaht pro hodnoty sinu a kosinu
thlu « u vrcholu A vyjadiime délky odvésen a, b pravouhlého trojthelniku (viz obr. 2.5). V troj-

C C
b a = ccosa csin o
« «
A B A B
(& (&
Obrazek 2.5

thelniku ABC' dale vyznac¢ime vysku v = CP, kterd nam rozdéli trojuhelnik na dva pravoihlé
trojuhelniky APC a PBC (viz obr. 2.6). Z trojuhelniki ABC a BCP vidime, Ze kazdy z thla
CAB a PCB je doplitkovy ke spole¢nému uhlu u vrcholu B, takze plati [ZPCB| = «. Proto mu-
Zeme pomoci hodnot sin a, cos ¢ vyjadiit i vysku v, i délky obou usekti ¢, = |[BP| a ¢, = |AP|, jak
je uvedeno v pravé Casti obrazku:

v =c-sina - cos q, ca:c~sin2a, ¢ = ¢ cosa.

Z nalezenych vyjadieni délek a, b, v, ¢y, ¢p jiz dostaneme vSechny potiebné rovnosti:

=

Obrazek 2.6

a:c~sina:>a2:c2~sin2a:>a2:c~(c sin’ a

2

Y= d? =c-c,,
b=c-cosa=0 = cosPa=b=c-(c- cosgoz):>b2:c~cb7
v=c-sina-cosa=v?=c? sin’a-cos’a =02 = (c-sin’a) - (c-cos’a) = v =c, -

A4 =ccatc =+ =c- (ca+cb):>a +b2—(’2.
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Dodejme, Ze z rovnosti ¢ = ¢, + ¢, okamzité plyne kli¢ovy vztah mezi hodnotami sinu a kosinu, tzv.
goniometrickd jednicka

2

sin? a + cos® a = 1,

ktera je rovnéz bezprostifednim disledkem dokédzané Pythagorovy véty pro pravouihly trojuhelnik
s jednotkovou pfeponou.

2.3 Goniometrické hodnoty téhoz tihlu

Na zacatku této kapitoly jsme kazdému ostrému thlu « pfifadili ¢tyfi goniometrické hodnoty
— sina, cos a, tg a a cotg a. Z kazdé z téchto étyF hodnot je zpétné uréen nejen thel «, ale i dalsi
t¥i zbyvajici goniometrické hodnoty, coz nyni potvrdime. Obdrzime jednoduché vzajemné vztahy
mezi goniometrickymi hodnotami téhoZ ostrého thlu, které plynou pfimo z definice goniometrickych
hodnot a z Pythagorovy véty.

e Je-li dana hodnota sin «, zvolime pravoihly trojtuhelnik s jednotkovou preponou a s vnitinim
ostrym thlem «. Z definice plynou délky odvésen (obr. 2.7).

sin «
cos «
«
1
Obrézek 2.7
sin?a 4+ cos?a =1 (Pythagorova véta),
cosa=V1—sin’a
sin « sin «
tga = = (definice hodnoty tg ),
Cos & 1—sin®a
COS (v 1 —sin? X
cotg v = — = - (definice hodnoty cotg ).

sin av sin «

e Je-li dana hodnota cos o, pouzijeme opét obr. 2.7.

sina = V1 — cos?a (Pythagorova véta),

. S
tga = ma cosma (definice hodnoty tg ),
cos a cos o
cotgaw = cosa_ cosa (definice hodnoty cotg «).

sina /1 —cos?2a

e Je-li ddna hodnota tga, zvolime pravouhly trojuhelnik s jednotkovou odvésnou a pfilehlym

vnitfnim ostrym thlem «. Z definice tangens plyne délka protilehlé odvésny a z Pythagorovy
véty délka piepony (obr. 2.8).
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tga
1
e’
V1+tgla
Obrazek 2.8
. tga . .
sing = ———= (definice hodnoty sin ),
V1+tgla
1
COS QU = ——=— (definice hodnoty cos a),
V1 +tg2a
1
cotgax = — (definice hodnoty cotg «).
tg o

e Je-li dana hodnota cotg «, zvolime pravoihly trojtihelnik s jednotkovou odvésnou a protileh-
Iym vnitinim ostrym thlem «. Z definice kotangens plyne délka pfilehlé odvésny a z Pytha-
gorovy véty délka prepony (obr. 2.9).

1
cotg ar
e
v/1+ cotg?a
Obrézek 2.9
. 1 o .
sinag = ————— (definice hodnoty sin «),
/1 + cotg?a
t
cosa = ——8% (definice hodnoty cos ),
V' 1+ cotg?a
1
tga = (definice hodnoty tg ).
cotg o

2.4 Goniometrické hodnoty vyznamnych thla
V ¢asti 2.1.2 jsme pomoci limit pfifadili goniometrickym funkcim hodnoty pro ,okrajové* thly

a = 0°aa = 90° Zadné konkrétni goniometrické hodnoty pro thly mezi 0° a 90° jsme dosud
nepoznali. V této podkapitole ukdzeme, Ze z pravidelnych mnohothelniki lze odvodit hodnoty
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goniometrickych funkef pro ostré ahly a € {18°,30°,36°,45°,54°,60°,72°}. (Tyto vyznamné thly
je vyhodngjsi zapisovat ve stupnich nez v obloukové mite, které davame jinde piednost.)

e Pravidelny trojuhelnik — rovnostranny trojihelnik — o délce strany jedna jednotka lze vyskou

C

30°

D 60°
P

[l

Obrazek 2.10

rozdélit na dva shodné pravothlé trojuhelniky s vnitinimi ostrymi thly o velikosti 30° a 60°
(obr. 2.10). Délku jejich delsi odvésny vypocitame pomoci Pythagorovy véty:

\PC| = /12 — (;)Q— ?

Hodnoty goniometrickych funkei pro thly 30° a 60° z pravouhlého trojthelniku PBC jsou:

1 V3
1 1 = 3
Sin?)(]ozcosﬁoo:%:57 COS3OO:SiHGOO:73 :‘\2[,
1 V3
5 1 \/g
o _ o2 - _ VY o — °o— 2 _
tg30° = cotg 60° = GTVE T 8 cotg 30° = tg 60 1 V3.

e Pravidelny ¢tyruhelnik — c¢tverec — o délce strany jedna jednotka lze thloptickou rozdélit na
dva shodné pravouhlé trojihelniky s vnitfnimi ostrymi thly o velikosti 45° (obr. 2.11). Délku
jejich prepony vypocitdme pomoci Pythagorovy véty:

|AC| = V12 +12 = V2.

Hodnoty goniometrickych funkei pro tthel 45° z pravoihlého trojuhelniku ABC' jsou:

1 V2 1 V2

1
sin4h® = — = — c0s45° = — = — tg45°:cotg45°:1:1.

V2 27 v o2

K dalsimu odvozovani budeme potiebovat délky stran pravidelného pétithelniku a pravidelného
desetitthelniku vepsanych do kruznice o poloméru jedna jednotka. Nejdiive popiSeme konstrukeci
téchto dvou délek, ktera je znazornéna na obr. 2.12.
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45°

45° a

Obrazek 2.11

Postup:
1. Sestrojime jednotkovou kruznici se stfedem O a jeji dva navzajem kolmé priméry AB a CD.
2. Nalezneme stied S tusecky AO.

3. Sestrojime oblouk C'D kruZnice se stfedem v bodé S a polomérem |SD|, prisecik oblouku
s useckou OB oznatime X.

4. Délka strany pravidelného pétidhelniku vepsaného do jednotkové kruznice je a5 = |DX]|, délka
strany piislusného pravidelného desetithelniku je ajp = |OX]|.

D

C

Obrézek 2.12: Konstrukce pravidelného pétithelniku a desetitithelniku

Diikaz. Abychom ovérili spravnost konstrukce délek stran pravidelného pétithelniku a desetithel-
niku, podivame se nejprve na pentagram - péticipou hvézdu nakreslenou péti pfimymi tahy téze
délky (obr. 2.13). Pentagram velmi tzce souvis{ s pravidelnym pétithelnikem, ktery dostaneme spo-
jenim vrcholt pentagramu tseckami. Uvazujme jeho dvé thlopficky vychazejici z jednoho vrcholu,
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Ll

Obrézek 2.13: Pentagram

napiiklad thlopficky DP a D@ na obrazku. Tyto dvé uhlopticky spolu se stranou P@Q vymezuji
rovnoramenny trojuhelnik DPQ. Dalsi uhlopficka vychézejici z vrcholu P protne tsecku DQ ve
vnitinim bodé R.

Protoze strandm pravidelného pétithelniku piisluseji v opsané kruZnici shodné obvodové thly
(vyznafené na obrazku obloucky), jsou trojihelniky PQR a DPQ podobné a rovnoramenné a rov-
né7 trojuhelnik DRP je rovnoramenny. Usecky DR, PR a PQ jsou proto shodné a pro poméry
stran trojihelniki PQR a DPQ plati

DP _IPQI_ IPQI  _  |PQ)
|PQ|  |QR|  |DQ|—|DR| |DP|-|PQ|
neboli
|PQ* = [DP|- (IDP| - |PQ)).
Po vydéleni hodnotou |PQ|? tak pro pomér ¢ = % dostavame kvadratickou rovnici 1 = ¢-(¢—1),

kterda mé jediny kladny kofen 1+2‘/5. (Ur¢ena hodnota ¢ je znama jako zlaty ez a objevuje se

v riznych souvislostech v geometrii a v teorii ¢isel.)

Pravidelny pétithelnik se stranou PQ a protilehlym vrcholem D je pfikreslen i k nasi konstrukei
na obr. 2.12. Protoze pfimka C'D je osou tsecky PQ, je tisetka CQ stranou vepsaného pravidelného
desetithelniku. Jeji délku aig uréime z rovnoramenného trojihelniku OCQ), ktery ma u hlavniho
vrcholu O thel velikosti poloviny stfedového thlu POQ), tedy thel shodny s obvodovym thlem PDQ
(oba shodné thly jsou na obr. vyznaceny obloucky). Rovnoramenné trojihelniky DPQ a OCQ jsou
tedy podobné. Z rovnosti

0Cc| |DP| 1445
CQl —1PQl T T2

po dosazeni |OC| = 1 jiz dostaneme

2 V5 —1
alo—‘CQ|—1+\/5— 2 .
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Abychom uréili druhou hledanou délku a5 = |PQ)|, vypo¢teme nejdiive délku odvésny DQ pravo-
ihlého trojthelniku CDQ:

|DQ| = VICDP = |CQP? =

2 2

. <\/5—1>2_ V10 +2v5

Odtud jiz dostavame

IDP| _|DQ|  YU2E /1095

%) %) 1+2\/5 2

as = |PQ| =

Nyni se vratme k ptivodni konstrukci. Nagim cilem je ukazat, ze isecky DX a OX maji délky rovné
hodnotam as, resp. aig, jejichz vypocet jsme pred chvili dokondili. K tomu nam stacéi pouzit dvakrat
Pythagorovu vétu:

1 2
5] =15D] = IODF+108F =12+ (1) = %,

B VB 1 WVB-1
0x|=I5x| 05| = ¥~ 1 = V=1,
24 (\/5—1>2 V10 - 25

- 2

|IDX| = /|OD|?2+|0X? =

Spravnost celé konstrukce je tak ovéfena. Zaroven jsme urcili délky as, aig stran pravidelnych
pétithelniki a desetithelnikit vepsanych do jednotkové kruznice, které nyni uplatnime k nasemu
hlavnimu zaméru. O

V10-2v5
2

e Pravidelny pétithelnik o délce strany |AB| = lze rozdélit na pét shodnych rovno-

C

Obrazek 2.14: Pravidelny pétitihelnik

ramennych trojihelnikt s vnitinim dhlem proti zakladné o velikosti 72° (obr. 2.14), jejichz
vysku na zékladnu vypocitame pomoci Pythagorovy véty:

2 =\ 2 =
CPl—\/BCIQ—(@> - 12—<V10_2*5) = ”622\[:\/5“.

4 4
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Hodnoty goniometrickych funkci pro uhly 36° a 54° z pravothlého trojihelniku PBC jsou:

10;2\/5 10 —2v5 cos 36° = sin 54° = 622\/5 = VE+1
4 b

sin 36° = cos 54° =

1 4 ’ 1
10—2v/5 6+2v5
v V25 +10v5
tg36° = cotg 54° = —2— = /5 — 2V/5, cotg 36° = tgh4° = —L— = + ‘[.
V6+2V5 V10-2v5 5
4

4

e Pravidelny desetithelnik o délce strany |DE| = @ Ize rozdélit na deset shodnych rovno-

F
18°
1 1
D\ [ 72°
E D R % E

Obrazek 2.15: Pravidelny desetithelnik

ramennych trojihelnik s vnitinim thlem proti zakladné o velikosti 36° (obr. 2.15), jejichz

vysku na zakladnu vypocitame pomoci Pythagorovy véty:

. <\/5—1>2: V10 +2V5

4 4

Hodnoty goniometrickych funkei pro thly 18° a 72° z pravouhlého trojuhelniku REF jsou:

V10425 10+ 2v5
_ £,

V5-1
-1
$in 18° = cos 72° = i = V5 TR cos 18° =sin72° = ‘1*
tg 18° = cotg 72° = ‘/54*1 _ V25-10V5 cotg 18° = tg72° = 1012\/5 =1/5+2V5
= = Voo , I = ~
10:2\/5 5 >

Z odvozenych hodnot bychom mohli uzitim goniometrickych vzorct (viz 2.5) algebraicky vyjad-
fovat hodnoty piislusné dalsim dhlim, napf. 15° = 45° — 30°, 6° = 36° — 30° apod. Takové vypocty
dnes nemaji prili§ valny vyznam, v historii v8ak sehraly (jak jsme uvedli v kap. 1) velkou roli pii

sestavovani trigonometrickych tabulek.
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2.5 Goniometrické vzorce

V goniometrii pracujeme s velkym mnozstvim vzorct. Zatim jsme definovali goniometrické funkce
v souvislosti s pravothlym trojihelnikem, budeme proto nyni u goniometrickych vzorci uvadét
omezent, za kterych jsou vsechny zastoupené argumenty z intervalu (0, §). Nazorné odvodime vzorce
pro dvojnasobny argument, souétové vzorce a vzorce pro soucet funkei.!

e Vzorce pro dvojnasobny argument, kde o € (O, %):

‘ sin 2a = 2 sin «a cos a, cos 2 = cos® o — sin? . ‘

Odvozeni: Zvolime si rovnoramenny trojuhelnik ABC' s rameny AC, BC o délce jedna jed-
notka tak, aby vnitini ahly piilehlé k zakladné AB mély velikost a € (0, §), a vyskou PC ho
rozdélime na dva shodné pravothlé trojuhelniky. Zakladna AB je souasné pieponou pravo-
thlého trojuhelniku ABD (viz obr. 2.16 vlevo). Z trojihelniku ABC je |[ZACB| = m — 2a,

Obrazek 2.16

tudiz pro velikost vedlejsiho ahlu BC'D plati [ZBCD| = 2a.
Nyni vyjadifme a do obrazku vpravo zapiSeme délky jednotlivych stran pomoci goniometric-
kych funkei:

AP
AAPC :cosa = % = |AP| = cos o, = |AB| = 2|AP| =2cosq,
BD CD
ACBD :sin2a = |1—| = |BD| = sin2q, cos 2a = |—1‘ = |CD| = cos2a.

Z trojuhelniku ABD jiz odvodime kyZzené vzorce:

|BD|  sin2a
|AB|  2cosa
|AD| 1+ cos2a

sina = = sin 2a = 2sin a cos @,

cosa = = = cos2a = 2cos’a — 1 = cos® a — sin® a.
|AB| 2cos &
e Souctové vzorce pro sinus a pro kosinus, kde o, 8, + 8 € (0, §):
‘sin(a + B) =sinacos 3 + cos asin §, cos(a + B) = cosacos f — sin asin f. ‘

Odvozeni: Zvolime si dva pravouhlé trojihelniky ABC a ADB s pieponami AC, resp. AB
tak, aby strana AB byla spoletna, strana AC' méla délku jedna jednotka a aby vnitini thly
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Obrazek 2.17

CAB, BAD mély velikosti o, resp. 8 o souétu mensim nez § (viz obr. 2.17). Do stejného
obrazku dokreslime obdélnik ADEF (obr. 2.18). Uhly CAD a ACF jsou stiidavé, z &ehoi
plyne, ze |[ZACF| = a + S. Jednoduse lze také spoditat, ze |[ZCBE| = . Nyni ur¢ime a do
dolni ¢asti obrazku 2.18 zapiSeme délky jednotlivych stran pomoci goniometrickych funkei,
z ¢ehoz pak obdrzime kyZzené vzorce:

AABC:Sina:‘B—fwi\BCﬂ:sina, 00504:@:>|AB|:005(17
. |DB| , |AD|
AADB : = DB| = 3 = AD| =
sin 8 AB| = | | = cosasin 3, cos 3 AB| = |AD| = cos a cos f3,
E BE
ABEC :sinff = % = |EC| = sinasin j, cos 8 = ﬁ = |BE| = sinacos §3,

AACF :sin(a+ ) = @ = |AF| = sin(a + ), cos(a+ B) = @ = |CF| = cos(a+ ).

|AF| = |DE| = |BE| + |DB| = sin(a + ) = sina cos 5 + cos asin f3,
|AD| = |FE| = |FC|+ |CE| = cosacos 8 = cos(a + ) + sin asin 3,

= cos(a+ B) = cosacos B — sinasin 5.

e Souctovy vzorec pro tangens, kde «, 8, + 8 € (O, %)

tgo +tg B

Odvozeni: Souttovy vzorec pro tangens lze ndzorné demonstrovat ze stejného obrazku obdél-
niku ADEF z obr. 2.18, pokud jinak (vhodné) zvolime vychozi jednotku délky (obr. 2.19).

!Diky analyti¢nosti obou stran vzorci muzeme tvrdit, #e takto odvozené vzorce budou platit pro vsechny argu-
menty z oboru realnych ¢ dokonce komplexnich ¢isel. S ohledem na zaméFeni nasi prace vSak budeme rozsifovat
obory pravdivosti goniometrickych vzorct v nasledujicich kapitolach vyhradné elementarnimi prostredky.
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F C E
j a+p k
B
1
"\ B
@
5 /<
A D
sin asin 8
r cos(a + ) Cl B
j a+f \.\
sina sin acos 8
. 1
sin(a + ) \ B
cos «
cos asin 3
«
5 /7
A cos a.cos 3 D
Obrazek 2.18
|DB| 1
ANADB :tgf=— DB|=t s f= —— AB|= ——
8P = |DB| = tgf, cos 3 \AB\:” \ cos B
AABC :tga =189 5 po = 182
s cos 3
ABEC :sinff = ‘thE' = |CE| =tgatgp, cos B = E;E' = |BE| =tgq,
cos 3 cos 3

NACF :tg(a+B)

__|AF| _|DE| |BE|+|DB| _tga+tgf

|FC| |FCl 1

—|CE|  1—tgatgp’

Dodejme, ze v pifpadé a = § € (0, §) odtud plyne vzorec

2tg «

tg2a =
& 1 —tg?
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2.5. GONIOMETRICKE VZORCE

F C E
j a+p \.\
B
\ B
(0%
5 a

A 1 D
tg atg B
F C’l E
j a+p k
tga B tg o
cos 3
\ B
1
cos 3
tg
«
; A

Obrazek 2.19

e Vzorce pro soucet sinii a pro soucet kosinti, kde 0 < 8 < a < 3:

a;ﬁcosagﬁ,cosa—}—cosﬂz?cosagﬁ ‘a;ﬁ.

sina + sin § = 2sin

Odvozeni: Zvolime si dva pravothlé trojuhelniky ABC a CDE se spoleénych vrcholem C' tak,
aby jejich prepony AC a CE mély délku jedna jednotka, odvésny AB a C'D byly navzéjem
rovnobézné a aby pro vnitini thly a = |ZDCE| a = |[ZBAC| platilo 0 < f < a < §
(viz obr. 2.20). Prodlouzenim strany AC' za bod C' obdrzime priiseéik F' se stranou DE. Ze
shodnosti stfidavych ahlt BAC a DCF plyne |[ZECF| = a— (3. Do stejného obrazku (viz obr.
2.21) dokreslime pravouhly trojuhelnik AGE. V rovnoramenném trojuhelniku ACE sestrojime
vysku na zakladnu AE a jeji patu ozna¢ime pismenem H. K odvozeni vzorci ndm zbyva uz
jen zjistit velikost thlu FAF, shodného s obéma vnitinimi thly pii zakladné AE trojuhelniku
ACE. Protoze jeho vngjsi thel pii vrcholu C' ma velikost oo — 3, je |ZEAF| = 6“2;’6 Nyni
vyjadiime a do obrazku zapiSeme potiebné délky pomoci goniometrickych funkei:
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E

1
oz—BF
CLa\ (+]p

Obrazek 2.20

B AB
AABC :sinff = @ = |BC| =sinf = |GD|, cos B = [AB| = |AB| = cos j3,
DE D
ACDE :sina = % = |DE| =sinaq, cosa = Q = |CD| = cosa = |BG|.
_ AH _ —
AAC’H:cosa2 p :‘71| = |AH| = cos =~ 5 b = |AE| = 2|AH| = 2cos 5 6.

Zaméfime se na pravouhly trojuhelnik AGE, jehoz odvésny AG a GE maji délky
|AG| = |AB| + |BG| = cos a + cos f3,

|GE| = |GD| + |DE| = sina + sin 8

a jehoz ostry vnitini thel u vrcholu A ma velikost az;ﬂ—l— B = O‘T% To nam spolu s d¥ive uréenou
délkou prepony AE umoziuje vyjadiit délky odvésen AG, GFE jinym zptisobem zapsanym na

obr. 2.22:
a+p  |GE| .. a+p a—p
3 —‘AE‘é\GE|—ZSm 5 €08 —5—,
A _
cosa;ﬁ:%#\AG|=2cosa;ﬁcosa2ﬁ.

Porovnanim obou vyjadien{ délek |AG| a |GE| dochazime k otekavanym vzorcim.
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E
cos QQ;B sin av
1
H/! a3 F
¢\ [<|p
cos "2;5 cos
a=8
2
sin 8 sin 8
1
B a a
A cos 3 B cosa (@G
Obrazek 2.21
2.6 Priklady
B Piiklad 2.6.1. Geometricky dokazte rovnost?
arct 1 + arct } S
&9 &3 1

Reseni: Do Evercové sits o délce strany jedna jednotka nakreslime trojthelnik ABC' (obr. 2.23).
Jelikoz jsou trojuhelniky ADC a CF B shodné, je trojuhelnik ABC rovnoramenny pravoihly, tedy
|<CAB| = 7. Dalsf postup diikazu mtzeme strucné zapsat takto:

1 1
e AADC :tga = 3 :>a:arctg§,

1 1
. AABE:tgﬁ:§:>5=arctg§,

1 1
° oz+6:arctg§+arctg§,

o a+ﬁ:\<[CAB\:%.

B Priklad 2.6.2. Geometricky dokazte rovnost
arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = .

Resent: Do ¢tvercové sité o délce strany jedna jednotka nakreslime trojihelnik ABC, ktery néasledné
rozdélime na t¥i trojuhelniky ADE, EDC a CDB (obr. 2.24). Vnitini thly trojahelnikii u vrcholu

2Autorem pifkladii a feseni 2.6.1 a 2.6.2 je podle [21] Edward M. Harris.
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FE
2sin 0‘%’3 cos “%ﬂ
A f G
2 cos L‘gﬁ cos O‘Q;ﬁ
Obrazek 2.22
C
Al A L E
1
1 F B

Obrazek 2.23

D oznag¢ime postupné «, 3, v, pficemz a+ 8+~ = . Z obrazku je ziejmé, ze |CB| = 3-|CD|. Dalsi
postup dikazu muZzeme strucéné zapsat takto:

e AADFE :tga=-=1= a=arctgl,

| DO =] =

=2 = [ = arctg?2,

AEDC :tgf = |

|ICD| =12 +22=+/5,|CB|=3-V5, |DB| =512 +12 =5 -2,
|CD|? + |CB|? =54 45 =50, |[DB|> = 25 -2 = 50 = ACDB je pravothly,
|CB| 3-|CD|
~|cD| ~ [CD|
a+ B+ = arctg 1 + arctg 2 + arctg 3.

= v = arctg 3,

ACDB : tg~y
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C
1D
E
@ D 1
A
1

Obrazek 2.24

B Priiklad 2.6.3. Bez uziti goniometrickych vzorcii odvod'te hodnoty goniometrickych funkei pro
uhly 15° a 75°.

Reseni: K odvozeni pouzijeme obrézek 2.10 z podkapitoly 2.4, ktery jesté doplnime o rovnoramenny
trojihelnik CBQ s rameny C'B a CQ o délce jedna jednotka, pfi¢emz rameno C'Q) leZi na polopfimce
opafné k CP (viz obr. 2.25). Vnitin{ thly trojihelniku CBQ jsou 15°, 15° a 150°. Délku vysky C'P
v rovnostranném trojihelniku ABC' jsme jiz vypocitali v podkapitole 2.4 — |CP| = @ Zbyva urcit
délku strany B@Q pomoci Pythagorovy véty:

N\ (V3 o
|BQ| = +/|PB|?>+ |PQ|*> = (5) + (74—1) =1/2+ V3.
Hodnoty goniometrickych funkei pro thly 15° a 75° uréime pomoci pravotuhlého trojihelniku PBQ:

PB4 V23

sin 15° = cos 75° =

S BQl orv3 o 2
PQl B i3

cos 15° = sin75° =

CBQl 213 2

o_ o _IPBl _ 5 _
tg 15° = cotg 75 —w— 5 =23,

%wé

o o |PQ| 2+2
tg 15° =tg75° = —— = =2 3.
cotg g IPB| +V3

D[

B Priklad 2.6.4. Jak je poznamenano v [8, str. 126, v pfipadé ostrych uhla lze souctové vzorce pro
sinus a kosinus odvodit tfemi postupy. Vzdy vychézime z dvojice pravouhlych trojahelnika, které se
navzajem stykaji podél jedné spolecné strany. Mozné zptisoby takového jejich spojeni vidime na obr.
2.26. Levou dvojici trojuhelniki jsme vyuZili pfi odvozovani v podkapitole 2.5 (obr. 2.17), pravou
dvojici jsme v podstaté uplatnili pii odvozovani Ptolemaiovy véty v ¢asti 1.1.2 (obr. 1.5 v piipads,
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B
P

NIE

Obrazek 2.25

kdy AC je primérem kruZnice) a k ziskani sou¢tovych vzorct bychom jesté potiebovali sinovou
vétu, o které pojednéame teprve v kapitole 3. Nyni pomoci prostiedni dvojice trojihelnika z obr.
2.26 znovu dokazte, Ze plati souttovy vzorec

sin(a + 8) = sinacos 3 + cos asin G,

jsou-li v8echny tii ahly «, 8, a + 3 ostré.
Reseni: Dva pravouhlé trojuhelniky ABC a ABD se spole¢nou odvésnou AB a jednim vnitinim
tdhlem «, resp. 8 zvolime podle obr. 2.27.
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AN L

o ANACE:

o AABC':

e AABC':

o AABD:

o ACDFE

Obrazek 2.26

Obrazek 2.27

E
sin(a+ ) = g = |CE| =sin(a + f),
sinf8 = |Al—B| = |AB| =sin g,

B
cos 8 = @ = |BC| = cos 3,

sina  |AB| sinf sin 3 cos a

tga = = = = |BD| =
8= osa |BD| |BD| |1BD] sina
. CE 51 + . . .
isina = \‘CD|| = Cosb;nj_asmfc)om = sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3.
sin o

B Priklad 2.6.5. Pomoci dvou pravouhlych trojahelnikii se spoletnou odvésnou (obr. 2.26 u-
prostied) znovu dokaZte, Ze plati souctovy vzorec

cos(a + ) = cosacos B — sinasin 3,

jsou-li v8echny tii uhly o, 8, a + § ostré.
Regeni: Opé&t zvolime pravouhlé trojihelniky ABC a ABD se spoletnou odvésnou AB, které
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Obrazek 2.28

tentokrat maji po vnitinim ahlu «, resp. o + § (obr. 2.28).

o AABC :

e AABC':

o ANACE:

o ANACE:

e AABD

o ACDE:

B
sin(a+ 8) = 1BC] C| = |BC| = sin(a + f),
AB
cos(a+ ) = |1—| = |AB| = cos(a + ),
E
sinff = | | = |AE| =sin 3,
cos B = ‘C—lE| = |CE| = cos f3,
) |AB|  cos(a+ B) cos(a + 3)
i 8 = = AD
Vo] ap . API= 5
too — sina _ |CE| cos 3
& "~ cosa  |DE| sin § 4 cs@th)

s«
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Kapitola 3

Goniometrie obecného trojuhelniku

3.1 Véty o pramétech

Goniometrické hodnoty (ostrych) ahli jsme zavedli v predchozi kapitole jako poméry stran
pravouhlych trojihelnika. Abychom je uplatnili pii vypoctech v obecnych trojihelnicich, pouzijeme
obrat, ktery byl znam jiz starovékym matematikim: zkoumany trojihelnik rozdélime vyskou na dva
pravouhlé trojuhelniky. V pfipadé ostrouhlého trojuhelniku tak mame dokonce tii moznosti (obr.
3.1). Co je vem tiem rozdélenim na dva pravoihlé trojihelniky spole¢né?

A A A

Obrazek 3.1
Pro prepony a odvésny kazdého paru vytvorenych trojihelniki plati:
1. prepony jsou dvé strany puvodniho trojtuhelniku,
2. spole¢na odvésna je vyska na tieti stranu,
3. soucet zbylych odvésen je roven tieti strané.

V této kapitole ukazeme, Ze z téchto tii vlastnosti 1ze odvodit vSechna pravidla pro vypocty v obec-
nych trojthelnicich. K tomu nejprve v uvazovanych dvojicich pravoihlych trojihelnika vyjadiime
pomoci piepon a vnitinich whli jejich odvésny (podle obr. 3.2)! a pak vlastnosti uvedené v bodech
2 a 3 vyjadiime vztahy v levém, resp. pravém sloupci:

e v, =c-sinf=b-sin~, e a=0b-cosy+c-cosf,
e Uy, =c-sina=a-sinvy, e b=a-cosy+c-cosa,
e v.=b-sina=a-sinpf, e c=a-cosf+b-cosa.

!Nepotiebujeme k tomu pochopiteln& vysledek, jehoz prvni historicky znamy dikaz podal L. Euler a ktery je
z obr. 3.2 patrny, ze totiz vysky trojihelniku prochéazeji jednim bodem. Zminime se o ném v zavéru podkapitoly 3.6.
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Tyto rovnosti vlastné vyjadiuji vztahy pro kolmé praméty libovolnych dvou stran trojahelniku do

A

Ve

Obrazek 3.2

sméru tfeti strany a do sméru k nému kolmého. Proto se jim ¢asto ¥ika véty o primétech. Jejich
zékladni disledky (znamé pod nazvy sinova a kosinova véta) posoudime v podkapitolach 3.3 a 3.4.
Predtim jesté vytesime dilezitou otazku, jak zaridit, abychom véty o primétech mohli pouzivat ve
stejné podobé nejen pro ostrouhlé, ale i tupotuhlé trojihelniky, aniz bychom museli prechazet od
tupych vnitfnich dhlt k ostrym vnéjsim ahltm.

3.2 Goniometrické hodnoty tupych tuhlia

Véty o priumétech — zaklad celé trigonometrie — byly v podkapitole 3.1 odvozeny a maji prozatim
smysl pro trojuihelniky, které jsou ostrotuhlé. Dosud jsme totiZz nedefinovali hodnoty sina a cos a
v pfipadé, kdy 90° < a < 180°. Hodnoty sinu a kosinu tupého thlu nyni zavedeme pravé tak, aby
véty o pramétech platily pro strany a uhly libovolného trojuhelniku.?

Dvé ze t¥ vysek tupoihlého trojahelniku ABC s vnitinim ahlem « € (90°,180°) lezi vné troja-
helniku, totiz vysky vy a v.. ZaméFime se pouze na jednu z nich, nap¥. vysku v..2 Jeji patu vysky
ve oznafime P a vedlejsi thel k thlu a oznac¢ime o/ (obr. 3.3). Jeho velikost je o/ = 180° — o < 90°.
Vysku v, nyni vyjadiime pomoci sini thla v pravothlych trojuhelnicich PBC a PAC:

ve=a-sinB=0b sincd.
V podkapitole 3.1 jsme v ostrothlém trojuhelniku ABC odvodili dvoji vyjadieni vysky v. ve tvaru
ve=a-sinf=>b-sina.

Aby véty o pramétech libovolnych dvou stran do sméru kolmého k treti strand byly vyjadieny
stejnym vzorcem pro strany a thly libovolného trojihelniku, budeme pozadovat, aby pro hodnotu
sinu tupého uhlu « platilo

sina = sina’.

2Pomoci limitnich @vah v kap. 2 zavedené hodnoty sin90° = 1 a cos90° = 0 zaru¢uji platnost vét o pramétech
i pro pravouhlé trojuhelniky — jsou to trivialni rovnosti.
3Ke stejnému zavéru bychom dogli i pfi tivaze o druhé ,,vn&jsi“ vysce vp.
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Ve

™
P

Obrazek 3.3

Vratime se k pravoihlym trojuhelnikim PBC a PAC z obr. 3.3 a tentokrat pomoci kosini jejich
whli vyjadiime stranu c:

c¢c=|AB| = |BP|—|AP|=a-cos3—b-cosc.
V podkapitole 3.1 jsme v ostrothlém trojihelniku ABC' odvodili vyjadieni strany ¢ ve tvaru
c=a-cosf+b-cosa.
Porovnani obou rovnosti vede k pozadavku, aby pro hodnotu kosinu tupého thlu « platilo
cosa = —cosa’.
Oba odvozené pozadavky splnime, kdyz pro kazdé a € (90°,180°) definujeme:

sin o = sin(180° — «), (3.1)

cos @ = — cos(180° — ). (3.2

Vzorce 3.1 a 3.2 pak ziejmé plati i pro a € (0°,90°).
Timto postupem, totiz na zékladé vzorci, které jesté jednou zapiSeme pro thly v obloukové mite

sinz =sin(r —x) a cosx = —cos(m — x),

jsme defini¢ni obory funkef sinx a cosz rozsifili z intervalu (0, 5) na interval (0, 7). Grafy téchto

2
funkei jsou zobrazeny na obr. 3.4.
Bez dikazu, ktery je trividlni, uvedeme, Ze vzorec zvany goniometricka jednicka

la=1

sin? @ + cos
(viz podkapitola 2.2) zustava v platnosti pro kazdé a € (0°,180°). Nasledujici dva vzorce

sin(a + 90°) = cos a, (3.3)
cos(a+ 90°) = —sina (3.4)

pro sinus a kosinus souctu ostrého dhlu s thlem pravym pro libovolné a € (0°,90°) jiz dikazy
opatiime.
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y =sinx Y =COST

14+ 14

Obrézek 3.4: Grafy funkef sinus a kosinus na intervalu (0, )

Drikaz vzorci 3.3 a 3.4:

Jelikoz je thel a4+ 90° tupy, pouZijeme vzorce 3.1 a 3.2 z definice sinu a kosinu tupého thlu:
sin(a 4+ 90°) = sin[180° — (a + 90°)] = sin(90° — o) = cos a,
cos(a +90°) = — cos[180° — (a4 90°)] = — cos(90° — ) = —sina,

kde jsme nakonec vyuzili vztah goniometrické funkce se svou kofunkci z ¢asti 2.1.2.

3.3 Sinova véta a obsah trojahelniku

V trigonometrické praxi je sinovd véta jedno z nejuzivanéjsich tvrzeni o rovinnych trojihelnicich.
Jeji obvykly tvar odvodime z véty o vyskach trojihelniku jako primétech stran, kterou muizeme
podle podkapitoly 3.1 zapsat pro ostrothly trojuhelnik ABC' jako

Vg =c-sinff =b-sinv,
vp =cC-sina = a-sinvy,
ve=>b-sina =a-sinfg,
a ktera diky procedure z podkapitoly 3.2 nyni plati pro obecny trojuhelnik ABC (bez ohledu

na to, zda je ostrouhly, pravouhly & tupouhly). PrepiSeme-li rovnosti sou¢inii na rovnosti podili,
dostaneme:

Véta 3.3.1 (Sinova véta). V libovolném trojiuhelniku ABC' plati:

a b c

neboli a:b:c=sina:sinf :siny. | (3.5)

sinaw  sinf8  sinvy

Sinovou vétu pouzivame k standardnim vypoctim zejména v nésledujicich pripadech:

e Mame dény dva thly trojihelniku a délku jedné jeho strany a chceme dopocitat velikosti
zbyvajicich stran.
e Zname délky dvou stran trojuhelniku a velikost jednoho thlu, ktery tyto strany nesviraji, a

chceme zjistit zbyvajici ahly.

Pokud je ve druhém piipadé zadan thel oproti mensi z obou danych stran, vede tloha ke dvéma
moznym vysledkim — viz konstrukei na obr. 3.5. Vzhledem ke vzorci sin(m — z) = sinz nenf totiz
¢islo = z intervalu (0,7) hodnotou sinz uréeno jednoznaéné (pro dhly z obr. plati sin 81 = sin s,
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Obrézek 3.5: Dano a, b, a, sestrojte AABC.

nebot /31 + [32 = 1800)

Kromé obvyklého tvaru (3.5) sinové véty odvodime jesté tzv. rozsifenou sinovou vétu zaloZenou
na vlastnostech hla v kruznici. Podle véty o obvodovém thlu je totiz pomér a : sin a konstantni pro
vSechny trojuhelniky ABC' s proménnym vrcholem A, spoleénou stranou BC' a spole¢nou opsanou
kruznici (viz obr. 3.6 vlevo pro thel a@ < 90°). V poloze A = Az, kdy BAj je primérem dané
kruznice, je podle Thaletovy véty uhel A3C B pravy, takze

a

a
m, odtud m = ‘BAg‘ = 27’7

sina =

kde r je polomér kruznice. Stejuy vzorec plati i v p¥ipadé tupého thlu « (viz obr. 3.6 vpravo), kdy
ostry thel u vrcholu Az méa velikost o = 180° — «, nebot sina’ = sin . Dostavame tak slibenou

Ay
« A3
o
S
Aq
a
B a C

Obrazek 3.6

roz§ifenou sinovou vétu: V libovolném trojihelniku ABC vepsaném do kruzZnice o poloméru r plati

b
R A — S (3.6)
sina  sinf  sinvy
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V této podkapitole se jesté zminime o vzorcich pro obsah trojihelniku, ve kterych vystupuje
funkee sinus a které odvodime ze zakladnich vzorcii pro obsah trojthelniku ABC

1 1
S:§~a‘va:§-b-vb:§~c~vc.
1.
1 1 1
S:§~a-b~sin'y=§-a-c~sinﬁ:§-b-c~sina
Odvozeni:
S = %~a~va = % -a - b-siny, podobné ostatni dva vzorce.
2.
a-b-c
S =
4r
Odvozeni:
. a a-b-c
S:%'C"UC:%'C'b'SlIla:%'C'b'Z: 1
3.
S =2r?.sina-sin B - siny
Odvozeni:
S %~c-vc: %-2r~sin’y-vc: %-2r~sin’y~b-sina:%-2r-sin’y~2r~sin6~sina:

=2r? .sina - sin B - siny.

Prosluly Heroniv vzorec pro obsah trojihelniku odvodime v piikladu 3.7.4 pomoci kosinové véty.

3.4 Kosinova véta, zavislost tii kosini

Sinova véta nam nepomiize vyftesit trojihelnik, kdyz mame dany dvé jeho strany a thel, ktery
sviraji, nebo kdyz zndme délky vSech tif stran trojuhelniku. Novy prostfedek, kterym zbyvajici dva
piipady vyfesime, se jmenuje kosinovd véta a vénujeme mu celou tuto podkapitolu.

Kosinovou vétu odvodime z véty o primétech

a="b-cosy+c-cospf,

b=a-cosy+c-cosa,

c=a-cosf+b-cosa,
uvedené v podkapitole 3.1 a platné, znovu pfipominame, pro obecny trojihelnik ABC. Nejdiive
jednotlivé rovnosti vynasobime po fadé délkami stran a, b, ¢

a2:a~b~cos7+a~c~cosﬁ,

W=b-a-cosy+b-c-cosa,

A =c-a-cosB+c-b-cosa
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3.4. KOSINOVA VETA, ZAVISLOST TRI KOSINU

Obrazek 3.7: Ditkaz a? + b? — 2abcosy = ¢? pies obsahy

a nové rovnosti mezi sebou secteme a ode¢teme, jak je vidét nize:

(3.7) + (3.8) — (3.9) : A+ —c*=2-a-b-cosn,
(3.8) +(3.9) — (3.7) : P+ —a?=2-b-c- cosa,
(3.9) 4+ (3.7) — (3.8) : F4+a?—v’=2-a c-cosf.

Dodejme, Ze ze ziskanych rovnosti, které ihned piepiSeme do obvyklych tvart kosinové véty,
naopak plynou séitanim a od¢itanim rovnosti (3.7) — (3.9), a tedy i vychozi t¥i rovnosti. Proto je véta
o prumétu dvou stran trojihelniku do sméru tieti strany algebraicky ekvivalentni s kosinovou vétou,
k jejimuz diikazu jsme (narozdil od obvyklého u¢ebnicového postupu) nepotiebovali Pythagorovu
vétu.

Véta 3.4.1 (Kosinova véta). V libovolném trojihelniku ABC' plati rovnosti:

=0 +32—-2-b-c-cosa,
P =a?+c?—2-a-c-cosp, (3.10)

A=a®>+bv>—2-a-b-cosn.
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KAPITOLA 3. GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

—abcosy

be cos

be cos a

Obrazek 3.8: Ditkaz a? + b + (—2abcosy) = ¢? pies obsahy

Vztah &tverci a?,b?, c¢? dany kosinovou vétou lze rovnéz odvodit nézorng (viz obr. 3.7 pro ost-
rotihly trojuhelnik, obr. 3.8 pro tupouhly trojuhelnik a obr. 3.9 pro pravothly trojthelnik). V jed-
notlivych obréazcich obdélniky téze barvy sice nejsou shodné, maji v§ak shodné obsahy uvedenych
hodnot.*

Praktické vypocty zalozené na kosinové vété umoziuji jak piimé urceni délek z levych stran
vzorci (3.10), tak jednozna¢né urdeni thla, jejichZz kosiny vystupuji na pravych stranach. Druhy
fakt je dan tim, Ze funkce kosinus je na intervalu (0, 7), ve kterém lezi uhly kazdého trojahelniku,
prostd, tedy hodnotou cos je ¢islo x z intervalu (0, 7) urfeno jednozna¢né.

Jesté poznamenejme, Ze v pripadé, kdy zname délky vSech stran trojihelniku, miaZzeme ze vzorcu
(3.10) snadno ur¢it znaménka hodnot cos a, cos 8 a cosy a podle nich rozhodnout, zda jde o troj-
thelnik ostrotihly (v8echny t¥i hodnoty jsou kladné), tupotihly (mezi hodnotami je jedna zaporna)
nebo pravothly (jedna hodnota je nulova). Tak napiiklad podle prvntho ze vzorci (3.10) plati:

o a < 90° jeli b2 + 2 > a2,
o a=90° je-li b? 4 ¢ = a?,
o a>90° jeli b +c? < a?.

V druhé &asti této podkapitoly odvodime, jaka zavislost plati mezi kosiny vnitinich dhla li-
bovolného trojuhelniku. Vratime se k rovnostem z véty o praumétech, které tentokrat zapiSeme ve

4Ctverce nad stranami trojuhelniku jsou na obrézcich rozdéleny na dvojice obdélnikii zpiisobem, ktery odpovida
rovnostem (3.7) — (3.9) z naseho dikazu kosinové véty. Tato ,vizualizace* kosinové véty je prevzata z knihy [20].
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3.4. KOSINOVA VETA, ZAVISLOST TRI KOSINU

accos 3

accos 3

Obrazek 3.9: Dikaz a® + b% = ¢? pfes obsahy

tvaru
a — cos7y-b—cosf-c =0,
—cosvy-a + b—cosa-c=0,
—cos 3-a — cos a-b + c=0.

Protoze trojice (a,b,c) je netrividlnim FeSenim takové homogenni soustavy t¥i linearnich rovnic,
musi byt determinant této soustavy roven nule:

1 —cosy —cosf
— Cos 7y 1 —cosa| =0.
—cosfB —cosa 1

Vyjadienim determinantu napf. pomoci Sarrusova pravidla dostaneme nasledujici vysledek.®

Véta 3.4.2. Pro kosiny vnitinich ihli libovolného trojihelniku ABC' plati

cos® a + cos? B + cos? v + 2 cos acos B cosy = 1"

50dvozeni jsme prevzali z udebnice [22].
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V&imnéme si, Ze podle dokidzané véty je trojuhelnik ABC
e ostrotihly, je-li cos? a + cos? B 4 cos?y < 1,
e pravouhly, je-li cos? a4 cos? B + cos?y =1,
e tupotihly, je-li cos? o 4 cos? 3 + cos? v > 1.

O tom, ktery ze tii pfipada nastane, rozhoduje totiz znaménko soucinu 2 cos a cos 3 cosy z dokaza-
ného vzorce. Mnohé jiné trigonometrické nerovnosti posoudime v podkapitole 5.2.

3.5 Tangentova véta, Mollweidovy vzorce

Nejen funkce sinus a kosinus, ale také funkce tangens dava nazev jednomu tvrzeni o rovinnych
trojthelnicich.

Véta 3.5.1 (Tangentova véta). Pro kazdy trojuhelnik ABC' s vnitinimi ihly o, B, v a protilehlymi
stranami délek a, b, ¢ plati

a—b_ 8% b-c ¥ a—c_ g%

aeritg‘LZrﬁ7 b+citgﬁ%’ a+citgo‘T+7.

(3.11)

Nez pfistoupime k ditkazu, poznamenejme, Ze v minulosti méla tangentova véta velky numericky
vyznam, nebot v piipadé (3.11) jde o rovnosti, které se snadno logaritmuji (narozdil od rovnosti

vypoditat z danych délek a, b a thlu v trojihelniku ABC' zbylou stranu ¢. Dnes bychom spise sahnuli

po kosinové vété, avsak v dané situaci ze zndmych hodnot a — b,a + b a a—gﬂ = 90° — % muzeme
z prvniho ze vzorci (3.11) urdit #, poté vypoditat o = # + D‘T_ﬂ,ﬁ = O‘Qiﬁ - O‘—;ﬁ a stranu c

nakonec dopocitat ze sinové véty.

Posoudime nyni prvni ze vzorct (3.11), v dalsich dvou jde jen o cyklickou zaménu. Podle naseho
dosavadniho vykladu mé tento vzorec smysl, jen kdyZ oba thly aQ;ﬁ, # lezi v intervalu (0°,90°).
Pro druhy thel, ktery je roven 90° — %, to plati automaticky; pro prvni thel dostdviame podminku
a > P neboli a > b. V pfipadé a < b bychom proto méli psat upraveny vzorec

bfaitgﬂ_TO‘
a+b  tgotd’

Chceme-li v8ak, aby vzorce (3.11) mély univerzalni platnost, sta¢i dodefinovat hodnoty tangens pro
ahly z intervalu (—90°,0°) tak, aby pro kazdé x platilo

tg(—x) = —tgx.

Tangentovou vétu nebudeme dokazovat piimo. Ukazeme nejprve, Ze plyne z tzv. Mollweidovijch
vzored (vypiSeme a nize dokdZeme jen jednu ze t¥{ analogickych dvojic)

) )

(afb)~cosg:c-sin

(a-i—b)-sin%:c-cos
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Kdyz totiZ tyto rovnosti mezi sebou vydélime a pouzijeme implikaci

a+p
2

a+p
5 =

Y o b

—=90"=t tg —,
+ 5 g cotg 2
dostaneme rovnou prvni ze vzorct (3.11). Nezbyva nez odvodit oba vypsané Mollweidovy vzorce.
Algebraicky je mozné je ziskat ze sinové véty

a:b:c=sina:sinf :siny

za pomoci vzorci pro sin« — sin g, sina + sin 3, které vSak posoudime az v kap. 4. Misto toho
nyni dokdzeme Mollweidovy vzorce nazorné pomoci dvou uzite¢nych obrazki, kterymi napf. pfi
konstrukénich tlohach znézornujeme soucet, resp. rozdil dvou stran trojihelniku. Budeme pritom
predpokladat, Ze plati a > b, a tedy i o > 3.5

Na obrazku 3.10 vidime takovy trojihelnik ABC| jehoz strana AC' je otocena kolem bodu C' do
sméru prodlouzené strany BC' za vrchol C. Vznikl tak rovnoramenny trojthelnik AC'D s vnitfnim
thlem ACD proti zakladné AD o velikosti 180° — v. Odtud plyne |[ZADC| = |ZCAD| = 3. Nyni

Obrazek 3.10

se zaméfime na trojuhelnik ABD, ve kterém plati |[BD| = a + b,

180° — o — -
|4BAD|:04+%:0¢++B:900+0‘T6

a napiSeme pro ngj sinovou vétu. Nasledné uzijeme vzorec (3.3) a provedeme drobnou tpravu:

b sin(90° + 22 cos &8 _
ato_ ( — 2 ): - 3 ,odkud(a—o—b)-sinl:ucosa
c sin g sin o 2

Mollweidtiv vzorec pro soucet stran je tak dokazan.

Trojuhelnik ABC' s vnitfnimi thly a >  uvazime i pfi odvozeni druhého Mollweidova vzorce.
Tentokrat vSak oto¢ime kratsi stranu AC kolem bodu C' do sméru polopfimky C'B (obr. 3.11).
Dostaneme tak rovnoramenny trojihelnik AC'D s vnitinimi uhly u zédkladny AD o velikosti

180° —
|ZADC| = |/CAD| = % =90° — 1.

2

SMollweidovy vzorce plati pro viechny trojihelniky ve stejné podobé, kdyz hodnoty sinu a kosinu dodefinujeme
pro thly z intervalu (—90°,0°) tak, aby platilo sin(—z) = —sinz a cos(—xz) = cosz, coz je v souladu s dFfvejsi
dohodou tg(—z) = —tgz podle vzorce tgz = =22

cosx
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Obrazek 3.11

Sinové véta pro trojihelnik ABD se stranou BD délky a — b a velikostmi vnitinich thli

|ZADB| = 180° — (90° — g) —90° + 1

\/BAD|=a—(90° = y=q_2FtF =5 :

2 2 2

mé nasledujici tvar, ktery snadno upravime pomoci vzorce (3.3):

a—p . a—f

_b sin &8 sin &8 _
¢ = - o =M , odkud (a —b) - cos A
c sin (90° + ) cos 3 2 2

Tim je Mollweidiv vzorec pro rozdil stran dokazan.

Obrazek 3.12

Dodejme, zZe stejné tspédné jsme mohli otocit delsi stranu BC kolem bodu C' do sméru kratsi strany
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AC prodlouzené za vrchol A (viz obr. 3.12). Ziskali bychom tim rovnoramenny trojuhelnik BC'D
s vnitinimi thly u zakladny BD o velikosti

o
—90°— L.
2

\zcBD| = |/BDC| = B0 =7

I nyni vede pouZiti sinové véty pro trojihelnik ABD s délkou strany |AD| = a — b a velikosti
vnitfniho thlu

o Y o+ 5 o — /8
ZABD| = ———f= - 8=
2ABD| =90 -]~ p=2FF 5=
rychle k vysledku:
a—b sin —a;B sin —a;B v a—p
= = dkud (@ —b) - cos = = ¢ - si
. sin (90° — J) cos] odkud (a — b) - cos g =c¢sin—

3.6 Odvozeni souctovych vzorct

Jak uvidime v kapitole 4, prakticky vSechny dalsi goniometrické vzorce se daji odvodit ze souc-
tovych vzorct

sin(a + ) = sinacos 3 + cos asin S, (3.12)
cos(a + ) = cosacos f — sinasin 3, ’

které mély i zasadni vyznam pii sestavovani tabulek goniometrickych funkci. Nyni, v zavérecné
teoretické podkapitole kapitoly o trojuhelnicich, podame dva dikazy souctovych vzorca (3.12) pro
pfipad, kdy vSechny tii uhly «, 8, + 3 lezi v intervalu (0°,180°). Toho vyuZijeme ve 4. kapitole,
kdy na uvedeny piipad prevedeme dilkaz souctovych vzorcu pro funkce sinus a kosinus definované
v oboru R.

Pred dvéma slibenymi dikazy si poviimnéme, Ze podminky «,3,a + 8 € (0°,180°) zarucuji
existenci trojuhelniku s vnitfnimi ahly a, 8, v = 180° — (a+ 3). Protoze siny = sin(a+ 3), cosy =
= —cos(a + B), sta¢i k diukazim (3.12) ovéfit, Ze pro vnitini ahly libovolného trojuhelniku ABC
plati vzorce

siny = s%nac?sﬁ + cos asin 3, (3.13)
cosy = sinasin 3 — cos a cos 3.

Pristoupime nyni k prvnimu, algebraickému diikazu vzorci (3.13), pii kterém vyuZijeme vzorce
z vét o prumétech stran trojihelniku a goniometrickou jednic¢ku. Vyhodou tohoto prvniho dikazu
bude jeho ,,univerzéalnost*, protoze nebude nutné rozliSovat, zda zkoumany trojuhelnik s vnitinimi
ahly «, 8,7 je ostrouhly, pravouhly ¢i tupothly.

K odvozeni prvntho ze vzorcti (3.13) pouZijeme pouze tii vztahy ¢ = a-cos B+b-cos @, a-siny =
=c-sina, b-siny = c¢-sin g:

e c=a-cosf+b-cosq,

e ¢c-siny=(a-cosf+b-cosa)-sin-,

e c-siny=(a-sinvy)-cosf+ (b-sinvy) - cosa,
e ¢c-siny=c-sina-cosf+c-sinf - cosa,

e siny =sina - cosf + sinf - cosa.
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Druhy ze vzorcu (3.13) odvodime tak, Ze kromé t¥{ vztahti b = a - cosy+ ¢ - cosq, a -sinf =
=b-sina, c=a-cosf +b-cosa vyuzijeme téZz goniometrickou jednicku:

e g-cosy=b-1—c-cosa,

e a-cosy="b-(sina+cos’a) —c-cosa,

e q-cosy="b-sina-sina+b-cosa-cosa—c-cosaq,
e a-cosy=(b-sina)-sina—cosa-(c—b-cosa),

e a-cosy=a-sinf-sina—cosa-a-cosp,

e cosy=sinf - sina — cosa - cosf.

Pii druhém geometrickém diikazu vzorcii (3.13) se presvédéime, Ze souttové vzorce v podobé
(3.13) se daji ,precist* z délek useki stran a vySek zkoumaného trojuhelniku. Takovy postup je
pravotuhlé a tupothlé trojuhelniky. Z rozsahovych divodi se omezime pouze na piipad, kdy oba
ahly «, 8 jsou ostré, pro dikaz druhého vzorce (3.13) nakreslime pouze jeden obrazek, v némz i thel
~ bude ostry.

cos asin K sin a cos 3
A siny P B

Obrazek 3.13

Podle sinové véty muzeme vybrat jednotku délky tak, Zze trojuhelnik ABC' s vnitfnimi thly
a, 8,7 bude mit strany délek a = sina,b = sin3,¢ = siny (viz obr. 3.13),” a odvodime nejprve
vzorec sin-y = sina cos 8 + cos asin g:

o NACP :cosa = |AP‘ = |AP| = cosasinp,
sin 3
BP

e ABCP:cosf3 = u = |BP|=sinacosp,
sin a

e |AB| =siny = |AP|+ |BP| = cosasin § + sin a cos (.

Trojthelnik ABC' s délkami stran a = sina,b = sin8,¢ = sin+y (obr. 3.14) pouZijeme i pro
odvozeni druhého vzorce cosy = sinasin 8 — cos acos 3. Uvazime k tomu jesté prisecik V vysek

"Podle rozsifené sinové véty se tehdy jedné o trojuhelnik vepsany do kruznice o priméru 1.
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CP a AQ:

AACP :sina = |CP| |CP| =sinasin g3,
sin 3
AP

AACP : cosa = | | = |AP| = cosasing,
sin 3

ABCP : |ZBCP| =90° — f = ACVQ : |ZCVQ| = 90° — (90° — §) = 8,
|LCVQ| =B = |LAVP| = B,

cos asin

AAPV :sinff = AV |AV| = cos a,
ANAPV :cosf = @ |PV| = cos accos 3,
cos «
ANACQ : cosy = @ = |CQ|=sinBcosy,
sin 8
ACQV :sinff = SIIE,# = |CV]|=cos",
|CV|=|CP|—|PV|] = cosy=sinasinf — cosacosf.

Posledni ditkaz mé jesté jeden zajimavy dusledek, tvrzeni o existenci pruseciku vysek trojihelniku.

sin acsin 3

Obrazek 3.14

Zjistili jsme totiz, ze dvé vysky trojuhelniku, totiz AQ a C'P, se protinaji v takovém bodé V, ze
|AV| = cosa a |CV| = cos~y. Kdybychom misto vysky C'P vybrali vysku BR z vrcholu B a cely
postup zopakovali, usoudili bychom, Ze stejny bod V vysky AQ lez{ i na vysce BR (a to tak, ze
plati |BV| = cos f8).

Na zavér této podkapitoly dodejme, Ze oba podané trigonometrické ditkazy (algebraicky i geo-
metricky) soudtovych vzorei (3.12) lze snadno upravit i na dikazy rozdilovych vzorcii

sin(aw — 8) = sinacos 3 — cos asin S, (3.14)
cos(aw — ) = cosacos f + sinasin 3, ’
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a to znovu pochopitelné pro piipad, kdy v8echny t¥i thly «, 8, a— 3 lezi v intervalu (0°,180°). Tehdy
totiz miiZeme zopakovat oba postupy pro trojihelnik s trojici vnitinich thli o/ = 180° — o, 8/ = 8
ay =a—f (ziejmé o + ' + ' = 180°). Dostaneme tak opét vzorce (3.13), tentokrat v podobé

sin(a — B) = sin(180° — &) cos B + cos(180° — ) sin 3,
cos(a — ) = sin(180° — &) sin B — cos(180° — ) cos 3,

ze kterych jiz okamzité plynou kyZené vzorce (3.14) diky rovnostem cos(180° — ) = —cosa a
sin(180° — a) = sina.

3.7 Piiklady

B Priiklad 3.7.1. Pomoci sinové véty dokazte dvé tvrzeni:
e v libovolném trojihelniku ABC' plati

sina+sinf +siny <1 = min{a+ 8,8 +~v,7 + a} < 30°,

e je-li V prisecik vysek trojuhelniku ABC, ktery neni pravouhly, maji kruZznice opsané troj-
thelnikim ABV, BCV a ACV stejny polomér jako kruznice opsana trojuhelniku ABC.

Resent:
Dikaz prvniho tvrzeni:

Bez tjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze o > 5 > ~, a nasledné dokézeme, Ze plati 8 +
+7 < 30°. Z trojahelnikové nerovnosti b+ ¢ > a (soucet délek dvou stran trojahelniku je vzdy vétsi
nez délka strany tieti)® a ze sinové véty plyne sin 8 + siny > sin @. Odtud a ze zadani dostavame

1>sina+sinf +siny > sina + sina = 2sin a.

Z nerovnosti 2sina < 1 vyplyva sina < 3, tedy o € (0°:30°) nebo a € (150°;180°). Ovsem
z predpokladu, Zze o > 8 > ~, plyne a > L’g'w = 60°, tudiz a > 150°. Soucet zbyvajicich dvou
ahla 8+« (rovny 180° — a) tedy musi byt mensi nez 30°.
Dikaz druhého tvrzeni:
Podle rozsifené sinové véty maji kruznice opsané trojuhelnikim ABC a ABV poloméry
|AB| |AB|

rABC = 2siny & rapy = 2sin |[ZAVB|’

Protoze plati bud |ZAV B| = 180° — v (jsou-li oba tdhly «, 3 ostré jako na obr. 3.15 vlevo), nebo
|ZAV B| = v (je-li jeden z ahli «, 8 tupy jako na obr. 3.15 vpravo), je v kazdém piipadé splnéna
rovnost sin|ZAV B| = sin+, a tedy i rovnost rapc = rapy. Pro poloméry rpey a racy je dikaz
analogicky.

W Priiklad 3.7.2. Uzitim sinové véty dokazte tzv. Cevovu vétu®: Jsou-li uvniti stran BC,C A, AB
trojihelniku ABC' zvoleny po fadé body D, E, F (obr. 3.16), pak nasledujici tfi podminky jsou
ekvivalentni:

(1) usecky AD, BE,CF prochazeji jednim bodem,

8Trojthelnikova nerovnost b+ ¢ > a formalné plyne z rovnosti a = b - cosy + ¢ - cos 8 z véty o primétech, nebot
cosy<lacosf <1
9Giovanni Ceva (1647 — 1734), italsky matematik.
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<

A B S
Obrazek 3.15: Obvodové thly v kruznici nad pramérem C'V

sin|ZABE| sin|/BCF| sin|ZCAD| _
sin|/CBE| sin|/ACF| sin|/BAD|
|AF| |BD| |CE|

|BF| |CD| |AE|

(2)

3)

Obrazek 3.16

Reseni: Dikaz se bude skladat ze tif asti. Postupné ukézeme, 7e (1) = (2),(2) = (3) a nésledné
3) = (1).

Predpokladejme, ze plati (1) a prisecik use¢ek AD, BE, C'F ozna¢me P. Diky sinové vété v troj-

thelniku ABP obdrzime rovnost

sin|ZABE| sin|ZABP| |AP]|
sin|/BAD| ~ sin|/BAP| |BP|

Obdobné ziskdme rovnosti

sin|ZBCF| |BP)| sin|ZCAD| |CP|
ES a =
sin|ZCBE| |CP| sin|ZACF| |AP|
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pouzitim sinové véty v trojuhelnicich BCP a ACP. KdyZ vSechny t¥i rovnosti spolu vynésobime,
dostaneme (2).

Predpokladejme, Ze plati (2). Sinovu vétu nyni pouZzijeme po Fadé na trojuhelniky ABD a ACD:
|AB| sin|ZADB| |CD|  sin|£ZCAD|
|BD| ~ sin|[ZBAD| % |AC| ~ sin|ZADC|
Jelikoz |ZADB| + |£ZADC| = 180°, plati sin |ZADB| = sin |[ZADC/|. Toho vyuZijeme pii kraceni,
kdyz vyse uvedené rovnosti spolu vynasobime. Ziskdme tak
|CD| |AB| _ sin|[ZCAD|
|BD| |AC| sin|£BAD|

Analogicky odvodime i rovnosti
|AE| |BC| sin|ZABE| |[BF| |AC| sin|£BCF)|
. = a . = .
|CE| |AB| sin|ZCBE)| |AF| |BC| sin|ZACF)|

Podminku (3) obdrzime po vynéasobeni vSech tfech odvozenych rovnosti diky pfedpokladu (2).

Predpokladejme, Ze plati (3) a ze tsecky BE a CF se protinaji v bodé P. Necht polopfimka
AP protne tsecku BC v bodé D' (obr. 3.17). Sta¢i dokazat, ze D = D'. Usetky AD', BE a CF

A

Obrazek 3.17

prochézeji jednim bodem P. Podle jiz dokdzanych implikaci (1) = (2) = (3), uplatnénych k trojici
bodit E, F, D', musi tedy platit
|AF| |BD'| |CE| _

=1.
|BF| |CD'| |AE|
Porovnanim s predpokladem (3) nam vyplyva, ze I‘g;gjl‘ = %. Jelikoz body D a D' leZi na tisetce

BC, jsou diky posledni rovnosti identické. Podminka (1) je timto dokazéana.
B Piiklad 3.7.3. Pomoci kosinové véty odvodte:
o rovnost 2(a? + b?) = % + f? pro délky stran a thlopiicek libovolného rovnobéziniku ABCD,

e vzorec t, = %\/ 2a2 + 2b% — 2 pro délku téZnice libovolného trojuhelniku ABC a jeho zo-

becnéni v podobé tzv. Stewartova vzorce'® |CX| = v/pa2 + ¢b% — pqc?, kde bod X rozdéluje
stranu AB délky ¢ na useky |AX| = pc a |BX| = gc (takze p+ ¢ =1).

19Matthew Stewart (1717 — 1785), skotsky astronom a matematik, profesor univerzity v Edinburghu.
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Resent:
Diukaz prvniho tvrzeni:
Kosinovu vétu pouZzijeme hned dvakrat, a to pro trojuhelniky ABC a ABD (obr. 3.18):

e? = a®+ b% — 2abcos 3,

2 =a%+b% - 2abcos o
Jelikoz o+ B8 = 180°, podle (3.2) plati cos @ + cos 3 = 0. Po sectent vyse uvedenych rovnosti proto

D C

Obrazek 3.18

obdrzime:

2 4 f2 = 2(a* 4 b*) — 2ab(cos o + cos 8),
e+ f2=2(a?+1v?).

Dikaz druhého tvrzeni:
Oznatme d = |CX|,p = |[LAXC| a ¢ = |£ZBXC| (obr. 3.19). Pro trojihelniky ACX a BCX

napiSeme kosinovu vétu a rovnosti vynasobime po fadeé ¢isly ¢ a p:

b? = d* + (pc)? — 2ped cos /- q,

a? = d* 4 (qc)? — 2qed cos /.
Jejich sectenim ziskame

pa® + gb* = (p+ @)d* + pa(p + q)¢* — 2pged(cos ¢ + cos ).

Nyni dosadime p+ g =1 a z ¢ + ¢p = 180° plynouci rovnost cos¢ + cosy = 0, ¢&imz po malych
apravach vyjde Stewartiv vzorec. Vzorec pro délku téZnice z ného dostaneme, kdyz X bude stied
strany AB, takze bude platit p = ¢ = %

B Priiklad 3.7.4. Pomoci vzorce S = %ab sin~y pro obsah trojihelniku ABC' a s vyuzitim kosinové
véty ¢ = a® + b% — 2abcos vy odvod'te Herontiv vzorec pro obsah trojihelniku ABC:

a+b+ec

S =/s(s—a)(s—b)(s —¢), kde s = 5
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o\ ¥
A pe X qc B

Obrazek 3.19

a?+ b -2
2ab ’

1 1 1 22— 2\?
S = iabsin’y = iab\/l —cos2y = iab\/l - (a—‘—ic) ,

2ab

cosy =

: = VabR (@ 1 2R

2ab [(2ab)* — (a® +b% —c?)? 1
(2ab)? 4

S = i\/((Qab) (@0 = @) (2ab) — (@ + 22 = @),

1
S = i\/((12 +2ab + b2 — c2) - (—a2 + 2ab — b2 + ¢2),

S= V@t - &) (- 0+ ),

S:i\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c),

~ Jla+b+c)a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)
S_\/ 2.2.2.2 ’

S=+/s(s—a)(s—b)(s—c).

B Priiklad 3.7.5. Ostrouhly trojahelnik ABC mé obsah S. Dokazte, Ze plati

a? +b? 4 2

Va2b? — 452 + /122 — 45 + \/2a? — 452 = 5

Reseni: Do levé strany dokazované rovnosti postupné dosadime za S vzorce z podkapitoly 3.3 pro

82



3.7. PRIKLADY

1. o .
5casin 8 a budeme upravovat:

absiny 2 besin o\ ? casin B\ 2
a?b? — 4 — ) b2c? — 4 5 +14/c%a? -4 — ) =
=1/a2b? — a2b?sin? vy + Vb2c? — 22 sin? o + 1/ c2a? — c2a?sin? B =
= \/a2b2 —sin?y) + \/b202 (1 —sin? ) + \/62a2 (1 —sin?p) =
= /a2b? - cos?y + Vb22 - cos? a + \/c2a? - cos? B =

= abcosy + bccosa + cacos B =

obsah trojuhelniku S = %ab siny = %bc sina =

N

b b c c a
= —bcosv—}—agcosv—ﬁ— iccosa—l—bicosoz—ﬁ— 5&00564—0500562

a b c
= §(bcos’y +ccos fB) + §(ccosa +acosy) + §(acosﬁ + beos ).
Po posledni upravé vidime ve vSech tfech zavorkach véty o prumétech z podkapitoly 3.1, tedy

b b 2 b2 2
g(bcos'y+ccos/3’) + —(ccosa+ acosy) + E(acosﬁ’ercosa) =%ay bt Ce= u.
2 2 2 2 2 2 2

B Priklad 3.7.6. Pro trojuhelnik ABC' s vnitinimi ahly «, 8,7 a obsahem S dokaZte vzorec

a? + b + 2

cotg a 4 cotg B + cotgy = 1S

Reseni: Ze vzorce S = %bc sin o pro obsah trojihelniku plyne vyjadieni
1 . COS (v
becosa =2 —besina - —— = 2Scotg a,
2 sin «

které dosadime do rovnosti a® = b + ¢? — 2bccos a z kosinové véty. Dostaneme prvni ze tif vztaht
a® = b + ¢ — 4Scotg o, b? = a® + ¢ — 4Scotg B, ? = a® + b? — 4Scotg v,

dalgi dva se odvodi analogicky. Ziskané rovnosti se¢teme a postupné upravime do dokazovaného
tvaru:

a? + b2+ = b+ — 4Scotg a + a® + @ — 4Scotg § + a® + b* — 4Scotg Y,
4Scotg a + 4Scotg B + 4Scotg v = a® + b% + ¢,
48 (cotg o + cotg  + cotgy) = a® + b? + 2,
a?+ b+
45 '

cotg o + cotg B + cotgy =

B Priklad 3.7.7. Uzitim kosinové véty dokazte, ze pro délky uhlopficek libovolného tétivového
&tytihelniku ABCD plati vzorce

7\/(ac+bd)(ad+bc) = \/achbd (ab + cd)
‘= ab+cd N ad + be ’

1 Jejich objev je podle [45] pFisuzovan indickému matematiku Mahavirovi z 9. stol. n. 1.
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V&imnéte si, Ze pokud vzorce mezi sebou vynasobime, dostaneme slavnou Ptolemaiovu vétu, totiz
rovnost ef = ab + cd, které jsme se vénovali v kapitole 1, kde jsme také podali jeji (pravdépodobné
historicky pivodni) podobnostni dikaz.

Redeni: Zaméiime se na trojihelniky ABC a ACD (obr. 3.20). NapiSeme pro né rovnosti z kosinové
véty a po fadé je vynasobime hodnotami cd a ab:

e =a?+ b — 2abcos B /- cd,

e = +d? —2cdcosé / - ab.

Nyni obé& rovnosti se¢teme a pomoci tprav ziskdme kyZeny vzorec. JelikoZz pro obvodové thly 5, 4d
plati 5 + § = 180°, pouzijeme béhem odvozovani rovnost cos 8 + cosd = 0:

(ab + cd)e? = cd(a® + b%) + ab(c? + d?) — 2abed(cos B + cos b)),
(ab + cd)e? = (a%cd + Pab) + (b?ed + d*ab),
(ab + cd)e? = ac(ad + be) + bd(be + ad),
(ab 4+ cd)e? = (ac + bd)(ad + be),
2 (ac + bd)(ad + be)
ab+ cd ’

\/(ac + bd)(ad + bc)
e=y———————=.
ab+cd

Vzorec pro délku f se odvodi analogicky.

Obrazek 3.20
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Kapitola 4

Goniometrické funkce v oboru R

Goniometrické funkce se po dlouha staleti utvéarely jako prostifedek trigonometrickych vypodtii.
Tuto jejich roli jsme podrobné posoudili v pfedchozich kapitolach. Nyni se za¢neme goniometrickym
funkeim vénovat z pohledu matematické analyzy, totiz jako funkcim realné proménné, které nachézeji
vyznamné uplatnéni v fadé dalsich matematickych, fyzikalnich i jinych oborii.

4.1 Funkce sinus a kosinus

4.1.1 Dveé funkce orientovaného thlu

V kapitole 3 jsme poznali, jak funkce sinus a kosinus, zavedené piivodné pro hodnoty thla
z intervalu (0°,90°), roz&iFit na interval (0°,180°), aby vSechny goniometrické vzorce pro FeSeni
obecného rovinného trojihelniku mély jednotny tvar. Vidime to na obrazku 4.1, z néhoz je patrné,

cosa = |OC]| cosa = —|0C|
sina = |OS)| sina = |OS)|
s s
S 4 4 5

Q
N
2/

(a) 0° < a<90° (b) 90° < o < 180°

Obrazek 4.1: Hodnoty sina a cos a pro a € (0°,180°)

7e hodnoty sinu a kosinu jsou kartézské souradnice bodu A na jednotkové kruZnici se stFedem
v pocatku O soustavy, tvofené dvojici navzajem kolmych os — vodorovné ,kosinové“ osy c a svislé
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»sinové* osy s. Takovou kartézskou souradnicovou soustavu budeme znacit Ocs, jeji kladné poloosy
ozna¢ime ¢t a sT, zdporné poloosy pak ¢~ a s~.

Zminéné pozorovani bude ve shodé se zpiisobem, jakym nyni definujeme hodnoty sinu a kosi-
nu libovolného orientovaného ihlu. Motivaci nam bude kinematické dloha vyjadrit soufadnicemi
polohu hmotného bodu pohybujiciho se po kruznici.! Takovy pohyb konaji napiiklad konce ruci¢ek
klasickych hodin s cifernikem. Nam postac¢i jedna ,goniometrickd“ rucicka OA délky 1, ktera se
bude otacet kolem poc¢atku O, takze jeji konec A bude ukazovat na ,cifernik* v podobé jednotkové
kruznice? se stfedem v pocatku O. Uhel otoceni rucicky OA budeme méfit od pocateéni polohy,
kdy rucitka lezi na kladné poloose ¢ (tehdy méa bod A souradnice [1,0]). Velikost tthlu otoceni
nebudeme vyjadfovat ve stupnich, nybrz bezrozmérnym ¢islem v obloukové mife (radianech). Uhlu
otoCeni jesté priradime znaménko + ¢ — podle sméru otaceni rucicky OA; pritom za kladny smér
budeme povaZzovat smér toho otoceni o thel %ﬂ', ve kterém poloosa ¢t piejde v poloosu sT.3 Touto
worientaci“ se thlem otoceni rucicky OA stane libovolné realné ¢islo z. Naptiklad na obr. 4.2 je
vlevo %w <z < 3w, vpravo —m < x < —%w.

Nyni jiz mame v8e pfipraveno k tomu, abychom definovali hodnoty sinu a kosinu v libovolném

Ale, s]
---11]0,s]
I
I
N 0 o )
[Cv 0] \—OJ c : y C
l
- - -410,9]
Ale, s]
(a) (b)

Obrézek 4.2: Orientovany thel otoCeni goniometrické rucicky

cisle x € R: Je-li goniometrickd rucicka OA otocena popsanym zpusobem o orientovany thel x a
md-li bod A v soustavé Ocs soutadnice [c, s], poloZime

cosr=c a sinx=s.

Touto konstrukei se sinus a kosinus stéavaji dvéma funkcemi s definiénim oborem R, pfitom na inter-
valu (0, ) jde o funkce, se kterymi jsme pracovali v pfedchozich kapitolach. PopiSeme a zdivodnime
ted jejich zakladni vlastnosti, bezprostfedné spojené se zavedenym modelem goniometrické rucicky
OA v kartézské soustavé soufadnic Ocs.

Stejné jako se velka rucicka u klasickych hodin za Sedesat minut dostane opét na stejné misto, i

! Matematicky nejpadnéjsi motivaci je oviem chovani exponencialni funkce v komplexnim oboru, objevené Eulerem,
jak jsme naznadcili v kapitole 1. Takovy pfistup vSak presahuje ramec elementarni matematiky, do néhoz je cela nase
prace zasazena.

2Body ciferniku ovéem nebudou popsany kalou tdajii, jako jsou hodiny & minuty, nybrz svymi soufadnicemi le, 8]
v soustavé Ocs.

3Pfi obvyklém zakresleni soustavy Ocs jako na obr. 4.1 je tedy kladny smér otadeni opaény, nez je smér otaceni
hodinovych rucicek.
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nase goniometrickd rucicka OA se z dané polohy opét vrati do stejné pozice po otoceni o thel 27.
Pri dalsim putovani konce ruéicky po jednotkové kruznici nic nového bod A o soufadnicich [c, s] nez
pri pfedchozi obratce neceka, a to se opakuje do nekone¢na. Z toho miZzeme vyvodit hned nékolik
vlastnosti funkei sinus a kosinus:

1. Perioda obou funkci je 27. Plati vzorce

sinz =sin(z +27) a cosx = cos(x + 2m).

K ziskani pfehledu o pribéhu goniometrickych funkei sinus a kosinus staci tedy vySetfovat
jejich chovani pouze na intervalu (0, 27).

2. Obg souradnice bodu A, c-ova i s-ova, nabyvaji pouze hodnot z intervalu (—1,1), a to vSech,
které v ném lezi. Obor hodnot obou funkci je proto

H(sin) = H(cos) = (—1,1).

3. Nejvetsich a nejmensich hodnot nabyvaji soufadnice ¢ a s bodu A na jednotkové kruZnici,
kdy# rucicka OA lezi na poloosach c¢t,sT, ¢ a s7:

x 0 %7‘!‘ T 5T | 21
sinx 1 0 |-1]0
cosz ||1] 0 |—=1]0 1

4. Soufadnice ¢ a s bodu A nabyvaji v jednotlivych kvadrantech pouze kladnych nebo pouze
zéapornych hodnot. Hodnoty sinu a kosinu tedy maji v odpovidajicich intervalech znaménko:

1

Interval || (0,37) | (G, 7m) | (m,37) | B3, 2m)
sinz + + — —
cos T + — — +

5. Pri priichodu rucicky O A jednotlivymi kvadranty se hodnoty soufadnic ¢ a s bodu A vzdy bud
zvétsuji, nebo zmensuji. Funkce sinus a kosinus jsou tedy v pfislusnych intervalech rostouci
nebo klesajici (napft. zapis 0 1 znadi funkei rostouci od 0 do 1, 0 N\, —1 funkei klesajici od
0 do —1):

Interval || (0,37) | Gm,m) | (m,37) | (37,2m)
simz || 071 ] 150 0N -1 1,70
cos T 1NO |ON—-1|-1_70] 071

6. Otocime-li rucicku OA z pocatecni polohy na ¢ o orientovany thel z, bod A bude mit
soufadnice [¢, s]. KdyZ misto toho oto¢ime ruc¢icku OA o orientovany thel —z, souradnice
bodu A budou [¢, —s]. Z této soumérnosti podle kosinové osy, ke které se podrobnéji vratime
v Casti 4.1.2, vyplyva parita obou funkci. Funkce sinus je lichd a funkce kosinus je sudd, coZ
zapisujeme vzorci:

sinz = —sin(—z) a cosz = cos(—x).
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—or -7 0 ™ \/ 27 3
—1

Obrézek 4.3: Grafy funkci sinus a kosinus

Pro kiivky, jez jsou grafy funkei sinus a kosinus, uzivime nazvi sinusoida a kosinusoida (obr.
4.3). Jsou to dvé geometricky shodné k¥ivky (navzajem posunuté ve sméru osy ). Podobné k¥ivky
jsou grafy funkci, kterym fikdme sinusoiddlni a kterym v nasi praci vénujeme piiklad 4.7.1.

Je zfejmé, Ze funkce sinus ani funkce kosinus nejsou prosté. Kazda z nich nabyva libovolné
své hodnoty dokonce v nekoneéné mnoha bodech. Nejen na celém definiénim oboru R, ale ani na
intervalu délky jedné periody 27, k nim tedy neexistuji inverzni funkce. My jsme se o inverznich
funkcich ke goniometrickym funkcim sinus a kosinus s nazvy arkussinus (arcsin) a arkuskosinus
(arccos), kterym fikdme cyklometrické, zminili jiz v ¢asti 2.1.2; tehdy ov8em v souvislosti s hledanim
velikosti thlid v pravoihlém trojihelniku, jejichz goniometrické hodnoty byly dany. Tyto hodnoty
byly pouze z intervalu (0, 1) a velikosti @ihla byly v rozmezi intervalu (0, 5).

Cyklometrické funkce y = arcsinz a y = arccosz zavadime tak, Ze vezmeme pouze takové
maximalni ¢asti defini¢nich obori funkei sinus a kosinus, jejichz soucasti je jiz zminény interval
(0, %), na kterych jsou funkce prosté. U funkee sinus je to interval (=%, %), u funkce kosinus jiny
interval (0, 7). Na nich je funkce sinus rostouci, funkce kosinus klesajici a obé tam nabyvaji vSech
hodnot z (—1,1). Pro inverzni funkce proto vybereme obory hodnot v pfislusném intervalu

T
2’2

Ziskame tak dvé funkce se spole¢nym defini¢nim oborem

H(arcsin) = < > a  H(arccos) = (0, ).

D(arcsin) = D(arccos) = (—1,1),

jejichz formalni definice lze zapsat ekvivalencemi

IN

. . ™ m
y:arcsmx@aczsmy/\fi <y 5

y =arccosx < x=cosy N0 <y <.
Grafy funkci arkussinus a arkuskosinus vidime na obr. 4.4. Ze zminéné monotonnosti zaZenych

funkef sinus a kosinus plyne, ze zavedena funkce arkussinus je rostouci, zatimco funkce arkuskosinus
na celém definiénim oboru klesa. Uvedme a dokazme zakladni vztahy pro cyklometrické funkce

. . . ™
arcsin(—xz) = — arcsin x, arccos(—z) = T — arccos z, arcsin z + arccos x = 5

platné pro kazdé x € (—1,1).
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T4+

NE]

y = arcsinx
Y = arccos

-1 0 1:0

Obrazek 4.4: Grafy funkci arkussinus a arkuskosinus

e Jeli y = arcsing, pak =5 <y < T ax =siny, odkud —§ < —y < § a —x = sin(—y), nebot
funkce sinus je licha. Posledni dva vztahy uz znamenaji, ze —y = arcsin(—z).

e Jelli y = arccosz, pak 0 < y < 7 a x = cosy, odkud —7 < —y < 0, nasledné po pficteni
7 obdrzime 0 < m — y < 7. Nyni vyuZijeme rovnost cos(m — y) = — cosy*, podle které plati
cos(mr—y) = —cosy = —x. Odtud a z nerovnosti 0 < 7 —y < 7 dostavame arccos(—z) = T—y
a po dosazeni y = arccos x dokazovanou rovnost.

e Oznalme y = arcsin x a ukazme, Ze arccosx = § —y. Je-li0 <2 < 1,je 0 <y < § asiny =,
odkud 0 < § —y < § acos(§ — y) = z (protoze sinus a kosinus jsou kofunkce z ¢asti 2.1.2)
a kyzeny vztah plati. Je-li -1 <2 <0,je -5 <y <Oasiny==z,0odkud § <5 -y <ma
cos(§ —y) = cos(m — [ +y]) = —cos(§ +y) = —sin(—y) = siny = =, kde jsme mj. vyuzili
vlastnost kofunkei pro ostré thly —y a § 4y (o souctu ).

4.1.2 Kolob&h hodnot sinu a kosinu

Jak je patrné z obrazku 4.3, grafy funkci sinus a kosinus jsou slozeny ze shodnych ,ptlvin®
stiidavé nad a pod osou z, pricemz kazda putlvina je soumérna podle svislé piimky prochézejici
jejim vrcholem. Tuto zakladni vlastnost pribéhi (vlastné kolobéhi) obou funkei nyni popiSeme
dillezitymi prevodnimi vzorci. Radime k nim vztahy pro hodnoty f(+z £ 7) a f(+£z + 7), kde
f = sin nebo f = cos. Odvodime je tak, ze se znovu vratime k modelu goniometrické rucicky a
vyuzijeme geometrickych predstav o jejich pohybech, kterymi budou otoceni o thly 7, %77 a zrcadlové
preklopeni podle kosinové osy.

Zacneme vysvétlenim toho, co jsme uvedli jiz v ¢asti 4.1.1, Ze totiz sinus je funkee lich4 a kosinus
funkce sudé. K tomu uvazime dvé riizna otoéeni rucicky O A z poéateéni polohy na poloose c¢t. Jedno
o orientovany thel  a druhé o orientovany thel —z. Rucicky se otodi o ihel téze velikosti, avSak
v navzajem opacnych smérech, takze jejich pohyby budou ,zrcadlové soumérné“ (obr. 4.5). Pokud
koncovéa poloha OA goniometrické rucicky odpovida orientovanému thlu x a koncova poloha OA’
orientovanému thlu —z, budou body Alc, s] a A’[¢, s'], podle definice se souradnicemi

c=cosx, s=sinz, c =cos(—x), s =sin(—x),

4Tu jsme pravé pro y € (0, 7) pouzili v kapitole 3 pro rozsffeni kosinu z (0, %) na (0,m).
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st
Ale, 5]

A'ld, ¢

S

Obrazek 4.5

soumérné sdruZené podle kosinové osy ¢, bude tedy ¢ = ¢ a s’ = —s. Vidime, Ze pro kazdé z € R
skutetné plati®

‘ sin(—z) = —sinz  a cos(—x) = cosz. ‘

7 dokézané parity plynou ihned vztahy

‘ sin(2r —z) = —sinz a cos(2m — x) = cos z,

protoze, jak vime, ¢islo 27 je perioda obou funkei sinus a kosinus. Jeji polovina, ¢islo 7, ma ve
vztahu k témto funkcim vlastnost

sin(z 4+ m) = —sinx a cos(z + m) = —cosz,

pro niz se ¢islu 7 nékdy ¥ika antiperioda (sinu a kosinu). K dikazu pouzijeme otoceni goniometrické
rucicky o thel 7 z polohy OA, ktera odpovida orientovanému thlu z, do polohy OA’ (obr. 4.6).
Body Ale, s] a A'[¢/, 8], jejichZ souFadnice jsou podle definice funkef kosinus a sinus rovny

c=cosx, s=sinz, ¢ =cos(x+m), s =sin(z+7),

budou soumérné sdruzené podle stfedu O. To znamena, %e ¢ = —c a s’ = —s, coZ jsme chtéli
dokazat.

Protoze pro funkci f s periodou 27 plati f(x — w) = f(x + 7), pravé dokdzané vzorce miZzeme
prepsat do tvaru

‘ sin(zx —m) = —sinx a cos(x — m) = —cosx. ‘

Ve spojeni s paritou funkei (lich4 — sud4) tak dostavame dalsi vzorce

‘ sin(m —x) =sinz  a cos(m —x) = —cosz,

o0 jejichz vyznamu v trigonometrii jsme psali v kapitole 3.
Posledni geometrickou avahu povedeme k odvozeni vztaht

. ™ ™ .
sin (:c + 5) = COoSXT a cos <27 + 5) = —sinz.

5 s Mew ~ ~ ~ 2 . - . s . 2 a o >
?Pozice ruci¢ek soumérné sdruzené podle sinové osy s by odpovidaly dvojicim orientovanych thla x a m — z, takze
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Ald, ¢

S

Obrazek 4.6

Predpokladejme, Ze goniometrickou ruc¢icku v poloze OA, kterd odpovida orientovanému tuhlu z,
ototime jedté o thel +7% do polohy OA" (obr. 4.7). Uréime vztahy mezi soufadnicemi boda Alc, s]

S+
P S
- - ~ ~
- <
. N
7z N
7 N
. Ale, s N
7 Y
/ AN

/ \

/ \
/ A'ld, s \
1 \

1 . \
1 Pid \
1 ™ \

; 2 T 1
1
c 1o} ct
o
Obrézek 4.7

a A'|d, '], které jsou podle definice funkei kosinus a sinus rovny

. / m ’ . 71'
c=cosr, S=8S8Imr, C = COoS :c+§ , § =sIn z+§ .

Jak je na obr. 4.7 znazornéno, pii zminéném otocenf o tthel +3 picjde poloosa ¢t v poloosu s

a poloosa st v poloosu ¢~. Druha soufadnice bodu A’ se tedy rovna prvni soufadnici bodu A, tj.
s’ = ¢, zatimco prvni souradnice bodu A’ a druh4 soufadnice bodu A jsou navzajem opacén4 &isla,
tj. ¢ = —s. Ditkaz vzorct je tedy hotov. Jestlize v nich zaménime x za (—x), pak s ohledem na
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paritu funkci dostaneme vztahy

. m ™ .
S E*.’E = COST a COS 571‘ = Ssmdax.

Jejich prakticky vyznam ocenime pii tupravach goniometrickych vyrazi, ¢i pfi feSeni goniometrickych
rovnic a nerovnic, kdy potfebujeme pfejit od funkce sinus k funkci kosinus nebo naopak. Dodejme,
7e tyto dva dulezité prevodni vzorceS lze odvodit rovnéz avahou o soumérnosti podle osy prvniho
a tfetiho kvadrantu v soustavé Ocs dvou poloh ruéicky, které odpovidaji orientovanym thlim z a
5=

. ™ ™ .
Sin f*i = —COSX a COS 1‘75 = Ssix.

Plynou z predchozi dvojice vzorcii, nebot diky parité funkei plati

n(rog)=n(Goe) e (e g) = (o)
sin (2 -5 ) = —sin{5 —2 a cos(z—5 ) =cos(5—z).

V zavéru podkapitoly vylozime prakticky uziteéné pravidlo o tom, Ze pro libovolné x jsou hod-
noty sin x a cos x (piipadné az na znaménka) numericky shodné s hodnotami sin «, cos @ pro vhodny
thel a z intervalu (0, Z). Jisté se sta¢i omezit na hodnoty x € (0,27) a pak vyuzit toho, ze kazdé
takové z je jednoho z tvari o, m — o, ™ + @, resp. 2w — « podle toho, ve kterém z kvadranti hodnota
x lezi (obr. 4.8). Takova ,redukce” argumentu xz € R na ostry ahel méa velky vyznam jednak pii
fegeni goniometrickych rovnic (viz 4.4), jednak pifi hledani pfibliznych hodnot sinz a cos 2 pomoci
tabulek. NejenZe hodnoty sinu a kosinu urc¢ime z tabulek sestavenych pouze pro thly z intervalu
(0, %), ale navic diky vlastnosti, kterou jsme vyjadrili terminem kofunkce, lze dokonce vystacit s ta-
bulkami hodnot sinu a kosinu v poloviénim intervalu (0, 7).

Pozndmka: Prevodni vzorce pro sinus a kosinus, kterymi jsme se v této podkapitole zabyvali, 1ze od-
vodit i ponékud odlisnym zpusobem, pii némz je zdiraznéna uréenost obou funkei jednou pilvinou
sinusoidy, zminéna tvodem ¢asti 4.1.2.

4.2 Funkce tangens a kotangens

Nyni se budeme zabyvat dalsimi dvéma goniometrickymi funkcemi. V kapitole 2 jsme se jiz
s nimi setkali: tangens ostrého thlu byl dan podilem délek stran v pravothlém trojuhelniku s timto
vnitinim thlem, a to odvésny protilehlé a pfilehlé, hodnota kotangens byla uréena prevracenym
podilem téchZe délek. V&imnuli jsme si, Ze tyto funkce lze vyjadiit pomoci podila funkei sinus a
kosinus. Tato podilova vyjadieni vyuzijeme nyni k tomu, abychom poté, co jsme rozsitili defini¢ni
obory funkei sinus a kosinus na mnozinu realnych ¢&isel, obdobného rozsifeni dosahli i pro funkce
tangens a kotangens: Funkci tangens redlného argumentu x se nazjvd funkce, kterd je ddna pFedpisem

sinx
tgx = s
Cos T
funkci kotangens definujeme predpisem
cos T
cotgr = — .
sinx

5Jejich snadna a bezpedna zapamatovatelnost je dana tim, Ze jsme sinus a kosinus ptivodné zavedli jako dvé
kofunkce na pravotihlém trojahelniku.
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S Tr =« B} r=T—«

Obrazek 4.8

Piimo z definice plyne jejich vzajemny vztah

tgz-cotgxr =1,

ktery plati pro vSechna x € R, pro néz maji obé hodnoty tgx, cotg z smysl.

Hodnoty tangens a kotangens muzeme v modelu s goniometrickou ru¢ickou odecist jako souradnice
na dvou ¢iselnych osach ¢ a ct, umisténych v soustavé Ocs zpiisobem patrnym z obrazku 4.9. Odtud
je jasné, ze plati

H(tg) = H(cotg) =R

a ze funkce tg,cotg maji jednostranné nevlastni limity v bodech, ve kterych nejsou definovany a
které nyni upfesnime spolecné s dalsimi disledky zékladnich vlastnosti funkei sinus a kosinus.

sinx

1. Definién{ obor funkce tangens je mnozina vSech realnych &isel x, pro které ma vyraz 5057 smysl,
a to je pravé tehdy, kdyz cos z # 0. Obdobné defini¢ni obor funkce kotangens je mnoZzina vSech
reélnych &isel z, pro které ma vyraz 7 smysl, a to je pravé tehdy, kdyz sinx # 0. Protoze

nulové body funkei kosinus a sinus zname (goniometricka rucicka lezi na ose s, resp. ¢ neboli
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s t
[cotg 2, 1] 0, 1]
. ct
A
c
(L, 0]
1 tga]

Obrazek 4.9: Ciselné osy pro tangens a kotangens

je rovnobézna s osou t, resp. ct), plati

D(tg) = U (7% + km, g + k7r) a D(cotg) = U (km, (k4 1)m).
keZ keZ

2. Perioda obou funkei tangens a kotangens je :

‘tg(z+7r):tg:0 a cotg(:ﬁ+7r)=c0tgw.‘

Plyne to ze spole¢né antiperiody 7 funkci sinus a kosinus:

sin(z+m) —sinz —cos T
tg(x+m) = = =tgz, cotg(z+m)=——=cotgu.
cos(z+m) —cosz —sinx
3. Obé funkce tangens a kotangens jsou liché:
tg (—xz) = —tgx a cotg (—x) = —cotg x.
Plyne to z lichosti funkce sinus a sudosti funkce kosinus:
tg (—z) = sin(=z) — —tgz, cotg(—x)= CO,SI = —cotg z.
cos(—x) cos T —sinx

Pro kiivky, jez jsou grafy funkci tangens a kotangens, uzivime nézva tangentoida a kotangentoida
(obr. 4.10).

O cyklometrickych funkcich arkustangens (arctg ) a arkuskotangens (arccotg x), inverznich ke
goniometrickym tgz a cotg x, jsme se jiz zminili v ¢asti 2.1.2, ovSem tehdy jsme je uvazovali pouze
na intervalu (0, 00). Prislusné hodnoty (tihly) lezely mezi 0 a 5.

Funkce tangens ani funkce kotangens neni na R prosta, tedy pii zavadéni funkci y = arctgx
a y = arccotg x (obdobné jako u funkei arkussinus a arkuskosinus) je potfeba se omezit pouze na
takové maximéalni ¢asti defini¢nich obort funkci tangens a kotanges, na kterych jsou tyto funkce

prosté a které pfitom obsahuji jiz zminény interval (0, 7). U funkce tangens je to interval (-7, §),
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y=tgx y = cotgx

(SIE]
N

Iy
NE]

(a) (b)

Obrézek 4.10: Grafy funkei tangens a kotangens

u funkce kotangens jiny interval (0, 7). Na pifslusném intervalu je funkce tangens rostouci, funkce
kotangens klesajici a ob& tam nabyvaji viech hodnot z intervalu (—oo, 00). Pro inverzni funkce proto
vybereme obory hodnot

H(arctg) = <—g, g) a H (arccotg) = (0, ).

Ziskdme tak dvé funkce se spole¢nym definiénim oborem
D(arctg) = D(arccotg) = (—o0,00),

jejichz forméalni definice lze zapsat ekvivalencemi

™ T
y:arctgz@z:tgy/\—a <y < 9
y = arccotgr & x =cotgy A0 <y < .

Grafy funkei arkustangens a arkuskotangens vidime na obr. 4.11. Oba grafy maji dvé asymptoty

Y Y

y = arctgx \ y = arccotg x
’ ‘ \

(a) (b)

NE]

ME]
[en)

Obrézek 4.11: Grafy funkei arkustangens a arkuskotangens

rovnobézné s osou x. Je rovnéz patrné, Ze zavedena funkce arkustangens je rostouci, zatimco funkce
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arkuskotangens na celém svém defini¢nim oboru klesid. Uvedeme jesté a dokdZzeme tii vztahy pro
cyklometrické funkce

T
arctg(—x) = —arctg z, arccotg(—z) = m — arccotg «, arctg x + arccotg x = 5

platné pro kazdé x € R.

o Je-li y = arctgw, pak —§ <y < § ax =tgy, odkud =5 < —y < 5 a —z = tg(—y), nebot
funkce tangens je licha. Posledn{ dva vztahy uZz znamenaji, ze —y = arctg (—z).

e Jeli y = arccotgx, pak 0 < y < m a ¢ = cotgy, odkud —7 < —y < 0, nésledné po pficteni 7
obdrzime 0 < m —y < 7. Nyni vyuZijeme rovnost” cotg(m —y) = —cotgy, podle které plati
cotg(m — y) = —cotgy = —x. Odtud a z nerovnosti 0 < 7 —y < 7 dostéavame arccotg(—z) =
= m —y a po dosazeni y = arccotg r dokazovanou rovnost.

e Oznafme y = arctgx a ukazme, 7e arccotgz = 5§ —y. Jeliz > 0,je 0 <y < § atgy =z,
odkud 0 < § —y < § a cotg(§ —y) = z (protoZe tangens a kotangens jsou kofunkce z Casti
2.1.2) a kyzeny vztah plati. Je-li 2 < 0,je -5 <y <Oatgy==,0odkud T < §—-y<ma
cotg(§ —y) = cotg(m — [5 +y]) = —cotg(§ +y) = —tg(—y) = tgy = z, kde jsme mj. vyuzili
vlastnost kofunkei pro ostré thly —y a § 4y (o souctu 7).

4.3 Zakladni goniometrické vzorce

postupné uvedeme po skupinich a opatiime je ,8htrou” dukazi, tvoricich v textu nasi prace celek
podobny tomu, jaky se v sou¢asnosti vyzaduje pii exaktnim vykladu kterékoliv matematické teorie.
Nékteré dalsi goniometrické vzorce pak odvodime v podkapitole 4.6.

Jako prvni zminime je$té v této avodni ¢asti vztah, o kterém jsme jiz pojednavali v predchozich
kapitolach. Tento (snad nejznaméjsi) goniometricky vzorec

cos’z +sin?z =1 (pro kazdé x € R)

(zvany goniometrickd jednicka) plyne z naseho modelu z Pythagorovy vty pro pravouhly trojuhel-
nik, jehoZ pfeponou je goniometrickd ru¢icka OA a jehoZ odvésny maji délky |cosz| a |sinz| (viz
obr. 4.12).

Kromé goniometrické jednicky znédme jiz jednu skupinu vzorci, kterym jsme vénovali ¢ast 4.1.2
a kterym fikdme vzorce prevodni. My je podstatné vyuzijeme i pfi kli¢ovém dikazu této podkapitoly,
a to hned v nasledujici ¢asti 4.3.1.

4.3.1 Soudtové a rozdilové vzorce

Z predchozich trigonometrickych kapitol uz dobie zndme souctové vzorce pro sinus a kosinus

‘ sin(z +y) = sinx cosy + cos rsiny, ‘ (4.1)

‘ cos(x + y) = cosxcosy — sinzsiny. ‘ (4.2)

“Rovnost plyne z lichosti funkce kotangens a dale z jeji periody .
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s
A
1 | sin x|
T\ [~
Ol |cosx| c

Obrazek 4.12

Dokézali jsme je nejprve v situaci, kdy zastoupené thly z,y,z + y lezi v intervalu (0, §), pozdgji
rozsifeném na interval (0, 7). NaSim cilem je nyni ukazat, Ze tyto vzorce plati pro funkce sinus a
kosinus v realném oboru bez jakéhokoliv omezeni, tedy pro libovolna ¢isla z,y € R.

S ohledem na spole¢nou periodu 27 obou funkei sinus a kosinus stac¢i ovéfit platnost vzorca (4.1)
a (4.2) za predpokladu, Ze ¢isla x,y jsou vybrana z intervalu (0, 27). Toho zFejmé dosdhneme, kdyZ
dokazeme néasledujici dvé tvrzeni:

7T

e Vzorce (4.1) a (4.2) plati pro libovolna x,y z intervalu (0, §).
e Plati-li vzorce (4.1) a (4.2) pro n&jakou dvojici (x,y), plati i pro dvojice (z+3,y) a (z,y+75).

Prvni tvrzeni je zfejmé, je-li nékteré z ¢isel x,y rovno nule, nebot sin0 = 0 a cos0 = 1. V opaéném
piipadé, kdy obé ¢isla x, y lezi v otevieném intervalu (0, ), lezi vSechna tii ¢isla z,y, = +y v inter-
valu (0,7) a v takové situaci vzorce (4.1) a (4.2) plati podle trigonometrickych dikazi uvedenych
v podkapitole 3.6.

Piedpokladejme tedy, Ze vzorce (4.1) a (4.2) plati pro danou dvojici (2, %) a pro dvojici (z+7,y)
zapiSme nejprve vzorec (4.1):

2

cos(x+y) cosx —sinx

sin (1:+ z+y> = sin (:L+g> cos Yy + cos (m+g> siny.
—————

Pod hodnoty sinu a kosinu s argumenty obsahujicimi s¢itanec § jsme zapsali jejich zjednodusena
vyjadFeni podle pfevodnich vzorcu z ¢asti 4.1.2. Vidime, Ze vzorec pro sinus sou¢tu na dvojici (z +
+ 5,%) je ekvivalentni se vzorcem (4.2) pro kosinus souctu na ptvodni dvojici (z,%). Podobné je
vidét, Ze vzorec pro kosinus sou¢tu na dvojici (z + 5,¥)

m ™ . T .
cos <x+§+y) = cos <x+§) Ccosy — sin (1:+5> siny
N—_————

— sin(z+y) —sinz cosx

je ekvivalentni se vzorcem (4.1) pro sinus souc¢tu na ptuvodni dvojici (z,y). Protoze dle pfedpokladu
oba vzorce na dvojici (z,y) plati, plati i na dvojici (z + §,y). Stejné tak se oba vzorce zduvodn{ i
pro dvojici (z,y + 5). Tim je cely dikaz vzorct (4.1) a (4.2) v oboru R ukonéen.

Z dokazanych vzorct (4.1) a (4.2) odvodime nyni vzorce pro sin(xz — y) a cos(z — y), které se
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nazyvaji souhrnné spolu se vzorci (4.1) a (4.2) souctové, nicménd v nékteré literature je ¢tenar
nalezne pod nézvem rozdilové vzorce pro sinus a kosinus. Maji tvar

‘ sin(x — y) = sinz cosy — cos zsiny, ‘ (4.3)

‘ cos(z —y) = coszcosy +sinzsiny ‘ (4.4)

az (4.1) a (4.2) plynou diky paritam funkei sinus a kosinus:
sin(z — y) = sin(z + (—y)) = sinz cos(—y) + cos z sin(—y) = sinx cosy — cos rsiny,
cos(z —y) = cos(z + (—y)) = cosz cos(—y) — sinz sin(—y) = cos x cosy + sinz sin y.

Aby byly sou¢tové a rozdilové vzorce kompletni, odvodime jesté vzorce pro tg(x+y) a cotg(xty).
Kromé vzorci (4.1) a (4.2) vyuZijeme toho, Ze obé funkce tangens i kotangens jsou liché:

sinz cosy cos T siny

ta(o + y) = sin(x + y) _ SiINTCoSY + COSTSINY  cosmcosy T coszcosy _ T +tgY
o : ~ coszcosy sinzsiny _ ’
cos(x +y) coszcosy—sinzsiny ireony ™ s ooy 1—tgxtgy
tgxr +t
tg(z +y) = BrT Y (4.5)
1—tgatgy
tgr+tg(-y) _ tgz—tgy
tg(x — =tg(x + (— = = ,
gz —y) = tg(z + (—y)) T—taote(—y)  1+tgatay
tgxr —tgy
tg(x —y) = ——>"—. 4.
gz —y) I figrtey (4.6)
cote(z +y) = cos(z + y) _ cosxcosy — sinxsiny _ 72?;;53?5 - :iﬁ;:iﬁg _ cotgxcotgy — 1
sin(x +y) sinzcosy+ coszsiny iiﬁiiﬁffj + Z?ﬁfi‘géf cotgy + cotgx ’
cotg z cotgy — 1
cotg(x =—" 4.7
gl +y) cotgy + cotgx (47)

cotgz cotg (—y) —1  —cotgrcotgy —1  cotgxcotgy + 1

te(x — 1) = cot —y)) = = =
cotg(w —y) = cotg(z + (=y)) cotg (—y) + cotgx —cotgy + cotg cotgy —cotgx ’

__ cotgxcotgy + 1

. 4.
cotgy — cotgx (48)

cotg(z — y)

V zavéru této Casti se zminime o prakticky dilezité otazce, jak si sou¢tové vzorce pro sinus
a kosinus dobfe zapamatovat, ¢i spiSe jak je v pripadé nutnosti rychle a bezpeéné odvodit. Jak
podrobnéji posoudime v Sesté kapitole, bezesporu nejlepsim feSenim je algebraicky roznasobit soucin
dvou komplexnich jednotek v levé strané rovnosti

(cosz +isinz)(cosy +isiny) = cos(x + y) + isin(z + y)

a porovnat realné a imaginarni ¢asti obou stran. Nyni spiSe jako kuriozitu uvedme, Ze oba souc¢tové i
oba rozdilové vzorce pro sinus a kosinus lze zapsat jedinou rovnosti pro nasobeni ¢tvercovych matic
radu 2:

cos(z+y) sin(x+y)| [cosxz sinz cosy siny

sin(z —y) cos(z — y)} B Linx cos 1} ' [f siny cos y} ’
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4.3.2 Funkce dvojnasobného a poloviéniho argumentu

Vzorce pro funkce dvojnasobného argumentu, dfive v podkapitole 2.5 uvedené pouze pro thel
z intervalu (0, 7), nyni diky vySe odvozenym souctovym vzorcim dokézeme pro viechna redlna cisla:

sin 2z = sin(z + =) = sinz cosz + coszsinz = 2sinz cos z,

‘ sin2z = 2sinz cos x. ‘ (4.9)
cos 2x = cos(z + ) = coszcosx — sinz sinx = cos? z — sin? z,
9y — 2 sin?
cos 2x = cos” x — sin“ z. (4.10)

Kdyz prepiSseme kvadraty ve vzorci pro cos2x pomoci goniometrické jednicky, obdrzime jesté jeho
dalsi dva tvary:

cos 2z = 2cos?z — 1 a cos2z =1 — 2sin’ z. (4.11)

tgr +tgx 2tgx
tg2e = tg(z + o) = 1—tgrtga - 1—tg2z’

2tgx
tg 2 4.12
850 =1 —tg?z (412)
t tga — 1 tg2r — 1
cotg?aj:cotg(w—l—x)zco BLCOTET - O8T
cotg x + cotg x 2cotg x
cotg?x — 1
cotg2r = —=———. (4.13)
2cotg x
Odvodme jesté vzorce, které ukazuji, jak hodnoty sin 2z a cos 2z zavisi na hodnoté tg x:
. 1
sin 2z — ZSIHIC?SZJ' . Coslzgc _ 2tga:2 ’
cos?z +sin‘r ——  1+tgi
2tgx
§in2e = —o . (4.14)
1+ tgex
. 1
08 27 — cos?x — s%njx . @ _ 1-— tgigz:7
cos?x +sin’r ——  l+tgiz
1 — tg?
cos 2z = 7‘%233 (4.15)
1+tgex

Prakticky vyznam tyto vzorce pfinaseji pii tzv. univerzdlni goniometrické substituci

2 1—¢2 2
—, COST =
14 t2

x
t:tg§ = sinx =
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vhodné k feSeni nékterych goniometrickych rovnic nebo k vypocétim neuréitych integrali.
Prejdéme nyni ke vzorcim pro funkce poloviéniho argumentu. K jejich odvozeni ndm pomohou
vztahy (4.11), ve kterych zaménime z za 5:

1 3
cosz = 2cos? = — 1 = cos = :iglm, (4.16)
2 2 2
1—
cosx:1—251n2§ = sin%:i“%. (4.17)

Jak je vidét, hodnoty cos § a sin § nejsou hodnotou cos & uréeny jednozna¢né. Hodnota cos x se totiz
nezméni, zvétsime-li (neznamy) argument x o 27. Pfi takové zméné se ovSem polovi¢ni argument 3

zvétsi o 7, takZe obé hodnoty cos 3 a sin § zméni znaménko:

. r+2mw . (z+ ) LT

sin =sin|(=-+m7) =—sin—-
2 2 2’

T+ 27 T x
cos = Cos (—+7r) = —COS —.
2 2 2

Zdtraznéme, Ze znaménka hodnot cos 5 a sin § nelze urcit ani v p¥ipadé, kdy kromé hodnoty cos z

zname i znaménko ve vztahu sinz = +v/1 — cos? z (vysvétleni je stejné).
Nyni odvodime vzorce pro tangens a kotangens poloviéniho argumentu:

. l—cosz — .
x sing /73 1 L 1—cosz
tg— = o= =4 o =4 R
2 cos Z 14cosz cos 1+ cosx
2 + 5 2
7

x 1 —cosx
tgs =44/ ———. 4.18
g2 1+ cosx ( )
oL Cos 5 1+ cosz
cotg— = = S
g2 sin § 1—cosx
cotgf " lJrcos:U7 (4.19)
2 1 —cosx

pfitom v obou vzorcich (4.18) a (4.19) se bere stejné znaménko, které ani v tomto pfipadé neni
uréeno hodnotou cosz. Nelze to oviem tentokrat zdavodnit moZznou soucasnou zménou hodnot

T .o w SR R . z z
cos 5 a sin § na opacna ¢isla. Vysvétleni ndm poskytnou jiné dva vzorce pro hodnoty tg3 a cotgg,
které obdobnou nejednoznacnosti znamének ,,netrpi“:

. x sing 2sin § cos § sinx
g— = = =
2 cos% 2cos? 2 1+cosz’
T sinz
2 14 cosx
¢ x cosy  2singcosg sinw
cotg— = — = - - =
2 sm% 2sin? % 1—cosz’
x sinx
COtg* = (421)
2 1—cosx
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4.3. ZAKLADNI GONIOMETRICKE VZORCE

Vidime, ze hodnoty tg5 a cotgd maji stejné znaménko jako hodnota sin z, délend v obou vzorcich
kladnymi vyrazy 1 + cosz, resp. 1 — cosz. Dodejme, Ze pokud do vzorci (4.20) a (4.21) dosa-
dime sinz = +v/1 — cos? z, dostaneme po snadné tipravé vzorce (4.18) a (4.19) s nejednoznaénymi
znaménky =+.

4.3.3 Prevody soudini na soucty a naopak

V zévéretné ¢asti naseho prehledu zakladnich goniometrickych vzorci popiSeme, jak nazev ¢asti
napovidé, vyznamné tpravy, které pii vypoctech s goniometrickymi funkcemi ¢asto potfebujeme.
Nejdiive uvedeme a dokaZeme skupinu vzorct pro sou¢iny dvou goniometrickych funkei:

sinz - siny = cos(z ~ y) ; cos(x + y)’
COST - COSY = cos(w +y) —; cos(z = y)’ (4.22)
sinz - cosy = sin(@ + ) ; sin(@ = y)

K dtikazu vyuZijeme toho, Ze tyto souciny se objevuji v pravych stranach sou¢tovych a rozdilovych
vzorcl (4.1) — (4.4). Dostaneme je proto z rovnosti
cos(x —y) — cos(z 4+ y) =coszcosy +sinzsiny — (coszcosy — sinzsiny) = 2sinzsiny,
cos(x +y) + cos(z —y) = coszcosy —sinzsiny + cos z cos y + sinzsiny = 2 cos z cos y,
sin(x 4+ y) + sin(z — y) = sinx cosy + cosxsiny + sinz cosy — cosxsiny = 2sin z cosy
po vydéleni ¢islem 2.

Druhou skupinu tvoii vzorce, které naopak soucty a rozdily dvou funkci pfevadéji na souciny:

r+y -y
coS 5

+y . -y
sin ,
2 2

sinz +siny = 2sin

sinx —siny = 2 cos z
4y c—y (4.23)
cos ,

2
Ty
5

cosx + cosy = 2cos

LTy
COS$—COSy:—2SID S

Odvozeni zahéjime tak, Ze pfepiSeme vySe uvedenou rovnost
sin(a + b) + sin(a — b) = 2sinacosb

v novych proménnych a,b. Abychom obdrzeli vzorec pro soucet sin x +siny, polozime © = a+b,y =

= a—b a z této soustavy vyjadiime a = xTﬂ’ ab= % Pro takova a, b dostaneme jiz prvni vzorec
v (4.23). Z n&ho hned plyne vzorec druhy, nebot funkce sinus je licha:

sinx+sin(fy)=2$inm_ycosm—;y = sinxfsiny:2cosz—;ysinz;y
Soucet a rozdil kosint ziskdime obdobné:

x T —
cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosa - cosb = cos + cosy = 2cos ;ycos 2y‘
. . Tty Ty
cos(a —b) — cos(a +b) = 2sina - sinb = cosx — cosy = —2sin sin ——.
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4.4 Goniometrické rovnice a nerovnice

Goniometrickou rovnici ¢ nerovnici nazyvame tlohu nalézt vechna takova &isla = (velikosti
ahla), ktera spliuji danou rovnici, resp. nerovnici, v niz se vyskytuje nezndma z jako nezavisla
proménné v argumentu jedné nebo vice goniometrickych funkei.® Piiklady goniometrickych rovnic
jsou

cosr =2z, tgxr—2sinx=0, cotg(dr—1)=—6,

priéemz hned prvni z nich je prakticky obtiZzné FeSitelna, nebot neznaméa x v ni vystupuje i mimo

argument goniometrické funkce. Naproti tomu tfeti rovnice patii k tém nejjednodussim a bézné
FeSenym, kterymi nas vyklad metod zahéjime.

Goniometrickou rovnici ve tvaru

f(=)

kde f je jedna z goniometrickych funkei sin, cos, tg, cotg a ¢ je dané realné ¢islo, nazyvame zdkladni
goniometrickou rovnici. Jak vime, s funkcemi sin a cos mé takovéa rovnice v oboru R néjaké feSeni
(budeme fikat, Ze je Fesitelnd), jen kdyz je dané c z intervalu (—1,1); u funkei tg a cotg miize byt
¢ € R libovolné. Pokud je ovSem rovnice f(z) = ¢ FeSitelna, ma diky periodicité funkce f nekoneéné
mnoho feSeni. Staci ji tedy feSit u funkef sin a cos pouze na intervalu (0,27) a nasledné k feSenim

odtud pricist celo¢iselné nasobky ¢isla 27; u funkci tg a cotg pri¢itame ke vzdy jedinému feSeni na

intervalech (=%, %) pro tangens a (0,7) pro kotangens celo¢iselné nasobky ¢isla 7.

Obrazek 4.13: Rovnice sinz = k a sinx = —k TeSené na sinusoidé

Prakticky postup pii feSenf rovnice f(z) = c:

1. Najdeme feSenf xg rovnice f(x) = |c|, které lezi v intervalu (0, §) (fikejme v prvnim kvad-

rantu) pomoci tabulek ¢i kalkulacky, neumime-li ho ur¢it (pro vyznaéné hodnoty |c|) zpaméti,
pifpadné ho zapiSeme symbolicky jako xg = arcf(|c|). Takové feeni z je na tomto intervalu
nejvyse jedno diky monoténnosti viech goniometrickych funkei. Neni-li rovnice f(z) = |¢|
Tesitelna, nema ani ptvodn{ rovnice f(z) = c¢ feSeni.

2. Sestrojime FeSeni rovnice f(z) = ¢ pomoci hodnoty zg nalezené v bodé 1 ve v8ech ¢tyfech kvad-
rantech (0, §), (5, ), (r, %”), (37”, 2m) u funkef sin, cos a v prvnich dvou kvadrantech u funkef
tg, cotg. Ve kterych ze zminénych ¢tytech ¢ dvou kvadrantech Feseni skutecné existuji, zavisi

na znaménku hodnoty c. K uréeni téchto reSeni méme dvé moznosti:

8Zpiisob nazyvat rovnici piimo tlohou jsme pievzali z ucebnice [13], str. 423, nebot tim podle naseho nazoru
zdafile vystihujeme rozdil mezi terminy rovnice a rovnost.
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Y / y=tgx
k .
T
0
/ —k
Obrézek 4.14: Rovnice tgx = k a tgx = —k FeSené na tangentoidé

e Vyuzit znamého priubéhu grafu funkce f, kterym je sinusoida, kosinusoida, tangentoida
nebo kotangentoida. Na obr. 4.13 a 4.14 vidime feSeni goniometrickych rovnic sinx = k,
sinz = —k atge =k, tgx = —k, kde k > 0. Z obr. 4.13 jsou dobie vidét vztahy mezi
hodnotami sinu v bodech xg, 7™ — xg, 7 + 29, 2m — xg, které pii urcovani feSeni rovnice
sinz = £k vyuzivime a které jsme podrobné posuzovali v podkapitole 4.1.

e Vratit se k modelu goniometrické rucicky v jednotkové kruznici v roviné Ocs doplnéné
pfipadné o osy t a ct pro hodnoty tangens a kotangens. Na obrazku 4.15 vlevo vidime
feSeni goniometrickych rovnic sinx = k a sinx = —k, kde £ > 0. V prvnim piipadé
jde o thly z I. a II. kvadrantu a ve druhém piipadé jsou vysledné thly x z kvadrantu
ITI. a IV., jak lze vy¢ist z obrazku. V pravé ¢asti obrazku jsou znazornéna feSeni rovnic
tgx =k atgr =—k.

K zakladnim goniometrickym rovnicim maji blizko rovnice

flaz+b) =c,

kde f je jedna z goniometrickych funkci a a, b, ¢ € R dana ¢isla, a # 0. Linearni substituci y = axz+0b
pfevedeme takovou rovnici na zékladni rovnici f(y) = c.

W Piiklad 4.4.1. V oboru R fedte rovnici sin(2z + %) = —1.
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1
1 6 c -1
s=—k
-1
(a) (b)
Obrézek 4.15: Rovnice sinx = k, sinx = —k a tgz = k, tgx = —k feSené na jednotkové kruznici
Resent:
=2+ = sing=—1

y=2z+ siny = -5,
sin ! S <0 TF> = T
SINY = —. 1 — = —

Y 279 "9 Y 6’

1 T Ir n llrw
siny = —o,y € (0,27) W=t e = =2 o=
1 7 11

siny:fi,yeR = yl,k=%+2kﬂ,y2’k=%+2kﬂ (k € 2),

T I 117

2I+Z—F+2kﬂ' = I17k—ﬁ+k71'7
m llrw 197
2$+Z—T+2kﬂ' = $27k—ﬁ+k71'.

nic, uz vypisovat feeni konkrétnich zakladnich rovnic f(ax + b) = ¢ (na které FeSené rovnice vzdy
redukujeme) nebudeme.

Prejdeme nyni k dilezitym z hlediska praxe rovnicim

flax +b) = f(cx +d),

kde f je jedna z goniometrickych funkei sin, cos, tg,cotg a a,b,c,d jsou dana redlné cisla. Kvili
periodi¢nosti funkce f nelze zadanou rovnici redukovat na rovnici ax +b = cx +d. Funkce tangens a
kotangens jsou na zédkladnim intervalu (=7, §), resp. (0, 7) délky jejich spole¢né periody m prosté.
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Proto l1ze zadané rovnice s témito dvéma funkcemi fegit apravami

tg(az + b) = tg(cz + d) = ax +b=cx+d+km,
cotg(az + b) = cotg(cz + d) = ax +b=cx +d+km,

kde k € Z; musime vSak v zavéru feSeni zjistit, pro ktera z nalezenych FeSeni xj s parametrem k
mé hodnota tg(azy + b), resp. cotg(azy + b) smysl. U rovnic

sin(az + b) = sin(cz + d), cos(ax + b) = cos(cz + d)

je situace slozit&jsi, nebot funkce sinus a kosinus se spole¢nou periodou 27 nejsou na intervalu délky
27 prosté. Uvedeme nyni dva postupy, jak takové rovnice fesit. Protoze tvar argumenti ax+b, cx+d
neni pro tyto Gvahy podstatny, pojedndme o rovnicich sinU = sinV a cosU = cos V' s obecnymi
vyrazy U a V, které nabyvaji hodnot z oboru R.

o

\04237”5295 \oaﬂ'ﬁz/z
(a

) (b)
Obrazek 4.16: Kdy pro «, 3 € (0,27) plati sin = sin 3, resp. cos a = cos 3.

e Uvaha o zakladnim intervalu (0, 27).

Rovnost sina = sin 8, a, 8 € (0,27), « # 3, nastane ve dvou pifpadech (viz obr. 4.16 vlevo):

3
algﬁlzg 54 51271'7041 a 042‘2"[3225 < 522371'7042.

Diky periodé funkce sinus odtud ziskdme zavér o feSeni rovnice sin U = sin V' v oboru R:

sinU=sinV <& V=U+2kr Vv V=n—-U-H+2kn, kde k € Z.

Rovnost cosa = cos 3, a, 8 € (0,27), a # [, nastane opét ve dvou piipadech (viz obr. 4.16
Vpravo):

algﬁlzﬂ &S fL=2r—m a %62:

=4 52:271'—0@.

Diky periodé funkce kosinus odtud ziskdme zavér o feSeni rovnice cos U = cos V' v oboru R:

cosU =cosV & V=U+2kr V V=-Ud+2kn, kdekeZ.
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e Uprava na soucin.

Rovnice typu sinU = sin V' a cosU = cos V muzeme pomoci vzorcu pro rozdily sini a kosini
piepsat do soucinovych tvari

U-Vv U+V
cos —5—,

2
uv-v . U+V
sin —

0=sinU —sinV = 2sin

0=cosU —cosV = —2sin

a pak TeSit zakladni otazku, kdy se jeden nebo druhy ¢initel rovna nule, coz jsou zakladni
goniometrické rovnice pro nulové body funkei sinus a kosinus. Jejich feSeni dobfe zname

snW=0 & W=kt a cosW=0 & W:g—i-kmkdekez.

Na rovnice, kterymi jsme se pravé zabyvali, mizeme jednoduchymi tpravami prevést i nékteré
dalsi podobné rovnice. Uvedme nékolik piikladu takovych tprav:

sin(ax + b) = —sin(cz + d) & sin(az + b) = sin(—cx — d),

cos(ax + b) = —cos(cz + d) & cos(ax + b) = cos(cx + d + ),
tg(az + b) = cotg(cz + d) & tg(az +b) = tg (5 —cx — d) ,

sin(az + b) = cos(cz + d) & sin(az + b) = sin (g —cr— d) .

B Piiklad 4.4.2. V oboru R Feste rovnici sin(3z 4+ §) = — cos(2x + §).
Reseni: V prvnim kroku vyuzijeme pfevodniho vzorce sin(x — §) = — cos a:

3+ 3) = —eos (24 )
sin ( 3x 4—cos :c+37

sin<3m+£) :sin<2m+zfz>,

3 2
3z+f (21‘+777>+2kﬂ' = X —75—ﬂ-+2k7r
4 3 2 LE= 7
s 117w 2k
T (s ff,) 2% =" , kde k € Z.
Sut oy =7 (9”3 g) TAT = T2k = gt €

Metodu substituce jsme dosud uplatiiovali pouze tak, Ze za novou neznamou jsme volili argument
goniometrické funkce, kterd v feSené rovnici vystupovala. Metodicky vyznamnéjsi je moznost volit
za neznamou piimo dotyénou hodnotu goniometrické funkce, ktera v rovnici vystupuje. Tak ¢asto

ze slozité rovnice pomoci jedné ze substituci
y=sinz, y =cosxz, y =tgx, y=cotgx, y = tg 2 obecndji y = f(ax +b)

ziskdme rovnici, vét§inou algebraickou, s novou nezndmou y a pak uréime vSechny jeji realné ko-
feny y1,ya,...,yn. (V praktickych situacich ptjde obvykle o kvadratickou rovnici, kterd ma vzdy
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nejvyse dva realné kofeny.) Po navratu k pivodni nezndmé vyFesime, ndm jiZz znamou metodou,
goniometrické rovnice tvaru

flaz +0b) =y1, flax +b) =y, -+, flax +b) = yn.

Tak napiiklad rovnice 2 cos? x — 7 cos  +3 = 0 po substituci y = cos z piejde v kvadratickou rovnici
2y%2 —Ty+3=0skofeny y; =3 a yp = %; zbyvé vytesit rovnici cos z = % (druha rovnice cosz = 3
7adné TeSeni nema).

U nékterych goniometrickych rovnic je potieba pied samotnym zavedenim substituce pfepsat jednu
goniometrickou funkci, popf. jeji druhou mocninu, pomoci jiné goniometrické funkce. V tomto kroku
vyuzivame vztahy:

. 9 9 9 . 9 sinx
sin“x =1 —cos“z, cos“r =1—sin“z, tgr =
cos T
sin 2x = 2sin x cos z, cos 2z = cos?z —sin?z =1 — 2sinz = 2cos?x — 1.

Konkrétn& rovnici 7cos z + 2sin? z — 5 = 0 pfepiseme takto:

2

Tcosz +2(1 —cos’z) —5=0 < 2cos’z —Tcosx+3=0.

Uvedme nejcastéjsi pripady goniometrickych rovnic pfevadénych na algebraické rovnice.

e F(sinz,cos’z) =0 a F(sinz,cos2x) = 0 fesime substituci
e F(cosx,sin?z) = 0 a F(cosx,cos 2x) = 0 fedime substituci
e F(sinz + cosz,sin2z) = 0 FeSime substituci |y = sinz + cos |, pfitom vyuZzivame rovnosti

y? = 1 % sin2z.

e Substituci fesime rovnice F(cosz,sinz) = 0 specidlniho typu, u nichz je funkce
F(c,s) v proménnych ¢, s homogenni. Znamena to, Ze existuje (nejCast&ji celé nezaporné)
¢islo m, pri kterém rovnost

F(tc,ts) =t" - F(c,s)

plati pro libovolné éisla t, ¢, s, kdy maji obé strany rovnosti smysl. Po dosazeni sin x = y-cos x,
kde y = tgx, totiz volbou ¢t = cos x v nasi podmince dostaneme

F(cosz,sinx) =0 & cos"z - F(1,y) = 0.

V piipadé cosz # 0 tak prechézime k FeSeni rovnice F'(1,y) = 0 s nezndmou y. Vyznamnym
prikladem homogennich rovnic jsou rovnice

acos’z + beosxsinx + csin’z =0

s konstantnimi koeficienty a, b, ¢, k nimz se nékdy dostaneme po tpravé rovnic obsahujicich
cos 2z nebo sin 2z. Za zminku stoji, Ze na uvedenou homogenni rovnici lze pfevést i rovnici

acos?z +beoszsing + csin®x = d
s dalsi konstantou d # 0, kterou lze diky goniometrické jedni¢ce pfepsat do tvaru

(a—d)cos’>z +beoszsinz + (¢ —d)sin®z = 0.
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V predchozim vyétu chybi rovnice obecného tvaru F(cosz,sinz) = 0, na ktery lze snadno pfevést
i rovnice typu F(cos z, sin x, cos 2z, sin 2z) = 0. Takové rovnice (zejména ty, u kterych je funkce F
line4rni v obou proménnych) se objevuji v praktickych tlohach, pfedchozi substituce v8ak k jejich
feden{ zpravidla nevedou. SpiSe jen teoreticky vyznam pro FeSeni rovnic F(cos z,sinz) = 0 ma tzv.
univerzdlni substituce

2y 11—y . 2y . 1—y?
— = x = , cotgx = ,
1442 BT =12 & 2

x .
y:tg§ = sinz =

nebot vede v nové neznamé y na algebraické rovnice vysokych stupiia. Vyhodnéjsim postupem nékdy

byva zavést dvé nové nezndmé | c=-cosx, s =sinx ‘ a misto jedné pivodni rovnice F(cosz,sinz) =

= 0 Tesit soustavu rovnic o dvou neznamych

‘F(c,s):()7 A rs?=1.

Takovy postup je schudny zvlasté tehdy, kdyz z prvni rovnice lze neznamou ¢ vyjadrit pomoci s,
nebo naopak s pomoci c¢. Po dosazeni takového vyjadieni do druhé rovnice pak feSime rovnici pro
zbylou neznadmou s, resp. c.

Jak jsme jiz naznadili, vyznamnym pifkladem rovnic F(cosz,sinz) = 0 je rovnice

‘acosa:ersinx: c,

kde a,b,c € R, kterd byva ¢asto nazyvana linedrni rovnici mezi kosinem a sinem a které se ted
budeme vénovat podrobnéji. Pfedné si povSimneme, Ze pokud je jedno z &isel a, b, c rovno nule,
ziskdvame zékladni goniometrickou rovnici (neni-li oviem a = b = 0), kterou jiz umime Fesit:

. c
a=0 = smxzz, b=0 = coszx=—,

Qo

c=0 = tgx:—% (b#0) VvV cotgx=—— (a#0).

V dalsim vykladu proto budeme piedpokladat, Ze a,b,c # 0. Metody TeSeni linearni rovnice mezi
kosinem a sinem jsou dvé — (vy8e obecné popsand) algebraickd metoda a metoda goniometrickd.
V tomto pofadi je nyni i posoudime. Je$té predtim vSak poznamenejme, Ze k feSeni zkoumané
rovnice lze Gsp&né uplatnit i t¥eti postup: diive zminéna univerzalni substituce y = tg3 nas od
rovnice a cosx + bsinx = ¢ ziejmé piivede ke kvadratické rovnici

a(l —y?) +2by = c(1 +¢?).

1. U algebraické metody prechazime k soustavé dvou rovnic o dvou neznamych sinz a cosz,
které uz ted nebudeme pieznacovat jako s a c:

acosx + bsinx = ¢,
cos’z +sin’z = 1.
Kazdé feseni [sin z, cos x] této soustavy urcuje nekoneéné mnoho feseni piivodni rovnice diky

periodé 27 obou funkef sinus a kosinus, pricemz na intervalu (0,27) existuje jediny thel z,
ktery danému feSeni odpovida. Analyticky-geometrickou interpretaci algebraické metody je
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1 sinx P
T2
T 1
-1 O cos x
k
-1

Obrézek 4.17: Rovnice a cosx + bsinx = ¢ feSené na jednotkové kruznici

hledéni priniku pifmky p : acosz + bsinz — ¢ = 0 a jednotkové kruznice k : cos? z +sin®x =

=1 (obr. 4.17). Kritériem existence feSeni rovnice acosx + bsinz = ¢ je tedy podminka, aby
dany priinik byl neprazdny, coz zapiSeme pomoci vzdalenosti po¢atku O = [0, 0] od pfimky p:

pNk#D & |Op| < 1.

Z analytické geometrie vzpomenme vzorec % pro vzdalenost bodu [zg, y] od pfimky

az + by + ¢ = 0, do kterého v nasi podmince |Op| < 1 dosadime:

_la-0+b-0—¢f | R
10l = Va2 + b2 7\/a2+b2§1 < ol < Viat 5%

Tak jsme odvodili, Ze rovnice acosz + bsinxz = ¢ je TeSitelnd, pravé kdyz jeji koeficienty
a, b, ¢ spligji podminku |c| < a2 + b2. Je-li posledni nerovnost ostra, ma zkoumané rovnice
v intervalu (0, 27) dvé rtizné feseni, jak je tomu v situaci na obr. 4.17.

. Myslenkou goniometrické metody je tprava levé strany rovnice acosx + bsinx = ¢ na tvar
K -sin(z + ), kde K > 0 a ¢ € (0,27) jsou vhodna &sla.® Touto tipravou ziskavame zékladni
goniometrickou rovnici pro funkei sinus ve tvaru

K -sin(z +¢) =c & sin(m+<p):E.
Ukazme proto, jak kyzené vyjadieni levé strany ptivodni rovnice prakticky najit. Pro kazdé
r € R ma platit

acosx + bsinz = K -sin(z + @),

acosx + bsinx = K - (sinx cos ¢ + cos z sin ),

acosx + bsinz = Ksingpcosz + K cos ¢psinx.

S - - . . P B e P <
9Leva strana rovnice a cos x + bsinz = ¢ je tak v proménné x sinusoiddlni funkci. Tomuto druhu funkci se budeme
vénovat v prikladu 4.7.1.
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Cisla K a ¢ tudiz hledame z podminek
K sinp = a, Kcosp =b.
Umocnénim obou rovnosti a jejich naslednym sec¢tenim uréime neznamé kladné ¢islo K:
K?sinp+ K?cos?p=a’4+0* = K?. 1=d>+0® = K= \/m.
Pro druhou neznamou ¢ € (0, 2m) tak dostaneme soustavu rovnic

. a a b b
sing = = = ——, COSpYp = — = ———.
¥ K ‘/a2+b2 ® K ’/CL2+b2

Jeji Tesitelnost je zarudena tim, Ze soucet druhych mocnin pravych stran obou rovnic je (diky
uréené hodnoté K') rovna 1. Prakticky lze &islo ¢ urcit napiiklad tak, Ze nejprve v oboru
(0, 2m) vyrfesime rovnici
s @
8¥Y =7

a pak podle znamének ¢&isel a,b vybereme feSeni ¢ ze ,spravného” kvadrantu.

B Priklad 4.4.3. Obéma metodami vyfeste v oboru R rovnici 6 cosz — 8sinx = 5.
Resent:

1. Algebraickad metoda:

_6c—5
=5

c=cosz, s=sinx = 6c—8s=5H = s

6c — 5
8

2
cF4+s2=1 = cz+( ):1 = 64+ (6c—5)?2=64 =
= 100¢* — 60c — 39 =0,
D = (—60)2 —4-100- (—39) =400-48 = D =803,

_ 60+80v3  3+4v3 6 —5  —4+3V3

“ 200 10 @ 8 10
W 60-80v3 3-4V3 G5 _-4-3V3
277200 10 0 PT 8 T 10

Dvojici kladnych &isel (c1, $1) odpovida FeSeni x z prvniho kvadrantu, takze

—4+3V3

2km, k € Z.
10 + 2k, kK €

T1} = arcsin

Dvojici zapornych €isel (cg, s2) odpovida FeSeni x ze t¥etiho kvadrantu, takze

+3v3

4
2o ) = T+ arcsin 10 + 2km, k € Z.
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2. Goniometrickd metodas:
Zadanou rovnici vydélime &islem K = va2 + b2 = /62 + 82 = 10:

1
gcosx—gsinx:§,
1 4 3
sin(z + ¢) = 3 kde cosp = —g 8 singp = 5
1o .
arcsin — = —, ¢ = m — arcsin —,
267 5
3 3 5
Ty + T — arcsin - = % +2km, )+ 7 — arcsin 5= % + 2km,
5

5 3
Tk = —% + arcsin 5 +2kn (ke€Z),

3
To g = —% + arcsin R +2kn (keZ).

Presvédceme se, ze oba postupy Teseni vedly ke stejnému vysledku, Ze tedy plati rovnosti

arcsin 774 +3V3 -_T + arcsin §
0 6 5’
4
T + arcsin %\/g = 75% + arcsing + 2m.

Protoze % < arcsin% < %, je prvni rovnost rovnosti dvou thlii z prvniho kvadrantu, takze plati,

6
pokud
774+3\/§ = sin —E—O—arcsin§
0 6 5)°

Uzitim sou¢tového vzorce dostavame

sin —E—i-aurcsin§ = gin aurcs.in§ cosz—cos aurcsin§ sinz—§ ﬁ—é l—ﬂ
6 5) 5 6 5 6 5 2 5 2 '

Druh4 rovnost

4+43V3  Tm .3
———— = — 4 arcsin —

T -+ arcsin 10 6 5

je rovnosti dvou thli ze tiettho kvadrantu, nebot 0 < arcsin% < %. ZmenSeme je oba o hodnotu 7
a pak porovnejme hodnoty jejich sint:
sin u + arcsin 3 sin il cos ( arcsin 3 + cos T sin | arcsin 3 4433
in [ — in — | = sin — cos in — — sin in— | = =—.
6 5 6 5 6 5 10

o|
ot w

Tim je rovnost obou mnozin feSeni ovérena. |

Vratme se k obecnému vykladu o metodéch feseni goniometrickych rovnic. Zadny dal3i jejich typ
uz obecné zapisovat nebudeme. Misto toho poznamenédme, Ze mnohé goniometrické rovnice feSime
tak, zZe vyuzivime algebraické a goniometrické upravy, abychom je pfevedli na soucinovy tvar

Fi(z)  Fa(x) ...  Fp(z) =0,
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kde kazdy ¢initel je tvaru F;(x) = fi(a;x+b;) —¢;, v némz f; znad¢i nékterou goniometrickou funkei a
koeficienty a;, bs, ¢; jsou dana realna &isla (Gasto je ¢; = 0).1° Protoze souéin nékolika ¢initel je roven
nule, pravé kdyZ je aspoi jeden €initel nulovy, v8echna feeni rovnice Fiy(x) - Fo(z) - ...  Fy(z) =0
dostaneme, kdyz vyfesime kazdou z jednotlivych zakladnich rovnic

Fi(z) = filaiz +b;) —c; =0  (i=1,2,...,n)

a mnoziny jejich Feseni nakonec sjednotime.!’ Tato zavéreéna faze je tedy rutinni zaleZitost, rozho-
dujicim krokem celého prubéhu feseni je dovést vychozi goniometrickou rovnici vhodnymi apravami
do soucinového tvaru, o kterém jsme pravé pojednali.

B Priklad 4.4.4. Kazdou z jednotlivych rovnic

a) 3sin (a:+277r> = 2sin (ng 8;) ,

b) sinz +sin3z + sin bz = 0,
c) cosx - cos2z = cosdx - cos b
pieved'te na soucinovy tvar.

Resent: a)

xr 87 N 9 167 N +27T 9 9
= — — Tr = _— €T — = — 27,
YT L 7 =Y

3sin(2y — 2w) =2siny < 3sin2y = 2siny,

1
0=3sin2y —2siny =3 -2sinycosy — 2siny = 6siny (cosyf 7) ,

3
sin EJr8—7r cos §+8I ! =0
27 27 3]

b)
sinx + sin 3z + sindz = 0 (soucet sint prevedeme na soudin),
2sin 5x2+ z cos br + sin 3z = 0,
2sin 3z cos 2z 4 sin3x = 0 (vytkneme spoleény €initel),
sin3z - (2cos 2z + 1) = 0.
c)
cosx - cos 2T = cos 4z - cos bx (soudiny kosinii pfevedeme na soucty),

cos 3x + cos x

5 = i(cos 9z + cos x),

0 = cos 9z — cos 3z (rozdil kosini pFevedeme na soucin),

0 = —2sin 6z - sin 3z.

10V soucinovém tvaru tedy napi. neni rovnice sinz - cosz = % (na pravé strané neni nula), kterou ovSem vyFesime
prevodem na zékladni rovnici sin 2z = %
HTyto mnoziny &asto nejsou disjunktni. Abychom jejich sjednoceni zapsali ,,bez opakovani“, vypiSeme nejprve a

porovname vSechna FeSeni na nékterém intervalu délky rovné spole¢né periodé obou stran ptvodni rovnice.
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N4as prehled metod feSeni goniometrickych rovnic zavrsime poznamkou, ze u nékterych rovnic lze
vyhodné vyuZit poznatku o ohrani¢eném oboru hodnot (—1, 1) funkei sinus a kosinus. Tak napiiklad
rovnice

sin P+ cos@ + 2 =0, sinR-cosS = -1 a 3sinT —4 = cos® U
(tvar vyrazti P,Q, R, S,T,U neni diilezity) mohou byt splnény jeding tak, Ze plati
sin P =cos @ = —1, {sinR,cos S} = {-1,1} a sinT =1AcosU = —1.
Pro libovolna éisla s, ¢ € (—1,1) totiz plati
s+c+22>0, s-c>—1 a 38—4§—1§c37
pritom rovnosti nastanou jen ve vyse uvedenych piipadech. |

V kratsi druhé c¢asti této podkapitoly pojedname stru¢né o feSeni goniometrickych nerovnic.
Setkavame se s nimi napiiklad pii stanovovani defini¢nich obori slozenych funkei. Tak funkce zadané

predpisy
y1 = log(V/3 — tgz), Yo = Vsinx + cosx

maji defini¢éni obory tvofené vSemi feSenimi nerovnic
tgx < \/3, resp. sinx + cosx > 0.
Prvni z nich patfi mezi zdkladni goniometrické nerovnice, které jsou obecné tvaru

fl@) <e fx) <e f(z) 2 ¢ fx) >,

kde f je jedna z goniometrickych funkeci sin,cos,tg,cotg a ¢ je dané realné ¢islo. Jejich TeSeni
mé uzkou souvislost s piislusnou goniometrickou rovnici f(xz) = c. Je-li tato rovnice Fesitelna,
jsou jeji jednotliva feSeni krajnimi body intervald, ze kterych je slozen obor pravdivosti pavodni
nerovnice.'? O které intervaly se konkrétné jednd, milzeme zjistit z grafu goniometrické funkce f
nebo z jeji urcenosti goniometrickou ruci¢kou na jednotkové kruznici. Obé metody nyni stru¢né
okomentujeme.

o Reseni goniometrickyjch nerovnic na grafech
Touto metodou miZeme Fesit nejen zakladni goniometrické nerovnice (viz napf. obr. 4.18),
ale i nerovnice typu'3

flax +0b) <c a flax +b) < g(cx +d),

kde f a g jsou (ne nutné ruzné) goniometrické funkce (viz napt. obr. 4.19). Obecné lze konsta-
tovat, ze feSenf nerovnice F(z) < G(z) je vyhodné ,odecitat” graficky, kdykoliv mame grafy
funkei F' a G k dispozici.

o Reseni goniometrickyjch nerovnic na jednotkové kruznici
V roviné s kartézskou soustavou soutadnic Ocs (doplnénou piipadné o osy ¢ a ¢t pro funkce

12Neni-li pFislusna rovnice fesitelna, je situace jednodusi: nerovnice sina > 2 nema feSeni, nerovnice cosz > —2
ma za feSeni kazdé x € R.

13Pro stru¢nost budeme od tohoto mista zapisovat typy nerovnosti jen se znakem <, i kdyZ na jeho misté mize
byt i kterykoliv ze znakt >, < nebo >.
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Obrézek 4.19: Nerovnice sin > cosz a sin 2z < sinz v oboru z € (0, 27)

tangens a kotangens) muzeme fesit zakladni goniometrické nerovnice zptusobem, ktery objas-
nime podle obr. 4.20 na piikladech sinz < —% atgar > —%. V prvnim z nich hledame ty
body na jednotkové kruznici k, které lezi ve vyznacené poloroviné p o rovnici s < f%. Vysled-
nou mnozinou je znazornény oblouk, jehoz krajni body odpovidaji dvéma vyznacenym thlam
1, T9 — FeSenim prislusné rovnice sinx = —%. Ta jsou pak krajnimi body uzavieného intervalu
(x1,x2), jenz je hledanym oborem pravdivosti zadané nerovnice v oboru (0, 27).

U druhého prikladu, nerovnice tgx > f%, hledame ty body na jednotkové kruznici k, jejichz
(prodlouzend) spojnice!? s pocatkem O protne tangentovou osu ¢ v bodé vyznagené polo-
piimky ¢ > —%. Vysledna mnozina je tvotena dvojici obloukt, takze mnoiina TeSeni zadané
nerovnice v oboru (0, 27) je sjednocenim piislusnych intervali (0, §), (1,3 5) a (x2,2m), kde
r9 = x1 + 7 — v souladu s tim, Ze funkce tangens mé periodu 7.

B Piiklad 4.4.5. Reste goniometrickou nerovnici sin(2z + §) > 1

Reseni: Zavedeme substituci y = 2x + § a vyreSime pnslu'snou gomomctrlckou rovnici:

1 5
siny:§ & y1:%+2k’7r, y2:§+2k7r.

Z grafu nebo z jednotkové kruznice nerovnici vyfesime a vratime se zpatky k neznamé x:
1 5T
siny2§ & JkeZ: 7+2k7r<y<F+2k7r

5
%—I—Zkﬂ'ﬁ?z—}—ggg—ﬁ—ﬂm = —ﬁ+k:7r§x§§+lm.

Odpoved: x € U <—— + k7r, + k7r>

MPfipominame, ze p¥i odeétu hodnot tgz na ose t je nutné (v 2. a 4. kvadrantu) goniometrickou ruc¢icku OA
prodlouzit nikoliv za bod A, ale za bod O.
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Obréazek 4.20: Nerovnice sinz < —% atgxr > —% v oboru z € (0, 2m)

Vénujme se nyni souhrnné pocetnim metodam feseni slozité&jsich goniometrickych nerovnic. Vse-
obecné lze konstatovat, ze pro né mizeme vyuzit stejné postupy jako pro piislusné goniometrické
rovnice, které jsme podrobné popsali dfive. Tak pro jednotlivé typy goniometrickych nerovnic

F(sinz,cos 2z) < 0, F(cosz,cos2z) <0, F(sinx £ cosz,sin2z) <0

zavadime po Fadé substituce y = sinz,y = cosz,y = sinz £ cosx, podobné jako pro obecnou
nerovnici F'(sinx,cos ) < 0 mizeme uvazovat o univerzalni substituci y = tg §. Kazdou takovou
substituci y = f(z) prechazime k algebraické nerovnici P(y) < 0, jejiz mnozina FeSeni je — obecnd
vzato — sjednocenim nékolika omezenych ¢i neomezenych intervali. Pro kazdy z nich pak usku-
tefnime navrat od nové neznamé y = f(z) k pivodni neznamé x. Je-li napf. (c,d) jeden takovy
interval, zminény navrat spoé¢iva v feSeni soustavy goniometrickych nerovnic ¢ < f(z) < d. K fesent
soustav prechazime i v pfipadech, kdy se nam vychozi{ goniometrickou nerovnici podaii upravit na
soudinovy tvar Fj(z) - Fa(z) < 0; vysledny obor pravdivosti je sjednocenim mnoZin FeSeni dvou
soustav

Fi(z) <OAFy(z) >0 a Fi(z) > 0A Fy(z) <0,

nebot o znaménku hodnoty soucinu rozhoduji znaménka ¢initelit. (Podobné soustavy bychom mohli
vypsat i pro nerovnice v souinovém tvaru slozeném z vice ¢initeli.)
Posledni pozndmku vénujme linedrnim nerovnicim typu

acosx + bsinz < c.

P11 jejich feSeni algebraickou metodou dostavame pro jednu neznamou ¢ = cos x nebo s = sinx kva-
dratickou nerovnici, kterou pak fesime v oboru (—1,1). Tento postup (stejné jako u rovnic) miiZeme
interpretovat (a zaroven i kontrolovat) graficky zptsobem z obr. 4.21, kdy hledame prinik jednot-
kové kruznice k s polorovinou p, ktera odpovida prislusné linearni nerovnici. Druhé goniometricka
metoda TFeSeni linedrni nerovnice mezi sinem a kosinem spociva ve difive popsané tpravé

acosx +bsinz < ¢ & sin(z + ¢) <

C
VET B
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s vhodnou hodnotou ¢.

CcoS T

Obrazek 4.21: ReSenf nerovnice 3cosz + 2sinz > —1

te nerovnice

o5 (o)

b) + (1 + cosz) cos 2z < cos 3z + 2 cos® z.

B Piiklad 4.4.6. V oboru (O 27) fe

Reseni: a)

sin (2z+z) < sin (x—i—z) & osin (2:::—5—1) — sin (:c—Q—E) <0
6 3 6 3 ’
3r w . T ™ 3r 7 ./ ™
2cos<7+z)-sm<§ 12)<0 < 1) cos(7+z>>0/\sm<§—ﬁ)<0,

3z 7 /T ™
2) cos(7+z> <0/\sm<§fﬁ> > 0.

T 3r ™ 9w x s

—— + 2k —+ - < = +2k 21 ——— <2 21

2+ 7T<2+4<2+ T N T+ 7r<2 12< T+ 20T,
7 4dkw T 4dkw 137 25m
o -+ — A — +dr —— + 4w, kde k,l € Z.
2+ 3 <£E<6+ 3 6 + <z < 6 + 4lm, e k,l €

2)
T k< T 3T Lok A 04 2r< P < ryon
2 2 4 2 2 12 ’
7w 4dkw 5 4kw T 137
—+t—<zz<—+— AN —+Hdr<x<—+4n, kde k,l € Z.
6+ 3 <@ 6 + 3 6+ T 6 + 4im, kde k,l €
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b)
14 (1 + cosz) cos 2z < cos 3z + 2cos® z,
14 (1 + cosz) cos 2 < cos(2x + ) + 2 cos® ,
1+ cos 2z + cos x cos 2z < cos 2x cos & — sin 2z sin x + 2 cos® T,

1+ cos 2z + sin 2z sinz — 2cos® z < 0,
2cos? 2 + 2sin® zcosz — 2cos® x < 0,
2 cos z(cos x + sin’ x — cos? x) < 0,
2cos 2(cosz 4 (1 — cos? ) — cos® x) < 0,

2cosx(cosz 4+ 1 —2cos?z) < 0.
Pro y = cos x tak méame nerovnici

y(14+y—2y%) <0 mneboli y(1—y)(1+2y) <0

s nulovymi body y = 0,y = 1,y = —1, ktera ma v oboru R fefeni y € (—3,0) U (1,00). S ohledem

na substituci y = cosx druhy interval vylou¢ime a dostavame f% < cosz < 0. ReSenim puvodni

nerovnice v intervalu (0,2) je proto x € (5, %7) U (47, 37).

4.5 Goniometrické soustavy rovnic

V predchozi podkapitole jsme se seznamili s rozli¢énymi metodami FeSeni goniometrickych rov-
nic. Kazdé z nich byla tlohou na nalezeni vSech vyhovujicich hodnot jedné nezndmé x € R. Nefesili
jsme vétsinou jednotlivé rovnice, nybrz jsme popisovali metody FeSeni celych skupin typové blizkych
rovnic.

Resent geometrickych tloh nas vsak ¢asto stavi do situace, kdy hleddme vice neznamych thla
svazanych riznymi podminkami, které dokazeme vyjadfit uréitou soustavou rovnic. Je-li mezi nimi
aspoii jedna goniometrické rovnice (tedy rovnice s neznamymi v argumentu goniometrickych funkef),
mluvime o goniometrické soustavé rovnic. Vytvorit metodiku feseni né&jakych Sirsich skupin takovych
soustav je prakticky nemozné, proto se pii nasemu vykladu budeme zabyvat pomérné konkrétnimi
soustavami, které pfesto jisty rys obecnosti postradat nebudou. Pijde totiz vesmés o pfiklady sou-
stav popisujicich konkrétni geometrické situace s jednim nebo vice vstupnimi udaji, které se pak
stavaji parametry doty¢nych rovnic v obvyklém vyznamu tohoto terminu skolské matematiky. Re-
Seni takovych soustav pak samoziejmé vyzaduji diskusi o existenci, tvaru a po¢tu feSeni.

Goniometrické soustavy rovnic, které budeme formou piiklada Fesit, jsme vé&tSinou pievzali
z knihy [26].1° Z rozsahovych divodi nebudeme prokazovat, Ze tyto soustavy skuteénd maji sviij
,geometricky puvod“. Prvni z vyjimek u¢inime v piipadé Snellovy soustavy z tvodniho ptikladu
4.5.1. PopiSeme jiz nyni dalezitou ilohu z matematické geodézie, ktera nés privede pravé ke Snellové
soustaveé.

Na mapé, na které uz jsou zakresleny zndmé geodetické body A, B a C, mdme vyznacit novy geo-
deticky bod M, z neéhoZ jsou usecky AB a BC vidét pod ihly o, resp. B, jeZ byly prakticky zméieny.

V daném trojuhelniku ABC ozna¢ime a = |AB|,b = |BC| a ¢ = |£ABC|. Polohu bodu M

5Na odlisny pivod pFikladi upozornime poznamkami pod carou.
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Obrazek 4.22

uréime vypod¢tem dvojice uhli x = |[{BAM]|,y = |{BCM| vypoftem z naméfenych uhli o =
= |{AMB]| a f = |[BMC|. K tomu sestavime soustavu dvou rovnic s neznamymi z a y. Prvni
z nich

rH+y=2m—(a+B+p)

okamzité plyne ze sou¢tu vnitinich thla étyfahelniku ABC M. Druhou goniometrickou rovnici od-
vodime ze sinové véty zapsané pro trojuhelniky ABM a BCM:

sinz  |BM| siny |BM| sinz  bsina

- = N = = . = . .
sin a sin 8 b siny asinf

Tak jsme zadanou geodetickou tlohu prevedli na feSeni soustavy rovnic s neznamymi x,y, ktera je

tvaru

sinx bsin

T4y =21~ (a+B+¢).

siny asing’

Bude to prvni ze skupiny prakticky vyznamnych goniometrickych soustav, které budeme fesit a
které jsou vSechny typu

‘f(l’)*f(y):% wiy:b‘

s neznamymi z,y € R, danou goniometrickou funkeci f, danou aritmetickou operaci * a parametry
a,b € R. Z rozsahovych davodi nebudeme zapisovat feSeni téchto i dalsich soustav az do konce,

nybrz se spokojime zpravidla s odvozenim nékteré zékladni goniometrické rovnice o jedné neznamé,
se kterou uz je dokonceni celého feSeni rutinni zalezitosti.

B Priklad 4.5.1. Reite soustavu rovnic

sinx

=a, x+y=>

siny

Reseni: Vyjadieni z = b—y z druhé rovnice dosadime do prvni rovnice, kterou pak upravime pomoci
souc¢tového vzorce pro sinus:
sinz  sin(b—y) sinbcosy — cosbsiny

a= — = - = - =sinb - cotgy — cos b.
siny siny siny
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Dostavame tak zakladni rovnici s nezndmou y pro funkci kotangens
sinb - cotgy = a + cosb.
Diskuse o jejim feseni (podle toho, zda ¢islo sin b je rovno nule ¢i nikoliv, a zda v piipadé sinb = 0 je

rovno nule i ¢islo a+ cosb) je snadna. Kazdému nalezenému Fesent y pak odpovida jediné z = b—y.
Dodejme jesté, ze podobnym postupem lze fesit i soustavy

sin x Ccos T
— =a, x—y=>b] a
siny

=a, zEty=h
cosy

B Priklad 4.5.2. Reite soustavu rovnic

sinx +siny=a, x+y=0>=.

Reseni: Do prvni rovnice upravené podle vzorce pro soucet sinti dosadime za soucet x +y hodnotu b
z druhé rovnice:

T—y b T—y

Y o
cos = 2sin — cos
2 2

a =sinx +siny = 2sin

To je zékladni rovnice s nezndmou u = % pro funkci kosinus. Existence jejich feSeni ziejmym
zpusobem zavisi na hodnotach a, sin g. Ke kazdé vyhovujici hodnoté u pak uré¢ime piislusné x,y ze
soustavy linearnich rovnic
r—y
r+y=0, — = U.

Dodejme, Ze stejnym postupem lze Fesit i soustavy

sinx £siny = a, miy:b‘ a |cosacic0sy:a7 rty=>o.

B Piiklad 4.5.3. Reite soustavu rovnic

sinz-siny=a, x+y=0>.

Reseni: Dvojnasobek levé strany prvni rovnice vyjadiime jako rozdil kosini a za soucet x + y
dosadime hodnotu b z druhé rovnice:

2a = 2sinzsiny = cos(z — y) — cos(x + y) = cos(xz — y) — cosb.

To je zékladni rovnice s nezndmou u = = — y pro funkci kosinus (kterd mé Feeni, pravé kdyz
|2a 4+ cosb| < 1). Ke kazdé vyhovujici hodnoté u pak uréime prislusna z,y ze soustavy linearnich
rovnic

r+y=0>b, x—y=u.

Podobnym postupem lze fesit i soustavy

sinxsiny = a, x—y:b‘ a |cosxcosy:a, rEty=>0.
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Diive neZ prejdeme k soustavam daného typu pro funkce tangens a kotangens, poznamenejme,
ze postupy TeSeni prvnich ti{ pfiklada lze pouZzit i pro obdobné soustavy, u nichz je parametru a
roven jeden z vyrazi

. . sin x
sinx £ cosy, sinzcosy,

cosy’
nebot sta¢i vyuZit prevodni vzorec cos (1 —y) = sin Fitom substituce ¢y’ = T — y zméni rovnici
Yy p 5 Y Y, P Yy 5~ Y

x £y = b na rovnici téhoz typu z Ty’ =bF .

B Priklad 4.5.4. Reite soustavu rovnic!®

‘tngrtgy:a, r+y=>b

Reseni: Predpoklddejme nejprve, Ze hodnota tg b existuje. Potom z danych rovnic odvodime vztah

tgr +tgy a
teb =1t = = ,
& gz +v) 1—tgatgy 1 —tgatgy

ze kterého (v piipads, Ze a - tgb # 0) vyjadiime hodnotu p = tgz tgy zlomkem
a
1——.
tgb

Zname tedy jak soucet, tak i soucin hodnot tgz a tgy, takZe je miZeme urcit jako kofeny t; o
kvadratické rovnice

p:

thater:().

(Diskusi o existenci kofent stejné jako rozbor pifpadu a - tgb = 0 vynechame.) Nakonec ve vyjad-
Fenich
r = arctgty + km, y=arctgts +Im

(nezapomenme, Ze kofeny t; a ty musime dosadit v obou pofadich) uré¢ime zéavislost parametrt
k,l € Z tak, aby byla splnéna pitivodni rovnice x +y = b (a nikoliv jen jeji dusledek tgb = tg(z+y),
ze kterého nas postup vychazel).

V pfipadé, kdy hodnota tgb neexistuje, vede rovnice z + y = b k hodnoté p = tgxtgy = 1.
Dalsi postup s kvadratickou rovnici je stejny jako v prvnim piipadé.
Dodejme, ze podobnym postupem lze fesit i soustavy

tgx —tgy =a, J:—y:b| a ‘cotgx’icotgy:a, rty=">

(v obou rovnicich druhé soustavy se berou stejna znaménka). |

Vyklad jednotlivych piikladi goniometrickych soustav nyni ozivime ukézkou zajimavé kon-
strukéni tlohy, jejiz feSeni snadno prevedeme na soustavy rovnic s funkci tangens z predchoziho
prikladu 4.5.4.

Na dané tecné ke kruznici o stredu S sestrojte usecku dané délky d, jeZ je ze stiedu S wvidét pod
danym uhlem w.

Ozna¢me r polomér dané kruznice a x,y neznamé thly, které podle obrazki obou moznych situaci
urcuji polohy krajnich bodu A, B hledané usecky. Je patrné, Ze x,y spliiuji soustavu rovnic

d d
tgx+tgy=—, x+y=w| resp. |(tgr—-tgy=—-, Tz—-y=w.
T r

Prvni soustava pro situaci z levého obrazku je piimo v zadani piikladu 4.5.4, druha soustava odpo-
vidajici pravému obrazku je zminéna v zavéru jeho feSeni.

16V knize [26] je tato soustava pouze okrajové zminéna, aniz by byla uvedena souvisejici geometrické tloha, kterou
) )
popiSeme vzapéti poté, co soustavu vyresime.
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Obrazek 4.23

B Piiklad 4.5.5. Reste soustavu rovnic!”

tgxr—tgy=a, z4+y=>ob.

Resent: Predpokladejme nejprve, Ze hodnota tg b existuje, a zaved me pomocné neznamé p = tgx tgy
a s =tgx + tgy. Z druhé rovnice soustavy plyne
tgx +tgy S

tgb=tg(z+y) = T tgrtey =T, odkud s = (1 — p)tgb.

Ze soustavy linearnich rovnic
tgzr +tgy = (1 —p)tgh, tgz—tgy=a

nachazime i Jtgh i Jtgb
—p)tgb+a —p)tgb—a
S TET T gy =
2 2
Po dosazeni do vztahu tgx tgy = p ziskdme kvadratickou rovnici

tgxr =

(1—p)*tg’b—a® =4p

k uréeni hodnoty p (v pripadé tgb = 0 jde o rovnici linearni). Ke kazdé vyhovujici hodnoté p
vypocteme podle uvedenych vzorct hodnoty tgx a tgy. Zbytek feSeni je stejny jako u prvni Gasti
feseni prikladu 4.5.4 — musime zajistit, aby byla splnéna nejen rovnice tg(z +y) = tg b, ale i pivodni
rovnice x +y = b.

V piipadé, kdy hodnota tgb neexistuje, vede rovnice z + y = b k hodnoté p = tgaxtgy = 1,
takze hodnoty u = tgx,v = tgy lze v tomto piipadé urcit z jednoduché soustavy rovnic

u—v=a, u-v=1.

Zbytek (Feseni zakladnich rovnic tgx = u,tgy = v a zajisténi podminky x + y = b) je nasnadé.
Dodejme, Ze popsanym postupem lze fesit i soustavy rovnic

|tg:c+tgy:a, xfy:b| a ‘cotga::tcotgyza, I:Fy=b~|

"Uvedeme vlastni (odlisny od knihy [26]) postup FeSeni.
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B Priklad 4.5.6. Reite soustavu rovnic

|tngtgy:a, z+y=>0.

Regeni: V piipadg, kdy hodnota tg b existuje, z druhé rovnice soustavy plyne

tgr +tgy  tgr+tgy
1—-tgatgy 1-a

tgb=tg(zr +y) =

takZe musi byt a # 1, jinak soustava nem4 FeSeni. Ze vztahi
tgx+tgy=(1—a)tghb a tgx-tgy=a
vidime, Ze ¢isla t; = tgx a to = tgy jsou kofeny kvadratické rovnice
t?—(1—a)tgb+a=0.
Po jejich urceni zbyva vyfesit dvé zakladni rovnice tgx = ¢; a tgy = t2 a zajistit splnéni rovnice
x +y = b, kdyZ zarucené plati tg(z + y) = tgb.
V pripadé, kdy hodnota tgb neexistuje, z rovnice z + y = b plyne tgxtgy = 1, takze dana

soustava méa feSeni, jen kdyZ a = 1, a jsou to vSechny dvojice (z,y) uréené rovnici x +y = b.
Podobny postup lze uplatnit i k feSeni soustav

|tgxtgy:a, xfy:b‘ a |tg:)ccotgy=a7 xj:y:b,|

piitom od soucinu tg x cotg y lze pomoci substituce y' = § —y piejit k soudinu tgx tgy’. (Soustavu
rovnic se zadanym soucinem cotg x cotgy jsme ani nezapsali, nebot tento soudin je prevracenou
hodnotou sou¢inu tg x tgy.) |

Ve v8ech predchozich piikladech jsme feSili soustavy dvou rovnic, z nichz jedna byla goniomet-
rickd a druhé linedrni. Nyni pfejdeme k soustavam, v nichz obé rovnice budou goniometrickeé. I jejich
vybér je dan praktickym vyznamem pii feSeni geometrickych tloh (které vSak uvadét nebudeme).

B Priklad 4.5.7. Reite soustavu rovnic

sinzsiny = a, coszcosy:b.‘

Reseni: Ze souctového vzorce pro funkci kosinus vyplyva, ze zadanad soustava je ekvivalentni se
soustavou zékladnich goniometrickych rovnic

cos(z+y)=b—a, cos(z—y)=b+a.

Takové rovnice jsou Fesitelné, pravé kdyZ plati |b — a| < 1 a zarovei |b+ a| < 1. Po uréeni hodnot
u=2x+y,v =2z —y (nezapomeiime na dva nezavislé celo¢iselné nasobky periody 27) se vratime
k ptivodnim neznamym

1 1
xzi(u—i-v), yzi(u—v).

Podobnym postupem zaloZenym na sou¢tovém vzorci pro funkci sinus lze fegit soustavu

‘sinxcosy =a, coszsiny= b.‘
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B Piiklad 4.5.8. Reite soustavu rovnic

‘sinmcosy:a, CoSTCOSYy = b.‘

Resent: Predpokladejme nejprve, ze b # 0. Pak nutné plati i cos z # 0 a cosy # 0, takze po vydéleni
prvni rovnice soustavy jeji druhou rovnici dostaneme zakladni goniometrickou rovnici

ta:*g
g =

Po urceni vyhovujicich ¢isel x a dosazeni pfislusnych hodnot cos z, které jsou ziejmé tvaru

+b 20
COSEL = ——— ,
Va2 + b2

do druhé rovnice piivodni soustavy dostaneme zakladni rovnici
cosy = £v/a? + b2

k urceni druhé neznamé y. Zarovenn vidime, Zze v piipadé b # 0 ma zadana soustava FeSeni, pravé
kdy# a? + b2 < 1.

V pripadé b = 0 je druhé rovnice soustavy splnéna, pravé kdyz cosz = 0 nebo cosy = 0. Je-li
cos ¢ = 0, uréime odtud neznamou x a po dosazeni hodnoty sinx = +1 do prvni rovnice dostaneme
rovnici cosy = +a k uréeni hodnoty y. Je-li naopak cosy = 0, musi byt a = 0, jinak prvni rovnici
soustavy nelze splnit, v kladném p¥ipadé (a = 0) je pak hodnota z libovolna.

Podobnym zptisobem miizeme Fesit i soustavu rovnic

‘sinxcosy =a, sinzsiny= b.|

B Piiklad 4.5.9. Reste soustavu rovnic

|sinac—i-siny:a7 cosa:—i—cosy:b.‘

Reseni: Po znamém prevodu souctl na souciny dostaneme soustavu rovnic

T4y r—y a T+y z—y b
cos =_—, cos cos =

sin s )
2 2 2 2 2

ktera po substituci u = 3(z 4+ y),v = 3(z — y) piejde v soustavu fesenou v prikladé 4.5.8.

Uvedeny postup lze vyuzit i pro feSeni soustav

‘sinz:l:siny:a, cosrtcosy=1b

s ostatnimi tfemi variantami znamének v obou rovnicich.

B Piiklad 4.5.10. Redte soustavu rovnic

tgx +tgy =a, cotgx + cotgy =b.

Resend: Substituci u = tgx,v = tgy dostaneme algebraickou soustavu rovnic

1
ut+v=a, —+-—=0>b,
u v

123



KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

kterou v pripadé b # 0 snadno vyfesime na zakladé implikace

1 1
b:waf=u+v=i = we=-o
u v uv uv b

(je-li b =0, musi byt i a = 0, jinak soustava nema FeSeni). Odtud totiZ plyne, Ze neznamé u, v tvori
dvojici kofenti t1 2 kvadratické rovnice

a
t? —at+ - = 0.
b
Po jejich vypoctu (podminku existence vypisovat nebudeme) pak zbyva vyfesit dvojici zakladnich
rovnic tgx = ¢1,tgy = t2 (s ohledem na symetrii jsme zapsali pouze jednu z obou soustav). |

Zavéretnou trojici prikladi budou tvofit soustavy se spole¢nou geometrickou motivaci, kterou
je uloha urdit vnittni dahly «, 3,7 vSech téch trojuhelniki, pro néz jsou hodnoty f(a), f(8), f(7)
s danou goniometrickou funkei f v daném postupném poméru p : g : r. Tato podminka

fl@): f(B): f(v)=p:q:r

s danymi parametry p, g, € R vlastné pfedstavuje dvojici rovnic pro t¥i neznamé «, 3, y; potfebnou
t¥eti rovnici je zdkladni vztah oo + 8 + v = 7. V zadani prikladi nebudeme uvadét podminku, ze
parametry p, g, r jsou ruzné od nuly. Je-li totiz napiiklad p = 0, vede zakladni rovnice f(a) = 0
pfimo k urceni hodnoty «; pro zbylé neznamé 3, pak dostavame soustavu, kterou jsme se uz za-
byvali dfive.

Pro funkei f(z) = sin z ma popsana tloha zifejmou souvislost se sinovou vétou pro obecny troja-
helnik. Uvedeme ji jako prvni v pofadi, zavér FeSeni nas diky zminéné souvislosti patrné nepiekvapi.

B Priklad 4.5.11. Reste soustavu rovnic!8

sinz:siny:sinz=p:q:r, r4+y+z=m.

Resend: Prvni rovnice soustavy bude splnéna, pravé kdyz pro vhodné realné &islo ¢ # 0 bude platit
sinz = pt, siny=qt, sinz=rt. (4.24)
Z druhé rovnice soustavy odvodime tii analogické disledky, prvni z nich takto:
sinz = sin(r —y — z) = sin(y + z) = siny cos z + cosysin z = rt cosy + qt cos z.
Po dosazeni do rovnosti sin z = pt a zkraceni ¢islem ¢ dostaneme prvni ze t¥{ rovnost{
P =1rcosy + qcosz, =T7CcoST 4+ pcosz, T =qCcosT—+ pcosy, (4.25)

zbylé dvé rovnosti se odvodi analogicky. Ziskali jsme soustavu tii linedrnich rovnic pro neznamé
cos T, CoS ¥, Cos z, kterd mé, jak se snadno ovéfi, jediné feseni

@ +r?—p? P4+ — g P24+ —r?
oS =-——"—"—, CcOSy=—"—"6o= (CoSz=-—"—".
2pr 2pq

4.2
S (4.26)

8[34], uloha 63, str. 44. V feSeni na str. 202-203 jsou pouze odvozeny zékladni rovnice pro cos x,cosy,cos z. N&§
vyklad doplnime o dalsi ivahy, nebot uvedeny postup Feseni je zalozen na disledkovych tpravach takového druhu,
Ze je principialné nelze ,obratit“.
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To jsou zakladni goniometrické rovnice k uréeni neznamych z,y, z (které ne ndhodou pfipominaji
rovnosti z kosinové véty). Spliuji vSechny trojice z,y, z vyhovujici témto tfem zakladnim rovnicim
zadanou podminku pro pomér sinz : siny : sin z? V§imnéme si, Ze z rovnice pro cos x plyne

2 2 _ 2\ 2
[sinz] = /1 — cos? —\/1—(q tr p> Ve

2qr B 2|gr]|’

kde ¢ = /2(pq + pr + qr) — (p> + ¢ + r2), podobné se stejnou konstantou c plati

Ve Ve

|siny| = .
2|pr| 2|pq|

a |sinz| =

Musi tedy byt ¢ > 0, tehdy z odvozenych vyjadieni dostavame

Ve e e

|sinz| : |siny|: |sinz| = : :
2lgr| " 2[pr|  2lpg|

= Ipl < lal = I7].

Odtud uréime pro hodnoty sin z, sin , sin z, jejichz absolutni hodnoty jiz zndme, spravné kombinace
znamének, aby byla splnéna prvnf rovnice ze zadani piikladu. Pak podle dvojic hodnot kosinu a
sinu neznamych z,y, z najdeme &islo xg, yo, 20 € (0, 27) tak, Ze bude platit

T =umx0+2km, y=1yo+2r, z=2z0+2mnw (4.27)
pro vhodna k,l,m € Z. Je v8ak vzdy mozné zajistit vhodnou vazbou mezi ¢isly k,l a m, aby byla
splnéna i druhé zadané rovnice = +y + z = 7?7 Ani tato otazka jesté neni trivialni, a proto kladnou
odpovéd na ni zdivodnime. Vime, Ze hodnoty z,y, z tvaru (4.27) s parametry k = { = m = 0 spliuji
soustavu rovnic (4.25) a Ze pro né plati i rovnosti (4.24) s vhodnym ¢ # 0. Odtud dostavame

sinx = pt = (rcosy + qeos z)t = rtcosy + gt cos z = sin z cos y + siny cos z = sin(y + 2).
Analogicky se odvodi i dalsi dvé z rovnosti

sinx =sin(y + z), siny =sin(z +2), sinz =sin(z +y).

Podle znamého prubéhu funkce sinus to uz znamena, ze soucet = 4y + z je pro vhodné n € N tvaru
(vyuzijme toho, ze k =1 =m = 0)

xo + yo + 20 = ™+ 2nm, (4.28)
nebot v opa¢ném piipadé by musela byt cela vSechna t¥i ¢isla

To — Yo — 20 Yo —To — 20 20 — %o — Yo
2w ’ 2w ’ 2 ’

takze by bylo celé i naptiklad ¢islo

To—Y% —2 0 _—To—Y _ T
27 2 w’
coz odporuje tomu, Ze sinxg # 0. Proto je vybér trojic k, I, m v (4.27) vzdy mozny a je dan jedinym

omezenim
k+Il+m=—n,
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kde n je celé ¢islo z (4.28), jehoZ existenci jsme pravé zdivodnili.

Dodejme na tplny zévér, ze zadand soustava rovnic mé feSeni pro pravé ty trojice nenulovych
parametru p, q a r, pro které jsou absolutni hodnoty v8ech t¥{ zlomku v (4.26) mensi nez 1. Z nasich
naslednych tvah vSak plyne, Zze tuto pomérné malo piehlednou podminku lze jednoduseji vyjadiit
pomoci zavedené konstanty c¢ ve tvaru ¢ > 0 neboli

2(pq+pr+qr) >p*+ ¢ +1°

V pfipadé kladnych ¢isel p, ¢, r jsme tak netradi¢ni cestou odvodili zndmou podminku ekvivalentni
s trojuhelnikovymi nerovnostmi®®

lg—r|<p<qg+r.

B Priklad 4.5.12. Reste soustavu rovnic

tgx:tgy:tgz=p:q:7, xz4+y+z=m.

Reseni: Oznaéme t nenulovy koeficient, pii kterém ma platit
tgx =pt, tgy=qt, tgz=rt. (4.29)
Z druhé rovnice soustavy plyne

_tgx+tgy

tgz=tg(r—z—y)=—tglz+y) = Tpr———

takze musi byt tgx tgy # 1 a po vynésobeni krajnich ¢lenti pfedchoziho odvozeni a snadné tpravé
dostaneme symetricky vztah?%

tgr +tgy +tgz =tgrtgytg 2. (4.30)

Obracenym postupem z (4.30) dostaneme tg z + tg(z +y) = 0, coZ znamena, Ze x + y + z = nw pro
vhodné n € Z. Proto misto piivodni soustavy miizeme TeSit soustavu rovnic (4.29) a (4.30); poté
pak bude mozné pric¢ist k ¢islim z,y, z z vyhovujicich trojic takové nasobky periody =, aby byla
splnéna i piuvodni rovnice x +y + z = 7.

Dosazenim z (4.29) do (4.30) dostaneme po vydéleni ¢islem ¢ rovnici

pt+q+r
pgr

p—+q+r=pgrt> neboli ¢?=
(pfipominame obecny predpoklad pgr # 0). Vyhovujici ¢ # 0 proto existuje, pravé kdyz je p+q+r
nenulové &islo téhoz znaménka jako pgr. Po dosazeni kazdého z obou kofent

pt+qg+r

tl’g ==
pgr

do (4.29) dostaneme vzdy trojici zakladnich rovnic s funkei tangens k uréeni hodnot z, y, z. Protoze
obor hodnot tgx je celé R, zaddné dalsi podminky existence feSeni kromé

pgr-(p+q+7r)>0

zadana soustava rovnic nema.

19[12], str. 111.
200 jeho zobecnéni pojedname v piikladu 4.6.4.
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W Piiklad 4.5.13. Reite soustavu rovnic?!

COSX :COSY :COSZ=p:q:T, x—Q—y—i—z:ﬁ.‘

Resend: Prvni rovnice soustavy bude splnéna, pravé kdyz pro vhodné ¢ # 0 bude platit
cosx =pt, cosy=qt, cosz=rt. (4.31)

K urceni nezndmé hodnoty ¢ budeme muset nahradit druhou rovnici soustavy rovnici pro hodnoty
cos x, cos Y, cos z, podobné jako jsme v FeSeni predchoziho piikladu nahradili stejnou rovnici x +y +
rovnice

cos? x + cos?y 4 cos? z + 2cos T cosycos z = 1, (4.32)

které je (jak vime z podkapitoly 3.4) zarufené splnéna v piipadé, kdy z,y, z jsou vnitini thly libo-
volného trojthelniku. V tvodni ¢asti podkapitoly 5.1 ukdzeme, Ze rovnost (4.32) plati i v obecngjsi
situaci, kdy je splnéna podminka cos z = — cos(z + y). Piislusné odvozeni v8ak nenf mozné pifmo
obrétit, a tak neni jasné, zda je podminka cosz = —cos(z + y) ke splnéni (4.32) nejen postacu-
jici, nybrz i nutna. Rozhodneme o tom tak, Ze poloZzime ¢ = cos z a pfepiSeme rovnost (4.32) jako
kvadratickou rovnici

4+ 2coszcosy-c+cos’x +cos?y —1=0,

jejiz jeden kofen je, jak vime, ¢; = — cos(z + y). Druhy kofen ¢y proto snadno uréime z Vietova
vzorce pro soucet kofent
1+ cy = —2cosxcosy.

Po dosazeni c¢; a snadné tpravé dostaneme
g = —2cosxcosy —c; = —2cosx cosy + cos(x + y) = —cos(x — y).
Vidime tedy, Ze rovnice (4.32) je splnéna v pravé dvou piipadech
cosz = —cos(z +y), resp. cosz= —cos(x —y).

Podle znamého priubéhu funkce kosinus tyto dvé moZnosti znamenaji pravé to, ze existuje Cislo
n € N s vlastnosti, Ze pfi vhodném vybéru znamének plati

trxty+z=m+2nm. (4.33)

Nasli jsme tak vSechna FeSeni rovnice (4.32). ProtoZe v ni vystupuji pouze hodnoty funkce kosinus,
ktera je suda, miZe u vyhovujicich ¢isel z,y, z zménit podle (4.33) znaménka a pak k nim prFicist
vhodné nasobky periody 27 tak, aby byla splnéna rovnost = + y + 2z = 7w pozadovana zadanim
prikladu. Ukéazali jsme, Ze takové trojice x,y, z tedy existuji pro kazdou trojici kosint spliujicich
rovnici (4.32). Proto se dale budeme zabyvat jiz jen FeSenim soustavy rovnic (4.31) a (4.32) pro
neznamé hodnoty cos x, cos y, cos z, tedy pro neznamou ¢t z jejich vyjadieni (4.31).

Dosazenim z (4.31) do (4.32) dostaneme kubickou rovnici

2pqrt® + (p* + 2 +rH)t* — 1 = 0.

Vyuzijeme pii ném i komplexnt ¢isla, o kterych pojedname v podkapitole 6.2.
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S ohledem na obor hodnot (—1,1) funkce kosinus nas budou po vyfesen{ ziskané rovnice zajimat
pravé ty jeji kofeny, které spliuji podminku

max {|pt|, [qt], [rt[} < 1. (4.34)

Pro lepsi prehlednost postupu feseni u¢inime imluvu, Ze zadana nenulové ¢isla p, g, r z postupného
poméru p: ¢ : r jsou ,normovana‘“ tak, ze plati

pgr = 1. (4.35)
Kromé toho zavedeme novy parametr s predpisem

87p2+q2+r2

4.36
LA (136)
abychom feSenou kubickou rovnici mohli pfepsat do vyhodného tvaru
3s 1
4+t — - =0. 4.37
+5t =5 (4.37)

Podle (4.35) a (4.36) spliiuje parametr s diky nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym pri-
mérem trojice &sel p?, 2,72 odhad

2 2 2
S:p +(]3+7" > 3/p2q27‘2:%:1.

Rovnici (4.37) bude tcelné vyfesit v piipadech s = 1, resp. s > 1 oddélené. V prvnim z nich plati

|p| = |g| = |r| = 1 a mnohoclen v (4.37) ma snadno objevitelny rozklad
3 1 1
3 222 = 2 — =
458 — 5 = (t+1) (t 2).

Vyhovuji tedy hodnoty t = —1 a t = %., takZe v pripadé p,q,r € {—1,1} za podminky pgr = 1 jsou
vSechna TeSeni puvodni soustavy ur¢ena zakladnimi rovnicemi

- (paqr
(cosx,cosy,cosz) = (—p, —q,—7), resp. (cosz,cosy,cosz) = (5, = —)

(podminky (4.34) jsou ziejmé splnény).
Zabyvejme se az do konce FeSeni piipadem s > 1. Poviimnéme si predevsim, Zze mnohoclen

1

3 38
F(t)y =1+ 24> - = 4.38
() =8+ 24— (439)
mé v jistych ¢tyfech vyznamnych bodech hodnoty
3 2753 2753 1 1 353 1 3.1
F-2) =2 2% - 2, Fl-s)=-s*+ 2 -~ =" "2,
2 8 8 2 2 2 2 2
1 s 3 383 1 s3-1 (4:39)
Foy =L <o, F(3) =S L
(0) 5 < 0 2 3 + ) 5 > 0

Proto na kazdém ze tif otevienych intervalit (—25, —s),(—s,0) a (0, %) bude mit kubickd rovnice

(4.37) jeden realny kofen. Vypoc¢téme je nyni uzitim Cardanovy metody. Nejprve tedy zavedeme
substituci

t=u— (440)

S
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abychom pro novou neznamou u dostali kubickou rovnici s nulovym koeficientem u ¢lenu w?:

ul— = u4+ = — = =0. (4.41)

Nyni uplatnime hlavni obrat Cardanovy metody: feSeni posledni rovnice budeme hledat ve tvaru
u = up + ug, kde u; a ug je dvojice Cisel, jez bude feSenim vhodné soustavy rovnic, kterou za
okamzik sestavime. (Jak se ukaze, ¢isla uq, us nebudou redlnd, nybrz imagindrng — piesnéji komplexné
sdruzend.) Dosadime-li vyjad¥ent

=y +ug, ud=ud+ud+ 3ugug(ug + uz)
do rovnice (4.41), dostaneme po snadné apravé rovnici

84 ud + 3(ur + ua) cal A
uy T+ Uz Uy u2) { Uity — o 7 3=V

Ta bude splnéna, budou-li ¢isla uq, ug feSenim soustavy rovnic

2 .
S S
3 3
u1u2:—4, u1+u2:

w

1
- 4.42
5~ 4 (4.42)

Cisla u? a u3 tak maji pfedepsany nejen soudet, ale i soucin — ten se rovna tieti mocning hodnoty
2 . v . v L, . . .
Proto je ur¢ime jako kofeny v nové kvadratické rovnice

1§ 52 3
2_(Z_ 2 —) =
’ (2 4)v+<4) 0.

1 3\ 2 6 6 3 1 48 1_ 3
p(L Y 4o s s L 8 18
43 42 4 4 42 4

5%
7

coz je zaporné ¢islo, nebot s > 1. Kofeny v; 2 jsou proto komplexné sdruzené ¢isla

(l_s_g)ii. B —1
2 1 2 1 .
V12 = :—~(2—83:|:2i\/s3—1).

2 23

K urceni &isel uy,up z rovnosti u3 = vy a ug = v9 budeme muset vypocitat tfeti odmocniny z ¢isel
v1, v (a pak vybrat tyto nejednoznaéné hodnoty tak, aby byla splnéna prvni rovnice z (4.42), kterou
jsme v dals$im postupu umocnili na tfeti). Nejprve proto najdeme goniometricky tvar komplexnich
¢isel vy 2. Pro jejich absolutni hodnotu plati

1 . 1 - 5$\3
oLl = 55 - ’2—53121\/33— 1‘ = V=P A -1 = 5 = (7> .

Zavedeme-li proto thel w € (0, 7) rovnosti

- (4.43)
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(posledni vyraz ma hodnotu v intervalu (—1,1), nebot s > 1), bude platit

S 3
Vi = <§> (cosw * isinw),

takZe soustavu rovnic (4.42) spliji tii dvojice komplexng sdruzenych éisel
s w+2k:71'i,, w + 2km
ule=—-|cos ——— +isin ——— |,
b2 3 3

kde k € {0,1,2}. Kubicka rovnice (4.41) ma tedy tii redlné kofeny

2k
u:u1+u2:s-cosw+%, kde k € {0,1,2} .

Po dosazeni do (4.40) tak dostaneme tii kofeny ptvodni rovnice (4.37). Oznadime je

s w s w—+2m s w+ 47
=—1(2 ‘7—1> = — | 2cos -1 = —| 2cos —1]. 4.44
t1 2( cos 3 , 12 2( cos 3 ), t3 2( cos 3 ) ( )

Cely vypocet pro piipad s > 1 je u konce. Hodnoty cos z, cos y, cos z kazdého feSeni soustavy ze
zadani piikladu jsou dany rovnostmi (4.31), do nichZ dosadime za t libovolné z &isel t1,to,t3 ze
vztaht (4.44), jez spliuje omezeni (4.34).

UkaZzme jests, Ze diskusi o splnéni podminek (4.34) lze podat prehledné i v obecném pifpadé s > 1,
bez ohledu na pomérné slozita vyjadieni (4.44) piesnych hodnot 1, t9, t3. VSimnéme si, Ze z nerov-
nosti 0 < w < 7 plyne

1< w<1 1< w+271'< 1 1< w+471'<1
= < cos— — cos —=, —=<cos =
2 3 ’ 2’ 2 3 2’
takZe pro kofeny z (4.44) dostavame odhady
s 3
O0<ti <=, —=s<ta<-—s, —s5<t3<0,

2 2

jez odpovidaji intervalim, které jsme difve stanovili na zakladé nerovnosti (4.39). Odtud je jasné,
Ze kofen to musime z FeSeni nasi ulohy vzdy vylouéit, nebot z predpokladu s > 1 zfejmé plyne

[t2 >1 a max{|p|,lql,|r[} >1

(pripominame definici (4.36) parametru s), a proto podminka (4.34) pro ¢ = t5 neplati. Ve zbylé
Casti nasi diskuse ukézeme, Ze pro kazdé s > 1 je podminka (4.34) splnéna jak pro ¢ = t1, tak pro
t = ts, ze tedy oba kofeny t1 a t3 vzdy generuji feSeni nasi tlohy.

Parametry p, ¢, 7 bude nyni vyhodné usporadat tak, aby platilo |p| > |g| > |r| > 0. Pak totiZ splnéni
podminky (4.34) pro kladné ¢ = t1, resp. zaporné t = t3 lze vyjadfit jedinou nerovnosti

1 1
tl S ITRE 2 TR
Ip| Ip|

Vzpomeneme-li si, Ze t| € (07 %) a tg € (—s,0) jsou kofeny mnoho¢lenu F z (4.38), ktery méa
v krajnich bodech uvedenych intervalit hodnoty (4.39), dojdeme k zavéru, Ze nerovnosti (4.45)

budou splnény, pravé kdyz bude platit

F (i) >0, resp. F (—i) > 0.
Ip| Ip|
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Oveérit posledni dvé nerovnosti je snadné:

(L) _ 31 L 243l =P 24 0+ ¢ +r?)lpl = PP _
el IpP 2 pP 2 2/pf? 2/pf?
2 2 2
_ 2+ +37" el o,
2|pf*
(_i) __ b 3s b 1 =243l PP =2+ (0" + ¢+ )l = PP
Ip| Ipl® 2 |pl* 2 2[pf? 2[pf?
2 2 ) 1.2
_ @t - lar| _ (Il IZT\) > 0.
2|p| 2[p|

Shriime v dplném zavéru vysledek diskuse pfipadu s > 1: zatimco kofen to Zadné feSeni puvodni
goniometrické soustavy negeneruje, kazdy z kofeni t1,t3 takova feSeni prinasi.

[lustrujme nyni numericky vySe uvedené FeSeni vypoctem pro konkrétni hodnoty p = 4,q¢ =
= 2,7 = 1. Pro lep$i piehlednost uvedeme tuto numerickou ukazku jako samostatny ptiklad.

W Piiklad 4.5.14. Reste soustavu rovnic cosz : cosy:cosz=4:2:1, x+4+y+z=m.

Resend: Zadané hodnoty p = 4,q = 2,7 = 1 nespliiuji podminku pgr = 1 potfebnou k postupu
vypoctu podle pfedchoziho feSeni, proto je zaménime tmérnymi hodnotami

p, — p =2 q, — q =1 7‘, — r — 1
pgr ¥pgr Ypqr - 2

Dalsi kroky postupu byly detailné popsany v 4.5.13, proto je nyni uvedeme bez komentare.

1
e cosx =2 -t,cosy=1-t,cosz = 5 -t pro vhodné t € R,

_ 24124 () 7
N 3 s
21, 1
22 =9
8 2 7

® S

ot3+

\° . 1 7\?
o U =uj+ ug, kdeu1u2=(7) ,uf+u§=§f2-<f) R

8 8
1 7\* 7\°
3 2
= kdev? — [ = —2. (% ) —o
® VU2 = Uy, e v <2 <8) v+ (8) s
. opm 2B, VOO 343 (T
D) 32 0 "W T s T \8)
215
® Ccosw = ~33 pro w = 128,8160543...°,
7 w+2k-180° . . w+2k-180°
® U2 = § cos 3 +isin 3 ,

7 w + 2k - 180°
° u:u1+u2:1vcosf,
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°
~
.

Il

w 7
. — — — =0,406 145469...
cos 373 ) )

s% - g — 9.547984821...,

OS# N g — —0,483160648...,

1
e (cosz,cosy,cosz) = <2t1,t1,§t1) ,

t3

N
no
I

AP IR
)
o

1
arccos 2t; = 35,67963001...°, arccos t; = 66,037 071 94...°, arccos 5251 = 78,28329803...°,

1. skupina feSeni:

(x,y,2) = (35,7° + - 360°,66,0° + m - 360°,78,3° + n - 360°),

kde l,m,ne€ Z,l+m+n=0,

2. skupina FeSeni:

(z,y,2) = (—35,7° +1-360°,—66,0° +m - 360°, —78,3° + n - 360°),
kde l,m,neZ,l+m+n=1,

1
e (cosz,cosy,cosz) = <2t2,t2,§t2) ,

2ty = —2,548 ¢ H(cos),

1
e (cosz,cosy,cosz) = <2t3,t3, 5153) ,

arccos 2tg = 165,087 7978...°, arccos t3 = 118,892 033 2...°, arccos %tg =103,9798311...°,
3. skupina FeSeni:

(z,y,2) = (165,1° + 1 - 360°,118,9° + m - 360°, —104,0° + n - 360°),

kde I,m,n € Z,l + m+n =0,

4. skupina feSeni:

(x,y,2) = (—165,1° + 1 - 360°, —118,9° + m - 360°,104,0° + n - 360°),

kde l,m,n € Z,l+m+n=1.

4.6 Goniometrické identity a rovnosti

V piedchozich podkapitolach jsme po zavedeni goniometrickych funkei v oboru R uvedli a do-
kazali zakladni vzorce, které tyto funkce spliiuji a které by mél aktivné ovladat kazdy, kdo chce
s goniometrickymi funkcemi sp&iné pracovat pii jejich nejriiznéjsich aplikacich.?? V matematickeé
literatuie najdeme ov8em zna¢né mnoZstvi dalSich rovnosti pro goniometrické funkce s rtizné sesta-
venymi argumenty zahrnujicimi realné proménné, ve kterych tyto rovnosti zpravidla plati identicky,
vzdy kdyZz maji sestavené vyrazy smysl. Rikejme jim proto goniometrické identity. Mnohé z nich
byly v minulosti patrné odvozeny pii feSeni konkrétnich problémi, at uz praktického ¢ teoretic-
kého puvodu, a vSechny potvrzuji bohatost celé teorie goniometrickych funkeci. Na hledani takovych,
mnohdy neéekanych a pfekvapivych souvislosti se zaméfime v prikladech zavérecné Casti 4.7 celé
kapitoly. V této podkapitole 4.6 uvedeme formou fesenych piikladi nejprve nékteré dalsi vyznamné

22V dale fesenych piikladech budeme proto tyto zakladni vzorce uplatiiovat bez odkazii, zejména pii postupnych
apravéach vyrazi.
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goniometrické vzorce a identity s pomérné jednoduchymi zapisy a zajimavou formou. Poté v dalsich
prikladech dokdzeme fadu ciselngch rovnosti, které spliuji hodnoty goniometrickych funkei v né-
kterych danych vyzna¢nych thlech. Tyto rovnosti jsou o to ptsobivéjsi, Zze zminéné hodnoty jsou
zpravidla iracionalni €isla, kterd neumime ,rozumnym‘ zptusobem vyjadrit, takze exaktni ovéreni
takovych rovnosti neni mozné provést prostym dosazenim dotyénych hodnot (numerické vypocty
s kalkulackou nebo pocita¢em jistotu piesnych rovnosti ovem poskytnout nemohou). Goniometrické
identity a rovnosti mezi redlnymi vyrazy, resp. Cisly, které lze snadnéji odvodit vyuzitim algebry
komplexnich Eisel, uvedeme az v ¢asti 6.2 posledni kapitoly.

B Priklad 4.6.1. Dokazte vzorce pro funkce trojnasobného argumentu

sin 3z :3si]f195—4singac7 cos 3x :4c053x—3cosm,

3tgz — tgdx cotg®z — 3cotg

tg3r = ———— tgdr = ———F"—
8% 1—3tg2z ’ o8 o 3cotg?x — 1

Prvni dva vzorce pfitom plati pro kazdé = € R, tfeti a ¢tvrty za podminky, kdy mé smysl zlomek
v jejich pravé strané.
Reseni:

e sin3z = sin(2r + x) = sin 2z cos  + cos 2rsinx = 2sinx cos? x + (1 — 2sin ) sinx =
=2sinz(1 —sin?z) + sinz — 2sin® x = 2sinz — 2sin®z + sinz — 2sin®z =
= 3sinz — 4sin’®z.

e cos3z = cos(2z + x) = cos 2z cosx — sin 2z sinx = (200521 —1)cosz — 2sin? z cos =

2

:20055:5—(:0533—2(1 — cos“x)cosx = 2cos®x — cosx — 2cosx + 2cos’ & =

= 4cos®x — 3cos z.

2t 2tg z+tg z—tgd
3 — (2 _ tg2zt+tgx %thgx 7W73tgmftg3w
o tgdz =tg(2rx+z)= 1 _tg2atgr 1_ 287 (o,  I-twfo—2w’c | _ 3tglz
1-tg%z & 1—tg2z
tgZz—1 g3z —cotg z—2cotg x
e cota(an 4 gy _ COB2TCOT— 1 G cotgr — 1 segugs deons
o cotg 3z = cotg(2z + ) = cotg 2z + cotgw | cotela—1 ot T T cotg?z—142cotg2e
2cotg x cotgw 2cotg x

_ cotg®z — 3cotg x
~ 3cotg?r —1

B Priiklad 4.6.2. DokaZte vzorce pro souciny hodnot tangens a kotangens

tgr +tgy
cotgx + cotgy’

t t
cotgx - cotgy = 7C°t§ii§gygy,
tgx + cotgy

cotgx +tgy’

tgx -tgy =

tgx - cotgy =

které plati pro vSechna x,y € R, pro néz mé piislusny zlomek v pravé strané vzorce smysl.
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Reseni:
tgx +tgy :tgx+tgy:tgx+tgy:tgz.tgy
1 1 1 cotg x + cotg y
tez-cotgy = —— - — = _ '
e cotgx - cotgy tgxr tgy _tgrtigy tgx + tgy

cotg r+cotgy

T tgm—l—tg(%—y) tgx + cotgy
e tgx-cotgy :tgat-tg<ffy>= p = .
2 cotgx + cotg (5 —y) cotgx +tgy
B Priklad 4.6.3. Dokazte vzorce pro soucty hodnot tangens a kotangens
sin(x +
tgo +tgy = SnELY)
COS T COs Y
cotgx + cotgy = w7
sinx siny
tgz + cotgy = @Y
cosxsiny

které plati pro vSechna x,y € R, pro néz maji oba s¢itanci v prislusné levé strané vzorce smysl.
(Zaménime-li y za —y, dostaneme obdobné vzorce pro rozdily hodnot tangens a kotangens.)
Resent:

sinx  siny sinzcosy+cosxsiny  sin(z +y)

o tgx +tgy = + = .
coST  COsY COS T COS Y COS T COS Y
cosSx  COos sinycosx + cosysinx  sin T

e cotgx + cotgy = — + = V= Y - +. Y = .(y+. ).
sinx  siny sinx siny sin x siny
sinx  cos sin x sin y + cos x cos cos(x —

e tgx +cotgy = + = LA Y - Y- ( y)
cosx  siny cos x siny cos xsiny

B Priklad 4.6.4. DokaZzte, ze pro libovolna x,y, z € R plati
sin(x + y + 2)

tgr +tgy +tgz —tgrtgytgz =
COS T COS ¥ COS 2

za piedpokladu, Ze cosx - cosy - cos z # 0.23
Reseni: Podminka cos x - cosy - cos z # 0 zarucuje, Ze vSechny tii hodnoty tg z, tgy, tg z maji smysl.
Pro jejich soucet tpravou dostaneme

b + by + bg 2 = sin(z + y) 4 Sz sin(z + y) cos z + sin z cos T cos y _
COSTCOSY  COSZ COS T COS Y COS 2
sin(z 4+ y) cos z 4 cos(x + y) sin z — cos(x + y) sin z +sin z coswcosy
COS T COS Y COS 2 B
sin(z +y + z) +sinz - (cosz cosy — cos(z + y))
COS T COS Y COS 2
sin(z +y+z2) +sinxsinysinz  sin(z +y+ 2)

= = +tgrtgytg 2.
COS & COS Y COS 2 COS T COS Y COS 2

Pozndmka: Identita z pfedchoziho pfikladu mé dusledek tykajici se zajimavé rovnosti
tgx +tgy +tgz =tgartgytg z,

Ze totiz takova rovnost plati, pravé kdyz sin(z + y + z) = 0; spliwji ji tedy napiiklad vnitini thly
x,y, z libovolného nepravouhlého trojahelniku (nebot = + y + z = ).

23(34], str. 20.
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B Priklad 4.6.5. Dokazte, Ze pro libovolna x,y € R plati

2 2

sin(z 4 y) sin(z — y) = cos?y — cos® x = sin® x — sin? y,

cos(x + y) cos(z — y) = cos? & — sin y = cos? y — sin? z.

Resent: Dokazovat budeme pouze identity z prvniho Fadku, nebot identity z druhého fadku z nich
zfejmé plynou, kdyZ z zaménime za § — z. Druhd rovnost v prvnim fddku plyne z porovnani dvou
goniometrickych jednic¢ek

cos? z + sin® z = cos? y + sin? y,
dikaz prvni rovnosti provedeme takto:

9 9 l+4cos2y 1+cos2x  cos2y—cos2r
cos”y — cos” x = - = =
2 2 2
cos(z+y— (x—y)) —cos(x+y+a—y)

= 3 = sin(z + y) sin(z — y).

B Piiklad 4.6.6. Pro libovolna z,y € R dokaite rovnosti*

(cosx + cosy)? + (sinz + siny)? = 4 cos? %,

T
(cosx — cosy)? + (sinz — siny)? = 4sin?

Regen:
e (cosx + cosy)? + (sinz + siny)? = cos? 2 + 2cos z cos y + cos?y + sin? z + 2sin zsiny + sin?y =
=24 2(coszcosy +sinzsiny) =2+ 2cos(z —y) =
1 +cos(z —y) 2T —yY
2 2
o (cosz —cosy)? + (sinz —siny)? = cos?z — 2cos x cos y + cos?y + sin? x — 2sinx siny + sin? y =

—4 =4 cos

=2—2(coszcosy +sinzsiny) =2 —2cos(z —y) =

_y tocosle—y) L ar Yy
2
B Piiklad 4.6.7. Pro kazdé x € R ozna¢me
a = sin* z + cos? x, b=sin®z + cos® z.

Vyjadiete b pomoci a.?

Reseni: Umocnime-li rovnost 1 = sin? 2 + cos? & jednou na druhou, podruhé na tfeti:
12 = (sin? & + cos® z)? = sin* z + 2sin’ z cos? z + cos? z,
1= (sin2 x + cos? z)B =sin® z + 3sin? z cos? x + 3sin® z cos? z + cos®

dostaneme po tpravé soustavu dvou rovnic

1=a+2sin®xcos?z, 1=0b+3sin?zcos?z - (sin® x + cos® x).
—_—————
1
Odtud s¢itaci metodou vylou¢ime sin® z cos? x, &im7 ziskdme kyzené vyjadieni:
3a—1
1=3a—-2b = b= 7

24[34], str. 10.
#[29], str. 90-91.
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B Priiklad 4.6.8. Dokazte, Ze hodnota vyrazu
V(z) = cos? & 4 cos?(a + x) — 2 cos a cos z cos(a + )

s parametrem a € R nezavisi na hodnoté proménné z € R.26
Reseni: Protoze cos § = 0, volbou # = § — a dostaneme

\%4 (g — a) = cos? (g - a) =sin?a.

Proto je nasi tlohou dokazat identitu

cos® x + cos?(a 4 z) — 2cos acos x cos(a + z) = sin? a.

Jeji levou stranu uzitim vzorce 2 cosacosz = cos(a + x) + cos(a — =) upravime takto:

cos? x4 cos*(a + ) — (cosQ(a + ) + cos(a + x) cos(a — z)) =

= cos?z — (cosacosz — sinasinz) - (cos acos z + sinasinz) =

Zasin?z = cos?z - (1 — cos? a) + sin? asin® z =

2a =sina.

= COS2 xTr — COS2 a COS2 T + sin

= cos? zsin® a + sin? asin? z = (cos® & + sin? ) sin
W Priklad 4.6.9. Soucet

S =sin(x — y) +sin(y — z) + sin(z — x)

upravte na soudin.?’

Reseni: Vyuzijeme dusledki vzorce pro soucet dvou sinti
T —z T4z —2y

sin(z — y) + sin(y — z) = 2sin 5 cos 3

a vzorce pro sinus dvojnasobného argumentu

zZ—X zZ—X

sin(z — z) = 2sin cos —

Pro zkoumany soucet S tak dostaneme:

T — -2 —
S:sin(w—y)+sin(y—2)+sin(Z—x):2sinr2Z (cosm—i_z Y cos’ x) =

L -z L2y . x—y L. x—Y . Y—2 . Z—T
= 2sin —2sin 7 sin = —4sin sin sin .

2 2

B Priiklad 4.6.10. Rozlozte na soudin vyrazy

C = cosz + cosy + cos z + cos(z + y + 2),
S =sinz +siny + sinz — sin(z + y + 2)

s libovolnymi proménnymi z,y, z € R.2®
Reseni: Pred vlastnim odvozenim si povSimnéme jednoduchych situaci, kdy jsou zkoumané vyrazy

26134, str. 11.
27129], str. 94.
28(34], str. 20.
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rovny nule. Rovnost C' = 0 zi'ejmé nastane, je-li jeden ze sou¢tt x + y,z + 2,y + z roven &islu m
(plyne to ze vzorce cos(m —t) = — cost); bude-li jeden z téchto souctit roven nule, bude zase platit
S =0 (nebot sin(—t) = —sint). Tato poznamka ,ospravedliuje volbu znaki £ u posledniho ¢lenu
v definici vyrazi C a S, aby byl mozZny jejich rozklad na soucin.

o C= (cosx-i—cosy)+(cosz+cos(x+y+z)) =

) oy
= 2cos —2|—y os +2 +y2+ Zcos x2 Y _
2
—9eos Y (COS W)Z
2
Vw—i—y V—y—z r+y Y+ z Z+x
= 2cos 2 cos 08 =4cos cos cos .
2 2 2
e S = (sma:+smy)+ 81n2751n(x+y+z))

:25in 2 os$2y+2 +y2+2'zsiniz2iy:
:QSinx;ycos‘%;yfZSinx;Lycosijy;rZZ =
:25111x+y~(cosz_y—cosw> =
2 2 2
:2sinx+y~(—QSinx+Zsin_y_Z) :4sinz+ysiny+zsinz+z.
2 2 2 2 2 2

V nékolika dalsich piikladech vyuZijeme techniku tzv. teleskopického scitani. Spo¢iva v tom,
ze sCitance zkoumaného sou¢tu S upravime do tvaru vhodnych rozdilt, abychom ziskali vyjadieni,
které nyni ponékud neformélné zapiseme jako

S=(a=-b+b-—c)+(c—d)+--+(y—2).

Odtud pak po zrueni dvojic navzajem opacnych ¢lent dostaneme vysledek ve tvaru S = a — z.
Podobné probiha i kraceni dvojic shodnych ¢initelt pii teleskopickém nasobeni

které také pozdéji nékolikrat uplatnime. Pied vlastnimi ptiklady uvedme tii jednoduché vysledky
teleskopického s¢éitani, totiz goniometrické identity

sin(z — y) . sin(y — 2) . sin(z —z)

COSTCOSY  COSYCOSZ  COSZCOSX
sinzsin(y — z) +sinysin(z — z) + sin zsin(z — y) =0,
coszsin(y — z) + cosysin(z — x) + cos zsin(z — y) = 0.

Sc¢itance na kazdé z levych stran lze zfejmeé zapsat jako tii analogické rozdily, které pro prvni s¢itanec
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maji tvar

sin(z — y) ~tgx -ty

COS X Cos Y
sinzsin(y — z) = cos(z —y +2) ; cos(z+y — 2)7
coszsin(y — z) = sin(z +y — z) ; sin(z — y + 2) 7

takze po jejich secteni vyjde ve vSech tfech piipadech skuteéné nula.

B Priklad 4.6.11. Pro libovolné z € R a kazdé n € N dokazte vzorce

. . . sin % sin 7§
Sp =sinx +sin2zx + --- +sinnx = —
sin §

cos ("';1)1' sin &7

Cp =cosx +cos2x + -+ cosnw = —————=
sin &

’

za piedpokladu, Ze plati sin 5 # 0.2
ReSeni: Budeme upravovat vyrazy sin 5 - Sy, a sing - Cy,

sm—~Sn:sm—51na:+51n551n2:c+~~-+sm§smnw:
(Z _ _ z
cos(5 —na) —cos(3 +nx)

_ cos(§ —x) —cos(§ + ) N cos(3 — 2x) — cos(§ + 2x) N _
2 2 2
_ cosg _ cos 37’“ N cos 37” _ cos 57” - cos <2”;1)z _ cos (2";”“’
2 2 2 2 2 2

Po teleskopickém secteni dostaneme

cos £ cosw 1 ( x (2n—|—1):z:>
- =g l|eosg —cos—— ) =

LT _cos
sing - Sn=—5 2 2 2
z 4y (2n+1)z z _ (@Cntl)z 1
(—251n2 2 sin 2 22 =si w n

2 N

N =

sm§ -Cp = 51n—cosx+sm§c052x+ +s1n§cosnz =
sin(g +x) +sin(3 —x)  sin(§ + 2z) + sin(3 — 2z) sin(3 + nx) 4 sin(§ — nx)
= + + =
2 2 2
sin32  sin % sin %“ sin 37"‘ sin 77’” sin 57’” sin w sin w
2 2 2

_ 2
2 2 2 2 2

Podobné po tpravé a teleskopickém secteni druhého vyrazu dostaneme

x sinw sin § 1(‘ 2n+ 1z x)
- =5 (sin—F—— —sing | =

nZ.C, = =
sin n B B 2

(2n+1)z+a 2n+l)z—z
1 1
3 <2005 2 i 2 ) :coswsin %

sin
2 2

29V pripadg, kdy sin 5 = 0 neboli x = 2k pro vhodné k € Z, ziejmé plati S, = 0 a C, = n pro kazdé n € N.
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Pozndmka: Vzorce z piredchoziho prikladu se ¢asto uvadéji v obecnéjsi podobé

o (ntl)z nx
sin ~—5—= sin (a + 7)

)

sina + sin(a + x) + - -- + sin(a + nz) = -
2

. (n+D)z nx
sin “—5—= Ccos (a + 5 )

i
Sin )

cosa + cos(a+x) + -+ + cos(a + nx) =

s libovolnym parametrem a € R. My je muzeme ziskat z dokdzanych vzorct pro a = 0 diky zfejmym
rovnostem

sina +sin(a +z) + -+ +sin(a + nz) =sina- (1 + Cp,) + cosa - Sy,
cosa + cos(a+ x) + - -+ + cos(a + nz) =cosa- (1+C,) —sina - Sy,

do nichz sta¢i dosadit za S, a C),.

B Priklad 4.6.12. Pro libovolné x € R a kazdé n € N dokaZte rovnost

sinz  sin2z sin nx cos(n+ 1)z
p— AT

cosr cos?x cos" x sin x cos™ x
za predpokladu, Ze plati sin 2z # 0.30

Reseni: Uvodem si v8imnéme, Ze podminka sin 2z # 0 znamend, Ze obé hodnoty sinx,cosx jsou
nenulové. Ze souctového vzorce pro kosinus plyne

sin kx sin x = cos kxz cos ¢ — cos(k + 1)z,
kde k € N je libovolné. Kdyz vydélime obé strany rovnosti vyrazem sin x cos® x, obdrzime

sin kx cos kx cos(k + 1)z

coskz  sinzcosk~lz sinzcoskz’

Nyni jiz teleskopickym se¢tenim odvodime zadanou rovnost:

sinz  sin2z sinnx
cosx  cos?x cos™ x
cos cos 2z cos 2z cos 3z cos nx cos(n+ 1)z

sinz sinzcosz sinzcosz sinzcosiz sinzcos” 'z  sinxzcostz
cos(n + 1)z

sinzcostx

= cotgx —

B Priklad 4.6.13. Pro libovolné z € R a kazdé n € N dokaZte rovnost

1 1 1 cotg x — cotg(n + 1)z

+oo+ = p
COST — COS3T  COST — COSHT cosx — cos(2n + 1)z 2sinx

za predpokladu, Ze 7 nenf celé ¢islo.3!
Reseni: Budeme upravovat levou stranu rovnosti, a to tak, Ze jmenovatele zlomki nejdiive prepiSeme

30[31], str. 28.
81[31], str. 28.
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podle vzorce pro rozdil kosinii a nésledné kazdého séitance vynasobime zlomkem % rovnym 1:
1 1 1 B
2sin 2z sinx + 2sin 3z sin 2z o 2sin(n + )zsinnz
B 1 sin(2z — z) 1 sin(3z — 2x) o
2sin2zsinz  sin(2z —x)  2sin3zsin2z  sin(3z — 2x)
1 sin((n + 1)z —nx)

2sin(n + Dasinnz  sin((n + 1)z — na)
sin2x cosx — cos2xsinx  sin3x cos 2z — cos 3x sin 2z
= . s s + " - - 4+
2sin 2z sin r sinx 2sin 3x sin 2z sin x
sin(n 4 1)z cosnx — cos(n + 1)z sinnz

2sin(n + 1)z sinnx sinz

_ cotgx — cotg 2z + cotg 2z — cotg 3z + - - - + cotgnx — cotg (n + 1)z cotgx — cotg (n + 1)z

2sinx 2sinx

Podminka £ ¢ Z neboli z # kr (k € Z) zaruCuje, Ze viechny uvazované zlomky maji nenulové

jmenovatele a nas§ vypocet tak je korektni.
B Priklad 4.6.14. Dokaite, Ze pro libovolné z € R a kazdé n € N plati rovnost

1 1
sin2x  sindx sin 2"z

= cotgx — cotg 2"z

za piedpokladu, Ze viechny séitance na levé strané maji smysl.32
Reseni: Jednotlivé séitance nejdiive upravime na vhodné rozdily:

1 2cos?z — (2cos?z — 1) 2cos? 2cos?z — 1 cos 2x
: = : =5 - : = cotgx — — =
sin 2x sin 2x 2sinxcosz sin 2z sin 2x
= cotg x — cotg 2x,
1 2cos? 22 — (2cos? 2z — 1) 2 cos? 2z 2cos?2z — 1 to oy SO 4x
= = — = CO €T — =
sin 4x sin 4x 2sin 2z cos 2z sin 4x & sin 4x
= cotg 2z — cotg 4z,
1
- = ... = cotg4dx — cotg 8x,
sin 8x

Nyni jiz teleskopickym sectenim dostaneme:
1 1 1

sin2z | sindr | sin2tz
= cotg x — cotg 2x + cotg 2z — cotg 4z + - - - + cotg 2" Lz — cotg 2"z = cotg x — cotg 2",

B Priklad 4.6.15. Dokaite, Ze pro libovolné z € R a kazdé n € N plati rovnost

T T AN n 1+2cosx
<1—2COS§> <1_2COSZ)(1_2COS2_TL)_(_1) m

za predpokladu, 7ze zadny ¢initel na levé strané neni roven &islu 2.33

Reseni: Kazdy z ¢initeli 1 — 2 cos a upravime na podil rozsifenim &islem 1 + 2 cos a:
1—4cos?’a 1 —2(1+cos2a) 14 2cos2a

1—2cosa = = = .
14+ 2cosa 14+ 2cosa 14+ 2cosa

32[31], str. 28.
33(31], str. 29.
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Takové rozsiteni je korektni uprava, pokud 1+ 2cosa # 0 neboli 1 — 2 cos a # 2. Diky predpokladu
uvedenému v zadani tlohy miiZzeme tuto tpravu vyuZzit pro kazdy Cinitel:
1+2cosx 1+2cos 3 1+2cos 515 1+ 2cos 51

1+ 2cos 5 1+2cos 7 1+ 2cos

—(71)71 M
T 1+2cosg= ) 1+ 2cos 9

|
V nasledujicich tfinacti piikladech dokdZeme rozmanité ¢iselné rovnosti, které spliiuji hodnoty

goniometrickych funkei v nékterych danych vyznaénych thlech. Vyjimkou bude prvni pfiklad o ¢i-
selné rovnosti, kterou naopak spliuji ¢tyfi thly s vyznaénymi hodnotami tangens.
B Piiklad 4.6.16. Dokazte rovnost3

arctg— + arctg1 + aurctg1 + aurctg1 = E.
3 5 7 8 4
Regend: Protoze tg0 =0 a tg 7 = 1 a funkce tangens je na (0, §) rostouci, kazdé z cisel
a= au"c‘cgl b= au"c‘cgl
3’ 5
lezi v intervalu (0 z

¢ 1
c = arctg—=
g77
, —4), takze plati

1
d = arctg—
arc g8

0<a+b+c+d<4-E:7r

Proto sta¢i dokézat rovnost tg (a + b + ¢ + d) = 1. Podle souctového vzorce pro tangens postupné
dostavame

1,1 1,1
1+l 1yl
tg(a +b) = 2 151:77 tg(c+d) = r 181:*7
-7 -1 n
4.3
tgl(a+b) + (c+d)] = 17_ é.“i =1.
710
B Piiklad 4.6.17. DokaZte rovnost3?
11 1
sin% sinZ  sin 3
Reseni: Dokazovanou rovnost vynasobime nenulovym &slem sin Z - sin 27“ - sin 37”

. . LT, 27 L 3m
sin — - sin — =sin — ( sin — +sin — | .
7 7 7 7 7
Jelikoz 37’7 + 47” = m, plati sin 37” = sin 47”. Mame tudiz dokdzat rovnost
21

sin — sin—ﬂ*sinﬁ sin2—7r—|—sin4—7r
7 T T 7 7))

Vyraz na pravé strané upravime s vyuZitim vzorce pro soucet sini a nasledné vzorce pro sinus
dvojnasobného argumentu, az dostaneme vyraz na levé strané:

inz 'r12—7T—0—in4—7T
S - si 7 S

7

34134], str. 32.

. . 3 s 2 . 37
=gin — - 2sin — cos — = sin — - sin —.
7 7
529], str. 22.

7 7 7
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W Piiklad 4.6.18. Dokazte rovnost36
(tg67° — 1) - (tg68° — 1) = 2.

Reseni: Levou stranu rovnosti nejdiive piepiSeme pomoci funkei sinus a kosinus, nasledné v tpravach
vyuzijeme vztah sinz — cosx = \/isin(z — 45°) a konetné od sinii prejdeme ke kosinim:

sin 67° sin 68°
°—1)- °-1)= —-1)- —-1) =
(t8 67 ) (t868 ) (cos 67° ) (cos 68° >

B (sin 67° — cos 67°> <sin 68° — cos 680) B

cos 67° cos 68°
_ V/2sin22° V2sin23°
T Tcos67°  cos68°
B V2cos68°  /2cos67° _
T cos67°  cos68°

B Priklad 4.6.19. DokaZte rovnost3”
(2cos18° — 1) - (2cos 54° — 1) = tg9°.

Reseni: Diky vzorci 2cos?x = 1 + cos 2z, ktery pouzijeme pro z = 9° a pro x = 27°, piepiSeme
dokazovanou rovnost do tvaru

(4cos?9° — 3) - (4cos?27° — 3) = tg9°
a nasledné pii apravach levé strany rovnosti vyuzijeme vzorec cos 3z = 4 cos® z — 3 cos z z piikladu

4.6.1 ve tvaru C(?Os:f = 4cos?x — 3, opét s hodnotami z = 9° a z = 27°:

27° cos81°  sin9°
4c0s9° — 3) - (dcos? 27° — 3) = Sl = = tg9°.
(4 cos ) (dcos ) cos9°  cos27°  cos9° &

W Priklad 4.6.20. Dokazte rovnost®

LRI Y (N I T (L N
B COS7 2 COS7 2 COS7 = 8

Resent: Vyjdeme ze vzorce cos 3x = 4 cos® x — 3 cos « dokdzaného v prikladu 4.6.1, ktery po vydéleni
vyrazem — cosx (za podminky x # § + k7, k € Z) jesté dale upravime do tvaru:

5 3
CO89% _ 3 4cos?z = 1—2(2cos?z — 1) =1 — 2cos 2.

COos T

s vege > A _ m™ 3m 97
Jeho trojim uzitim pro pfipustné hodnoty = = {7, 97, 77 dostaneme

3 91 27 27
__1.cosﬁ.cosﬁ cosﬁ__l cos g1 l.cosﬁ_ 1
- LT 3 9 L T
8 cos{; cosyy cCOS Ty 8 cos{; 8 cos{y 8
36[29), str. 87.
37129], str. 95.

38[30], str. 244.
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W Piiklad 4.6.21. Dokazte rovnost3?
tg45° - tg 35° - tg 25° - tg 15° = tg 5°.

Resent: V dikazu pouZzijeme vzorce pro tangens souctu a rozdilu dvou thli a identitu pro tangens
trojnasobného argumentu, dokdzanou v prikladu 4.6.1:

tg45° - tg 35° - tg25° - tg 15° = 1 - tg (30° + 5°) - tg (30° — 5°) - tg (3 - 5°) =
_ tg30° 4 tg5° tg30° —tg5°  3tg5° — tg35°
T 1—tg30°-tgh° 1+1tg30°-tg5° 1 — 3tg25°
tg?30° — tg?5°  3tg5° —tg®5°
1—tg230° - tg25°  1— 3tg25°
_ 3 — tg?5° t85°(3 — tg?5°)
S 1-1otg?° 1-3tg?°
_1—3tg%5° tg5°(3 — tg?5°)
T 3—tg25°  1-3tg?5°

= tg5°.

B Piiklad 4.6.22. Dokazte rovnost®
27 sin® 9° + 9sin® 27° + 3sin® 81° + sin® 243° = 20sin 9°.

Reseni: Pouzijeme vzorec pro sinus trojnasobného argumentu sin 3z = 3sinz — 4sin® 2 z piikladu
3 3sinx—sin 3z,
1 :

4.6.1, ktery prepiSeme do tvaru sin® z =
27sin> 9° + 9sin® 27° + 3sin® 81° + sin® 243° =

3sin 9° — sin 27° 3sin 27° — sin 81° 3sin81° —sin243°  3sin243° —sin729°

=27 1 +9 1 +3 1 + n
1sin 9° — sin 729° 1sin 9° — sin 9°
_ 81sin9° — sin 729 _ 81sin9° —sin9 — 90sin9°.
4 4
W Piiklad 4.6.23. Dokazte rovnost?!
1 3 9 27

=10tg9°.
cotg 9° — 3tg9° + cotg 27° — 3tg 27° + cotg 81° — 3tg 81° * cotg 243° — 3tg 243° &

~ 3
Regend: Pouzijeme vzorec pro tangens trojndsobného argumentu tg 3z = 38282 , pifkladu 4.6.1,

1-3tg2z
ktery nejdiive vynasobime tfemi a je$té upravime na rozdil:
3tgx —tgdr  3tgdr — 9tgx 8tgx
3-tg3z=3- = —top— — 9%
& 1 - 3tg’x 3tglx — 1 & 3tg2r — 1
Odtud dostaneme identitu
tgx _ 3tg3z —tgu
1—3tg2z 8 '

39140, str. 8.
40730], str. 243.
41[30], str. 243.
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kterou vyuZijeme na rozhodujicim misté nasledujicich uprav levé strany dokazované rovnosti:

1 3 9 27
cotg 9° — 3tg 9° + cotg 27° — 3tg 27° + cotg 81° — 3tg81° + cotg 243° — 3tg 243°
1 3 9 27
tg9° —3tg9° tg27° —3tg27° o 810 — Jtg8l° tg2430 — Jtg243°
tg 9° 3tg 27° 9tg 81° 27 tg 243°

T 1-3tg%9° | 1-3tgZ27° | 1-3tg?8l° | 1-— 3tg?2d3°
| 3tg27° —tg9° 3tg 81° — tg 27° 3tg 243° — tg81° 3tg729° — tg243°

3- 9- 27 -
8 + 8 + 8 + 8
1tg729° — tg9° 1 °—tg9°
_ 81tg 7 98 29 _ 8 tg98 29 — 10tg9°.

B Priklad 4.6.24. Doka’te rovnost*2

L _ cos 61° L _ cos 62° 1 cos 119°\ 1
cos 1° cos 2° cosb9° )
Reseni: V feSenf vyuzijeme vzorec pro rozdil dvou kosini cos x — cosy = —2sin L3 sin 7Y rovnost
2sin 30° = 1 a identitu sin x = cos(90° — x) pro hodnoty = = 31°,32°,...,89°:

1 cos 61° 1— cos 62° 1 cos 119°)
cos 1° cos 2° cos59° )

cos 1° — cos 61°  cos 2° — cos 62° cos 59° — cos 119°

cos 1° . cos 2° ' cos 59°
_ 2sin31°sin30°  2sin 32° sin 30° 2sin 89°sin 30°
- cos 1° ' cos 2° o cos 59° -
_cos(90° —31°) cos(90° —32°)  cos(90° —89°)  cos59°cos58°---cos1°
- cos 1° - cos 2° o cos 59° T cos1°cos2°---cos59°

B Piiklad 4.6.25. Dokazte rovnost*?
(tg89° — 1)(tg 88° —1)--- (tg46° — 1) = 222,

Reseni: Po dpravé kazdého ¢initele na jeden zlomek pouzijeme pro rozdily v &itatelich ziejmou
identitu sinx — cosz = \/isin(a: —45°) a pak od hodnot kosinu pfejdeme k hodnotam sinu:

(tg89° — 1)(tg88° —1)--- (tg46° — 1) =
sin 89° — cos 89°  sin 88° — cos 88° sin46° — cos 46°

cos 89° ' cos 88° o cos 46°
~ V2sin(89° — 45°) /2sin(88° —45°)  /2sin(46° — 45°)
N cos 89° . cos 88° o cos 46° N
_ ( )44 _ sin44°sin43°- - -sin1° 922 sin 44° sin43° - - - sin 1° _ 92
cos 89° cos 88° - - - cos 46° sin(90° — 89°) sin(90° — 88°) - - - sin(90° — 46°)

B Piiklad 4.6.26. Dokazte rovnost

(V3 +1tg1°)(V3+tg2°) - (V3 +tg29°) = 2%,

42(30], str. 244.
3(30], str. 244.
44[30], str. 244.
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Resens: P apravé levé strany nejprve sla v/3 nahradime tg60°, pak pouZijeme vzorec pro sinus

souctu, rovnost cos 60° = % a nakonec hodnoty sinu zaménime hodnotami kosinu:

(V3+1tg1°)(V3 +12°) - (V3 + tg29°) =
= (tg60° + tg 1°)(tg 60° + tg2°) - - - (tg 60° + tg29°) =

[ sin60° n sin 1° sin 60° . sin 2° sin 60° n sin29°\
~ \cos60° ' cosl° cos 60°  cos?2° cos60°  cos29° )

sin(60° + 1°) sin(60° +2°)  sin(60° 4+29°) _ sin61° 9 sin 62° 5 sin89°
" cos60°cos1°  cos 60° cos 2° cos 60° cos 29° cos 1° cos 2° cos29°
_ 920 08 29°cos28°---cos1° o9

cos1°cos2°---cos29°

W Piiklad 4.6.27. Dokazte rovnost?®
1 1 1 1

sind5°sind6° | sma7osindse T Sni33°sin134°  sinlo

Reseni: Po vynasobeni obou stran dokazované rovnosti nenulovym ¢&islem sin 1° piejdeme k tukolu
dokazat, ze soucet

_ sin 1° n sin 1° oy sin 1°
T sin45°s8ind6° | sin47° sin 48° sin 133° sin 134°

mé hodnotu rovnou 1. K tupravé kazdého zlomku pouzijeme identitu

sin(x — y) __sinxcosy —cosxsiny  sinzcosy _ cos xsiny

: - : : - - : - = cotgy — cotgx
smxsmy smxsmy sSmx smy smxsmy

a v ziskaném souc¢tu zménime poradi ¢lent
S = (cotg 45° — cotg 46°) + (cotg 47° — cotg 48°) + - - - + (cotg 133° — cotg 134°) =
= cotg 45° — (cotg 46° + cotg 134°) + (cotg 47° + cotg 133°) — - - -
—(cotg 88° + cotg 92°) + (cotg 89° + cotg 91°) — cotg 90°.

Protoze kazda ze zévorek je podle identity cotgx + cotg (m — x) = 0 rovna nule, cely soucet ma
hodnotu S = cotg 45° — cotg 90° = 1 — 0 = 1 a dikaz je hotov.

B Piiklad 4.6.28. DokaZte rovnosti%6

sin 10° + sin 50° = sin 70°, (4.46)
1
sin 10° - sin 50° - sin 70° = 3’ (4.47)
1 1 1
= 6. 4.48
sin 10° * sin50°  sin 70° + (4.48)
Reseni: Je vhodné si uvédomit, Ze plati sin(3 - 10°) = sin(3 - 50°) = —sin(3 - 70°) = . Vyuzi-

jeme vzorec pro sinus trojnasobného argumentu sin3z = 3sinz — 4sin® x (priklad 4.6.1) ve tvaru
sin®x — %sinx + %sin 3z = 0. Pro hodnotu sin3x = % tak podle prvni véty FeSeni dostavame, Ze

realné ¢isla sin 10°, sin 50°, — sin 70° jsou kofeny kubické rovnice

45130], str. 243.
46[40], str. 11-12.
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Podle Viétovych vztaht pro kofeny kubické rovnice plati

sin 10° + sin 50° — sin 70° = 0, (4.49)
3
sin 10° sin 50° — sin 50° sin 70° — sin 70° sin 10° = T (4.50)
sin 10° sin 50° sin 70° = %
Ze vztaht (4.49) a (4.51) ihned plynou rovnosti (4.46) a (4.47). Vztah (4.50) upravime na ekviva-
lentni tvar

. (4.51)

1 11 3

sin 10° + sin50°  sin 70° + 4 sin 10° sin 50° sin 70°

a dosadime sem z (4.51), ¢imz ziskame i t¥eti dokazovanou rovnost (4.48).

4.7 Priklady

Poznatky o goniometrickych funkcich v oboru realnych ¢&isel, kterymi jsme se podrobné v této
kapitole zabyvali, nyni uplatnime pfi FeSeni rozmanitych pfikladd, které ilustruji metody, jakymi
s témito funkcemi pracujeme. Vybrané piiklady nejsou rutinni a vyZzaduji od FeSitelit ¢asto nemalé
asili pfi hledani zptsobu, jakym danou situaci ,,uchopit”, zejména jak se pustit do tprav sestave-
nych vyraz pomoci vhodné zvolenych goniometrickych vzorct, kdyZ zpocatku neni piili§ vidét ke
kyzenému cili.

Uvodni piiklad se lisi od viech nasledujicich tim, Ze ma formu vykladu o dilezitych funkcich,
které nachéazeji uplatnéni jak v mnoha védnich i technickych oborech, tak t¥eba i v sou¢asné socio-
logii, biologii a 1ékafstvi, v§ude tam, kde popisujeme periodické procesy, jako jsou nejraznéjsi vinové
jevy (napf. svétlo, zvuk ¢i pohyb moiské hladiny), ekonomické, klimatologické a biologicko-popula¢ni
cykly, biorytmy v télech organismt apod.

B Priklad 4.7.1. Kazdou periodickou zavislost mezi dvéma skalarnimi veli¢inami y a z, kterou lze
vyjadrit ve tvaru
y = Asin(Bzx+C) + D, (4.52)

kde A > 0,B > 0 a C, D jsou realna ¢isla, nazyvame sinusoiddlni funkei y = f(x). Parametr B
uréuje nejmensi periodu®” T takové funkce f, jez je zfejmé dana vzorcem T = 27. Znadi-li ymn 2
Ymaaz Nejmensi, resp. nejvétsi hodnotu dané funkce f na intervalu délky 7', pak z rovnosti y,in =
= —A+ D a ymax = A+ D vyplyva, Ze parametry A, D zvané po fadé amplituda a stiedni hodnota
funkce f jsou ureny vzorci

A= Ymazx ; Ymin a D= Ymax ‘2|’ Ymin )

Zbyvajici parametr C ve vyjadieni (4.52) je uréen az na aditivn{ konstantu 2k, kde k € Z. Upies-
nime ho, kdyZ tpravou argumentu sinu prepiseme formuli (4.52) do tvaru

21 (z — )

= Asi
Y sin T

+ D (4.53)
a pro novy parametr xg zvany fdzovy posun funkce f stanovime podminku 0 < xg < T. Vyhoda
zépisu (4.53) spoCiva v tom, Ze v ném zastoupené parametry T, A, D, xy jsou dobfe patrné na
grafu takové sinusoidalni funkce f, kterym je tzv. sinusoidalni kiivka (obr. 4.24). Dostaneme ji ze
(zdkladni) sinusoidy y = sin x roztaZenimi ¢i smriténimi ve sméru os z a y s koeficienty 27", resp. A

146



4.7. PRIKLADY

@] o x

Obrézek 4.24: Sinusoidalni funkce y = A sin Ljfw") +D

a naslednymi posunutimi ve sméru os x a y o hodnoty xg, resp. D.
Zduraznéme, Ze sinusiodalni funkce mohou byt zadany predpisy, které se tvarové od vzorcu
(4.52) ¢i (4.53) odlisuji, presto v8ak popisuji stejnou zéavislost, coz obvykle ovéfime uzitim vhodnych

goniometrickych identit. Ctyfi priklady takovych tuprav sinusoidélnich funkei na ,kanonicky“ tvar
(4.52) ted uvedeme:

. ™
Y1 = COST = Sin <x+§),

ys = sin’ 1—cos2z 1 sin (Qm 7r> n 1
g = - ™ _ _ =,
2 2 2 2

=cos’z = 1+coslde _ 1sin(2x+7r) + L
9= T2 T 2) o

1
Y4 =SIMITCOST = < sin 2.

Pokud chceme ziskat kanonicky tvar pro sinusoidalni funkce zadané predpisem (4.52), ve kterém

4"Dale uz namisto ,nejmensi perioda® budeme struéné psat ,,perioda“.
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jsou jeden ¢i oba parametry A, B zaporné, postupujeme napt. takto:

Y5 = —2sin 3x73—7r = 2sin 3x+3—7rf7r = 2sin 331772—7r ,
5 5 5
2
Y6 = 25in 73x+3—7r =2sin |7 — 73x+3—7r = 2sin 3$+£ ,
5 5 5
y7 = —2sin (—3x— 3%) = 2sin (3l‘+ 3%) .

Jesté jedno vyjadieni zkoumanych funkei je vyznamné: ukazme, Ze kaZdou sinusoiddlni funkci y =
= f(z) s periodou T > 0 a stFedni hodnotou D lze zapsat ve tvaru

2 2
Y = acos %ﬂ + bsin%ﬂj + D, (4.54)

kde a,b jsou vhodnd redlnd cisla, a Ze naopak pro libovolnd ¢isla a,b za podminky (a,b) # (0,0)
urcuje predpis (4.54) sinusoidding funkci y = f(x) s periodou T a stiedni hodnotou D. Skuteiné,
podle vzorce pro sinus rozdilu plati

27 (x — ) 2mx 21X 2rx . 2mxo

T =AsmTcos T ¢ T in T

Asin

takZe predpisy (4.53) a (4.54) zadavaji stejnou funkci y = f(x), je-li splnéna dvojice rovnosti

21z 2o

b= Acos

a = —Asin (4.55)
Tim je prvni ¢ast tvrzeni dokdzéna, zbyva ovéfit, Ze v piipadé (a,b) # (0,0) jsou posledni dvé
rovnosti splnény pro vhodna &isla A > 0 a zg € (0,7).%8 Je ziejmé, 7e amplituda A je ze soustavy
(4.55) urcena vzorcem A = v/a? + b2 a vyhovujici fazovy posun zg dvojici rovnosti

2mxg b . 2mxg —a
cos = a sin —— =

T Va2 +b? T Va2 + b2

(hodnoty na pravych stranach jsou skutetné soufadnicemi nékterého bodu na jednotkové kruznici).

Z dokazané moznosti zapisovat zkoumané funkce predpisy (4.54) vyplyva, Ze soudet dvou sinu-
soiddlnich funkci se stejnou periodou T je bud opét sinusoiddlni funkce s periodou T, nebo funkce,
kterd je konstantni. Od tohoto pomérné jednoduchého poznatku je jesté hodné daleko ke genialni
myslence, se kterou prisel r. 1822 francouzsky matematik Joseph Fourier, kdyZ navrhl vyjadiovat
jakékoliv periodické funkce, Feknéme s periodou T, jako soucty vhodné volenych sinusoiddlnich funkct
s periodami T, %7 %, ... O této konstrukci pro limitni pfipad, kdy pocet s¢itanych funkci roste do
nekone¢na, dokazal sim Fourier dilezité vysledky a polozil tak zaklady obséhlé teorie Fourierovijch
fad, vyznamného odvétvi matematické analyzy, v némz goniometrické funkce nalezly nepochybné
svého nejvétsiho uplatnéni nad ramec elementarni matematiky. |

V dalsf ¢tverici piiklada vyFesime nékolik tloh o rovinnych trojtahelnicich. Vratime se tak k té-
matu kapitoly 3, v niz jsme byli ve vybéru nestandartnich pfikladi dosti omezeni, protoze nam pro
mnohé vypo¢ty chybél bohatsi aparat goniometrickych vzorci. K soustavngjsimu vykladu nékterych
trigonometrickych vysledki se jesté vratime v kapitole 5.

48Podobnou otazku jsme posuzovali uz dfive v podkapitole 4.4 pfi vykladu druhé metody feSeni goniometrické
rovnice acosx + bsinx = ¢, jejiz levou stranu jsme vlastné prevadéli na kanonicky tvar (4.52) sinusoidalni funkce.
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W Piiklad 4.7.2. Uréete viechny trojuhelniky ABC), jejichz vnitini thly spliuji rovnost*?
cosacos B+ sinasin Ssiny = 1.
Resent: Ze ziejmych nerovnosti siny < 1, sinasin 8 > 0 a zadané rovnosti plyne
1> cos(a — ) =cosacos B +sinasinf =1+ sinasin5(1 —siny) > 1.

Tudiz cos(a — 8) = 1 a siny = 1, odkud plyne v = 90° a o = 8 = 45°. Pro takové vnitini thly je
zadan4 rovnost splnéna jako % + % = 1. Hledané trojihelniky ABC, pro které plati zadané rovnost,
jsou tedy pravouhlé rovnoramenné s hlavnim vrcholem C.

B Piiklad 4.7.3. Dokazte, Ze trojihelnik ABC je rovhoramenny, pravé kdyz plati®®
a+b+c
2
Resent: Diky rozsifené sinové vété a = 2rsina, b = 2rsin 8 a ¢ = 2rsin+y, kde r je polomér kruznice
opsané, je zkoumané rovnost ekvivalentni s rovnosti

acosfB+bcosy+ ccosa =

2sin acos B 4 2sin B cosy + 2siny cos a = sin «a + sin § + sin 7,
ktera se dé jeSté prepsat na tvar
sin(a + 8) + sin(a — B) + sin(B8 + v) + sin(8 — ) +sin(y + a) + sin(y — a) = sina + sin 8 + siny.

Jelikoz o + B + v = 180°, plati sin(a + ) = sin~, sin(8 + ) = sina a sin(y + «) = sin 4. Tudiz
upravenou rovnost lze zjednodusit do podoby

sin(a — B) +sin(f — ) +sin(y — a) =0,

a nasledné, po uplatnéni vysledku z pitkladu 4.6.9 o rozkladu sou¢tu sin(z—y)+sin(y—z)+sin(z—z),
na soucinovy tvar

4sinagﬁsinﬁgvsin7;a =0.
Souéin je roven nule pravé tehdy, kdyZ jeden z ¢initelii se rovné nule. Zkoumané rovnost je tedy

ekvivalentni podmince, Ze plati &« = 8 nebo 8 = v nebo v = «, ¢imz je dikaz hotov.
W Piiklad 4.7.4. Pro libovolny trojihelnik ABC dokaZte nerovnosti®!

. a< a . ﬁ< b . 'y< c
sin — , sin = < , sin — < .
2 " b+e 2 a+c 2 a+b

Reseni: S ohledem na symetrii staci dokdzat jen napf. prvni nerovnost. PouZzijeme opét rozsifenou
sinovou vétu a néasledné vzorec pro dvojnasobny argument (v Citateli) a vzorec pro soucet dvou sinii
(ve jmenovateli):

a sin 2sin § cos § sin §

b+c sinf+siny QSinﬁ—;ZCOSﬂ—;Z B cosﬂ%'

Posledni upravu jsme provedli na zakladé toho, Ze funkce sinus mé svoji kofunkci kosinus a Ze
hodnoty & a 237 se dopliwiji do 90°. Jelikoz 0 < |8 — 7| < 180°, plati 0 < cos 257 < 1. Tudiz

sin § o
> sin —
cos B2 7 2

Q

a dikaz je hotov. Zaroven jsme zjistili, Ze v prvni nerovnosti nastane rovnost, pravé kdyz 5 = ~.

49[32], str. 20.
50[29], str. 112.
51[29], str. 66.
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B Piiklad 4.7.5. Dokaite, Ze pro libovolny trojuhelnik ABC plati
a=28ca*=0b>+bc a a=38= (a®> —b*)(a —b) = bc>.

Rozhodnéte rovnéZ, zda obecné plati i implikace opa¢né k druhé implikaci.®?
Resent:

a=20sa®=0+bc

Je-li a =28, je v = 7 — 34, takZe podle rozsitené sinové véty plati
a=2rsin28,b = 2rsin3,c = 2rsin 34,
kde r je polomér kruznice opsané. K diikazu rovnosti a? = b% 4+ be proto sta&i ovérit identitu
sin? 28 = sin? 8 + sin 8 sin 35.
Jeji prava strana je podle znamych goniometrickych vzorci rovna
sin B(sin B + sin 33) = sin 3 - 2sin 28 cos § = sin? 23,

takze se skutecné rovna levé strané.
Piedpokladejme nyni, Ze naopak plati a® = b? 4 be. Porovnanim s rovnosti z kosinové véty

a? =b%+ 2 — 2bccos a
dostaneme

b2 +be = b? + ¢ — 2bccos o,
be(1 +2cosa) = ¢,

b(1+2cosa) =c.
Dosadme sem b = 2rsin 3, ¢ = 2rsiny = 2rsin(«a + 8) a postupné upravujme:

2rsin B(1 + 2cos @) = 2rsin(a + ),
sin 3 + 2sin 5 cos a = sin a.cos B + cos asin 3,
sin § = sin awcos B — cos asin G,
sin 8 = sin(a — 3).
Odtud plyne o — 8 > 0, takze oba tuhly 3, — § lezi v intervalu (0, 7). Jak vime, odvozena rovnost

jejich sint je tehdy mozna, jen kdyz bud 8 = o — 8 nebo 8+ (o — 8) = w. Druha moZnost (o = 7)
je v8ak vyloucena, takze plati § = a — 8 neboli a = 203, jak jsme chtéli dokazat.

‘oz:36:>(a2—b2)(a—b):b02‘

Je-li a =30, je v = 7 — 40, takZe podle rozsifené sinové véty plati

a=2rsin3B3,b=2rsinf,c = 2rsin4f, (4.56)

5292. roénik MO (1972/1973), tloha A-P-3, a 46. roénik MO (1996/1997), tloha A-TIT-1.
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kde r je polomér kruZnice opsané. Proto k dikazu implikace staci ovéfit identitu
(sin? 38 — sin? B)(sin 38 — sin B) = sin B sin® 453. (4.57)
Podle znamych goniometrickych vzorca plati

(sin 33 — sin 8)% = (2 cos 23 sin B)? = 4 cos? 23 sin? 3,
sin3f + sin 8 = 2sin 23 cos 8

a odtud pro levou stranu rovnosti (4.57) plyne

(sin? 33 — sin? B)(sin 34 — sin B) = (4 cos? 23sin? B) - (2sin 23 cos B) =
(2sin Bcosf) - (2sin28 cos23) - 2sin Fcos 28 =
sin 23 - sin4p - 2sin B cos 28 = sin B sin? 485.

Tak jsme dokazali, Ze (4.57) plati pro kazdé j3.

Vysvétlime nyni, pro¢ opa¢na implikace neplati. Funkce sinus ma periodu 360°, takze strany
trojihelniku ABC' jsou tvaru (4.56) i v pfipadé, kdy plati o = 38 — 360° (a v = 540° — 403), napf.
pokud o = 15°, 8 = 125° a v = 40°. Pro trojuhelnik s takovymi vnitinimi thly plati (jak jsme
dokézali) rovnost (a® — b?)(a — b) = bc?, prestoze o # 34. [ ]

V dalsi skupiné tloh se vratime k problematice podkapitoly 4.4 vénované feSeni goniometrickych
rovnic a jejich soustav. Standardni pifiklady k procvi¢ovani této dovednosti lze nalézt v Cetnych
uéebnicich a sbirkéch pro stfedni ékoly7 které naée prace nechce suplovat Proto se omezime jen
pritom zkoumat otaéky FeSitelnosti a z tvaru zadanych rovnic odvoaovat vlastnosti ‘]e‘]lch feSeni,
aniz je vyjadiime v explicitnim tvaru.

V prvnim pfl’kladu vSak prece jen uvedeme ukézky toho postupu kter}?m goniometrické rovnice

k tém, které jsme v podkapitole 4.4 nazvali zdkladnimi.

B Priklad 4.7.6. Kazdou z jednotlivych rovnic

a) sin*z + costz = p,

b) sinzsin(a — z) = p,

c) sin(z + 3a) = 3sin(a — z),

d) sin(z +a) +sinasinz tg (z +a) = pcosacosz (kde cosa # 0)

s neznamou x a parametry a,p € R pievedte na zakladni rovnici pro vhodnou goniometrickou funkeci
s vhodnym argumentem.”®
Reseni: a) Umocnime na druhou zakladn{ vztah sin? x + cos

stranu zadané rovnice:

22 =1 a z vysledku vyjadiime levou

(sin? z + cos® z)? = 17,

4

sin?z + 2sin? z cos? z + cos? z = 1,

sin*z + cos* z = 1 — 2sin® z cos? z.

5334, str. 43.
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Nyni jiz upravime na zékladni rovnici:
2 2.
1 — 2sin” x cos* x = p,

2

4sin® z cos® x = 2 — 2p,

sin? 2z = 2(1 — p),
sin 2z = ++/2(1 — p).

S prihlédnutim k oboru hodnot funkce sinus ma podminka Fesitelnosti tvar % <p<Ll

b) Pomoci vzorce pro prevod soucinu dvou sinii na soucet upravime levou stranu zadané rovnice

cos(2z —a) — cosa
2

sinzsin(a — x) =
a nyni jiz pfevedeme na pozadovanou zakladni rovnici:

cos(2z — a) — cosa = 2p,

cos(2z — a) = 2p + cosa.
Podminka fesitelnosti je —1 < 2p + cosa < 1.

¢) Pouzijeme souc¢tové a rozdilové vzorce pro piepis levé i pravé strany zadané rovnice a nasledné
vzorce pro cos3a a sin3a z pr. 4.6.1:

sin x cos 3a + cos x sin 3a = 3(sina cos x — cosasinx),
sin (4 cos® a — 3cos a) 4 cos z(3sina — 4sin® a) = 3sinacosx — 3cos asin,

3 3

4sinxcos”a —4cosxsin®a =0,

cosa=0=cosz=0,cosa#0=tger = tha,
d) Z levé strany zadané rovnice nejdiive vytkneme vyraz tg (z + a) a nasledné pouZijeme souctovy
vzorec pro funkci kosinus:
tg (z +a) - (cos(z + a) + sinasinz) = pcosacos z,

tg (z +a)- (cosxcosa —sinxsina + sinasinz) = pcosacos ,

coszcosa - (tg (z+a) —p) =0.

Jelikoz podle zadéani plati cosa # 0, je mnozina feSeni pivodni rovnice sjednocenim mnozin reseni
zakladnich rovnic
cosz =0 a tg(z +a) = p.

B Priklad 4.7.7. DokaZte, Ze goniometrickd rovnice
sin(cos ) = cos(sin z)

nemé v oboru realnych ¢isel zadné feseni.>*

Regeni: ProtoZe obé& funkce sin(cos x) a cos(sin ) maji periodu 27, staci ukazat, Ze se nikde nerovnaji

54[30], str. 234.
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na intervalu (—m, 7). A protoze jde o dvé funkce sudé, mizeme interval (—m, ) ziZit na interval
(0, 7). Pripustme tedy, Ze pro nékteré z € (0, ) plati rovnost

sin(cos z) = cos(sin ).

Pro takové x oviem 0 < sinz < 1 < §, takZe cos(sinz) > 0. Z nerovnosti sin(cosz) > 0 pak

s ohledem na —% < —1 < cosz < 1 < T plyne cosz > 0. Rovnost sin(cosz) = cos(sinz) je proto
rovnost{ sinu a kosinu dvou argumentii cosz,sinx z intervalu (0,1), a tedy i intervalu (0, ). Jak
vime, takova rovnost je splnéna, pravé kdyZz soucet obou argumentii z intervalu (0,%) je roven Z,
v naSem piipadé

. T
CoOST +Sinx = 5

Tato rovnost v8ak nemize nastat pro zadny thel z, jelikoz obor hodnot funkce
f(z) =sinz +cosz = \/ﬁcos(g — )
je interval (—v/2,/2), zatimco 5> V2.
B Priklad 4.7.8. Ma-li rovnice
p1cos(z 4 a1) + pacos(z + ag) + -+ - + ppcos(z + a,) =0

s realnymi parametry p;,a; takova dvé feSeni x; a x9, Ze Cislo neni celé, pak jejim feSenim

je kazdé realné ¢islo x. Dokazte a uved'te piiklad takové rovnice s libovolnym FeSenim pron = 2 a

Tra—I1
s

kladné pi, ps.®

Resend: Pro dané parametry p;, a; definujme vyrazy

c(z) = prcos(z + a1) + pacos(z + az) + -+ + pp cos(z + ap) =0,
s(z) = p1sin(z + a1) + pasin(x + ag) + - - - + pp sin(z + a,,) = 0.

Vsimnéme si, Ze z rovnosti
cos(y + a;) = cos(y — x) cos(z + a;) — sin(y — ) sin(x + a;)
vyplyva, ze pro libovolna z,y € R plati rovnost
c(y) = cos(y — x)c(x) — sin(y — z)s(z). (4.58)

Ve shodé se zadanim ulohy predpokladejme, Ze pro néktera ¢isla 1, zo plati ¢(z1) = ¢(z2) a pritom
29 =x1 +7-r, kde r € R\ Z. Z rovnosti (4.58) pro z = x1 a y = x9 vychazi

0 =cos7r-0—sinnr - s(zy) neboli sinzwr - s(xy) = 0.

Protoze v8ak sin 7 # 0, musi platit s(x1) = 0. Z rovnosti (4.58) pro & = x1 pak pro libovolné y € R
mame
c(y) =cos(y—z)-0—sin(y —z1)-0=0,

takZe TfeSenim zadané rovnice je skutecné kazdé realné ¢islo.
Zadanym prikladem pro n = 2 je rovnice

cosz + cos(z +7) =0,

jejimz FeSenim je skutecné kazdé x € R, nebot &islo 7 je antiperioda funkce kosinus.

5534, str. 21.
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B Piiklad 4.7.9. Predpokladejme, Ze rovnice
acost + bsinx = ¢

s parametry a,b,c € R, kde a? + b?> > 0, ma v intervalu (0,27) dvé rtzna feSeni x1, vo. Dokazte
rovnost®®

2 X1 — T2 C2
0S” ——

¢ 2 a2+

Regent: Danou rovnici acos z + bsinz = ¢ upravime goniometrickou metodou popsanou v podkapi-
tole 4.4 do tvaru K sin(z 4 ¢) = ¢, kde K = va? + b? a ¢ je vhodny thel (jeho hodnotu nebudeme
potFebovat). Podle zadani pro dvé rizna ¢isla z1, x4 € (0, 27) plati

Ksin(z1+¢) =c¢ a Ksin(za + ) =c. (4.59)
Odectenim rovnic (4.59) s ohledem na K # 0 dostaneme

xr1 — X9 1+ 22+ 2¢
cos 5 .

0 = sin(z + ¢) — sin(z2 + ¢) = 2sin (4.60)

Z nerovnosti 0 < x1,22 < 27 plyne —m < #5% < 7, odkud diky pfedpokladu x; # zp mame

sin #1572 £ 0, takZe rovnost (4.60) znamena

1+ 22 + 20 .
cos — = 0, a proto sin

1+ X2+ 20

+1.
2

Dosadime-li posledni hodnotu do vysledku se¢teni rovnosti (4.59), ktery lze upravit do tvaru

1 +w2+2<,0COS$1—CE2

2K sin = 2c,
2
dostaneme ) )
xr1 — X2 Tr1 — X2 C C
+2K cos — = 2¢, odkud cos? Sy TR E R

coZ je rovnost, kterou jsme méli dokéazat.

Pozndmka: K feSeni predchozi tlohy lze vyuzit i algebraickou metodu feSeni goniometrické rovnice
acosx + bsinx = ¢, kterou jsme v podkapitole 4.4 ilustrovali obrazkem 4.17. Ziskdme tak dokonce

CcoS X1 + CoS X2 ac sin xq + sin zo be (4.61)
= a = .
2 a? + b2 2 a? + b2’

ze kterych po umocnéni na druhou, secteni, uziti dvou goniometrickych jednic¢ek a aplikaci vzorce
pro cos(x1 — x2) totiz vyplyva

62

— 4 cos(x1 —x =
1 2 a2 b2’

2
coz je ptivodni dokazovana rovnost, nebot odvozena levé strana je ziejmé rovna cos? #5722 K ditkazu
rovnosti (4.61) si povsimnéme, Ze jejich levé strany jsou soufadnice stfedu usecky s krajnimi body
[cos z1,sinz] a [cos za,sin 9], jeZ jsou priseciky piimky p s jednotkovou kruZnici k vyznacenymi

56(34], str. 51.
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na obr. 4.17. Proto stad ovéfit, Ze kolmy primét pocatku [0,0] na pfimku o rovnici az + by =
= ¢ ma soufadnice uvedené v pravych stranach rovnosti (4.61). To je trivialni poznatek analytické
geometrie, nebot ziejméa rovnost

a ac b be
a2+b2 a2+b2

=cC

ukazuje, ze bod s takovymi soufadnicemi na dané piimce lezi, a polohovy vektor (af—sz, a;’—b)

tohoto bodu je zfejmé rovnobéZny s normélovym vektorem (a,b) dané piimky az + by = c.
B Priklad 4.7.10. Necht a,b € R,a # b. Dokazte, Ze soustava rovnic
asin?z +beos?z =1, acos’y + bsin?y =1, atgr =btgy (4.62)

s neznamymi z,y a parametry a,b ma v oboru R feSeni, pravé kdyz plati a + b = 2ab > 0 (coz
znamend, Ze obé ¢isla a, b jsou kladna, jedno z intervalu (%, 1), druhé z intervalu (1,00)).%”
Reseni:  V prvni ¢asti pfedpokladejme, Ze vypsané soustava méa FeSeni, kterou je dvojice (z,y). Ze
tieti rovnice soustavy pak plyne cosz # 0 a cosy # 0 (jinak by hodnoty tgz,tgy nemély smysl).
Prvni dvé rovnice soustavy pak po vydéleni cos? x, resp. cos?y a uziti rovnosti

1 sin?t 4 cos® ¢

= =tg?t+1
cos?t cos?t gt

pro t =z a t = y muzeme piepsat do podoby
(a—Dtg2z=1-b a (b-Dtg?y=1-a.

Odtud plyne a =1 < b = 1. Protoze vSak a # b podle zadéani ulohy, jsou a — 1,b — 1 nenulova ¢isla
riznych znamének, nebot nenulova &isla tg2xz, tg?y jsou kladna. Hodnoty tg2z, tg?y jsou tedy dvé
navzajem prevracena kladna ¢isla urcéena takto:

9 1 b—1

tg2r = —— = ———. 4.63
g =ty p—| (4.63)

Z t¥eti rovnice (4.62) nyni (diky nenulovosti ¢isel tg z,tgy) plyne a = 0 < b = 0, takZe s ohledem
na a # b jsou i obé ¢&isla a, b nenulova a plati

92_ tgx 2_tg2x_ b—1\2
a) \tgy) tgy \a—-1)°

kam jsme za tg2z, tg?y dosadili z (4.63). Plat{ tedy néktera z moznosti

b b-—1 b b—1

;_a71<0 nebo 5_7a71>0' (4.64)
Diky implikacim

b b-1

- = lib(a—l):a(b—l)ﬁa:b,

a a= (4.65)

b b—-1
—-=- 1:>b(a—1):a(1—b):>a+b:2ab

a a —

a predpokladu a # b musf nastat druha moznost v (4.64), z niz tedy plyne kyZena rovnost a + b =
= 2ab. Protoze hodnoty 2ab a 3 maji zfejmé stejné znaménko a Z > 0 podle (4.64), plati i 2ab > 0

57[36], str. 91.
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a prvni ¢ast feSeni je hotova.

e Predpokladejme nyni, Ze rtzna ¢isla a, b spliuji podminku a + b = 2ab > 0. Protoze z a + b =
= 2ab zfejmé plyne a =0 < b=0aa =1« b =1, jsou a,b dvé ¢isla riaznd od 0 a 1, takze
implikace v (4.65) se daji obratit a vedou pak k zavéru, Ze plati druhy vztah v (4.64), pfitom se
vyuzije pfedpoklad 2ab > 0, podle néhoz g > 0 . Posledni vyraz v (4.63) ma tedy kladnou hodnotu,
takze existuji ¢isla z,y € (0, 5) takova, Ze (4.63) plati; dokonce pfitom méme x 4y = 5. Hodnoty

tgx,tgy jsou tedy kladné a plati
_ 1 _ b*l_\/ﬁ
Ctgy a—1 Va

(opét jsme vyuzili druhou ¢ast (4.64)). Odtud plyne jednak

atgr =btgy = Vab,

takze tfeti rovnice soustavy (4.62) je splnéna, jednak

1-b o2 sin? 2
= T =
a—1_ '8 cos? x
odkud
(1—b)cos’z = (a — 1)sin’z neboli asin®z +beos’x = 1.

Urcené x tedy spliwje i prvnf rovnici soustavy (4.62), v disledku ¢ehoz i uréené y = 5 — x spliuje
jeji druhou rovnici. Tim je i druha ¢ast feseni tlohy hotova.

B Piiklad 4.7.11. UvaZujme soustavu rovnic
cos T + cosy = a, sinz +siny =b (4.66)

s neznamymi z,y € (0, 27) a parametry a,b € R. Popiste grafickou metodu feseni (4.66) s vyuzitim
jednotkové kruznice, podejte diskusi o po¢tu FeSeni (4.66) v zavislosti na parametrech a, b a odvod'te
algebraickou soustavu dvou rovnic s nezndmymi c, s a parametry a,b, jejimiz feSenimi jsou pravé
dvojice

(c,s) = (coszx,sinx) a (¢,8) = (cosy,siny)
sestavené z Fegeni puvodni soustavy (4.66). Nakonec pfevedte soustavu (4.66) na soustavu zakladnich

goniometrickych rovnic pro vhodné vyrazy sestavené z neznamych z,v.%8
Reseni: V roviné s kartézskou soustavou soufadnic Ocs sestrojme jednotkové vektory

OX = (cosz,sinz) a oY = (cosy,siny)

odpovidajici poloham goniometrické rucicky pro ahly z, resp. y. Soustava (4.66) pak vyjadfuje prave
to, ze vektorovy soucet OX + OY je vektor OZ = (a,b) s danymi soufadnicemi a,b. Rovnobé&znik
OXZY je koso¢tverec s jednotko m1 stranami, takze ze zadaného vektoru 07 ur¢ime koncové
body X,Y neznamych vektoriu 5;% OY jako pruseciky jednotkové kruZznice s osou o tsecky OZ
(pfitom je jedno, ktery z prisefiki oznac¢ime X a ktery Y, nebot soustava (4.66) je v neznamych
x,y symetrickd). To je hledana grafickd metoda feseni soustavy (4.66).

Existence a pocet zminénych prusecikii zavisi na vzdélenosti osy o od pocatku O, jez je rovna
poloving délky va? + b? tsetky OZ. Odtud plyne:

58[29], str. 60.
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Obrazek 4.25

e je-li a® 4 b2 > 4, soustava (4.66) nem4 Fesent,

o je-li a® + b? = 4, soustava (4.66) ma jediné feSeni z = y = ¢, kde ¢ € (0,27) je thel urceny
rovnostmi

2cos ¢ = a, 2sinp = b,

o je-li 0 < a® + b2 < 4, soustava (4.66) ma dvé feseni (w0, v0) a (yo,z0), kde zg,yo € (0,27) a
zo # Yo (0 jejich urceni pojedname nize),

e je-li a = b = 0, soustava (4.66) ma nekoneéné mnoho FeSeni, jeZ jsou pravé tvaru (z,y), kde
z,y € (0,2¢) a |z — y| =7 (odpovida to situaci X + oY = ).
K urceni pozadované soustavy pro neznamé c, s najdeme rovnici osy o tusecky OZ. Je to primka

s normalovym vektorem OZ = (a,b), ktera prochazi bodem S [§ b

5 5]7 takZe jeji rovnice méa tvar

a b . a? + b2
a<cf§)+b<sf§)—0 neboli ac+ bs = i

Priseciky osy o s jednotkovou kruznici jsou proto uréeny soustavou rovnic
a’ + b2

bs =
ac + bs T

A4+s2=1.

To je hledana algebraicka soustava pro FeSeni pivodni soustavy (4.66).

K trigonometrickému feSeni pfepiSme rovnice soustavy (4.66) pomoci vzorci pro soucet dvou
kosinti a dvou sinti do ekvivalentniho tvaru
T +y r—vy . Tty =y
——~cos —— =a, 2sin cos

2 2 2

2 cos

=b. (4.67)

157



KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

Vydélenim rovnic (4.67) dostaneme

r+y b r+y a
=2 , to o J =2 4.
5 , resp cotg — A (4.68)

podle toho, zda a # 0 ¢ b # 0 (pfipad a = b = 0 z vySe uvedenych divodi jiZz neuvazujeme).
Z téchto rovnosti zfejmé plyne

tg

)

T4y a LIty b (4.69)
cos = , sin = , .
2 1/a‘2_‘_b2 2 1/0124_[)2
pFic¢emZ oba vztahy plati se stejnym znaménkem + ¢ —. Po dosazeni do té z rovnic (4.67), jejiz
pravé strana je rizna od nuly, dostaneme v obou pfipadech stejny vztah
_ Va2 + 12
cos LY - LV + (4.70)

2 2

s tymz znaménkem jako ve (4.69). Vsimnéme si, Ze z rovanic (4.69) a (4.70) plynou naopak rovnice
(4.67). Tak jsme ptvodni soustavu (4.66) prevedli na soustavu zakladnich goniometrickych rovnic
(4.69) a (4.70), ve kterych vezmeme stejné znaménko. (Timto postupem najdeme vSechna FeSeni
v oboru z,y € R.) |

Prejdeme nyni k tiloham o goniometrickych nerovnostech. Nebudeme vsak 7esit nerovnice, nybrz
dokazovat nerovnosti. Proménné v nich zastoupené tedy nebudou neznamé (které je tfeba urcit),
nybrz budou nabyvat libovolnych hodnot z predem stanovenych obori. Dokazovéni takovych ne-
rovnosti mize byt mnohdy tvrdym ofiskem, pfesto ve vybranych tlohéch vzdy vystacime s elemen-
tarnimi prostiedky, uplathovanymi vSak ¢asto dosti rafinované.

B Piiklad 4.7.12. Dokazte, Ze pro libovolna ¢isla z,y € (0, ) plati®

1
> 2/tgx +tgy.

CoOS T Cosy

Regeni: Protoze pro uvazovana z,y plati 0 < x + y < 7, mame

sinzcosy +coszsiny sin(z + y) < 1

tgx +tgy = (4.71)

COS T COS Y COSTCOSY ~ COSTCOSY’

takZe misto nerovnosti ze zadani tlohy staci dokdzat nerovnost

1 1 1
+ Y (4.72)
COS T COos Yy COS T COS Y

To je ale snadné, nebot po prevedeni odmocniny z pravé strany na levou dostaneme po tpravé ,na

Ctverec” ziejmou nerovnost

(\/cim _ J;)Ty)? > 0. (4.73)

Tim je cely dikaz hotov. Dodejme, Ze nerovnost (4.72) téZ plyne z nerovnosti mezi aritmetickym a
geometrickym primérem (kladnych) ¢isel Coiz é Colsy.
Rovnost v dok4zané nerovnosti nastane, pravé kdyz nastanou rovnosti v obou nerovnostech

(4.71) a (4.73). To lze ziejmé vyjadiit podminkami

. 1 1
sin(zx +y) =1 a = ,
cosT  Cosy

s

které jsou pro né&jaka x,y € (0, §) splnény, pravé kdyz z +y =5 a2 =y, neboli z =y = 7.

5951, roénik MO (2001/2002), tloha A-TI-1.
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B Priiklad 4.7.13. DokaZte, Ze pro libovolna realna &isla x,y plati nerovnosti
3 1
cos x + cosy + cos(r +y) > — cos z cosy cos(x +y) > %

a podminky, kdy nastane prvni, resp. druhé rovnost, vyjadrete zakladnimi rovnicemi pro vhodné
goniometrické funkce s vhodnymi argumenty sestavenymi z proménnych z a, 3.5

Reseni: Vyrazy v levych stranach nerovnosti oznacime P, resp. Q a pri jejich tpravach uZijeme
kromé goniometrickych vzorct téz metodu doplnéni kvadratického trojclenu na ¢tverec.

P:cosw—l—cosy-i-cos(z-i-y):2cosx;ycosx;y+(200s2mT+y—1) =
Tty r—y

B) COS B)

1 —y\? 1 -
:§<200sx+y+c0512y> —5c052u_ =

2
2
:1 2cosx+y+cosm y Jrlsin2z yfg
2 2 2 2 2 2

ty

= 2COSQL+2COS

V poslednim vyrazu jsou hodnoty prvnich dvou séitancii (diky druhym mocnindm) nezaporna
¢isla, takze plati P > —%7 jak jsme méli dokdzat. Rovnost P = —% nastane, pravé kdyz

zéklady obou druhych mocnin budou rovny nule:
T — . T—Y

+cosT:0 a sin 5

2cosx+y

Druhéa rovnost je splnéna, pravé kdyz cos % = +1. Po dosazeni do prvni rovnosti tak na-
3

chazime kritérium rovnosti P = —3 ve tvaru soustavy rovnic

r+y 1

=41
cos , cos 5 :F2

(pozadujeme, aby obé rovnice platily bud s hornim, nebo s dolnim znaménkem).

cos(z + y) + cos(x — y)

Q = cosxcosycos(z +y) = 3 -cos(z +y) =
= % cos?(z +y) + % cos(z +y)cos(z —y) =
= é(2 cos(z + y) + cos(z — y))? — écosz(x —y) =
= é(Z cos(x +y) + cos(z —y))? + %sinz(az —y) — %

Ze stejnych divodu jako v prvni ¢asti feSeni odtud plyne nerovnost ) > —%, pri¢emz rovnost
nastane, pravé kdyZz je splnéna soustava zékladnich rovnic

1
Cos(xfy) ==+1 a COS(.?:«I»y) = :Fi'

60[34], str. 50-51.

159



KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

B Piiklad 4.7.14. Pro kazdé pfirozené ¢islo n > 2 uréete nejvétsi hodnotu vyrazu
V, =sinxq cosxg + sinxg cosxs + - - - + sinx,_1 cos x, + sin z, cos x1,

kde 1,29, . ..,y jsou libovolna realna ¢isla.6!
Reseni: Kromé vyrazu V,, uvazme jesté vyraz

Sp = (sinzy — cos x2)2 + (sinzg — cos x3)2 + -+ (sinx, — cos xl)z,

ktery je souc¢tem n druhych mocnin, takze mé pouze nezaporné hodnoty. Po provedeni téchto dru-
hych mocnin rozdilt a vyuziti n goniometrickych jedni¢ek dostaneme vyjadieni

Sn

Sn=n—2V, neboli Vo= 5

N3

odkud vzhledem k S, > 0 plyne V,, < §. Zkoumany vyraz V, proto nabyva nejvétsi hodnoty
nebot, jak snadno nahlédneme, pro &isla ¥y = 29 = - -+ =z, = J plati 5, = 0, takZe potom V,, =
coz je vidét i po pfimém dosazeni hodnot

n
2
n
2

)

V2

sinxi:cosaji:7 (1=1,2,---,n).

B Piiklad 4.7.15. Dokaite, Ze pro kazdé = € (0,7) a kazdé n € N plati®?

sin3z  sinbz sin(2n — 1)z

3 5 T om—1

sinx +

Reseni: Ozna¢me S, levou stranu zkoumané nerovnosti. V feSeni vyuZzijeme vzorec pro soudin sint
2sin z sin(2k — 1) = cos(2k — 2)z — cos 2kz,

nésledné v tipravach odhadneme hodnoty kosinti ¢islem 1 a ziskany vyraz teleskopicky sec¢teme:

. L 2sin x sin 3x 2sinzsin(2n — 1)z
2sinx - S, =2sinrsing + — + -+ - + =
3 2n—1
cos 2z — cos 4z cos(2n — 2)z — cos 2nx
=1—-cos2z + —M+--- + =
3 2n—1
1 2z (1 1 4 1 1 cos2n:L'>
=1l—-cos2z(1—<)—cosdz|s—=|—-—
3 3 5 n—-1 "~

SHHN (R

Protoze z 0 < x < 7 plyne cos 2z < 1, je dokdzana nerovnost 2sinx - S, > 0 ve skutefnosti ostra,
takZze z ni s ohledem na sinz > 0 dostavame S, > 0, coZz jsme chtéli dokazat.

B Piiklad 4.7.16. Dokaite, Ze pro libovolna realna &isla a1, o, -+ , z, plati®3
Z cos(z; — ;) > —g.
1<i<j<n

6146. roénik MO (1996/1997), tloha A-TII-5.
52[35], str. 15.
53(35], str. 11.
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S v o, ; < ~ n n : z < .
Regeni: Umocnime dva koneéné soucty y ;" | cosx; a ., sina; na druhou a nésledné vyrazy, které
jsou pro jakakoliv x; nezaporné, seCteme:

n 2 n
E cosx; | = E cos? z; + 2 E COS T'; COS T,
=1 i=1

1<i<j<n
n 2 n
(Z sin xb) = Z sin? x; + 2 Z sin z; sin x,
i=1 i=1 1<i<j<n

n 2 n 2 n n
E cosx; | + E sinx; | = E cos? T; + E sin? x; + 2 E (cos z; cos Z; + sin x; sin xj) =
i=1 i=1

i=1 i=1 1<i<j<n

=n+2 Z cos(z; — xj) > 0.

1<i<j<n
Odtud jiz plyne dokazovana nerovnost
n
E cos(z; — ;) > -3
1<i<j<n

Posledni dva piiklady teoretického charakteru ¢aste¢né objasnuji, pro¢ je tak malo pfesné zna-
mych velikosti ostrych thla, u nichZ zname (rovnéz piesné) i prislugné hodnoty goniometrickych
funkei.

W Priiklad 4.7.17. DokaZte, Ze ob& hodnoty cos 1°,sin 1° jsou iracionalni ¢isla.%4

Resent: Nejprve indukci vzhledem k &islu n dokézeme: je-li x € R takové, ze cosx € Q, pak
cosnz € Q pro kazdé n € N. Z piedpokladu cosz € Q a rovnosti cos2x = 2cos?z — 1 plyne
cos 2z € Q. Plati-li cosnz € Q a soucasné cos(n + 1)z € Q pro nékteré n, pak z identity

cos(n + 1)z + cos(n — 1)z = 2 cosnx cos x

vzhledem k vychozimu pFedpokladu cosz € Q vyplyva cos(n + 1)z € Q a dikaz indukei je hotov.

Nyni uz k samotné tloze: kdyby platilo cos1° € @Q, méli bychom podle dokdzaného tvrzeni
cosn® € Q pro kazdé n € N, coz dava pro n = 30 spor, nebot cos30° = @ ¢ Q. Ke stejnému
sporu dojdeme i tehdy, kdyZ pFipustime, Ze sin 1° € Q, nebot pak by z rovnosti cos 2° = 1 —2sin? 1°
plynulo cos2° € Q, a tedy cos 2k° € Q pro kazdé k € N, tedy i pro k = 15.

Pozndmka: Z uvedeného postupu plyne, ze cosk® ¢ Q pro k € {1,2,3,5,6,10,15} (vypsali jsme
v8echny kladné délitele &isla 30). Je znamo (viz [38, str. 64]), Ze pro k € {1,2,3,---,89} plati
cos k° € Q pouze v pripadé k = 60.

B Priklad 4.7.18. Je-li cos mz racionalni ¢islo rizné od 0, i% a £1, pak je redlné ¢islo x iracionalni.
Dokazte tuto vétu pro pfipad, kdy hodnota cos mx je rovna zlomku g, kde p je celé ¢islo a g je liché
¢islo votsf nez 1.9

Resent: Polozme t = 7z a predpokléadejme, Ze plati cost = %, kde p je celé ¢islo a g je liché ¢islo vétsi

64129], str. 114.

65 . . _1
V [41] je na str. 58-59 uveden diikaz pro zlomek % =3

161



KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

nez 1. ProtoZe moZznost %’ = +1 je zadanim vyloucena, miZeme navic pfedpokladat, Ze ¢isla p, ¢ jsou
nesoudélné (po kraceni zlomku 2 na zakladni tvar musi totiz vyjit zlomek s lichym jmenovatelem
vétsim nez 1). Indukei vzhledem k &islu n dokaZeme, Ze cosnt je racionalni ¢islo tvaru

Pn
cosnt = —
q

kde pro kazdé n € N je p,, celé ¢islo nesoudélné s ¢islem q. ProtoZze cost = 2, je p1 = p a z rovnosti

2

2 2 _ 2
cos2t:20052t—1:2p—2—1:u
q

e

plyne ps = 2p% — ¢%. Pro¢ je &islo py (stejné jako &islo p) s &islem ¢ nesoud&lné? Kdyby nékteré
prvocislo  délilo obé &isla 2p? — ¢% a ¢, bylo by r liché (protoze ¢ je liché) a délilo by i ¢islo 2p?,
takZe by i délilo i ¢islo p. Cisla p, ¢ by tak méla spole¢ny prvocinitel r, coz je spor.
Predpokladejme nyni, Ze pro nékteré n > 2 plati

Pn—1 Pn
=== cosnt = q_”
q

cos(n — 1)t
a obé &isla p,_1, py, jsou s &islem ¢ nesoudélna (tak je tomu, jak uz vime, pro n = 2). Pak z rovnosti

cos(n + 1)t + cos(n — 1)t = 2cosntcost

dostavame

Pn P DPn-1 2pp —q2p 1
cos(n+1)t=2-"1.2 - 2= = nnﬂn 7
" g q q

takZe plati pni1 = 2ppPn — ¢°pn_1. Kdyby né&jaké prvocislo r délilo obé& ¢sla p,41 a ¢, bylo by

lichym délitelem ¢isla 2pp,,, takze by délilo aspon jedno z Cisel p, p,, coz je vSak ve sporu s jejich

nesoudélnosti s ¢islem ¢. Proto je s ¢islem g nesoudélné i ¢islo p,41 a dikaz indukei je hotov.
Dokéazali jsme, Ze z rovnosti cos mx = g plyne

Pn
cosTne = —

pro kazdé n € N, pricemz p,, je ¢islo nesoudélné s ¢islem ¢ > 1, coz v dusledku znamené, Ze
cosmnr # £1.

Odtud vidime, Ze ¢islo nz neni celé pro zadné n € N, a tedy samo ¢&islo x je nutné iracionalni.

162



Kapitola 5

Hlubsi trigonometrické vztahy

5.1 Trigonometrické identity

Trigonometrie, jak jsme ji poznali v kapitolach 2 a 3, je matematicky obor, ktery vznikl z potreb
lidi prakticky pocitat délky stran a velikosti thli konkrétnich trojuhelnikt. K tomu matematikové
vyvinuli aparat goniometrickych funkci, s jejichz pomoci dokézali teoreticky vyjadfit vztahy mezi
zkoumanymi prvky obecného rovinného trojihelniku. Patfi k nim nejen strany a vnitini dhly, ale
také vysky a téZnice trojihelniku, poloméry opsané, vepsané a pripsanych kruznic, délky os vnitinich
ahlt. Seznam téchto prvki lze déle rozsifovat napf. o thly mezi stranami a téznicemi, vzdalenosti
Cesti zajemci o tyto vysledky dobre znaji knihu [27], kter4 je jejich bohatou kolekei opatfenou po-
drobnymi ditkazy. Nebudeme proto vysledky odtud reprodukovat, misto toho se zaméfime detailné
na vztahy, ve kterych vystupuji pouze hodnoty goniometrickych funkci argumentt rovnych vniti-
nim thlim «, 3,7y libovolného trojihelniku ABC nebo riznym jejich ndsobktm. Takové vztahy se
objevuji v rozliénych priruckach ¢ sbirkich v nepfeberném mnoZstvi, nejznaméjsi z nich (uvedené
i v knize [29]) se ,vytrvale* opakuji, proto v celém textu nebudeme uvadét zadné odkazy. Jeho
piinosem bude vyklad s diirazem na vzajemné souvislosti jednotlivych vztahi a metodologii jejich
odvozovani zpusobem, jaky jsme v literatufe v takto ucelené podobé nenasli. Vyuzijeme k tomu
samoziejmé aparat goniometrickych vzorcti z predchozi kapitoly.

Vychozim poznatkem pro nas vyklad bude zavislost t¥i kosini
cos? o + cos? B + coster 2cosacosfBcosy =1,

kterou jsme v podkapitole 3.4 odvodili jako linearné-algebraicky disledek trigonometrické véty o pri-
métech, tedy bez uziti jakéhokoliv goniometrického vzorce. S ohledem na zaméfeni naseho textu
nebude zbytetné, kdyz nyni podame jesté druhy dikaz uvedené zakladni trigonometrické identity.!
Psali jsme o ni i v FeSenf piikladu 4.5.13, v némz jsme se na diikaz této identity, ktery uvedeme az
nyni, odvolali. Z rovnosti oo+ 54+ = 7 plyne cosy = — cos(a + ), takZe rozdil levé a pravé strany

! Terminem identita budeme zdiraziiovat, ze dotyény vztah plati pro vnitini ahly o, 8, 7 libovolného trojihelniku.
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dokazované identity miZzeme s vyuZzitim bé&znych goniometrickych vzorct upravit takto:

cos? o+ cos? B + cos? v + 2cos acos fcosy — 1 =
= cos? a + cos? B — cos(a + ) [2cos avcos § — cos(a + )] — 1 =
= cos? a+ cos? B — cos(a + B) -cos(a — B) — 1 =

= cos®a +cos? f — % (cos[(a+ B) + (= B)] + cos[(a+ B) — (a = P)]) =1 =

1 +4cos2a n 1+ cos28 cos2a cos2f

—1=0.
2 2 2 2 0

Tim je druhy dtkaz ukoncen. Jeho piinos spociva v tom, Ze jsme zkoumanou rovnost odvodili
z jediného predpokladu a + 8 + v = m, ktery spliwji i jiné trojice (o, 8,7) redlngch Eisel nez ty,
které jsou vnitFnimi thly nékterého trojuhelniku — takové jsou pravé ty trojice (a, 3,7), jeZz jsou
tvofeny kladnygmi &isly, nebot z rovnosti o + 8 + v = « pak plyne «, 8,7 € (0, 7). Jak uvidime, je
to spole¢ny rys vétsiny trigonometrickych identit, Ze totiz plati pro kazdou trojici z mnoziny

7 ={(a.p7) R’ a+f+y=r},
zatimco trojice vnitfnich ahla v8ech trojthelniki tvofi uzsi mnozinu
T = {(a,ﬂ,’y) E]Ri: a+ﬂ+’y:7r},

kde Ry znadi interval (0, 00). Prvni vysledek této kapitoly tedy zapiSeme vztahem

‘V(a,ﬂ,y) € J: cos? o+ cos? B+ cosy =1 720050&0085608’7‘ (5.1)

a z provedeného dukazu jesté ,,vytézime* metodicky obrat: pro libovolnou funkei F' t¥{ proménnych
plati implikace, kterou zapiseme v neobvyklém sméru?

V(e,B,7) € T2 F(a,8,9) =0 <« V(a,8) €R*: F(a, ,m —a— ) = 0. (5:2)

Pfinasi prace s mnozinou 7 (namisto 7)) pii zkouméani trigonometrickych identit ngjaké skutetné
(neformaln{) vyhody? Kladnou odpovéd nam piinese tvaha o dvou implikacich

2 7 2 7 2
(,8,7) € T = (m—2a,m—28,m—2y) € T,

(@By) €T = (”‘“ m—# ”‘7) e,

které plati diky tomu, Ze z a + 8 + v = 7 plynou rovnosti

7r—a+7r—6+7r—’y_37r—(oc+5+’y)_37r—7r
2 2 2 2 2

(m—2a)+ (m—=2B8)+ (m—27y) =31 —2(a+S+~)=31—2r=m.

=T,

K odvozovacimu pravidlu (5.2) tak miZeme pripojit dalsi dvé pravidla, totiz

T—a =0 m—7%

W)€ TPl =0 > Wasmeir (TR AT ) —0 6

2Misto implikace jsme samoziejmé mohli napsat ekvivalenci, cht&li jsme vSak zdiiraznit smér, ktery pii odvozovani
identit vyuzivame.
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V(a7577)€y:F(a7ﬁ77):0 = V(CM?ﬁv’Y)Ey:F(ﬂ—iza?ﬂ-72ﬁaﬂ—72’Y):0' (54)

Kdybychom pracovali pouze s mnozinou 74, byli bychom ,,ochuzeni® o pravidlo (5.4), nebot hodnoty
m—2a,m — 23, — 27 jsou kladné pouze v piipads, kdy trojice (a, 8,7) je tvofena vnitinimi thly
ostrothlého trojuhelniku, takZe rovnost F(m — 2a,m — 28,7 — 2v) = 0 bychom museli pro ostatni
trojﬁhelniky dokazovat jinymi prostfedky

rozsifovat, naprlklad pridat prav1dlo
Y(a,B8,7) € T: F(a,8,7) =0 = V(a,B,7) € T: F(2r — 5,21 — 58,21 — 57) = 0,

pro ucel naseho textu jsou vsak vyse uvedend pravidla postacujici.
Nyni jiz mame v8e pfipraveno k tomu, abychom z jediného zakladniho vysledku (5.1) odvodili
osm dalgich trigonometrickych identit. Nejprve uzitim pravidel (5.3) a(5.4) diky pFevodnim vzorctim

™=

cos —— = sing a cos(m — 2z) = — cos 2x
z identity (5.1) obdrzime
V(a, B,7) € T sin 2+sm2§+sm 5—17251n%sin§sin% (5.5)
a
Y(a, B,7) € T cos? 2a + cos? 28 + cos? 2y = 1 + 2 cos 2 cos 23 cos 2. (5.6)

Rovnosti (5.1), (5.5) a (5.6) 1ze na zakladé goniometrickych jednotek prepsat do vyjadfeni pro soucty

sin? a4 sin® 8 + sin®y,  cos 2 + cos? g + cos? % a  sin®2a + sin? 283 + sin® 2v;
podobné na zékladé vzorci
2 1+ cos 2z .92 1l—cosx 2 1+ cos4zx
2y P8 g2 - P 5 e
cos”x 5 , sin” g 5 a cos”2x 5

lze tytéz vysledky (5.1), (5.5) a (5.6) pfevést na identity pro soucty
cos2a + cos 23 + cos 2y, cosa—+cosf+cosy a cosda+ cosdf + cosdy.

Shrneme-li vSechny zminéné diisledky (5.1), dostaneme piehlednou tabulku rovnosti

coszoz+cos2[3+00527:172cosacosﬁcos7 sin2a+sin2ﬂ+sin27:2+20()sacos[3005'y
28 27 _ Lo oy 2 B Lo . By
cos? 2+cos + cos 2—2—5—251n251n251n2 sin? 2+sm + sin? 2—1 251n251n251n2
cos® 2a 4 cos® 28 + cos® 2y = 1 + 2 cos 2 cos 283 cos 2y sin® 2a + sin® 28 + sin® 2y = 2 — 2 cos 2av cos 23 cos 2y
cosa+cosﬁ+00s7:l+4sin%sin§sin% sina+sinﬂ+sin7:4cos%cos§cos%
cos 2a + cos 23 + cos 2y = —1 — 4 cos acos B cosy sin 2« + sin 23 + sin 2y = 4 sin asin B siny
cos4da + cos4f + cosdy = —1 + 4 cos 2a cos 23 cos 2y sin4a + sin48 + sin4y = —4sin 2asin 2 sin 2y
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s vyjimkou poslednich t¥i vztahi z pravého sloupce, které patrné zadnou algebraicky snadno vyja-
dfitelnou souvislost s ostatnimi identitami nemaji. Dfive nez se budeme vénovat jejich ditkaztim,
povsimnéme si tvaru pravych stran rovnosti z celé tabulky: jsou v nich zastoupeny vSechny souciny
tvaru f(ka)f(kB)f(kv), kde f je libovolnd z funkef sinus, kosinus a k € {1,1,2}.

Dokazeme-li jeden ze t¥{ dosud neovéfenych vztahi

Y(a, B,7) € T : sin2a + sin 28 + sin 2y = 4 sin asin B siny, (5.7)

budeme moci k (5.7) uplatnit pravidla (5.3) a (5.4) a ziskat tak zbyvajici dvé identity pro soucty
sina + sin f + sin+y a sin4a + sin4 + sin 4+ diky pfevodnim vztahim

. ) . m—T
sin(mr —z) =sinz, sin

= cos g, sin2(m — 2z) = —sindz, sin(7 — 2x) = sin 2x.

Zabyvejme se proto pouze dikazem (5.7). VyuZzijeme pfi ném (i kdyZ ne aplné diisledné) osvédéené
univerzalni pravidlo (5.2). Ze substituce vy = m — a — 3 plynouci vztahy siny = sin(a + 3) a
cosy = — cos(a + ) aplikujeme spolu s béznymi vzorci takto:

sin 2a + sin 28 + sin 2y = 2sin(a + 8) cos(a — B) + 2siny cosy =
8y

= 2siny[cos(a — B) — cos(a + B)] = 2siny - 2sin asin 3.

Dukaz (5.7) je hotov, takZe v8echny rovnosti z nasi tabulky plati pro libovolnou trojici (o, 8,7) € 7.
7Z tady jejich dusledki vypiSeme jesté dvojici identit s pomérné jednoduchym zapisem

Cos%—‘-cosg—&-cos% :4cosal_ﬂcosﬂ:ﬂycosﬂyza
sin%+sin§+sin% :1+4sina1ﬂsinﬁzvsin’yza

plynoucich z identit pro sina + sin 5 + siny a cos a + cos 8 + cosy uzitim odvozovaciho pravidla

(5.3), prevodnich vztahii sinz = cosy za podminky z 4+ y = T a rovnosti

T—a B+y "7-8 a+y 7w-—7 a+p

4 4 4 4 4 4
K prvni uvedené tabulce jesté dodejme, Ze posledni tii rovnosti z jejtho pravého sloupce se
v literatufe nékdy zapisuji v podobé z nasledujici tabulky:

in2 in2 in 2
sin § sin 5 sin 3 5
cosBcos2l  cos§cost  coscos
2 2 2 2 2 2
cos « cos 3 cosy
sin Bsiny  sinasiny = sinasin
cos 2« cos 23 cos 2y 9
sin28sin2y  sin2asin2y  sin2asin 28

Odvodime je, kdyz uzijeme vzorec sin 2z = 2sin x cos x pro s¢itance z levych stran rovnosti z tabulky
a poté rovnosti vydélime souciny z jejich pravych stran. Zdiraznéme, Ze vypsané rovnosti plati jen
pro ty trojice («, 8,7) € 7, pro néz maji zastoupené zlomky nenulové jmenovatele. Znamena to, ze
prvni dvé z téchto t¥i rovnosti plati pro vnitni ahly «, 3, libovolného trojuhelniku, u tfeti rovnosti
vSak musime predpokladat, ze trojihelnik neni pravothly.

V druhé ¢asti naseho vykladu o trigonometrickych identitach s funkcemi sinus a kosinus uvedeme
a dokdzeme zajimavé vztahy ponékud jiného druhu, totiz

V(e B,7) € T : sinacos B cosy + cos asin 3 cosy + cos acos B siny = sin asin 5 siny (5.8)
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=

V(a, B,7v) € T cosasinfsiny + sinacos Bsiny + sinasin B cosy = 1+ cosacos fcosy. (5.9)
Pro rozdil levé strany a pravé strany rovnosti z (5.8) plati

(sin v cos Beos 7y + cos asin Beos ) + (cos acos Bsiny — sin asin Bsiny) =

= cosy -sin(a + B) +siny - cos(a + ) =sin(a + S+ ) =sin7 =0,

¢imz je dukaz (5.8) ukoncen. Podobné pfistoupime i k ditkazu (5.9), kdy upravime rozdil levé strany
rovnosti a souéinu cos a:.cos (3 cosy z pravé strany:

(cos ausin Asiny + sin v cos Bsiny) + (sin asin Beos ¥ — cos a cos feos y) =

= siny - sin(a 4 ) — cos~y - cos(a + ) = sin?y + cos? v = 1,

pfitom jsme znovu vyuzili vztahi siny = sin(a 4+ ) a cosy = — cos(a + 3), znamych disledki
rovnosti o + B + v = 7 uréujici trojice (o, ,7v) z 7. Tim je i dikaz (5.9) hotov. Je mozné, ze
k vysledkim (5.8) a (5.9) pfivedl matematiky napad vyuZzit rovnosti

sinfa+ B +~v) =0 a cos(a+ B +v)=—-1

a rozvinout jejich levé strany podle sou¢tovych vzorct na soucet ¢initela £ f (a)g(8)h(v), kde (f, g, h)
jsou ruzné variace z funkei sinus a kosinus.

K dokazanym vztahtim (5.8) a (5.9) miZeme jako dfive uplatnit odvozovaci pravidla (5.3) a (5.4).
Nebudeme uZ tentokrat vypisovat pfevodni vzorce, které nas takto dovedou k celkovému zavéru, ze
pro libovolnou trojici («, 8,7) € 7 plati rovnosti z dalsi tabulky:

sin a cos 3 cos v 4 cos asin B cosy + cos acos B siny = sin asin S siny

cos asin Bsiny 4 sin acos B siny + sin asin B cosy = 1 + cos a cos 3 cosy

[ .« . . a . f @
cos§sm§sm’l+smfcosﬁsm1+smfsmfcosl=cosfcosécosl

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
in @ cos 2 cos Y @ inB s ? ® osPsin Y — 14 sin @ sin B sin 7
sm2c0520052+c05251n2cos2+cos2c08251n2—1+sm2$1n251n2

sin 2a cos 23 cos 27y 4 cos 2a sin 23 cos 27y 4 cos 2a cos 23 sin 2y = sin 2asin 23 sin 2y
cos 2a:sin 23 sin 27y + sin 2a cos 20 sin 27y + sin 2asin 253 cos 2y = —1 4 cos 2a cos 23 cos 2y

Vsimnéme si, Ze v pravych stranidch vSech Sesti zapsanych rovnosti vystupuji stejné souciny
f(ka) f(kB)f(kv), které jsme vypozorovali v pravych stranach rovnosti z prvni tabulky. Z dvojich
vyjadreni téchto soucini tak miZzeme ziskat fadu dalsich (ponékud ,delsich®) trigonometrickych
identit, jako je napiiklad vztah

Y(a, B,7) € T: (sin?2a +...) + 2(cos 2asin2Bsin 2y +...) =0,

v obou zévorkach jsme vypsali pouze prvni ze t¥i sé¢itancu pfislusnych symetrickych souc¢ti. Pozna-
menejme k tomu, Ze jsme se dosud zabyvali pouze trigonometrickymi rovnostmi F(«, 3,7) = 0, ve
kterych byla F' symetrickd funkce proménnych «, 8,~. Trigonometrické identity bez této vlastnosti
takovy vyznam v teorii nemaji a najdeme je v literatufe jen poskrovnu. Piikladem je vztah

2

Y(e, 8,7) € T : sin(a — B) - siny = sin? a — sin? 3,
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jehoz ovéreni je trivialni, kdyz za siny dosadime sin(a + ) a upravime. Za pozornost stoji i dalsi
nesymetrickd identita, kterou dostaneme, kdyZz v rovnosti z kosinové véty nahradime délky a,b,c
stran trojtihelniku ABC trojici hodnot sin «, sin 3, sin 7, jez je podle sinové véty trojici a, b, ¢ tmérna:

=0+ —2ccosa = sin?

a = sin? B + sin® v — 2 cos asin Bsin .

Posledni rovnost tedy plati pro libovolnou trojici (a, 8,7) € Z4. Abychom ji dokazali i pro v8echny
trojice z 7, mohli bychom zvolit osvéd¢eny postup eliminace jedné z proménnych «, 3,7 a néa-
slednych ekvivalentnich tprav. Pou¢néjsi v8ak bude, kdyZ zkoumanou rovnost porovname s prvni
rovnosti z pravého sloupce dfive uvedené tabulky, kterou ziejmou tpravou piepiSeme do tvaru

2o = cos? B + cos® v + 2 cos a cos B cos .

sin
Vidime, Ze z této jiz dokdzané identity dostaneme novou identitu evokujici kosinovou vétu pomoci
nového odvozovaciho pravidla

V(@ Br) € T: Fla,fin) =0 = W@pB7) €T F(r—a,5—p5—7)=0,

jehoz platnost plyne ze ziejmého vypoctu
w ™
(Wfa)Jr(Efﬁ) +(§ffy> =2r—(a+B8+y)=2n—7=m.

Timto novym pravidlem lze ,opracovat® kazdou ze symetrickych rovnosti pivodni tabulky a ziskat
tak novou tabulku nesymetrickych identit pro trojice («, 3,v) € 7, kterou nyni uvedeme. Podrobna
odvozeni pro jejich zfejmost zde vypisovat nebudeme, kromé nového pravidla lze v pribéhu téchto
vypodcti pouzivat i dFivéjsi pravidla (5.3), (5.4) a rovnéZz goniometrické jednotky spolu se vzorci
cos2z = 2cos?x — 1 = 1 — 2sin? z. Vysledné identity zapiSeme v podobé analogické jako v prvni
tabulce na str. 165.

cos® o — cos® B — cos® v = —1 + 2cos asin Bsiny sin? a — sin? B8 — sin® v = —2 cos asin Bsiny
cos’ % — cos’ g — cos? g = 7251H%COS g cosg sin? g — sin’ g —sin? % =-1 +25in%cos§cos%
cos® 2a — cos? 28 — cos® 2y = 2 cos 2avsin 23 sin 2 sin® 2o — sin® 28 — sin® 2y = —1 — 2 cos 2asin 23 sin 2
cosa—cosfB—cosy=1— 4sin%cos g cos% sina —sin f — siny = —4cos%sin§sin%
cos2a — cos 23 — cos 2y = —1 4 4 cos asin B siny sin 2« — sin 2 — sin 2y = —4sin a.cos B cosy
cosda — cos 48 — cosdy = —1 — 4 cos 2asin 25 sin 27y sin4a — sin4f — sin 4y = 4 sin 2« cos 23 cos 2y

Prejdeme nyni k trigonometrickym identitdm s funkcemi tangens a kotangens. Protoze tyto dvé
funkce jsou podily funkei sinus a kosinus, muzeme kazdou takovou identitu piepsat jako identitu
s funkcemi sinus a kosinus. Zapisim s funkcemi tangens a kotangens davame pfednost zejména
tehdy, kdyZ maji jednodussi tvar nez piislusné zapisy s funkcemi sinus a kosinus. Nevyhodou téchto
zapist oviem je, Ze pro nékteré trojice (o, 3,7) € 7 ztraceji smysl, nebot hodnoty tgx a cotg x pro
néktera z € R nejsou definovany.

Prakticky vSechny jednoduché trigonometrické identity s funkcemi tangens a kotangens jsou
v uvedeném smyslu prepisy identit s funkcemi sinus a kosinus, které jsme diive odvodili a zapsali
Sesti vztahy z tabulky na str. 167. Pfedpokladame-li napiiklad, Ze pro trojici (a, 8,v) € 7 plati
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sinasin Bsiny # 0, jako je tomu v pfipadé, kdy («,3,7) € 4, pak po vydéleni rovnosti (5.8)
uvedenym souinem dostaneme rovnost

cotg a cotg 4 cotg acotg y + cotg S cotgy = 1,

ktera proto plati pro vnitini dhly «, 8, libovolného trojtihelniku.
Podobné za predpokladu cos acos 3 cosy # 0 dostaneme vydélenim (5.9) rovnost

tga+tgf+tgy =tgatg Sy,
ktera tudiz plati vzdy, kdyz trojthelnik s vnitfnimi thly «, 5,7y neni pravouihly. Zopakujeme-li

proceduru dvojiho déleni s kazdou z dalsich identit v tabulce na str. 167, dostaneme dohromady 12
rovnosti, které nyni zapiSseme do dvou tabulek. V prvni z nich

tga+tgf+tgy =tgatgBtgy
tg2a + tg 26 + tg 2y = tg 2atg 20 tg 2y
B B
2 2
cotg avcotg B + cotg o cotg vy + cotg S cotgy = 1
cotg 2a cotg 23 + cotg 2a cotg 27y + cotg 25 cotg 2y = 1
B
2

a a7 Y
—t —tg< tgL =1
th g +tg2tg2+tg g2

Y _ cotg® cotg? cotg )
+ cotg2 = cotg 2 cotg o) coth

o
cotg§ + cotg

jsou v8echny rovnosti tvaru « + y + z = xyz, resp. vy + zz + yz = 1, jez po pfepisu do podoby

T4y 1—2zy
, resp. z=—"
1 -2y r+y

evokuji souctové vzorce pro tangens a kotangens a tak naznacuji, Ze rovnosti z tabulky lze dokézat
pFfimym postupem pomoci substituce v = m — a — 3. Ve druhé tabulce

1
tgatgf+tgatgy +tgBftgy =14+ ————
cos a cos [ cos y
1
tg2atg25+tg2atg2'y+tg2ﬂtg2’y=l—m
a B Y a B v 1
tg= +tgs +tgL =tg=tgotgt 4 ———
63 Ty T8y 83 "85 83 cos 2 cos £ cos 2

t t t = cot; t t _—
cotg a + cotg B + cotgy = cotg acotg [ cotg vy + sin o sin Bsin 7

1

cotg 2a + cotg 23 + cotg 2y = cotg 2a cotg 2 cotg 2y — m

«@ B « ¥ B ¥ 1
cotg— cotg= 4 cotg—~ cotg~ +cotg—cotgr =14+ ———7——
83 %3 83 8y 83 08y sin & sin 2

sin X
S 2

jsou zapsany slozitéjsi rovnosti, ve kterych vystupuje vzdy dvojice funkei tangens a kosinus, resp.
kotangens a sinus. Zduraznéme, Ze kazdéd z 12 rovnosti v poslednich dvou tabulkach plati vzdy pro
vechny ty trojice («, 3,7v) € 7, pro které maji vSechny zastoupené hodnoty funkce tangens, resp.
kotangens smysl.

Na tplny zavér naseho vykladu o trigonometrickych identitdch uvedme pozoruhodnou skuteé-
nost, ze tutéz pomérné jednoduchou algebraickou rovnici

A+2)14+y)(1+2) =2(1+ayz)
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spliiuji hodnoty z,y, z rovné jednak tgg, ‘cg%7 tg7, jednak cotgg, cotg%, cotgZ pro libovolnou trojici
(o, B,7) € 7, pro kterou je uvedena trojice hodnot tangens, resp. kotangens definovana. Oba
dotyc¢né vztahy

(1 +tg%> (1 + tgg) (1 T tg%) =2+ th% tgg tg%

4 4

(1 + cotg%) (1 + Cotg%) (1 + cotg%) =2+ ZCotg% cotgg cotgl

ovéfime soucasné tak, Ze je pfedem prepiSeme do téze identity

(sin% + cos %) (Sin§+cos g) (sin%Jrcos %) :2sin%sin§sin% +2cos%cos§cosg.

Tu nyni dokédzeme tak, Ze nejprve v levé strané roznasobime jen podle treti zavorky, Cleny z pravé
strany prevedeme na levou stranu, v niz pak ¢leny sdruzime do dvojic ¢asteénym vytykanim. Do-
staneme ekvivalentni rovnost Asin% + Bcos% = 0 s koeficienty A, B, které vypiSeme a rovnou
upravime:

A= (sing+cosg) (siné—i-cosé) —2singsin§ =

4 4 4 4 4 4
:singcosé+cosgsin§+cosgcos§fsingsiné:sina+ﬁ+cosa+ﬁ
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 7
B = (sin%+cos%) (sin§+cos§> —2005%005% =
:singcosﬁ—l—cosgsiné+singsiné—cosgcosé:sina+ﬂ—cosa—+6.
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Proto s ohledem na a + 8 + v = 7 plati

Asin%—l—Bcos%:(sinazﬁ+cosazﬁ)sin%+(sinazﬁ—cosal_ﬁ>cos%:
= sina+ﬁcosz+cosa+ﬁsinz — cosa—i_ﬁcosl—sinwsinz =
N 4 4 4 4 4 4 4 4)

*sina+5+7—cosa+’8+7*sinz—cosﬁfé—éfo
o 4 4 ! 4 2 2

a tim je zkoumana identita dokdzana pro kazdou trojici («, 8,7) € J.

5.2 Trigonometrické nerovnosti

V druhé ¢asti nasi kapitoly vénované hlubsim trigonometrickym vztahim se budeme vénovat
nerovnostem pro ruzné goniometrické vyrazy zavislé na vnitinich thlech «, 3, libovolného troj-
ahelniku. Jednotlivé piiklady takovych nerovnosti najdeme pfedevsim ve sbirkidch tloh matema-
tickych soutézi, asi desitka nejznaméjsich nerovnosti je dokézana v kapitole II knizky [33]. Snad
nejuplnéjsi prehled dotyénych nerovnosti je podan v kapitole 2 sbirky [23], u vétSiny ze zhruba 60
zatfazenych prikladi je v8ak namisto ditkazu uveden odkaz na ¢asopisecky zdroj, odkud byl vysle-
dek prevzat. Vyuzijme proto — stejné jako u trigonometrickych identit — piilezitost k ucelenéjsimu
vykladu o trigonometrickych nerovnostech, nezli mohou podat autofi sbirek pii feSeni izolovanych
uloh. Elementarnimu tvodu do zkoumané problematiky jsme nedavno vénovali ¢lanek [39].
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Zatnéme metodickym vykladem postupti, které vyuzivame pii dikazech tvrzeni, Ze urcita nerov-
nost F(a, 8,7v) > 0 plati pro vnitini thly «, 8, kazdého trojihelniku. V podstaté je vzdy mozné
jednu z proménnych «, 8,7 eliminovat, tedy naptiklad dosadit v = m —a — 3, poté dokazovat nerov-
nost F(a, B, m —a — ) > 0 pro libovolna «, 8 € (0,7) splitujici podminku « + 8 < 7. Pokud vSak
méame k dispozici né&jakou trigonometrickou identitu s vyrazem zastoupenym v zadané funkci F,
vyplati se Casto od zminéné eliminace upustit a hledat rovnou algebraicky dikaz ptuvodni nerov-
nosti F(a, 8,7v) > 0. U vétsiny piikladi pfitom vystacime s poznatky o kvadratickych nerovnostech
a se znalosti nékterych klasickych nerovnosti, jakymi jsou zejména nerovnosti mezi kvadratickym,
aritmetickym, geometrickym a harmonickym priimérem nebo Cauchyova-Schwarzova nerovnost.?
Uvedme proto nejdrive piehled nerovnosti, které budeme v nasich dikazech skute¢né potiebovat.
Budou to predevsim kvadratické nerovnosti

N1: a2y 42z +yz < 2 + 4% + 22, N2: (z+y +2)? < 3(2? + % + 22),
N3: 3(zy + 22 +y2) < (x +y + 2)%,

které spliwuji libovolna redind ¢isla x,y, z. Pro rozdil pravé a levé strany nerovnosti N1 totiz plati

(@ +y*+2%) — (ay+az+yz)==(z—y)

N =

coZ je kladna hodnota, neplati-li x = y = 2z, kdy v N1 nastane rovnost. Nerovnosti N2 a N3 jsou
ziejmé s dokdzanou nerovnosti N1 ekvivalentni, jak je mozné se pfesvéd¢it snadnym roznésobenim.
Dalsi potiebna nerovnost

N4: 3abc < A+ +

plati pro libovolna nezdpornd &isla a, b, c. Plyne to z rozkladu
a® + b+ —3abe = (a+ b+ c)(a® + b* + ¢ — ab— ac — be),

pritom druhy ¢initel v pravé strané je nezaporny podle N1. Nerovnosti mezi geometrickym, aritme-
tickym a kvadratickym primeérem

N5: m<a+b+c< 2 a2+b2+02
' - 3 -V 3

plati rovnéz pro kazdou trojici nezdpornijch ¢isel a, b, ¢, nebot leva, resp. prava nerovnost je disled-
kem N4, resp. N2. Posledni potifebny vysledek, totiz nerovnosti mezi geometrickym, harmonickym
pramérem a mocninnym primérem stupné —2 libovolné trojice kladnijch ¢isel a, b, ¢ zapiSeme v po-
nékud upraveném tvaru

N6: 3 <1+1+1 2[5 1 1+1
" Vabe b b2

a dodame, Ze nerovnosti N6 plynou z nerovnosti N5 po zameéné Cisel a, b, c Cisly pfevracenymi.
Zduraznéme nakonec, Ze v kterékoliv z nerovnosti N1 — N6 nastane rovnost pravé tehdy, kdyz
zastoupené proménné x,y, z ¢i a, b, c maji stejnou hodnotu.

Podany pfehled algebraickych nerovnosti dopliime postiehem dosvéd¢ujicim téméf nepfebernou

3Efektivnim prostiedkem diikazti fady trigonometrickych nerovnosti je také Jensenova nerovnost pro konvexni
nebo konkavni funkce. Nebudeme ji v8ak v naSem textu s ohledem na jeho elementarni zaméfeni pouZzivat.
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bohatost trigonometrickych nerovnosti.# Jakmile naptiklad pozdéji dokaZeme, Ze vnitini thly o, 5,7
libovolného trojuhelniku spliiuji vztah

9
sin o+ sin? B + sin v < Ve

bude to podle N5 a N6 znamenat, Ze rovnéz plati nerovnosti

3v3 3V3

sina+sinﬁ+sin’y§T, sinocsinﬁsin’ygT7
1 1 1 1 1 1
bk 22V3, bt 24
sina  sinf  sinvy sina  sin®f  sin“y

(nebot funkce sinus je na (0,7) kladna). Diky identité sin?z - (1 + cotg?z) = 1 lze jesté posledni
nerovnost prepsat jako ,dalsi“ vysledek

cotg?a + cotg?B + cotg?y > 1.

Z pohledu na takové skupiny provazanych nerovnosti je zajimava situace u hodnot cos «, cos 3, cos v
splijicich, jak se pozdé&ji ukaze, dvé opaénym smérem ,zaméfené nerovnosti

3 3
cosa+cosﬂ+cosv§§ a c052a+c052ﬁ+cos2'yzi,

takze ¢islo % vzdy lezi mezi aritmetickym a kvadratickym primeérem téchto ti{ kosint.

K metodice dokazovani trigonometrickych nerovnosti u¢iime jesté jednu dileZzitou poznadmku.
Jak jsme se presvédcili v prvni ¢asti této kapitoly, prakticky vSechny identity pro vnitini uhly «, 3, ~
libovolného trojuhelniku, tedy pro trojice (a, 8,7) € 4, bylo mozné dokazat pro $irsi obor .7 vSech
trojic realnych &isel «, 8,7 svazanych podminkou a+ 8+~ = 7. Nebylo to samoucelné, nebot jsme
tim ziskali moZnost vyuzit obé odvozovaci pravidla (5.3) a (5.4), které nyni pfipomeneme zapisy
prislusnych transformaci trojic

T—a =0 m—"
2 7 2 7 2

(o, B,7) — ( ) a (o,0,7) = (7 — 20, m— 28,7 — 27), (5.10)

zatimco v mnoZziné 7, bychom mohli pouZivat pouze prvni transformaci. U trigonometrickych

nerovnosti je stejné rozsifeni oboru 7, na obor . obecné nemozné ze ziejmého duvodu, ktery
dolozime jednoduchym piikladem: trojice («, 8,7v) € 74 jisté spliiuji nerovnost

sina + sin 8 + siny > 0,

jejiz leva strana méa vSak napfiklad pro trojici (=5, —7,27) € 7 hodnotu —2. Proto také v litera-
ture najdeme piiklady nerovnosti, které plati pouze pro vnitini thly ostrouhlych nebo tupothlych
trojihelnikti. Na druhou stranu je pozoruhodné, Ze trigonometrické nerovnosti s §irsim oborem prav-
divosti .7 existuji a jsou natolik vyznamné, Ze je lze vyuZit k dikaziim vétsiny bézné uvadénych
nerovnosti s oborem 7;. Vénujeme jim prvni ¢ast nasledujiciho vykladu, v niz tedy budeme moci
vyuZivat ob& zminéna odvozovaci pravidla. Ta sice byla ve vztazich (5.3) a (5.4) zapsana pro rovnosti,
avSak je jasné, Ze plati pro jakékoliv vyrokové formy proménnych a, 3,v s definiénim oborem .7,
tedy i pro nerovnosti.

4K sestavovani dalSich trigonometrickych nerovnosti lze vyuzit také mocninné priméry dalsich stupiii i exponen-
cialni nebo logaritmickou funkci.
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Jako prvni uvedeme a dokdZeme trigonometrickou nerovnost, kterd bude v dalgich avahéach hrat
podobnou prioritni dlohu, jakou sehrala v naSem vykladu trigonometrickych identit zavislost tif
kosiniti zapsana vztahem (5.1). Jeji zapis s uvedenim oboru

1
V(a, B,7) € T: cosacosBeosy < 3 (5.11)

jesté doplnime konstatovanim, Ze rovnost v (5.11) je mozna jen tehdy, kdyZ plati rovnosti | cos | =
= |cosB| = |cosy| = &. Cely ditkaz zaloZeny na zékladni identité (5.1) provedeme tak, Ze pro
libovolnou trojici («, 8,7) € 7 ovéiime platnost implikace s opa¢nou nerovnosti

1 1
cosacosﬁcoswzg = |cosa\:|cosﬂ\:\cosv\:§. (5.12)

Predpokladejme tedy, Ze nerovnost z (5.12) pro ur€itou trojici (o, 8,7) € 7 plati. Pak z (5.1)
vyplyvéa

1 3
cos? v+ cos? B+ cos?y =1—2cosacos feosy <1—2- 3T
takZe z nerovnosti N4 s ¢isly a = |cos a|§,b = |cos 6\%,0 = |cos'y|% s ohledem na odvozenou
nerovnost a® + b3 4 ¢ < % plyne
2 3 . 1
3| cos accos fcosy|3 < 1 neboli | cos accos B cosy| < g
To spolu s nerovnosti z (5.12) znamen4, Ze cos «cos cosy = % a ze nerovnost N4 byla pouzita pro
tii sobé rovna &isla, tedy | cos | = | cos 8| = |cosy| = 5. Tim je ditkaz hotov. Dodejme, Ze rovnost
v (5.11) miZe nastat i pro trojice (o, 8,7) € 7, které nespliuji podminku cos« = cos 8 = cosy =

= % Pifkladem je trojice (a, 8,7) = (3, 4{_?7 _5”)7 pro niz cosa = % a cos 3 =cosy = —%. Takovy
priiklad v8ak nenajdeme v oboru 7, v némz rovnost cos « cos 3 cosy = é zaruCuje, ze vsechny tii
hodnoty cos @, cos 3, cos 7y jsou kladné, a proto je splnéna pouze v piipadé o = f = = 3.

Uplatnime-li k dokdzanému vysledku (5.11) obé odvozovaci pravidla zaloZen4 na transformacich

(5.10), pak vzhledem ke ziejmym diisledkim pievodnich vzorcii

T—a 7= wm7-79_ . a. B . 7
COS COS COS = S1n — Sin — S1n —,

2 2 2 2 2 2
cos(m — 2a) cos(m — 203) cos(m — 27y) = — cos 2 cos 23 cos 2y

dostaneme dvé nové trigonometrické nerovnosti s oborem pravdivosti 7, totiz

1 1
Y(e, B,7) € T sin%singsing < 3 A cos2acos2fcos2y > —3 (5.13)

pritom jednotlivé rovnosti znamenaji, ze absolutni hodnoty vsSech t¥i zastoupenych ¢initelt jsou
roviy %

Vysledky (5.11) a (5.13) umoziji odhadnout pravé strany deviti z 12 rovnosti v tabulce identit
na strané 165. Timto zptisobem dostaneme 9 novych trigonometrickych nerovnosti, které plati pro
libovolnou trojici (a, 38,7) € 7. ZapiSeme je do nasledujici tabulky.

3 9 3
cos2a+00326+0052w21 sin2a+sinzﬁ+sin27§1 cosa+cos[3+cos~/§§
cos® £ + cos? B t+eos?d < 9 sin? 2 4 sin? £ 4 sin? L > 3 cos 2a + cos 23 + cos 2y > _3

2 2 27 4 2 2 274 - 2
cos® 2a + cos” 28 + cos® 2y > % sin® 2o + sin? 28 + sin® 2y < % cosda + cos 4 4 cos 4y > —g
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Snadnym rozborem podminek uvedenych k pripadim rovnosti v (5.11) a (5.13) lze zjistit, Ze v p¥i-
padé (a,B,v) € 4 rovnosti v prvnich dvou radcich tabulky nastanou, pravé kdyz je trojihel-
nik s vnitfnimi ahly «, 8,7 rovnostranny; u rovnosti ze tietiho fadku jsou to navic trojuhelniky
s vnitfnimi thly , & a %’r Zduraznéme, ze vSechny nerovnosti z tabulky jsme odvodili z vychozi
,soucinové“ nerovnosti (5.11), ktera nas nejdiive piivedla k sou¢inovym nerovnostem (5.13).% Dalsi
vyznamné disledky dosud odvozenych nerovnosti platné v oboru 7 zapiSeme do druhé tabulky.

Zdtuvodnéni zarfazenych nerovnosti uvedeme vzapéti.

Lo . B oy 3 . . . 3V3
I ot oin 2 sin -+ < 2 . . . <

sin 3 +sin g +sing < 5 |sina| + |sin 8] + | sinvy| < 5
@ 8 "_Y‘<3\/§ . . . <3\/§
‘COSQ‘+‘COS2‘+‘COSQ <5 | sin e sin Bsiny| < =
. . . 3V3 o B ¥ 3V3
" " " < 5 — 5 & 5 — | < ——
| sin 2ar| + | sin 28| + | sin 2| < o) cos2c0520052‘7 3
|sin4a| + |sindf] + |sindy| < % | sin 2asin 283 sin 2| < %

Prvni nerovnost z levého sloupce pro soucet sin § +sin %—Q—Sin 3 bychom jesté mohli pFipsat do prvni
tabulky, nebot je podle odvozovacich pravidel ekvivalentni s vysledkem o souctu cos a+cos S+ cos .
Ostatni nerovnosti druhé tabulky tuto vlastnost jiz nemaji, jsou to skuteéné ,nevratné“ algebraické
dusledky nerovnosti prvni tabulky. Vysvétlime to pouze pro prvni dvé nerovnosti z pravého sloupce,
nebot zbylych pét nerovnosti tabulky z nich opét plyne uzitim transformaci (5.10). Zminéné dvé
nerovnosti jsou odhady sou¢tu a + b+ ¢ a soudinu abe pro hodnoty a = |sinal,b = [sinf| a ¢ =
= |sin~y|. Jejich platnost proto okamZité plyne z N5, nebot podle prvni nerovnosti z prostfedniho
sloupce prvni tabulky plati a? + b® + 2 < % Tim jsou v8echny nerovnosti druhé tabulky pro
libovolnou trojici (a,b,c) € 7 dokazany.

Ucinme jesté poznamku o absolutnich hodnotach, které se objevily v druhé tabulce nerovnosti.
Protoze pro kazdé = € R plati « < |z|, mohli jsme absolutni hodnoty v tabulce vynechat a uvést tak
,slabsi“ vysledky. Byla by to v8ak pro obecné trojice («, 8,7) € 7 zbytetna ztrata. Je oviem zfejmé,
Ze pro trojice (a,f8,7) € Z4 je vynechani nékterych absolutnich hodnot v tabulce ekvivalentni
tprava, nebot napifklad funkce sinz a cos§ jsou na (0,7) kladné. Proto jsou napifklad znamé

vysledky
3v3 «@ 153 v 33
sin o + sin siny < —— a COS — €OS 7 COS = < ———
10{—0—154—111772 5 5 7 <73
pro vnitini thly «, 8,7 libovolného trojuhelniku ,,pfesnymi* kopiemi nerovnosti, které jsme dokazali
pro v8echny trojice («, 3,7) € 7. Na druhou stranu neni mozné pro obecnou trojici («, 3,7) €
pripsat absolutni hodnoty s¢itancim prvni nerovnosti levého sloupce tabulky, nebot napiiklad pro

trojici (3w, —m, —m) € 7 plati
s+ [sin (=5) [+ [sin (<) [ =1 = 11114 120 =3
sin sin ( —3 sin (-3 )| = =3.

Stejné tak nelze ani ,vylepsit“ tii nerovnosti z pravého sloupce prvni tabulky.

5Je dobré si uvédomit, ze diky trigonometrickym identitam lze naopak z kazdé z 9 nerovnosti v tabulce odvodit
pfisludnou ze t¥i souc¢inovych nerovnosti (5.11) nebo (5.13), jeZ jsou ostatné také — diky transformacim (5.10) —
navzajem ekvivalentnimi tvrzenimi.
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Prejdeme nyni k nerovnostem s funkcemi tangens a kotangens, které plati pro libovolnou trojici
(o, B,7) € T vzdy, kdyz maji zastoupené hodnoty smysl. Vyuzijeme pfitom trigonometrické identity
s funkcemi tangens a kotangens, které jsme diive odvodili a shrnuli do dvou tabulek na str. 169.
V prvni z nich jsou jednak rovnosti tvaru xzy + xz + yz = 1, z néhoz podle nerovnosti N1 a N3
plynou odhady

e B a (t+y+2)2>3  neboli |z +y+ 2 > V3,

jednak rovnosti tvaru 4+ y + z = zyz, z néhoz podle N2 a N3 vyplyva
2,22 2,22

% a xy—i—acz—Q—yzgx%Z

Dostavame tak prvni skupinu nerovnosti

22+t + 22>

20 2B 27 122 +tg2 41| > V3

tg°5 +g’ S g’y > 1 g5 +i85 +igg > V3
cotg’a + cotg” B + cotg®y > 1 |cotg a + cotg B + cotg | > V3
cotg?2a + cotg’2B + cotg®2y > 1 |cotg 2ar + cotg 28 4 cotg 2] > V3

tgatg?Btg?
tg’a +tg’B +tg’y > %ﬁ“ > tgatgf + tgatgy + tgBtgy
2 2 2
tg?2a + tg%28 + tg2y > % > tg2atg2 + tg2a tg2y + tg208 te2y

2B
2

cotg% + cotgé cotg%

27 o cotg2% cotgzg cotgzg
- 2

+ cot gcot ﬁ + cot s
&3 3 2 %85 &3

cotgzg + cotg > cotg

s platnosti v oboru .7 s vySe zminénym omezenim.

K odvozeni nerovnosti plynoucich z druhé tabulky identit na str. 169 uplatnime dfive ziskané
odhady pro souciny typu f(a)f(8)f(v). Tak podle zékladni nerovnosti (5.11) pro libovolnou trojici
(o, B,7) plati, Ze hodnota sou¢inu cos « cos /3 cos v lezi v intervalu <71, %>, jehoz leva mez je zarucena
trivialnimi odhady |cosz| <1 pro = a, 8,7. Odtud plyne poznatek

1

V(a, B,7v) € T: cosacosfcosy#0 = —————————— € (—o00,—1)U(8,00),
cos acos B cosy

z néhoz podle identity pro soucet tga tgls + tga tgy + tgf tgy vyplyva odhad

tgatgl + tgatgy + tgB tgy € (—o0,0) U (9,00) .

Podobné z difve odvozené nerovnosti | sin asin fsiny| < % plyne
1 83
9

V(a, B,7) € T : sinasinfBsiny #0 >
| sin e sin 8 sin |

I

takze z identity pro soucet cotga + cotgS + cotgy vychazi odhad

8v/3
|cotga + cotgB + cotgy — cotga cotgf cotgy| > T\/_

Takovym postupem ziskdme druhou skupinu nerovnosti s funkcemi tangens a kotangens platnych
v oboru 7, které zapiSseme do nasledujici tabulky, a to v poradi odpovidajicim pfislusnym identitam
z vySe zminéné tabulky.
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) U (9, 00)
) U (9,00)

tgatgB + tga tgy + tgBtgy € (—oo,
tg2a tg28 + tg2atg2y + tg2p tg2y € (—oo,
B B, v

t t ted —tg2tglt
g;2+g;2+g2 gzg g2

0
0
5 8v3
9
|cotga + cotgB + cotgy — cotga cotgf cotgy| > 87\/3
8
|cotg2a + cotg2 + cotg2y — cotg2a cotg2S cotg2y| > i

9

@ cotg? < otg) B oote? € (=
cotgzcotg2+cotg2cotg2+cot3200‘cg2 € (—00,0) U (9,00)

Zdaraznéme jesté jednou, ze odhady v tabulce plati pro libovolnou trojici (o, 3,7) € 7 vidy, kdyz
maji v8echny hodnoty v prislusné nerovnosti smysl.

V druhé ¢asti naseho vykladu se budeme vénovat nerovnostem, které plati pro libovolné trojice
(o, B,7) € T4, tedy trojice tvofené vnitinimi thly trojuhelniki. Plati pro né samoziejmé vSechny
dosud odvozené nerovnosti, z nichz mnohé budeme schopni jesté upfesnit, avSak také Fada no-
vych nerovnosti, a to diky tomu, Ze hodnoty «, 3,7 lez v intervalu (0, 7). VSechny tyto nerovnosti
uvedeme piehledné v nékolika tabulkach podle zastoupenych goniometrickych funkei. Za kaZzdou
tabulkou vzdy vzapéti uvedeme zduvodnéni nerovnosti, které jsme do tabulky zahrnuli.

Nejdfive uvedeme tabulku nerovnosti s funkei sinus, které plati pro v8echny trojice (o, 8,7v) € F.

0 < sin®a +sin? B +sin? v S% 1> sin2%+sm2§+sm 3 22
3v3 3
0< sina+sinf+siny ng 1< sin%+si11§+sin% §§
1
0< 1S'masirllﬁsin71 < %g 0< Sin%sirigsin %1 <3
00 > = >2V3 o0 > — + = >6
sina  sin B siny sin g sin g sin 2
1 1 1 1 1 1
> + >12
o0 sina  sin?fB  sin®y ~ o0 sin® 5 blnzg + einz-} -

Vsunneme si, Ze v zapsanych nerovnostech vystupuji pouze hodnoty sin a, sin 3,sin~y a sin §, sin g ,
sin 7, které jsou v 7, kladné. Vime jiz, Ze prvni neostra nerovnost v levém sloupci a prvni dvé
neostre nerovnosti v pravém sloupci plati dokonce v oboru 7. Ostatni neostré nerovnosti jsou v..7;
jejich algebraickymi dusledky. Pro nerovnosti z levého sloupce jsme to podrobné ukézali v tvodni
¢asti této podkapitoly bezprostifedné za piehledem nerovnosti N1 — N6. Pro neostré nerovnosti

z pravého sloupce je zdivodnéni analogické — posledni t¥i nerovnosti plynou z nerovnosti

<

N W

in® 4 5+ .
S — Sin — Sin
2 2

o |2

diky tomu, Ze hodnoty sin %,sing,sin% jsou kladné. Ke kazdé neostré nerovnosti v tabulce lze
dodat, ze rovnost v ni nastane, jediné kdyz o = § = v = 5. To ostatné bude platit pro neostré
nerovnosti i v dalgich tabulkach, nebudeme to proto jiz zmifiovat (nenastane-li rovnost jindy).
Pokud jde o ostré nerovnosti v predchozi tabulce, ty s ¢islem 0, resp. oo na levé strané jsou spl-
nény trivialné. Jejich zapisem chceme zduraznit, Ze vyraz na pravé strané nerovnosti mize nabyvat
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libovolné malé, resp. velké kladné hodnoty. Dosvédcuji to priklady trojic
a=¢ f=¢ ~v=7m-—2¢ (5.14)

s malym parametrem € > 0. Stejné trojice dokazuji i pfesnost ostrych nerovnosti s ¢islem 1 na levé
strané, které vsak nejsou trivialni. Jejich platnost plyne z identit

sin 2@ 3 +bm2§+bm §f1—231n%sin§sin§,
sin%—o—sing—l—sin%:1+4sin7r;asin7r;ﬁsin7r;’y,

jejichz pravé strany jsou ziejmé mensi, resp. vétsi nez 1. Zatimco prvni z téchto identit jsme v pod-
kapitole 5.1 odvodili, na druhou identitu se tam nedostalo, i kdyZ je odvozeni celkem jasné: staci
uplatnit odvozovaci pravidlo (5.3) k identité pro souet cos« + cos S + cosy. Tim jsou vSechny
nerovnosti s funkei sinus z nasi tabulky dokézéany. P¥idejme k nim jesté ¢tvefici nerovnosti

0 < sin® 2a 4+ sin? 28 + sin? 2'y<§ 7% sin2asin2fsin2y < i
0< sin2a+sin28+sin2y < i 3\[ > sin4o + sin4f + sin 4y > —i

pro hodnoty sini dvoj- a ¢tyfnasobki thla «, 3, ~, které v oboru .7, nabyvaji kladnych i zapornych
hodnot. Vsechny &ty¥i zapsané neostré nerovnosti jsme dokazali jiz difve (s absolutnimi hodnotami)
v oboru 7. Proto jsou v pravém sloupci dva odhady v kazdém radku zapsany nezvykle vzdy dvéma
neostrymi nerovnostmi. Jejich opacné sméry v tadcich jsme zvolili kvili identité, podle které se
soudet sin4a + sin4f + sin 4y rovna (—4)-nasobku soudinu sin 2« sin 23 sin 2. Zabyvejme se proto
pouze timto souc¢inem. Pro néj leva ¢i prava nerovnost prejde v rovnost, pravé kdyz bude platit

3
|sin 2a| = |sin2f| = |sin2y| = g,
takze nyni (v oboru J,) kazdy z uhla a, 3,y bude roven jedné z hodnot §,% nebo 27” Kromé
obvykle jediného piipadu a = 3 = v = %, kdy néktera neostra trigonometrickd nerovnost piechdzi

v rovnost, jakou je v naSem piipadé rovnost

3v/3

sin 2a:sin 23 sin 2y = +——

8
se znaménkem +, existuji rovnéz trojice (o, 8,7) € Z4, pro které posuzovana rovnost bude platit
se znaménkem —. AZ na poradi prvki jsou v8echny tyto trojice shodné s trojici a = 2{7 =

= v = %. Nagli jsme tak prvni pitklad netrivialni, v oboru J, obecné platné nerovnosti, v niz
nastane rovnost pro trojuhelniky, které nejsou rovnostranné. (Trividlnim piikladem je nerovnost
cos? cvcos? B cos?y > 0.) Pokud jde o dvé ostré nerovnosti v posledni tabulce, prvni z nich je trivi-
alni; platnost druhé nerovnosti plyne z identity, podle které je soucet sin 2« + sin 28 + sin 2 roven
soufinu 4 sin asin 8 sin~y. PFesnost obou ostrych nerovnosti znovu dosvédéuji trojice (5.14).
Prejdeme k nerovnostem s funkef kosinus, jez plati pro libovolnou trojici (a, 8,7v) € 4. Predtim
nez je zapiseme do tabulky, zdiiraznéme, Ze zatimco hodnoty cos g, cos g, cos % jsou kladné, hodnoty

cos a, cos 3, cos 7y stejné jako hodnoty cos 2a;, cos 23, cos 2y mohou mit libovolna znaménka.
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3> cos®a+cos? B+ cos?y 22 2 < coszg+coszg+0052% g%
1< cosa+cosf+cosy gg 2< cos%Jrcongrcos% g¥
1
-1< cos a.cos B cosy < gg 0< 1005%00j§cos %1 < %
3> cos2a+cos2fB +cos2y > —— 00> — — >2/3
2 cos § Cosg cos %
1 1 1 1
1 52 S 2 5 2 > —=
> cos 2ac cos 23 cos 2y 23 0?3 ' cos?Z | cos?3
3
3 > cos? 2a + cos? 23 + cos® 2y > 1

V levém sloupci plati vSechny neostré nerovnosti (jak vime) dokonce v oboru .7, pfitom rovnosti
v poslednich dvou nerovnostech nastanou i pro trojice «, 3, tvorené tuhly 2,7”, %% O kterych jsme
jiz psali u nerovnosti pro hodnoty sin 2q, sin 23, sin 2. V8echny ostré nerovnosti v levém sloupci —
s vyjimkou druhé shora — jsou trividlni a uvadime je ze stejného dtvodu jako trividlni nerovnosti
z prvni tabulky. Vyjimetna (netrivialni) ostra nerovnost je disledkem identity
(e} .
cosa + cos B+ cosy = 1—|—4sin§sin§sm%7

nebot druhy s¢itanec na pravé strané je ziejmé kladny.

V pravém sloupci plati prvnf neostra nerovnost (jak vime) v oboru .7; ostatni neostré nerovnosti
jsou v 7, jejimi algebraickymi disledky. Pro trivialni ostré nerovnosti v pravém sloupci, tj. pro
nerovnosti s 0 a 0o, plati totéz co pro ostré nerovnosti z levého sloupce. Zbyva posoudit prvni dvé
ostré nerovnosti z pravého sloupce (obé s &islem 2). ProtoZe pro kazdé c € (0,1) ziejmé plati ¢ > ¢,
mame

cosg—kcosg—i-cos%>c052%+c052§+cos

takze obé& posuzované ostré nerovnosti plynou z identity

27
27

cos? % + cos? g +COSQ% = 2—5—2sin%sin§sin%7
jejiz prava strana je vétsi nez 2. Tim jsou vSechny nerovnosti s funkci kosinus z nasf tabulky doka-
zény, pritom presnost viech ostrych nerovnosti opét prokazuji trojice (5.14).

Vyklad o nerovnostech s funkcemi sinus a kosinus, které plati v oboru 7, zavrsime odhady
soucti f()f(B) + f()f(v) + f(B)f(7), jez jsou o to cenngjsi, Ze pro tyto soucty s funkei sinus
nebo kosinus neexistuji zadné zjednodusujici identity. Z téchto novych odhadu sestavime dal3i ta-
bulku odhadt platnych v oboru 7.

0 < sinasinf + sinasin«y + sin B siny S% l<cos%cosqucos%cos%+cos§cos% Sg
71<cosacosb’+cosacos*y«kcosﬁlcos*yg% 0< sin%sing+sin%sin%+sin§sin% g%
sinasinﬁ+sinasin'y+sinb’sin'y 24 o0 > cos%cos§+COS%COS% cos%cos% 24
0> e s 21

sin 5 sin 5 sl 3 sin 5 Sin 5 Sin 5

Prvni dvé neostré nerovnosti v kazdém z obou sloupct plynou uzitim N3 k dfive uvedenym odhadtm
kladnych souctit f(a) + f(8) + (7). Ostatni neostré nerovnosti plati diky N6 a hornim odhadim
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soucintt f(a)f(B)f(y). Vsechny ostré nerovnosti — s vyjimkou téch s ¢isly —1 a 1 — jsou trivialni
a presnost viech (bez vyjimky) opét potvrzuji trojice (5.14). Ostra nerovnost s &slem 1 je zfejmé
dusledkem identity

singcosécosl +Cosgsinécosl+cosgcosésinl = 1—|—singsin§sinz
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
odvozené v 5.1. Ostrou nerovnost s ¢islem —1 stadi jisté dokézat pouze v pripadé, kdy «, S,y
jsou vnitini dhly tupouhlého trojihelniku. Dosdhneme toho napiiklad v pfipadé o > 7§ sectenim
nerovnosti

cosacosy > —1 a (cosa+ cosy)cosfB >0,

z nichZ prvni je zfejma a druhé plyne z toho, Ze oba ¢initelé na levé strané maji kladnou hodnotu,
nebot 0 < 8 <5 a0<y<7m—a<7%. Tim je dikaz viech nerovnosti z tabulky ukoncen.

V dalsi tabulce uvedeme nerovnosti, které plati v oboru 7, pro vyrazy s funkcemi tangens a
kotangens.

00 > tgzg +tg2§ + th% >1 oo > cotg %cotg gcotg% > 3V3
00 > tg%—i—tg%-ﬁ-tg% >3 oo > cotg%+cotg§+cotg% >33
a By \/§ Pxel 2 2y
Qe ltg T < V2 te2 Y 1+ cotg?? + cotg? Y >
0< tg2g2g2 S5 oo>cog2+cog2+cog2_9

Prvni dvé neostré nerovnosti v levém sloupci jsme jiz dfive dokézali v oboru 7 jako algebraické
disledky identity xy + xz + yz = 1, nynf jsme jen v druhé nerovnosti odstranili absolutni hodnoty,
nebot ¢isla r = tg 5,y =tg5,2 = tg% jsou v oboru 7, kladnéa. Novou tfeti neostrou nerovnost
z levého sloupce odvodime uzitim nerovnosti N5 pro trojici ¢isel xy, zz a yz, podle které pro nase
¢isla x,y, z plati

V3

5

1
Jry-xz-yz < W =3 odkud zyz <

Kladné ¢isla @ = cotg 5,y = cotg %, z= cotg% z nerovnosti v pravém sloupci tabulky spliuji jak
vime identitu x + y + z = xyz. Pro hodnotu s = zyz > 0 to podle N5 znamené

rT+y+z S 83 .
Z g T -z < — >
3 3 odkud s < o neboli s > 3\/§7

Vs = Yryz <
coZz dokazuje prvni dvé neostré nerovnosti, tfeti nerovnost je jejich dusledkem diky N2. Presnost
viech (trividlnich) ostrych nerovnosti z posledni tabulky dosvéd¢uji v nékterych pripadech trojice
(5.14), v ostatnich piipadech trojice

K dokézanym nerovnostem z tabulky pfipojme jesté dvojici nerovnosti

o B a Y B b

— = — - = - >
00 > cotg 2cotg 2 + cotg 2cotg 2 + cotg 2cotg 2 9
00 > cotg a + cotg B + cotgy >3
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Prvni z nich je snadnym upfesnénim vysledku, ktery jsme dokéazali v oboru .7 a podle néhoZ
prislusny soucet lezi v mnoziné (—oo, 0) U(9,00); v oboru .Z; je oviem tento soucet kladny. Protoze
jsme difve v oboru .7 dokazali rovnéZ nerovnost

|cotg o + cotg B + cotgy| > V/3,

je nasim ukolem nyni pouze vysvétlit, pro¢ v pfipadé (a, 3,7v) € 4 je soulet ,uvniti absolutni
hodnoty*“ kladny. Jisté to plati, neni-li trojuhelnik s dhly «, 8,7 tupouhly; v opa¢né situaci, kdy
napi. o > § a 8 +v =7 —a < g, dostaneme potiebné setenim nerovnosti

cotga+cotgB >0 a cotgy >0,

z nichz druhd je zfejma a prvni plyne z 0 < 8 < m —a < §. Pokud jde o pfesnost obou (trivialnich)
ostrych nerovnosti, vie opét Fesi trojice (5.14), stejné jako u nerovnosti v dalsi tabulce.

K nerovnostem s funkcemi tangens a kotangens v oboru .7, poznamenejme, Ze jsme uvedli je-
dinou netrivialni nerovnost pro hodnoty cotg «, cotg 3, cotg vy, zatimco pro hodnoty tg «, tg 3, tgy
jsme dokonce neuvedli Zadnou takovou nerovnost (u které by ovsem bylo nutné doplnit predpoklad

a,B,7 # %), kdyZ nepocitame slozit&jsi nerovnosti, které jsme uvedli a dokézali difve v rozsffenf .7
oboru 7. Z nich za pfipomenuti stoji snad jediné odhady dvou soucti

oo > cotg®a + cotg?f + cotg?y >1
00 > cotg?2a + cotg?2f + cotg?2y > 1

(druhy soucet vSak existuje, jen kdyz o, 3,7 # 7). Tato absence neni projevem netiplnosti naseho
vykladu — zadné takové nerovnosti s obvyklymi soucty a souciny se nevyskytuji ani v literatufe,
protoze v 7 ani jedna z nich obecné neplati.

Jak jsme se jiz zminili, v riznych sbirkach najdeme i jednotlivé priklady nerovnosti, které namisto
oboru 7, plati v uzsim oboru vsech trojic («, 8,7) uréenych podminkou

™
C%ﬂ:’? € (07 5) O[+5+’7:7T,
tedy piiklady nerovnosti, pro vnitini thly «, 8,7 libovolného ostroihlého trojihelniku. Vénujeme
jim treti ¢ast naseho textu, v némz nyni méame jedine¢nou piilezitost odvodit témér vSechny takové
nerovnosti rychle a pohodlné z dfive dokdzanych nerovnosti platnych v oboru 7, v8ech trojic
vnitinich dhla trojuhelnika libovolného druhu. PovSimneme si totiz, Ze «, 3,7 jsou vnitini dhly
ostroihlého trojihelniku, pravé kdyz uhly
o =1—20, B =71-28, v =1—-2
jsou vnitini dhly obecného trojuhelniku. Plyne to ze zfejmych ekvivalenci
m
a, B,y € (0,5) s Jd,p,y e, a+B+y=1n & o+ ++=n.
Diky tomuto poznatku a obracenym pfevodnim vztahim

T — T ™=
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muzeme konstatovat, Ze pro kazdou dvojici funkci F' a G svazanych identitou

T—a 7—p 7w—+
2 7 2 7 2

F(CM, /87 ’Y) = G(Tf - 2@7 ™= 2/37 ™= 27) neboli G(al7 Blv ’yl) =F <
plati rovnost mnoZzin
T
{Fla.g:apye (0.0) na+B+y=1)={GW,#.7): (@.8.7) € T:}.

Znamena to, Ze pro hodnoty funkce F' = F(«, 3,7) vnitfnich uhla «, 8,7 v8ech ostrothlych troj-
thelnikt plati stejné odhady jako pro hodnoty piislusné funkce G = G(o/,’,~') vnitinich thli
o/, B, vsech obecnych trojihelniki. Proto také viechny obecné platné nerovnosti pro ostrothlé
trojuhelniky muzeme odvodit (alesponi principialné) z nerovnosti obecné platnych v oboru 7. Tak
napiiklad z dfive dokdzanych nerovnosti

27 B

9
2 < cos? % + cos? g + cos 5 < 7 & ™ > cotg% coth cotg% >3V3

po zaméné trojice (o, B,7) € J4 trojici (r — 2a, m — 23, — 27) dostaneme pro vnitini ahly «, 3,7
libovolného ostrothlého trojuhelniku nerovnosti

9
2<sin2a+sin26+sin2'y§1 a oo >tgatgftgy > V3. (5.15)

Na téchto dvou prikladech si vSimnéme nékterych spoleénych rysi, které takto odvozené nerovnosti
budou mit. V ostrych nerovnostech nastane rovnost jediné v piipadé, kdy bude platit
m

7r72a=7r725:7r727:g neboli a:ﬁzvzg,

tedy opét pouze v piipadé rovnostranného trojihelniku. Rovnéz tak je jasné, Ze ostré odvozené
nerovnosti jsou pfesné v tom vyznamu, ktery jsme zavedli u nerovnosti v oboru 7.

Povsimnéme si jesté, ze ve vztahu k nagemu predchozimu textu o nerovnostech v oboru .7} ma kazda
z nerovnosti (5.15) odlisné postaveni. Prvni z nich je upFesnénim odhadu téhoz vyrazu v oboru 7,
ktery mél tvar

9
0 < sin® a + sin? B + sin? y < T
Druh4 dvojice nerovnosti v (5.15) je odhadem nového vyrazu tg atg Stg~y, tedy vyrazu, pro ktery
v oboru 7y (za podminky «, 8,y # §) Zadné netrivialni nerovnost vyjma tgatg Stgy # 0 neexis-
tuje. Dodejme, Ze nékteré odhady odvozené v 7, , jako napiiklad

3V3

3
1 < cosa+cosff+cosy < 5 @ 0 < sin2a +sin28 +sin2y < 5

zédné upresnéni pii prechodu od obecnych k ostroihlym trojuhelnikiim nepfipoustéji. Pfesné takové
odhady totiz znovu dostaneme, kdyZ na nerovnosti platné v oboru 7
1< sing —Q—siné—l—sinz < § a 0<sina+sinf+siny < %
2 2 272 2

aplikujeme vySe popsanou proceduru zameény trojice (a, 3,7) trojici (7 — 2a, m — 28,7 — 2).

Témito tvodnimi pozndmkami o nerovnostech, které plati pro vnitini uhly v8ech ostrouhlych
trojuhelniki, jsme objasnili obecnou metodu jejich odvozovani z nerovnosti v oboru 7, a zaroven
jsme naznadili, v jakych skupinach budeme nové vysledky nyni prezentovat. Do prvni tabulky za-
fadime ty z nich, které upfesiuji odhady vyrazii, jez jsme zkoumali jiz v oboru 7. Jesté jednou
zduraznéme, Ze nerovnosti v nasledujicich ¢tytech tabulkich plati pro vnitini thly «, 8,y libovolného
ostrothlého trojuhelniku.
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2<s'1112a+sin2[)’+sin2'y§% 1>COSZOL+COS2[3+C05272%
2<sino¢—§—sinﬁ+sin7§3—\2/g 0<cosacosﬂcos'~/§é
0<sin2asin2ﬁsin27§¥ 71>c052a+c032,8+c052727g
\/§<sin%+sin§+sin%§g %<COS%COS§COS%S%§
2>tg%+tg§+tgg2\/§ 1+\/§<cos%+cos§—0—cos%§37\/3

9
1 < sinasin 8 + sinacsiny + sin Ssiny < 1

3
0 < cosacos 3+ cosacosy + cos fcosy < i

S vyjimkou Ctyf vyrazi s hly §, g, 3, odhady pro vSechny ostatni vyrazy v predchozf tabulce jsou
ziskany z odhadi v oboru 7 vySe popsanym postupem. Ctenar se o tom muZe presvédEit postupem
opacnym: v kazdém vyrazu tabulky zaménit trojici «, 8,7 trojici 75, %ﬁ, ? a presveédcit se, ze
odhady pro novy vyraz byly v textu diive dokdzany v oboru 7, — stejné jako neostré nerovnosti pro
vyrazy s thly §, g, 7, které jsme do nové tabulky znovu zapsali. Proto nyni dokéZeme pouze uvedené
ostré nerovnosti pro tyto vyrazy (u kterych se pfechod k nerovnostem v oboru 7 nevyplati). I kdyz

pro ziejmy dikaz jedné z téchto ¢tyf ostrych nerovnosti mame k dispozici identitu

sina +sinf +siny = 4cos%cos§cos%,

jejiz leva strana je (jak uz vime) vétsi nez 2, popiSeme ted zajimavou metodu spoletného dikazu
v8ech ¢tyf nerovnosti. Bude zaloZena na tom, Ze pro libovolna &isla x,y € (O7 %) plati nerovnosti

. . A . ™ ™ ™
sSinx +siny > sin — + sin (z+yf —), COS X COS Yy > COS — COS (ac+yf —),
4 4 4 4
™ ™ T (5.16)
tgx+tgy<tgz +tg (J:—i-y— Z)’ cosx+cosy>cosz+cos (Jc+y— Z)

Odlozme na chvili ditkaz téchto nerovnosti a ukazme, jak z nich plynou posuzované nerovnosti z nasi
tabulky. KaZzdou z nerovnosti (5.16) zapiSeme pro dvojice

- (33) + (433

a obé takto ziskané nerovnosti pak se¢teme, resp. vynasobime. Takové uziti (5.16) je korektni, nebot
vSechny hodnoty

Ba+tp
27 2 4’

|
no |2

)

lezi v intervalu (0, %) diky tomu, Ze v, 3,y jsou vnitin{ thly ostrotihlého trojihelniku. S pfihlédnutim
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k rovnosti § + g + 2 = T popsanym postupem dostaneme nerovnosti, které jsme chtéli dokazat:
sin%—Q—sing—Q—sin%>2Sin%—|—sin(%ﬂ+’y—g):\/57
1

cos%cosgcosg>Cos2g~cos(¢—g)257

16 1 tgl pigl <otgT 4 g (AT T g

Sg TiEy T8y STy TS 2 2) ="
cosg+cos§+cosz>2cosz+cos M—E *l—l—\/é

2 2 2 4 2 2) ’

Presnost dokdzanych nerovnosti dosvédcéuji ostroihlé trojuhelniky s vnitFnimi thly
T T
o = 2¢, =-—¢g =--¢
h=3 773
kde € > 0 je maly parametr.
Zbyva dokazat nerovnosti (5.16) pro libovolna &isla z,y € (O, %) Nerovnosti pro soucet sinti a pro
soucet kosint plynou z identit

Ty T

(sinz + siny) — (sing—o—sin <x+y—%)) :4sinx;ysin 4 5 sin 4 5 y)
T_ g, T_

(cosz + cosy) — (cos%Jrcos (.’L’+y*§>) :4cosx;ysin 4 5 sin 4 5 y’

o0 jejichz platnosti se lze nejlépe presvédéit dosazenim do pravych stran za soucin druhého a t¥etiho

sinu podle vzorce
T _ T _ _
2sin 4 sin 4 y:cosm yfcos T_rty .
2 2 2 4 2

Podobné nerovnost v (5.16) pro soucin kosint plyne z identity

qeon oy =) = (T o) sn (5 -)
cos Sy — . g — ) =si _ 9 _
OS T COS Y COS 4COb T Yy 1 sSin 1 I | sin 1 Yy,

kterou lze dokézat tpravou obou stran na stejny vyraz
cos(z —y) —cos (5 — (z +y))
2 .

Posledni nerovnost v (5.16) je dusledkem identit

tgx +tgy =

s1n(:)c+y)7 tgz+tg (m+y7§) _ sin(x + y)
COS & COS Y 4 4 cos%cos (x-i—y—%)
a jiz dokdzané nerovnosti pro soucin kosind. Tim je nas vyklad o nerovnostech z prvni tabulky
nerovnosti pro vnitini thly ostrothlych trojihelnikt ukoncen.

Do druhé tabulky zaradime odhady pro takové vyrazy s funkcemi sinus a kosinus, které jsme
v 8irsim oboru 4 vibec nezkoumali.

1 1 1 1 1 1
>2v3 _t —+ —
00> sin2a+sin25+sin2'y 2 2V3 00> cosa+cosﬁ+cos*y
1 1 1 1 1
>4 > 12
- sin?2a  sin?28 + sin?2y = cos? a + cos? 3 + cos?y
. ) . 3v3 1
0> sinda+sindf +sindy > are 1> cos 4o cos 43 cos 4y > -3
0 < sin?4a +sin?48 +sin? 4y < g 3 > cos” 4o + cos® 43 + cos? 4y > %
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Ctenar se opét muze presvédcéit, Zze viechny odhady v pravé uvedené tabulce plynou ze diive odvo-
zenych odhadi v oboru . ; plati to i pro odhady ,novych® vyrazi s funkcemi tangens a kotangens,
ze kterych sestavime nasledujici tabulku.

oo > tg’a+tg?B +tg7y > 9 —00 < cotg 2a + cotg 28 + cotg 2y < —/3

3
00> tga+tgf+tgy >3V3 0< cotg o cotg (B cotg y g%
00 > tgatg Stgy >33

Do posledni tabulky nerovnosti pro vnitini thly a, 8, ostrotahlych trojihelnika zaradime odhady
ynovych® souctia f(a)f(B) + f()f(y) + f(B)f(7). Také tyto odhady jsou dusledky predchozich
vysledki v oboru 7.

0 < sin2asin 28 + sin 2a:sin 2y + sin28sin 2y < g
1 1 1
>4
> sin 2acsin 23 + sin 2acsin 2y + sin2@sin2y —
3
—1 < cos2acos 23 + cos 2a cos 27y + cos 23 cos 2y < 1
1 1 1
00 > > 12
cosacosfS  cosacosy  cosfcosy
00 > tgatg B +tgatgy +tgBtgy >9

V predchozich tfech ¢astech této podkapitoly jsme se vénovali trigonometrickym nerovnostem
obecné platnym postupné v oborech 7,7, a v oboru tvoreném trojicemi vnitinich thla v8ech
ostrothlych trojihelniki. V zévéreéné ¢tvrté ¢asti zaméfime pozornost na nerovnosti, které spliuji
vyrazy s vnitinimi thly «, 8,7 libovolného tupoihlého trojihelniku, tedy na nerovnosti obecné
platné v oboru vsech trojic (a, 3,7) uréenych podminkami

a, B,y € (0,7): o+ B +v=mamax(a,[,7) > g
Tyto nerovnosti uvedeme rozdélené do dvou tabulek. Prvni z nich bude obsahovat pouze takové ne-
rovnosti, které tupothlé trojihelniky presné charakterizuji, tedy nerovnosti, jez neplati pro vnitini
dhly a, 8,7y zddného ostrothlého nebo pravouhlého trojihelniku. Do prvniho fadku tabulky za-
piSeme dvé nerovnosti, které tuto vlastnost ziejmé maji, vSechny ostatni nerovnosti jsou jejich
dusledky diky identitam odvozenym v podkapitole 5.1.

cosacosffcosy <0 sin 2asin 28sin 2y < 0
cos® o+ cos® B+ cos”y > 1 sin® o + sin® B+ sin® v < 2
cos2a + cos 28 + cos 2y > —1 sinda + sin 48 + sindy > 0

cos asin Bsiny + sin accos Ssiny + sinasin fcosy < 1

sin 2 cos 23 cos 2y + cos 2acsin 23 cos 2y 4 cos 2ac cos 25 sin 2y < 0

K dokézanym nerovnostem z predchozi tabulky, které charakterizuji tupothlé trojuhelniky, dodejme,
7e pokud v nich zaménime znaky nerovnosti znaky rovnosti, resp. znaky opa¢nych nerovnosti, do-
staneme rovnosti, resp. nerovnosti, které charakterizuji pravoihlé, resp. ostroihlé trojuhelniky.
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5.2. TRIGONOMETRICKE NEROVNOSTI

Rovnéz do druhé tabulky, kterou nyni uvedeme, zaifadime nerovnosti, o kterych vzapéti uka-
zeme, ze plati pro vnitini dhly «, 3,y libovolného tupoihlého trojuhelniku. Z naseho postupu vsak
vyplyne, Ze tyto nerovnosti spliiuji i vnitfni thly nékterych jinych trojuhelnikt, naptiklad vSech
pravouhlych trojuhelniki, jez nejsou rovnoramenné, a proto také i jistych ostrothlych trojuhelniki.
Nejsou to tedy nerovnosti, které by tupotihlé trojihelniky charakterizovaly.

1
sin 2 + sin 26 + sin 27y < 2 sin asin Bsiny < 5
1 2
sina 4 sin 8+ siny < 1 +v2 cos%cosgcos%< +4\[
2—1
cosa+cosﬁ+cosw<\/§ sin%singsin%<\/_4

Protoze v kazdém ze t¥{ fadka jsou uvedeny dvé nerovnosti, které jsou podle prvni tabulky identit
z podkapitoly 5.1 ekvivalentni, budeme dokazovat pouze nerovnosti pro souéty z levého sloupce
tabulky. S ohledem na symetrii miazeme o thlech «, 3,7 libovolné zvoleného tupoihlého trojthelniku
predpokladat, ze a € (%7 7T) af,vye (0, g) Prvni dokazovana nerovnost je pak zfejmym disledkem
odhadi

sin2a <0, sin28<1 a sin2y<1.

Ukézeme-li, Ze za naSich predpokladi na tuhly «, 5, plati rovnéz odhady
sina+sinfB <1+cosy a cosa-+cosfB < sinvy, (5.17)
vyplynou z nich zbylé dvé nerovnosti, jez méame dokézat, nasledujicim postupem:
sina+sinf +siny <1+ cosy+siny =1+ V2sin <’y+ %) < 1—1—\@7
cosa + cos B+ cosy < siny 4 cosy = V2sin (’y+ %) < V2.
Zbyva tedy dokézat nerovnosti (5.17). Pro rozdil stran prvni z nich plati

(I1+cosy)— (sina+sinB) =1 —cos(a+ f) —sina —sin 5 =

=1—cosacosf+sinasinf —sina —sin 8 = (1 —sina)(1 — sin §) — cos a cos §.
Posledni vyraz ma skutecné kladnou hodnotu, nebot z 0 < 8 < § < a < 7 plyne
1—sina>0, 1—-sinf>0, cosa<0 a cosf>0.

Rozdil stran druhé nerovnosti z (5.17) mé vyjadreni

sin’y—(cosoH—cosB):2sin%cos%—2cosa+ﬂcosa_6 :2sinz~(cosz—cosa_6>.

2 2 2 2 2
Protoze sing > 0, bude posledni vyraz kladny, kdyZ ovéfime, Ze pro ostré uhly 3 a % plati
nerovnost
%< QT_B neboli v+ < a.

To je vSak ziejmé, nebot a > § a v+ B =7 —a < §. Obé nerovnosti (5.17) jsou tedy dokazany.
Protoze v pfipadé a = I plati vztahy (5.17) zfejmé jako rovnosti, plati i tehdy odvozené ostré
nerovnosti z nadi tabulky, neni-li oviem § = v = 7. Timto konstatovanim celé¢ naSe pojednani
o trigonometrickych nerovnostech konci.
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Kapitola 6

Dalsi aplikace goniometrickych funkci

6.1 Goniometrické substituce

Kromé samotné trigonometrie, kterou jsme se zabyvali ve tfech kapitolach nasi préce, nalézaji
goniometrické funkce uplatnéni v fadé dalsich matematickych obort. V matematické analyze je
snad nejvyznaméjsi role goniometrickych funkei v teorii Fourierovych fad, o kterych jsme se zminili
v piikladu 4.7.1. Jiz v zédkladnim kurzu matematické analyzy sehréavaji tyto funkce vyznamnou tlohu
pri vypoc¢tech neur¢itych integrala z racionalnich i jinych funkei, které uréujeme pomoci vhodnych
goniometrickych substituci. Méné je zndmo, Ze tyto substituce lze vyuzit i v elementarni matematice
pri feSeni ruznych algebraickych tloh, ve kterych se objevuji vyrazy, které svym zapisem pripominaji
néktery goniometricky vzorec, nebo rovnice, jez maji tvar nékteré goniometrické ¢i trigonometrické
identity. Pravé takovym postuptim se ted budeme formou jednotlivych fesenych piikladi vénovat.
Za pozornost stoji zejména piiklad 6.1.26, ktery vénujeme goniometrickému Feseni kubickych rovnic.

B Priklad 6.1.1. Najdéte obor vSech hodnot vyrazu

V=x++y1— a2

s redlnou proménnou z.!

Reseni: Protoze vyraz V ma smysl pouze pro z € (—1,1), miZeme zavést substituci x = sina,
kde @ € <f%, 12’> Pro takova a plati v/1 — 22 = /1 —sin? o = cosa, takze V = sina + cosa =
.

= /2sin (a + %) Protoze pro a € <f§, %> probéhne soucet o + 7 interval <_Z7 %>7 na kterém

ma funkce sinus obor hodnot <—§7 1>7 je hledanym oborem hodnot vyrazu V' interval <—17 ﬂ)

T o_

(Extrémni hodnoty V = —1, resp. V = V2, dostaneme pro z = sin (f%) = —1, resp. x =sin j =
— V2
=¥2
B Priklad 6.1.2. Predpoklddejme, Ze pro ¢isla z,y, 2z € R maji smysl zlomky
T —y y—2z z—x
1+zy’ 14+yz' 1+zz

Dokazte, Ze soucet téchto tif zlomki je roven jejich soucinu.?

Reseni: Zadané zlomky jsou tvaru, ktery dobfe zndme ze vzorce pro tangens rozdilu

tga —tgf
tgla— ) = 2.
gla—5) 1+tgatgf

[31], str. 31, upraveno.
2(34], str. 20.
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6.1. GONIOMETRICKE SUBSTITUCE

Po substituci z = tga,y = tgf,z = tgy pro vhodna «, 5,7 € (—%, g) je tedy nasim tukolem
dokazat rovnost

tg(a — B) +tg(B — ) +tg(y — a) = tg(a — B) - tg(B —v) - tg(y — a).

Ta vsak pfimo plyne z vysledku ptikladu 4.6.4, podle kterého hodnoty tgu, tg v, tg w spliiuji identitu
tgut+tgv+tgw = tgutgvtgw za predpokladu, Ze plati sin(u+v+w) = 0, specialné tedy v piipadé
u+ v+ w = 0, ktery odpovida nasi situaci, kdy u = o — B,v = f — v a w = 7 — . Dikaz je tak
hotov.

B Piiklad 6.1.3. V oboru realnych &isel Feste rovnici?

6z +8y1—22=5(W1+x+V1—ux).

(Regent, které je iracionalnim &islem, urdete s piesnosti 1072 a najdéte kubickou rovnici, jejimz je
kofenem.)
Reseni: Kromé goniometrické jednicky vyuzijeme vzorce

« Lo
1+cosa:26052§ a l—cosa:251n2§.
ProtoZe obé strany dané rovnice jsou definovany pouze pro z € (—1,1), miZeme vyhodné zavést

substituci z = cos a, kde a € (0,7), a do rovnice dosadit
V1—22=sing, \/1+x:\/§-cos% a Vl—-z= \/ﬁ-sin%,

nebot hodnoty sina, cos § a sin § jsou pro a € (0, 7) nezaporné. Dostaneme tak pro novou nezna-
mou « rovnici

6cosa + 8sina = 5v/2 (COS%+Sin%),

kterou dale upravime obvyklym postupem:

3 4 2
—cosa+ —sina = £ (cosgqtsing>7

) 5 2 2 2
sin(a + ):sin(g-i-E)
sin © 5+t 1)

kde ¢ € (0, g) je uhel ureny podminkami

3
sing = 5 Ccos ¢ = 5

spojenymi se zndmym pravothlym trojihelnikem o stranach 3,4 a 5. Z omezeni « € (0, 7) plyne, Ze
a+ @ a §+ 7 jsou dva thly, které lezi po fadé v intervalech (O, 37”) a (%, %’r) Proto se siny téchto
dvou dhli rovnaji jediné ve dvou piipadech

(i) a+w=%+%, (ii) (a+<p)+(%+%)=7r.

V pifpadé (i) vychazi o = § — 2¢, takze prvni feSeni 2; ma hodnotu

3 4 24
1 = COS (g —2@) :sin2g0:2sin<pcosgp:2~g~g =35

3[18], str. 13-14, kde rovnice FeSena pouze v oboru <§7 1).
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V piipadé (i) plati o = 5 — %gp, takZe druhé feseni xo ma vyjadient

2 2 2 3
T9 = COS (g - g(p) = sin §<p = sin (§ arcsin 5) = 0,416.

Podle vzorce sin38 = 3sin 8 — 4sin® 8 pro hodnotu 8 = %(p, pii které plati sin 8 = z9 a sin38 =

=r = %7 dostéavame rovnost
24

%= 3xo — 4a3,

takZe ¢islo 3 je kofenem kubické rovnice 1002 — 75z 4 24 = 0.

B Piiklad 6.1.4. V oboru realnych &isel feste soustavu rovnic?

)

3 — — —
T —y 2, 3y —z 9 3dz—x 2
z—3x

z—3y y—3z
Resen: Uéinnym prostiedkem bude vzorec pro tangens trojnasobného argumentu, ktery je podle
prikladu 4.6.1 tvaru

3tga — tgla

tg3a =
& 1 - 3tg2a
Vyfesime-li totiZz rovnice zadané soustavy vzhledem k neznamym, v nichz jsou linearni (tedy po

fadé y, z a ), dostaneme vztahy

3 3

_dx—u Z_3y—y3 1:—3Z_Z
T 1—-3227 7 1-3y27 7 1—322

Y

se zlomky z uvedeného vzorce. Ukazme, Ze nova soustava rovnic je v oboru nenulovijch realnych &isel
s puvodni soustavou ekvivalentni. Kdyby platilo napt. = 0, nespliiovalo by prvni pivodni rovnici
zadné ¢islo y. Proto nutné plati « # 0 a podobné y # 0 a z # 0. Z dusledkt puvodnich rovnic

y(1—32%) =3z —2%, 2(1-3°)=3y—1>, 2(1-322)=32—-23
proto plyne, Ze zadné z &isel 22,92, 2% se nerovna ani &slu é, ani Cislu 3. Zminéna ekvivalence
ptvodni a upravené soustavy (druhé v oboru zyz # 0) je tak dokazana.

Predpokladejme nyni, Ze (z,y,z) je libovolné feSeni upravené soustavy, (z,y,z) # (0,0,0).
Hledejme hodnotu x ve tvaru x = tga pro vhodné a € (f%, g) ,a # 0. Z prvni{ rovnice soustavy
plyne y = tg 3a, z druhé pak z = tg (3-3a) = tg 9o a kone¢ns z t¥eti rovnice z = tg (3-9a) = tg27a.
Plati tedy rovnost tg o = tg 27« ktera znamena, Zze 27a = o+ k7 neboli a = g—g pro vhodné k € Z.
Z podminek —3 < a < § a a # 0 dostavime 24 moznych hodnot +1,+£2,...,£12 parametru k.
Kazdé z nich odpovida trojice hodnot

¢ km ¢ 3km ¢ 9km

xTr = —_— = _— z = _

896 V7T 6 726

Protoze tyto hodnoty funkce tangens existuji a jsou nenulové, je kazda z téchto 24 trojic FeSenim
soustavy ze zadani piikladu (a jiné jeji FeSeni, jak plyne z naSeho postupu, neexistuji).

4[18], str. 14.
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MW Piiklad 6.1.5. V oboru realnych &sel feste soustavu rovnic®

2 —3z=y, Y -3y=2 2>-3z=u.

Resent: Levé strany zadanych rovnic pfipominaji vzorec pro kosinus trojnisobného argumentu,
ktery jsme dokézali v piikladu 4.6.1 ve tvaru

€08 3w = 4 cos® w — 3 cos w.

V zadanych rovnicich v8ak ,,chybi“ koeficient 4, coz napravime, kdyZ je po vydéleni ¢islem 2 zapiSeme

3 3 3
(Y s Y (Y s (B st
2 2 2 2 2 2 2 2 2

ve tvaru

Hledejme proto nejprve feseni dané soustavy v oboru (—2,2). V tomto pfipadé totiz mizeme psat
x=2cosa,y =2cos 3 az=2cosy pro vhodna «, 8,7 € (0,7) a po dosazen{ do upravenych rovnic
dostaneme diky uvedenému vzorci pro w = «, 3,7 soustavu rovnic

cos3a =cosfB, cos3fB =cosy, cosdy=cosa.

Je korektni zavér cos 27a = cos «, ktery se odtud nabizi? Vsimnéme si jesté jednou vzorce s obecnym
thlem w. Plyne z néj, Zze hodnota cos3w je jednoznacné wuréena hodnotou cosw. Proto v naSem
pfipadé z rovnosti cos 3a = cos 8 plyne cos 3 - 3a = cos 33, tedy — s ohledem na cos 35 = cos~y —
plati cos9a = cos~y. Odtud podobné obdrzime cos27a = cos 3y, a tim je zavér cos27a = cos
korektné dokézan. V jeho dusledku pro vhodné k € Z plati

km kmw
270 = £ 2 li —,— .
Ta « + 2km  neboli a€{13’14}

S ohledem na « € (0,7) tak dostaneme 27 vyhovujicich hodnot «, kterym odpovida 27 riznych
feSeni zadané soustavy:

km 3km 9km
x—QCosE, y—QCosl—3, z—2cosl—3 (k=0,1,...,13)
a
km 3km 9km
IE—QCOSE, y—QCOSﬂ, z—QCosﬁ (k=1,2,...,13).

(ProtoZze je funkce kosinus prostd na intervalu (0,7), jedna se skutefné o rizna feSeni, protoZe se
1is{ ve sloZce x; kvili tomu jsme ve druhé skupiné fegeni vynechali hodnoty k =0 a k = 14.)

Regent prikladu by bylo netplné, kdybychom neukézali, Ze soustava rovnic nemé zadné FeSeni,
jez nespliuje podminku z,y, z € (—2,2). Udélame to nyni péknym obratem. Kdybychom zadanou
soustavu Tesili algebraicky, a to eliminac¢ni metodou, po dosazeni za y z prvni rovnice do druhé a
poté po dosazeni za z z druhé rovnice do tfeti bychom dostali rovnici s jednou neznamou x

(23 — 32)% — 3(z® — 32))3 — 3(z® — 32)3 + 9(2® — 3z) = =z,

jeZ mé z¥ejmé stupenn 27. A protoZe jsme nasli pravé 27 jejich FeSeni v oboru (—2,2), 7Zadna jina
feSeni ani mimo tento obor neexistuji.

531], str. 29-30.
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B Piiklad 6.1.6. V oboru realnych &isel feste soustavu rovnic®

3z 4+ Dyz =4(® + D2z = 5(2° + Doy, zy+yz+z2z=1.
Redend: Posledni rovnice dané soustavy evokuje identitu

a, 8 B, v, o

o které jsme v podkapitole 5.1 ukézali, Ze plati pro vnitini uhly «, 5,7 libovolného trojihelniku.
Hodnoty tg5, tgg7 tg3 jsou tehdy oviem kladné, mizeme to vSak tvrdit o slozkach z,y, z libovol-
ného feSeni zadané soustavy? Piedné je jasné, Ze zadné z &isel x,y, z neni rovno nule. Kdyby totiz
napiiklad platilo x = 0, z prvnich dvou rovnic soustavy bychom méli yz = 0, zatimco z t¥eti rovnice
by plynulo yz = 1. Cisla yz, zx, Yy jsou tedy nenulova a podle prvnich rovnic maji stejné znaménko;
protoze je podle tfeti rovnice jejich soucet roven 1, jde o tii kladna &isla. Kazdé feSeni (z,vy,2) je
tedy tvofeno bud t¥emi kladnymi, nebo tfemi zapornymi &isly, pfitom trojice (—z, —y, —z) je zfejmé
také feSenim. MuZeme se proto skuteéné omezit na hledani feSeni v oboru kladnych &isel, jak jsme
si prali.

Vratime se nyni k trigonometrické identité zapsané v tvodni vété feSeni a dokdZeme uZitecné
pravidlo: Spliiugi-li kladnd redind c¢isla x,y, z rovnost xy+yz+ zx = 1, pak tato ¢isla magi vyjddrent
T =tg5,y = tgg a z = tg3, kde a, 3,7 jsou vniting 1hly vhodného trojuhelniku. Skutecng, Cisla
a, 8,7 pro kyZena vyjadieni v intervalu (0, ) existuji, nebot funkce tangens nabyva v (O, 7—2r) vSech
kladnych hodnot. Nagim cilem je vysvétlit, pro¢ pro takova «, 8,7 plati rovnost o + 8 + v = .
Z predpokladané rovnosti zy + yz + zx = 1 ziejmé plyne xy # 1, takZe ji lze upravit do tvaru

1
o Ety neboli tg(g—z):tg(g—l—é)

z  l1—ay 2 2 2
(diky vzorci pro tangens souctu). Posledni rovnost pro thly a, 8, € (0,7) jiZ oviem znamena
g7g=%+§ neboli a+fB+~vy=m,

a potfebné pravidlo je tak dokazano.
Vratme se k FeSeni zadané soustavy v oboru kladnych ¢isel a dosadme odvozené trigonometrické
vyjadieni z = tg5,y = tg%, z = tgZ do prvnich dvou rovnic soustavy, upravenych do tvaru
322 +1)  4(y®+1) 5(z2+1)

x Y z
po vydéleni sou¢inem zyz. Diky identité

tg?4 +1  sin®% +cos? ¥ 2

tgs sin ¢ cos & "~ sinw’

kterou pouzijeme pro w = «, 3,7, dostaneme
3-2 4.2 5-2
sina sin 3 - siny

neboli sina:sinf:siny=3:4:5.

Podle sinové véty jsou «, 8,7 vnitini thly zndmého pravouhlého trojihelniku o stranach 3,4, 5,
takze plati sina = %, sin 8 = % a siny = 1. Z vy8e uvedené identity s tthlem w snadno vypocteme
hodnoty tg§ = %, tgg = % a tgd = 1. V oboru kladnych ¢isel mé tedy zadana soustava jediné FeSeni
(z1,y1,21) = (%, %, 1). Jeji druhé feseni je (z2,y2,22) = (f%, f%, 71), zadné dalsi FeSeni v oboru
realnych ¢&isel dané soustava nema.

5[18], str. 15-16.
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W Piiklad 6.1.7. V oboru realnych &isel Feste soustavu rovnic’

2w +aly=y, 2wH+iyPz=2 22+2z=uz.
Resent: Vyuzijeme vzorec pro tangens dvojnasobného argumentu
2tg o
tg2a = %,
1 —-tga
nebot zlomky uvedeného druhu dostaneme, kdyZz rovnice zadané soustavy vyfesime po fadé vzhledem

kyzaax:

2z 2y 2z

1o FTiog YT oz

Ujistéme se, Ze upravena soustava je ekvivalentni s ptivodni soustavou, ze tedy vydéleni vyrazy
1—a2,1—192,1— 22 je korektni aprava. Kdyby napfiklad platilo 1 — 22 = 0, tj. « = £1, po dosazeni
do prvni rovnice bychom dostali 2z = 0, tedy spor. Proto se déle budeme zabyvat feSenim upravené
soustavy. Po substituci = tga s vhodnym thlem a € (—g, %) dostaneme z prvni rovnice y =
= tg 2, z druhé pak z = tg2-2a = tgda a konecné z tieti rovnice x = tg2 - 4o = tg 8a. Z rovnosti
tg a = tg 8 mame 8a = a + k7 neboli a = %77 pro vhodné k € Z, jez diky podmince « € (—% %)
nabyva hodnot k = 0,+1, £2, +3. Tém odpovida sedm trojic

(, )_tkit%itélki
w7y7zi g77g7?g7 )

Y

jez jsou zfejmé ruzna feseni dané soustavy (lisi se totiz ve sloZzce x a zadn4 slozka zadné trojice se
nerovna ani 1, ani —1). Jin4 feSeni dana soustava nema.

B Piiklad 6.1.8. V oboru realnych &isel feste pro kazdé n > 2 soustavu rovnic®

2
n

21’1x2+1:$%, 23:2:1:3—!—1:3037 ey, 2xpri+1l==x

Resent: Z prvni rovnice ziejmé plyne x1 # 0, takZze z ni lze vyjadfit xo pomoci x; zlomkem, k jehoz
tpravé se vyplati — mozna ponékud piekvapivé — substituce z1 = cotg a. Takovy thel a € (0,7)
jist& existuje, nebot obor hodnot funkce kotangens na (0, 7) je celé R. Dostaneme tak

COS2 o .
-1 50 -1 cos?a—sin?a  cos2a
To = = = - = — = cotg 2a.
21 2. 98 2 sin a cos « sin 2cv

Podobné z druhé rovnice soustavy plyne zo # 0 a x3 = cotg (2 - 2a) = cotg4a. Z dalsich rovnic
pak indukci dostaneme vyjadfeni z; = cotg (2i_1a) pro kazdé i = 1,2,...,n, aZ kone¢né z posledni
rovnice x1 = cotg (2"a). To znamen4, Ze cotg a = cotg 2" v, a proto 2"a = a + k7 neboli a = %
pro vhodné k € Z. S ohledem na podminku a € (0,7) musi byt &slo & rovno jednomu z &isel
1,2,...,2" — 2 a my tak nachazime 2" — 2 n-tic

2km ALY T
om0 ,

km
(z1,22,...,2,) = ( cotg o 17cotg

ktera jsou riiznéa feSeni zadané soustavy, nebot se navzajem lis{ v prvni sloZce z; a Zzadna slozka
zadné n-tice se nerovna nule. V opa¢ném piipadé by totiz nékteré z isel 2;;1"1” muselo byt nadsobkem
Gisla , takze &islo 271 - k by muselo byt délitelné ¢islem 2" — 1. Mocnina 2771 je viak s lichym
Cislem 2™ — 1 nesoudé&lné, takze by &islo 2" — 1 bylo délitelem &isla k € {1,2,...,2" — 2}, a to je
spor. Dokézali jsme, Ze zadan soustava ma pravé 2" — 2 FeSeni (uvedenych vyse) a zadna jina FeSeni
nema.

7[31], str. 31.

8[31], str. 31, kde zad4no a feSeno pouze pro n = 4.
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B Piiklad 6.1.9. Pro libovolna realna &isla x1, o, . .., x, dokazte implikace

i+ tadl =0 = x1+x2+~-~+xn§§-max{|xi\:1§z§n}

r1+29+--+2,=0 = w?+x%+ +xn < Z max{|xi|3:1§i§n}.
Pro obé dokazované nerovnosti rovnéz zjistéte, kdy v nich nastane rovnost.”
Reseni: Vyuzijeme vzorec pro sinus trojnadsobného argumentu

sin 3 = 3sin o — 4sin® o,

ktery jsme odvodili v piikladu 4.6.1. Maxima M a M3 v dokazovanych nerovnostech jsou nezaporna
¢isla, pritom v pripadé M = 0 jde o dvé& trivialni rovnosti, nebot tehdy plati x; = 0 pro kazdé i. Az
do konce TeSeni se proto zabyvejme pfipadem kdy M > 0. Tehdy muzeme kazdé z ¢isel x; vyjadrit
ve tvaru x; = M sin o; pro vhodné «; € < 5 2> =1,2,...,n. Podle vzorce z tvodni véty fesSeni
plati rovnosti

3x; 430?

sin 3a; = 3sina; — 4sin° o; = M

jejichz se¢tenim pro i = 1,2,...,n dostaneme

;sm3ai = M;xz — W;xf,

odkud jiz snadno plynou obé implikace pro zkoumané soucty:

i I-isin3ai§%~i1:g
; i =— me&xl < ——i M3,

Zaroven vidime, Ze v prvni dokdzané implikaci nastane rovnost, pravé kdyz bude platit sin3a; =

= 1 pro kazdé ¢ = 1,2,...,n. To s ohledem na 3q; € <—37", 377’> znamena 3q; € {—3777,% neboli

a; € {f%, %}, tedy z; = M sina; € {f]V[, %} prokazdé i =1,2,...,n. Kolik z ¢isel z; ma hodnotu
— M a kolik hodnotu % zjistime z predpokladu o3 +23 4 - - 423 = 0, za kterého podminku rovnosti
hledame. Je-li &; = —M pro pravé k indext i (a tedy x; = % pro n — k indext ), ma zminény
predpoklad tvar

M

"f'(—M>3+(n—k)~<7)3—o neboli —k

=0

(pfipominame, ze M # 0), coZ je ekvivalentni s rovnosti n = 9k. Kromé pf¥ipadu M = 0 proto plati
v prvni implikaci rovnost, jen kdyz je ¢islo n délitelné deviti a pfitom § ¢isel x; je rovno —M a 9
¢isel x; je rovno %

Pro rovnost v druhé dokézané implikaci zkouméame kombinaci predpokladu a podminky ve tvaru

n
Zsinaizo a sin3aq; =-1 (1<i<n).
i=1

9[46]7 str. 12 a [18], str. 16, v obou zdrojich bez diskuse o pfipadu rovnosti. O naro¢nosti mozného dikazu prvni
implikace bez uziti goniometrické substituce se lze presvédéit v [38], str. 147-8.

192



6.1. GONIOMETRICKE SUBSTITUCE

Z podminky tentokrat dostaneme «; € {—%, %} neboli z; € {—%7M} pro kazdé i = 1,2,... n.
Predpoklad tehdy bude splnén, jen kdyz bude &islo n délitelné t¥emi a pfitom %" ¢isel x; bude

rovno f% a g ¢isel 2; bude rovno M. To je hledané kritérium rovnosti v druhé implikaci (v pfipadé

M #0).
B Piiklad 6.1.10. Pfedpokladejme, Ze pro kladna realna ¢isla a, b, ¢, d plati

1 1 1 1

=1.
1+a4+1+b4+1+c4+1+d4

Dokazte nerovnost abed > 3 a zjistéte, kdy v ni nastane rovnost.'©
Reseni: N&3 postup zalozime na vyuziti ziejmé identity

1 2
——— = cos .
1+ tg2z
Uréime-li k danym ¢islim a, b, ¢, d thly «, 8,7, € (O, g) tak, aby platilo tg o = a?,tg 8 = b%,tgy =
= 2 a tgd = d?, pak podminku ze zadani piikladu miZeme diky uvedené identité piepsat do tvaru

cos? o+ cos? B+ cos? vy +cos?6 =1 mneboli  cos? B + cos® v + cos? § = sin® .

Odtud uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priimérem trojice &sel cos? 3, cos? v, cos? §
(kterou jsme dokazali v uvodni ¢asti podkapitoly 5.2) dostaneme

sin? @ = cos? B + cos? v + cos? § > 3¢/ cos? Bcos? v cos? 4.

2

Vynasobeni tohoto odhadu pro sin o a analogickych tif odhadii pro sin® 3,sin?v,sin? ¢ ziskdme

nerovnost,

2

sin? asin? Bsin? ysin? § > 81 cos? a cos? S cos® 7 cos? 6,

kterou lze zfejmé upravit na tvar tg2a tg?stg?ytg2d > 3*. Leva strana posledni nerovnosti je viak
rovna a'bcid?, takze pozadovany ditkaz nerovnosti abed > 3 je hotov. Rovnost v ni nastane, prave
kdyZz nastane rovnost ve vSech ¢tyfech nerovnostech, které jsme mezi sebou vynéasobili. Takova
podminka bude splnéna, pravé kdyz kazda tii z primérovanych &sel cos? a, cos? 3, cos? v, cos? §
budou stejna. Protoze soucet vSech ¢tyf ¢isel je roven 1, dostdvime kritérium rovnosti abed = 3
v podobé vztaht

2

. . . . 3
cos? o = cos? B = cos® vy = cos? § = neboli  sin® o = sin? B = sin?y = sin?§ = T

W | =

Ekvivalentni zapis tg o = tg § = tgy = tg d = /3 vede k zavéru, e rovnost abed = 3 nastane jeding
pro &tvefici a =b=c=d = v/3.

B Piiklad 6.1.11. DokaZte, Ze z libovolné ¢tvefice ruznych éisel z intervalu (0, 1) lze vybrat dvé
gisla x a y tak, aby platilo!!

1
0<azyv/1—y2—yy1—2a2< 7
Regeni: Dana Gty¥i rizna Cisla z intervalu (0, 1) zapiSeme v goniometrickém tvaru jako

sinay, sinag, sinag, sinay,

10[44], str. 14.
131], str. 31.
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kde a1, a2, ag, oy jsou Ctyfi razné thly z intervalu (0, %) Diky tomu, Ze v/1 — sin® oy = cos oy pro
kazdé i, mame tkol dokazat existenci dvou indexi i,j € {1,2,3,4} s vlastnosti

N | =

. . 1 . .
0 < sina; cos a; — sinaj cos a; < 3 neboli 0 < sin(e; — ) <

(podle vzorce pro sinus rozdilu). Posledni podminka bude splnéna, pravé kdyz pro indexy 4, j bude

platit 0 < a; — a; < g, nebot funkce sinus je na intervalu (0, %) rostouci a sin g = % Takovou
dvojici oy, o ze Ctvefice aq, ag, a3, ay vZdy vybereme, nebot v jednom ze ¢4 intervalt (O7 %> , (%, §>
a (%, %), které deli cely interval (0, %) na tretiny, musi dva ze ¢tyr danych thla vzdy lezet.

B Piiklad 6.1.12. Pro viechna realna &isla z,y dokaZte nerovnosti'?

{4y —ay)
(1 +22)(1+9?)

-5 < <

1 1
2 2
Rozhodnéte rovnéz, kdy nastanou rovnosti.

Reseni: Elegantni postup zalozime na vyuziti goniometrickych vzorca

sin(a + B)
cos acos 3’

cos(a + 3)
cos acos 3’

tga+tg s = 1—tgatgp = 1+ tgw =

cos2w’

jejichz platnost je ziejma. Kazda dvé redlna &isla z, y miiZzeme zapsat ve tvaru z = tga a y = tg 3,

kde o, B € (fg, %) Podle uvedenych vzorci upravime vyraz ze zadani piikladu, pfitom tieti vzorec

uzijeme pro dvé hodnoty w = a a w = 4:

(z +y)(1 — zy) %ﬂﬂﬂ . cos(a+ﬁ% .
__ cosacos COS (x COs . 3 _
1+a)(1+y2) I T = sin(a + f) cos(a + ) = 5 sin2(a + ).

cos2a  cos?f3

Obor hodnot posledniho vyrazu je skuteéné interval <—%, %> Tim jsou oba odhady ze zadani pii-

kladu dokézany, pfitom jedna z rovnosti nastane, pravé kdyz bude platit sin2(a + 8) = %1, tj.:
2a+p) = g+k’7r neboli a+5:£+k%

pro vhodné k € Z. To je ziejmés ekvivalentni s podminkou tg(a + 3) = +1, kterou lze uzitim vzorce
pro tangens souctu pfepsat do ptivodnich proménnych z,y ve tvaru

2y oy
1—ay '

(Vyhovujici dvojice [z,y] jako body v roviné s kartézskou soustavou soufadnic Ozy zaplni dvé
rovnoosé hyperboly se stiedy [1,1] a [-1,—1].)

B Priklad 6.1.13. Dokaite, ze funkce p dana predpisem

|z —

or,yY) = —F/—m—s —
@y) V14221 + 92

mé obor hodnot (0,1) a spliuje tzv. trojihelnikovou nerovnos

pro viechna z,y € R
t13

o(z,y) + o(y,z) > o(x,z) pro viechna z,y,z € R.

2[31], str. 31, bez diskuse o piipadech rovnosti.
13130], str. 240.
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Reseni: Libovolna realna ¢isla x,y, z 1ze zapsat ve tvaru

r=tga, y=tgB a z=tgy ,kdea,&we(f%,g)-

Dosadme do piedpisu pro funkci g a upravime (s ohledem na to, Ze cosw > 0 pro kazdé w € (f 5 g))
(2.9) [tg o — tg B cos a cos 3 | sin v cos 8 — cos asin f
o\r,y) = : =
V1+tg2ay/1+tg2B cosacosf  \/sin? o+ cos? av/sin? B + cos? 3

(Vyuzili jsme bézné goniometrické vzorce.) Tim je tvrzeni oboru hodnot funkce ¢ dokazano a troj-
thelnikovou nerovnost, kterou mame ovérit, lze zapsat ve tvaru

Isin(a — B)| + [sin(B — )| = [sin(a — )|
Provérku zaloZime na vzorci pro sinus souctu, podle kterého plati
|sin(a — )| = |sin((a — B) + (B —7))| = | sin(a — B) cos(B — ) + cos(a — B) sin(B — v)| <

< |sin(a — B)| - [cos(B8 — )| + | cos(a — B)] - | sin(B — )| <
< |sin(a — B)| - 1+ |sin(8 — )| - 1.

= |sin(a — B)|.

Tim je celé FeSeni ukonceno.

B Piiklad 6.1.14. Pro libovolna &isla a1, as, ..., a, € (0,1), kde n > 2, dokazte'4
Varag .. an +/(1—a1)(1 —ag)...(1—ay,) <1.

Resent: Nejprve se v pfipadé n > 2 pomoci vynechani né€kterych ¢initeli vedouctho k odhadim

Varag - a, < ajaz a /(1 —a)(1—az)...(1—an) < /(1 —a1)(l —az)

»zbavime“ proménnych as, ayq, ..., a, a zredukujeme tak vSe na dikaz nerovnosti
vaias + (1—(11)(1—(12) <1.
Uzitim substituci a; = cos?aq,as = cos?as s vhodnymi ahly ai,as € (0,Z) prepiseme dik
¥y y ai, ,5) prep y

goniometrickym jedni¢kdm posledni nerovnost do tvaru
COS (v1 COS (vg + sin g Sinag < 1.
Podle vzorce pro kosinus rozdilu je vSak leva strana rovna cos(a; — ag), coZ je skuteénd hodnota
nepfevysujici ¢islo 1. Diikaz je hotov.
B Priklad 6.1.15. Pro libovolna redlna ¢isla z, y, z dokazte nerovnost
(zy +yz+ 22— 1) < (@ + (" + (" + 1)
t 15

a zjistéte, kdy v ni nastane rovnos
Reseni: Uzitim substituci x = tga,y = tg S,z = tgy s uhly a, 8,7, které k danym ¢islim z,y, z

vzdy v intervalu (—%, %) najdeme, upravime soucin na pravé strané dokazované nerovnosti do tvaru

(x2 + 1)(y2 + 1)(22 Y1) = sin? a4+ cos? a  sin? 5 + cos? B . sin? y + cos? y _

cos? o ' cos? 8 cos? vy
1
(cos acos B cosy)?’

1[30], str. 239, upraveno.
15[29], str. 116, bez diskuse o piipadu rovnosti.
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Nasi tlohou je tak vlastné dokazat nerovnost
|(zy + yz + zx — 1) cosacos S cosy| < 1.

Do vyrazu uvnitf absolutni hodnoty dosadime za z,y,z a déle uzitim bé&Znych goniometrickych
vzorcu vyjadieni vyrazu podstatné zjednodusime:

(tgatg B+ tgftgy+tgytga — 1) cosacos Beosy =
= sin asin 5 cosy + cos asin B siny + sin «cos B siny — cos avcos B cosy =
= sin A(sin wcos vy + cos asiny) — cos B(cos acosy — sinasiny) =
= sin Bsin(a + ) — cos B cos(a +v) = —cos(a + B+ 7).
Protoze posledni vyraz mé vSechny hodnoty skuteéné v intervalu (—1,1), je nerovnost ze zadani

prikladu dokazana. Rovnost v ni pfitom nastane, pravé kdyz bude platit | cos(a+ 8 ++)| = 1 neboli
sin(a + 8 4 ) = 0. Posledni rovnost je v8ak podle vysledku piikladu 4.6.4 ekvivalentni s rovnosti

tga+tgB+tgy =tgatgStgy neboli x+y+z=uxyz.
Hledané trojice ¢&isel x,y, z jsou tedy pravé ty, jez spliuji posledni rovnici.

M Priklad 6.1.16. DokaZte nerovnost

1 1 2
+ <
Va2+e2 V242 T Vab+ 2

pro libovolné kladna realna &isla a, b, ¢ spliwjici podminku ab < ¢2. 16

Resent: Substituce a = ctga,b = ctgf pro vhodné uhly «, 5 € (0, %) vede k nésledujicim vyjad-
fenim:

22 2 2

sIn” o + cos” « c

a2+ =2320g%a+1) =2 5 =—,
COs” « COs* v

2

cos2 B’
2

sinasin 8+ cosacos f_ c?cos(a — B3)

V¥ +c?=320g%84+1) =

ab+c =Ptgatgf+1) =2

cos acos 3 cosacos 3

Zadanou nerovnost lze proto (s ohledem na cos a, cos 8 > 0) zapsat jako

cosa+cosﬂ<2 cos a.cos 8
c c ~ c\l cos(a—p)’
odkud po vynésobeni kladnym ¢&islem ¢ a umocnéni vychazi ekvivalentni nerovnost ve tvaru

4 cos a.cos 8

cos(a — 3)

cos? a + cos? B+ 2cos acos B <

neboli (s ohledem na cos(a — ) > 0)

(cos? a + cos? B) cos(ar — B) < 2cos arcos B(2 — cos(a — B)).

16129], str. 80, upraveno.
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ProtoZe v této nerovnosti mezi kladnymi vyrazy plati pro ¢initel v zédvorce na pravé strané ziejmy
odhad 2—cos(a—/) > 1, bude tato nerovnost platit, kdyz dokédZeme silngjsi nerovnost (se zmensenou
pravou stranou)

(cos? o + cos? B) cos(ar — B) < 2cos acos f.

Zvolime k tomu cestu ekvivalentnich tprav s vyuzitim béznych goniometrickych vzorci:

<1+c032a 4 1+ cos2p

3 5 ) -cos(a — fB) < cos(a + B) + cos(a — B),

20428  20-26
2 2

(1 + cos ) cos(a — ) < cos(a+ B) + cos(a — ),

cos(a — ) + cos(a + ) cos?(a — ) < cos(a + ) + cos(a — f3),
—cos(a + B) [1 — cos®(a — B)] <0,
cos(a + B) sin®(a — B) > 0.

Cely dosavadni postup byl korektni pro libovolné dva thly a, 3 € (0,%). Posledni nerovnost vsak
(kromé pifpadu o = ) plati, jen kdyZ je splnéna podminka o + 8 < 7. Tu nam zarudi, jak
nyni ukézeme, predpoklad ab < ¢? ze zadani pitkladu. Z néj po dosazeni zavedené substituce a =
= ctga,b = ctg dostaneme tgatgS < 1, coz podle znamych vlastnosti funkce tangens na
intervalu (0, g) znamend pravé to, ze plati podminka o + 8 < 7, kterou jsme k ukonceni celého
dikazu potiebovali.

B Priklad 6.1.17. Predpokladejme, Ze z danych kladnych redlnych &isel a, b, ¢ je ¢islo ¢ nejmensi.
Dokazte nerovnostil”

(+7) Vab< Via+ b+ ++vla—)b—0 < 2Vab.

Reseni: K odstranéni odmocnin v prostfednim zadaném vyrazu vyuzijeme dvé ziejmé goniometrické

identity

14 sin2w = (sinw + cosw)?.

Vsechny tii zadané vyrazy proto nejprve vydélime kladnou hodnotou vab a do ziskanych ekviva-

lentnich nerovnosti
C C C C C C
i< 7)1 7) (1—7) 1_7)<2
a+b*\/<+a(+b +\/ a( b) =

dosadime za zlomky € a ¢, které diky predpokladu ze zadani lezi v intervalu (0, 1),vyjadieni
a b

c . c .
— =sin2a a - =sin2f
a

b

s vhodnymi dhly «, 8 € (0, §> S prihlédnutim k nerovnostem cosa > sina > 0acosf > sinf > 0
muzeme diky identitdm z tvodu feSeni zapsat vysledek dosazeni jako dvojici nerovnosti

sin 2« + sin 23 < (sina + cos «)(sin 8 + cos B) + (cos @ — sin ) (cos B — sin ) < 2,
které lze uzitim béznych vzorci zapsat jako
2sin(a + B) cos(a — B) < 2cos(a — B) < 2.

Protoze z a, 8 € <07 §> plyne, Ze obé hodnoty cos(aw — ) a sin(a + ) lezi v intervalu (0,1), je
platnost poslednich dvou nerovnosti zfejmé, a proto plati i to, co jsme méli dokazat.

1719], str. 210.
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B Priklad 6.1.18. Predpokladejme, Ze z danych kladnych realnych ¢isel a, b, ¢ je &islo d nejvétsi.
Dokaizte nerovnost'®

Va(d —b)(d —¢) +/b(d — a)(d — ¢) + /c(d — a)(d — b) < Vd3 + Vabe.

Reseni: K odstranéni odmocnin vyuzijeme goniometrické jednicky nasledujicim postupem. Do do-
kazované nerovnosti vydélené kladnym é&islem v/ d3, kterou zapiSeme va tvaru

I BT [ R RS R

dosadime vyjadieni

a .9 b . 9 c . 9
— =sin“a, - =sin a — =sin
d d p d v

pro vhodné uhly o, 8,7 € (0, g>7 které existuji diky pFedpokladu max(a, b, ¢) < d ze zadani pitkladu.

S vyuzitim goniometrickych jednic¢ek a s piihlédnutim k tomu, ze obé funkce sinus a kosinus jsou

na intervalu (07 %> nezaporné, dostaneme po dosazeni nerovnost

sin acos B cos 7y + cos asin S cosy + cos awcos Bsiny < 1 + sinasin Ssin~y.

Tu nyni dokézeme tak, Ze nejprve ¢len sin asin Ssin~y pievedeme z pravé strany na levou a novy
vyraz na levé strané upravime uzitim béznych goniometrickych vzorcd, abychom ovéfili, ze jeho
hodnota je skute¢né mensi nez 1:

sin accos B cosy + cos asin 3 cosy + cos acos B siny — sin asin Ssiny =
= (sinacos 8 + cos asin ) cos ¥ + (cos acos f — sinasin B) siny =
= sin(a + B) cosy + cos(a + B) siny = sin(a+ S +7) < 1.

Tim je cely dikaz hotov.

B Piiklad 6.1.19. Necht {z,}.-, je posloupnost realnych ¢isel spliiujici podminku

\/gmn -1

T = ——— prokazdén>1.
n+1 S \/g 1% =

Dokazte, Ze tato posloupnost je periodicka.”
Reseni: P¥imym algebraickym vypoctem muZeme uZitim daného rekurentniho vzorce vyjadfit po-

moci T, postupné Tpy1,Tnt2, Tnits, ... atd., az zjistime, ze Tp46 = Tn, ze tedy zkoumana posloup-
nost ma periodu 6. Misto takového pomérné pracného postupu piepiSeme rekurentni vzorec do
tvaru L

Ty — %

Tntl = 7 1
1+, - ﬁ
ktery pripominé vzorec pro tangens rozdilu
tga —tg
tgla —f) = ————
1+tga-tgp

18[19], str. 226.
19[31], str. 30-31.
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se znamou hodnotou tgf = % pro 8 = . KdyZ tedy ke ¢lenu x, uréime thel o, tak, aby
platilo x;, = tg a,, dostaneme porovnanim rekurentniho a goniometrického vzorce vyjadieni x,4+1 =
= tg (ozn — %) Zopakujeme-li tuto tvahu pro index n o 1 vétsi, dostaneme x,, o = tg (an — %’r) a
dale indukci z, 4 = tg (an - %’r) pro kazdé k > 1. Pro k = 6 tak diky periodé 7 funkce tangens
obdrzime kyZenou rovnost x,i¢ = @, ve které je n (od zac¢atku naich avah) libovolné pfirozené
¢islo. Tim je perioda 6 zkoumané posloupnosti prokazana.

B Piiklad 6.1.20. Najdéte viechny posloupnosti {a,}n; redlnych ¢isel, jez spliuji podminku?®

VEnto +2 <2, <2 prokazdén > 1.

Resent: Diky nezapornosti odmocniny lezi vSechny ¢leny x,, kazdé vyhovujici posloupnosti v inter-
valu (0, 2). Proto miizeme zavést substituci x,, = 2 cos a;, pro vhodné a,, € <0, g> pii kazdém n > 1,
abychom s vyhodou vyuzili goniometricky vzorec 1 + cos 2w = 2 cos?w, diky kterému

Q42

Qp42

=2
cos 2

2cos oy = Ty > \/:cn+2 +2= \/2(1 + cos apa) = 4 /4 cos?

.. . . o . , . «
Protoze je funkce kosinus na intervalu <O, %> klesajici, z odvozené nerovnosti cosa, > cos =2

plyne a”;z > o, pro kazdé n > 1. Z tohoto zavéru po zadméné indexu n postupné za n+2,n+4,...

dostaneme Tetézec nerovnosti

On+2 On+4 Qnt6
- 2 — 922 - 923 -V

Qn

7\'

v ném? citatel kazdého zlomku nepfevySuje hodnotu 3. Uhel a,, z intervalu <O7 %> tak spliuje

nerovnost oy, < o¢ pro kazdé k > 1, coZ je mozZné, jediné kdyZ a;, = 0. Index n viak byl libovolny,

takze podminku ze zadani piikladu spliwje jedina posloupnost s konstantnimi ¢leny z,, = 2cos 0 = 2.

B Priklad 6.1.21. Pro libovolné &slo p € R definujme posloupnost 1, zg,... vztahy x1 =p a

1
1—z, 14z,

Tptl = pro kazdé n > 1,
pro které z;,, # +1. Plati-li ,, = £1 pro jisté n, Fekneme, Ze sestrojena posloupnost mé (kone¢nou)
délku n. Urcete, kolik existuje dotyénych posloupnosti, jez maji délku 8.2!
Resent: Protoze plati
1 1 2,
l—z, 14z, 1—x2

vyuzijeme s vyhodou vzorce pro tangens dvojnasobného argumentu

2tg o
tg2a = ————.
g =1 tg2a
Kazda uvazované posloupnost je urena prvnim ¢lenem x; = p, ktery lze zapsat ve tvaru xz; = tge
pro vhodné ¢ € (—g, %) Ze zadani a uvedeného vzorce pak snadno indukci dostdvame pro kazdé
pifpustné n vyjadfeni x, = tg(2" '¢). Pro posloupnost délky 8 tudiz musi platit xg = tg27y =
= tg 128y = £1, odkud 128¢ = £7 + k7 pro vhodné k € Z. S ohledem na podminku 7 € (—%7 %)
tak dostavame
T kr  (4k+x1)7m  Ix

S A L i fti? A L
¥ 512 + 128 512 512’

20[31], str. 31.
2[31], str. 31.
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kde [ je libovolné z (lichych) ¢isel —255,—253, ... ,253,255, kterych je pravé 256. Zbyva jesté vy-
svétlit, Ze pro zadné takové 1) nenastane tg(2" '¢) = %1 jiz pii nékterém n < 8. Kdyby tomu tak
bylo, muselo by existovat m € Z, pro které by platilo
1 T T r meboli 271 = +£128 + 512m
512 4 ’
Pravé strana je vSak nasobkem &isla 128 = 27, navic &slo [ je liché, takze leva strana je nasobkem
27 jen kdyz n—1 > 7, tj. n > 8. Tim je dokézano, Ze doty¢nych posloupnosti délky 8 je pravé 256.

B Priklad 6.1.22. Dvé posloupnosti realnych &isel x1,z9,... a y1,y2,... jsou definovany vztahy

x1 =y =3,
Tyl =Tn +V/1+22 a ypq1 =

pro kazdé n > 1.

Yn
1+/1+42

Dokaite, Ze nerovnosti 2 < znyn < 3 plati pro vechny indexy n > 2.22
Reseni: K tpravé vyrazu /1 + 22 je vyhodna substituce x = tg a:

cos2a  sin?w 1

V1422 =/1+tga = 3 5 = .
cos?2a  cos?a  |cosq

Obé nase posloupnosti jsou tvoreny vyluéné kladnymi ¢isly, takZze jejich ¢leny lze zapsat ve tvaru
Ty = tg oy, ay, = tg by, kde ay, By € (O7 %) pro kazdé n > 1. Protoze v/3 = tgg, plati oy = 1 = §
a podle zadanych rekurentnich vztahi a vzorce z tvodu feSeni, ve kterém v piipadé a € (0,%
miiZzeme psat cos a bez znaku absolutni hodnoty, dostavame béZznymi goniometrickymi tpravami

N an n
. _ ¢ n 1 sino,+1  (sin %+ cos 2)
gQn+1 = Tn+l = 18 Qp = = 2 a )
COS vy, COS (v, COSs —2 — sin

2
_ sin G* 4 cos G _ 1+tg% :tg(f—i-—)

cos % —sin g 1—tgYy 4 2/

tg/Bn _ sinf,  2sin B cos e . b
1+ 1+C055n 2(:052%" 27

tg Bnt1 = Ynt1 =

cos B

Protoze viechny thly apy1, Bnt1, 5 + % %" lez{ v intervalu (0, %), odvozené rovnosti znamenaji,

7e pro kazdé n > 1 plati
a + n a B 6”
n+l = 4 2 n+1 = 2

Odtud s piihléhnutim k a; = ) = § dostavdme pro thly ay, 8, s obecnym indexem n vzorce (jez
lze ovéfit indukei)

_ s i . o i
W=y g & =g
Pro kazdé n > 1 tak mame
T T T tgamn—T
TuYn = tg antg By = tg (5 - 3,2,1) =i tg‘?’;% =
2tg 3 5m
tg2 32n _ I—tg? 32 _ 2
tg35m tgzsm  1-tg’s35

22(29], str. 134-5.
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Proto dokazované nerovnosti 2 < z,y, < 3 plati pravé pro ty indexy n, pro které je spliiena
podminka

s <1
3.2 3
s 1

Leva nerovnost je zfejmé, prava pro kazdé n > 2 plyne z odhadu tgzﬁ < thﬁ = 3.

0 < tg?

W Piiklad 6.1.23. Pro kazdé ¢islo p € R definujeme posloupnost {a, }ro; vztahy z1 =p a
ZTpt1 = 42, (1 — )  pro kazdé n > 1.

Uréete, pro kolik hodnot p plati z = 0 s pevné zvolenym indexem N > 2. 23
Resent: Vyfesime nejprve tkol pro N = 2. Protoze zo = 4x1(1 — x1) = 4p(1 — p), rovnost x2 = 0
nastane pro pravé dvé hodnoty p, totiz pro p = 0 a p = 1. Obecnéji nyni ukéZeme, Ze rovnost xy = 0
celkem nastane pro 2V=2 4 1 hodnot p = sin® 21’3—711, kde k =0,1,...,2N2,
Vsimnéme si, Ze funkce f(z) = 4x(1 — z) z pfedpisu z,4+1 = f(z,) zkoumanych posloupnosti
spliiuje identitu
flx)=4z(l—z)=1—(2z —1)%

Plati-li proto f(z) € (0, 1) pro ur¢ité z, pak i (2x—1)% € (0,1) neboli —1 < 2z —1 < 1, coZ znamena
z € (0,1). Diky takto dokazané implikaci

flx)€(0,1) = z€(0,1)
plati o naSich posloupnostech pravidlo
zy=0 = x,€(0,1) prokazdénc{1,2,...,N—1},

p kazdé posloupnosti, jez splituje podminku xy = 0 s danym (déle
2a s vhodnym tdhlem

takZe pro prvni ¢len z; =
jiz pevnym) indexem N > 2, miizeme zavést vyhodnou substituci p = sin
o€ <O7 %> Diky ni totiz dostaneme

zy = 4sin? a1 — sin? @) = 4sin? a cos? a = sin? 2q,
podobné z3 = sin?(22a) a indukei z,, = sin?(2" ') pro kazdé n > 1. Clen zy = sin?(2¥"1a) je

pak roven nule, pravé kdyz plati 2¥ o = krm pro vhodné k € Z. Viechny riizné vyhovujici hodnoty
parametru

k
p = sin? a = sin? 2N7:1
pak zfejmé dostaneme volbou k = 0,1,...,2¥=2 (pro krajni hodnoty k = 0, resp. k = 2V=2 to jsou

hodnoty p = 0, resp. p = 1, jeZ vyhovuji podmince 2y = 0 pro kazdé N > 2). Rovnost oy = 0
s danym N > 2 je tedy skuteéné splnéna pro pravé 22 + 1 riiznych hodnot p &lenu 1, jak jsme
slibili dokézat.

B Priklad 6.1.24. Rozhodnéte, zda existuje 100-prvkova mnozina realnych ¢isel, do které s kazdym
¢islem z patii i ¢islo 222 — 1.24

Reseni: Kladnou odpovéd potvrdime konstrukef vyhovujici 100-prvkové mnoziny. Mnohoélen 222 —1
ze zadani piikladu napovida, ze ke konstrukci bude mozné vyuzit vzorec pro kosinus dvojnasobného

#3[29], str. 145.
2419), str. 227.
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argumentu cos2w = 2cos’w — 1, platny pro kazdé w € R. KdyZ totiZ sestrojime (nekone¢nou)
posloupnost realnych &isel x1, z9, x3,... uréenou vztahy x; = cosa pro dané a € R

Tptl = Qxi —1 prokazdé n > 1,

bude diky zminénému vzorci platit xo = cos2a,r3 = cosda,..., obecné x, = cos (2T“1a) pro
kazdé n > 1. Pozadovanou vlastnost pak bude mit mnozina

{z1,22,..., 2100},

budou-li v ni zapsané hodnoty navzijem riizné a bude-li navic platit z19; = 1 neboli cos21%q =
= cos a.. Stadi tedy najit takové o > 0, aby v8echna ¢isla

299

a,2a,4a;, ..., 2%«

lezela v intervalu (0,7), na kterém je funkce kosinus prosté, a aby zarovei platilo 2% = o + 27.

Protoze obé tyto vlastnosti méa &islo a = 21307”_1, je konstrukce vyhovujici mnoziny hotova.
B Priklad 6.1.25. Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu
V=(1-21)(1—-y)+ (1 -22)(1—p2),
jsou-li zastoupené realné proménné vazany rovnostmi
ol +ad=yi +ys =
kvde ¢ > 0 je dana konstanta.?
Reseni: Body [z1,z2] a [y1, y2] leZi v roviné s kartézskou soustavou soufadnic na kruznici se stfedem
v pocatku a polomérem rovnym c, takze je mizeme zapsat jako
[x1,22] = [c-cosa,c-sina] a [y1,y2] = [c-cosB,c-sinf]

s vhodnymi thly a, 8 € (0,27). Dosadme tato vyjadieni do vyrazu V, upravme uzitim béznych
goniometrickych vzorct a nakonec shora odhadnéme:

V =2 —c¢(cosa+ sina + cos 3 + sin ) + cz(cosacosﬁ +sinasing) =
:270\/§<sin(a+g) +sin(ﬂ+g>) +c? - cosla—B) <
<24 eV2(1+1) + 2
Rovnost v odvozené nerovnosti nastane, bude-li platit zaroven
sin(a+g) :sin([3+g> =-1 a cos(a—p)=1,
coz se vyplni naptiklad pro a = 8 = %”. To znamen4, ze

max V =24 2cv2 4 2 = (c+V2)%

25[30], str. 240.
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B Piiklad 6.1.26. V oboru realnych &isel feste kubickou rovnici 23 + pz + ¢ = 0 s obecnymi
nenulovymi koeficienty p,q € R, a to goniometrickou metodou, zalozenou na uziti vzorci pro sinus
nebo kosinus trojnasobného argumentu. Charakterizujte rovnéz ty kubické rovnice, pro néz je tato
metoda pouZitelna.

Resent: Pied vlastnim popisem metody pripomenime zndmy fakt, Ze na kubickou rovnici ze zadéani
prikladu, tedy rovnici bez &lenu 22, lze prevést kazdou obecnou kubickou rovnici

23 +ar? +br+c=0,
a sice zaménou nezndmé x za novou neznamou x + 5. Dodejme jesté, Ze piimo v zadani pifkladu
jsme vyloudili ptipady p = 0 a ¢ = 0, kdy je postup Feseni kubické rovnice x3 + px + ¢ = 0 trivialni.
Vzorce, které mame vyuzit a které jsme odvodili v prikladu 4.6.1, totiz
sin3a = 3sina —4sin®a a  cos3a =4cos® o — 3cosa,
maji natolik podobné pravé strany, Ze oba dva piinaseji pfi zamysleném feSeni kubické rovnice
23 + px + ¢ = 0 stejny uzitek. Budeme proto hledat jeji kofeny ve tvaru z = rcosa s vhodnymi
Gisly r > 0 a a € R. K uZiti vzorce pro cos3a (kterému tedy dame prednost) zadanou rovnici

23 4+ px + ¢ = 0 po dosazeni & = r cos a upravime takto:

(rcosa)® 4+ preosa + g = 0,

3
T 4
— 4cos3a+—pcosa +q=0.
4 r2
V zavorce posledni rovnice dostaneme hodnotu cos3a z vySe uvedeného vzorce, bude-li splnéna
podminka f—g’ = —3. Tu muZeme volbou parametru r zaruéit, oviem jen tehdy, kdyz je koeficient p
vychozi kubické rovnice zaporny (to je prvni omezeni na pouzitelnost nasi metody). Zabyvejme se
proto dale pouze pfipadem p < 0. Jak jsme naznacili, podminku % = —3 splnime volbou
—Pp
r=2/—
3
a upravenou rovnici zjednodusime na
3 —4q  3q |3

Z-0053a+q:0 neboli cos3a:r—3—2p o

Dostali jsme zakladni goniometrickou rovnici s funkei kosinus, ktera méa feseni, pravé kdyz je splnéna
podminka (kterd je druhym omezenim naseho postupu)

3£1/;3'<1

2pV p | T
3q /—3)

w = arccos | —4/— | € (0,7
(210 p 0.

26Podle internetové encyklopedie Wolfram Math World popsal tuto méné znamou metodu Feseni kubickych rovnic
poprvé L. E. Dickson v roce 1898. Lze s ni seznamit i stfedoskolaky znalé zakladt goniometrie, ktefi dosud neprobirali
komplexni ¢isla.

Je-1i splnéna, pak oznacime
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a z rovnosti cos 3a = cosw dostaneme 3o = fw + 2k7 pro vhodné k € Z. Kofenem ptivodni kubické
rovnice je tedy kazdé ¢islo = tvaru
- w  2km
r=rcosa =2 —pcos +—+—), kdekeZ
3 3 3
S ohledem na to, ze funkce kosinus je sudd a ma periodu 2w, tak dostavame tii kofeny rovnice
23 + pr 4+ ¢ = 0 ve tvaru

[— [— 2 [— 4
=2 ?pcosg, To =2 ?pcos(§+?7r), T3 =2 ?pcos<§+§)

(Ize ukéazat, Ze jsou-li nékteré z hodnot x1,x9,z3 rovny témuz Cislu, jedna se o nasobny kofen).
7 nalezenych vzorcu pro kofeny x1, o, x3 je dobfe patrny geometricky vyznam kladného parametru
r = 2@ .V roviné s kartézskou soustavou soufadnic Ozy se jedna o polomér r té kruznice se
stfedem v pocatku O, jez protina tfi rovnobé&zné piimky o rovnicich z = x1,2 = 9 a z = x3
ve vrcholech rovnostranného trojihelniku, jak je zndzornéno na obrazku. Takova kruznice vzdy

existuje, splituji-li &isla 1,29, x3 podminku 21 + 29 + 23 = 0, jeZ vyjadiuje absenci &lenu 22 ve
zkoumané kubické rovnici.?”

Protoze vice nez tii kofeny kubické rovnice mit nemuze, poskytuje popsané metoda pro rovnici

Tr = T2 y Tr =23 Tr =2

T x

Obrézek 6.1: Kruznice opsana rovnostrannému trojuhelniku

3 -3
p<0 a 24 —'gl
2p\ p

jejl aplné feseni. PovSimnéme si nyni, Ze pii splnéni prvni podminky p < 0 lze druhou podminku
upravit do tvaru nerovnosti

23 4 pr + ¢ = 0 za podminek

4p® +27¢* <0,

2TV kurzech syntetické geometrie se ¢asto objevuje konstrukéni tloha sestrojit rovnostranny trojtihelnik s vrcholy
na tf¥ech danych rovnobézkéch.
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ktera uz (pro nenulova p,q) sama ma za disledek podminku p < 0. Z teorie kubickych rovnic je
viak dobfe znamo, ze nerovnost 4p® 4+ 27¢% < 0 charakterizuje pravé ty rovnice 23 + pz +q = 0, jez
maji t¥i realné kofeny. Pravé pro né je tedy popsana goniometrickd metoda feeni pouzitelna (a vede
k nalezeni vSech ti{ kofenil). Dodejme, Ze Cardanova metoda Feseni takovych rovnic si vynucuje uziti
komplexnich ¢isel k vypoc¢tu druhych odmocnin ze zapornych &isel. Tento piipad byva oznacovan
jako casus irreducibilis a my jsme se s nim uz setkali pfi feSeni goniometrické soustavy v prikladu
4.5.13.

6.2 Goniometricky tvar komplexnich cisel

K avaham v této podkapitole ndm postaci zékladni pojmy a znalosti k doty¢éné problematice,
jak jsou vyloZzeny napiiklad v gymnazialni uéebnici [9]. Nebudeme zde proto ani pfipominat, jak
se komplexni ¢isla a aritmetické operace s nimi zavadéji, co znamenaji terminy jako redind édst
a 1magindrni ¢dst komplexniho Cisla, ¢islo komplexné sdruZené k danému &islu, absolutni hodnota
komplexniho ¢isla a jakymi symboly se bézné tyto objekty znaci. Za znamou budeme povazovat
i skutecnost, ze kazdé nenulové komplexni &slo z = a +ib (kde i2 = —1) ma kromé& pravé zapsaného
algebraického tvaru téz standardni vyjadieni

z = |z|(cos a + isin @), (6.1)

kterému se fika goniometricky tvar komplezniho ¢isla. V ném je orientovany thel « (zvany argument
komplexniho &isla z) realné &islo s vlastnosti
_Re(2) a . Im(z) b
cosa = ERN a smafvfﬁ, (6.2)
jez v8ak neni urceno jednoznacné. (Je-li o jedna vyhovujici hodnota, pak kazda jina je tvaru a =
= o + 2k7, kde k € Z). Zdaraznéme, Ze v piipadé komplexni jednotky |z| = 1 neni soustava dvou
rovnic (6.2) ni¢im jinym, nez definici goniometrickych funkei kosinus a sinus v oboru R, jak jsme ji
podali v ivodni ¢asti kapitoly 4 pomoci jednotkové kruznice opatfené goniometrickou rucickou.
Zapisovani komplexnich €isel ve tvaru (6.1) poskytuje jejich uZivatelim vyznamné pocetni vy-
hody, zejména pii umociiovani a odmociiovani téchto ¢isel. Pfestoze tyto jednoduché a vSeobecné
znamé poznatky patii rovnéz k zékladim aritmetiky komplexnich ¢isel, vylozime je nyni podrobné,
abychom ukazali jejich souvislost s teorii goniometrickych funkci, kterou jsme vybudovali v kapi-
tole 4. Aplikacemi t&chto poznatki se pak budeme zabyvat ve zbylé ¢asti podkapitoly. Budou to

prostiedkem jejich feSeni.
Zminéné vyhody zapisii (6.1) se odviji od pravidla o nasobeni dvou komplexnich jednotek

(cosa+isina) - (cos f +isin ) = cos(a + ) +isin(a+ 8) (o,B € R), (6.3)

které dokazeme tak, Ze zavorky na levé strané algebraicky roznasobime a poté vyuZijeme souctové

vzorce pro sinus a kosinus?®:

(cosa +isina) - (cos f+isinf) =
= cosacosB+icosasinfB +isinacos B +isinasing =
= (cosacos B — sinasin ) + i(cos asin  + sina cos 3) =
= cos(a + B) +isin(a + B).

287 diiraznéme, Ze to byly i v kapitole 4 prvni dokazané vzorce, ze kterych jsme déle odvozovali vSe, co jsme pro
teorii goniometrickych funkcich v oboru R potiebovali.
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Opakovanym uzitim dokézaného pravidla (6.3) pii volbé 8 = a dostaneme vyznamné tvrzeni,
jez proto patii k tém matematickym vétam, které maji své jméno. Riké se ji Moivreova véta, zminili
jsme se o ni jiz v historické ¢asti prace na str. 34 a jeji obsah lze vyjadiit vzorcem

‘(cosoz—l—isina)" =cosna +isinna (¢ €R, ne N)‘

Uvedeny vzorec plati dokonce pro vSechny celé (nejen kladné) exponenty n, nebot z vychoziho
vzorce (6.3) plyne rovnéz pravidlo o podilu dvou komplexnich jednotek

cosa + isina

cos B +isin B = cos(a — B) +isin(a — B) (o, B € R).

Snadno totiz ovéfime, Ze libovolné dvé komplexni jednotky s navzajem opacnymi argumenty, Fek-
néme pravé § a —f3, jsou Cisla nejen navzajem komplexné sdruzené, ale také navzajem prevracené:

cos(—p) + isin(—pB) = cos § — isin g,
(cos 8+ isin B)(cos B — isin B) = cos? B +sin? 8 = 1.

V disledku toho také z Moivreovy véty plyne pravidlo

z=cosa+isina = cosna= % (z” + zi”) A sinna = % (z” - zi”) , (6.4)
které pozdéji ocenime pii feSeni nékterych piikladi.

Prvni vyhoda, kterou Moivreova v&ta poskytuje, je zifejma. Mame-li vypocitat mocninu (a+ib)"
vyssiho stupné n, vyplati se pfevést zaklad a + ib z algebraického tvaru na goniometricky tvar a pak
jednoduse aplikovat dotyény vzorec.?? Daleko vyznamné&jsi (protoze prakticky nepostradatelna) je
role Moivreovy véty pii vypoctu odmocnin z komplexnich ¢isel. Pfipomenime, Ze n-tou odmocninou
z komplexniho ¢&isla z (kde n je celé &islo vétsi nez 1) nazyvame kazdé komplexni &islo w, které
vyhovuje rovnici w™ = z. Pro z = 0 je to jediné ¢islo w = 0 (n-nasobny kofen dané rovnice),
v piipadé z # 0 rovnici vyhovuje n riznych hodnot w = wy, které dostaneme z goniometrického
tvaru odmocnénce z = |z|(cos a + isin ) podle vzorce

2k 2k
we = VA (COSquiSinu)’ (k=0,1,...,n—1).
n n

Je patrné, jak tento vzorec ziskat: pro ¢islo w s neznamou absolutni hodnotou a neznamym argu-
mentem stac¢i vyjadrit w™ podle Moivreovy véty a pak porovnat obé strany rovnice w"™ = z. Bez
dikazu dodejme, Ze pro obecné z = a + ib lze pouze v pripadé n = 2 vypocitat hodnoty wy arit-
meticky, tj. vyjadfit je z danych &isel a, b uzitim bindrnich operaci +, —, X, : doplnénych o unarni
operaci odmocnéni (s libovolnym odmocnitelem 2, 3,4, ... ), uvaZovanou v oboru kladnych reélnych
Cisel (ktera je vyuzita i ve vySe uvedeném vzorci k vyjadieni |wg|). Proto jsou goniometrické funkce
nepostradatelné, chceme-li napiiklad presné vyjadrit kofeny jakékoliv kubické rovnice s realnymi
koeficienty, a to dokonce i v piipadé&, kdy takova rovnice mé tii redlné kofeny. Poznali jsme to jiz
pii feSeni priklada 4.5.13 a 6.1.26.

Pravé pripomenuté feSeni kubickych rovnic bylo historicky prvni situaci, pfi niz novy druh éisel,
na néz ostatné nikdo predtim ani nepomyslel, nasel v matematickych vypoétech uplatnéni. Od té

29Je to alternativa k p¥imym algebraickym vypoétim zaloZenym bud na binomické vété, nebo na postupném
vypoétu potFebnych mocnin nizsich stupit — napiiklad k urceni 27 staci postupné poéitat 22 = z - z, 2% = 22 . 22,

Bt L1688 AT 16
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doby se komplexni ¢isla osvédcila i pri FeSeni fady dalSich otézek a stala se rovnéz vhodnym pro-
stfedkem vyjadfovani rtiznych vztaht a zavislosti nejen v matematice, ale i fyzice. O uzite¢nosti
komplexnich ¢&isel, specialné jejich zapist v goniometrickém tvaru, pii feSeni nékterych tloh z ele-
mentarni matematiky, se pravé nyni presvéd¢ime.

Ukézky uziti komplexnich &isel, které jsme v zavéru pfedchoziho odstavce slibili, jsou obsahle
zpracovany v paragrafu 7 kapitoly 1 dobfe dostupného ucebniho textu [12], a tak by jejich prosté
reprodukovani v naSem textu nebylo pFili§ ucelné. Proto nejdulezit&jsi dotycné vysledky z [12] zde
pouze okomentujeme naslednym volnéjsim vykladem. Doplnime je poté uz jen étyfmi FeSenymi pii-
klady, dvéma prevzatymi z jinych, méné dostupnych zdroji, a dvéma piiklady, které jsme sestavili
sami.

Prvni ¢ast zminéného paragrafu z ulebnice [12] na str. 61-62 se tyka problematiky urdovani
souctu kombinacnich cisel (Z) s pevnym parametrem n a proménnym parametrem k, ktery probihéd
nékterou aritmetickou posloupnost.3® Obecné lze konstatovat, Ze tyto vysledky plynou z rovnosti

(142)" = (0) + (1) ; (2) N (nﬁ 1) g () (6.5)

platnych podle binomické véty, v nichZ za parametr z vybirame riizné (vhodné zvolené) komplexn{
jednotky. Volby z = +1 znalost komplexnich ¢isel nevyzaduji a jsou znamym prostiedkem k odvozeni

e () (e

(Teckami jsou zde, podobné jako v dalsich rovnostech, oznadeny dalsi s¢itance (Z), které se tvori
podle zfejmého zékona, dokud plati & < n.) Pridejme k témto dvéma rovnostem jesté rovnosti (6.5)
pro z = &i, jejichz levé strany maji podle Moivreovy véty hodnoty
n n
(1+i)" = (\/5 (cos % +isin %)) = (\/5) (cos 7141 +isin %) ,

zatimco na pravych stranéch téchto rovnosti jsou mocniny (:I:i)k7 jejichz vypocet je trividlni bez
pfechodu ke goniometrickému tvaru obou ¢isel £i. Z takovych ¢tyf rovnosti lze odvodit, jak je v [12]
ukazano, vzorce pro ¢tverici soucti

n n n
N+ +( . +..., kde j=0,1,2,3.
() Q+Q Q+Q ¢

Poté je ve stejném zdroji jesté odvozen vzorec pro soucet

(g)+(g)+(g>+...,

a to z 8esti rovnosti (6.5) pro z = (cosg + isin %)k, kde £k =0,1,...,5. Kone¢né je zde jako cviceni
uveden tikol odvodit vzorce pro obdobné soucty

n n n
)+ +( . +..., kde j=0,1,2,
<J Q+Q Q+Q ¢/

a to s navodem, jak kombinovat t¥i rovnosti (6.5) pro z = (cos %77 + isin %)k, kde k = 0,1,2. 3!
Namisto téchto komplikovanych postupt ukazme pro zajimavost, jak lze vypoéitat mocninu (1+ z)™

39Reseni tohoto problému v obecném podéni lze nalézt v [8] na str. 240 — 242.

31Pozoruhodné je skutecnost, ze dva z poslednich tif vypsanych souct se pfi daném n rovnaji a t¥eti soucet je
bud o 1 mensi, nebo o 1 vé&tsi. Ditkaz tohoto poznatku bez odvozeni explicitnich vzorcli pro uvaZované t¥i soucty je
podan v [8] na str. 242.
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z levé strany rovnosti (6.5) pro libovolnou komplexni jednotku z = cos a+isin a. VyuZijeme k tomu
nejprve vzorce pro kosinus a sinus dvojnésobného argumentu a poté Moivreovu vétu:

n
(14 cosa+isina)" = (200s2 % + Qisin%cos %) =

~ (20052)" (con S +isin )" =
= COS2 COS2 ISHI2 =

7(2 ‘a)n ( ‘na_’_.‘. na)
= (2cos 5 cos 5 isin 5 )

Po dosazeni tohoto vysledku do levé strany rovnosti (6.5) a porovnani realnych a imaginarnich ¢asti
obou stran dostaneme nové goniometrické vzorce?

2”COSngCOSE_ n + K cos a + + " Cos na
2 2 \0 1 n ’
2" cos™ % sin % = (T) sino + (;l) sin2a + -+ - + (n) sin na
n

platné pro kazdé o € R.
Riznym goniometrickym vzorcim je vénovana i druhé ¢ast posuzovaného paragrafu z ucebnice
[12] na str. 62-67. Nejdiive jsou z rovnosti

cosna +isinna = (cosa+isina)” (@ €R, neN, n>2)

uzitim binomické véty k souctu na pravé strané a porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou
stran odvozeny uZitetné vzorce pro kosinus a sinus n-nasobného argumentu’3

n , n _ . n _ .
cosna = (0) cos" o — (2) cos" 2 asin®a + <4) cos" tasinta—...,

. n _ . n _ . n _ .
sinna = (1) cos" tasina — (3) cos" B asin®a + (5) cos" Pasin®a—...

Dodejme k tomu, Ze pomoci goniometrické jednicky 1ze uvedené vzorce zjednodusit do tvaru cosna =
= F,(cosa) a — v pfipadé lichého n — rovnéz sinna = Gy, (sin @), s vhodnymi mnohoc¢leny F,,, resp.
Gy Déle jsou v [12] odvozena vyjadfeni soucti

Sy = sing + sin(¢ + ) + sin(p + 2a) + - - - + sin(p + na),
Cy = cos ¢ + cos(p + ) + cos(p + 2a) + - - - + cos(p + na)

pro libovolna ¢, € R, kterd jsme nejprve pro ¢ = 0 dokazovali v piikladu 4.6.11 (s jinym ozna-
¢enim) bez uziti komplexnich ¢isel metodou teleskopického s¢itani, abychom v néasledné poznamce
rozsiFili jejich platnost na pifpad obecného ¢. Nyni po vzoru [12] z hledanych realnych hodnot .S, a
C,, sestavime komplexuf ¢islo Cy, +15,,, které miZeme podle pravidla (6.3) a Moivreovy véty zapsat
jako soucet

Cpn4iS, =w(l+ 22+ 21+ 422

32(8], str. 238-9.

33Poznamenejme, Ze tento postup muzeme vyuzit vidy, kdy# potFebujeme napiiklad vzorce pro cos3a a sin3a a
neméme pfitom po ruce zadnou piirucku. To ostatné plati i pro souctové vzorce pro sinus a kosinus, pokud je ndhodou
zapomeneme — staéi zapsat pravidlo (6.3) a algebraicky roznasobit zastoupeny souéin.
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s komplexnimi jednotkami w = cos ¢ +isiny a z = cos § + isin §, pfitom u druhé jednotky jsme
zamérné zvolili argument § (a ne «) kvili vyhodg, kterd se ukdze v dalsim vypoétu. K urceni

takového souctu lze v piipadé 22 # 1 (neboli a # 2kn, k € Z) vyuzit zfejmou algebraickou identitu

1+z+22+...+22":&
22—-1"7

podle které proto plati

2n+2 -1 ni.n+l _ ,—n—1
C. 18 :w(z2 ):wz (z f )
z¢—1 z—2z"

Dosadime-li sem jesté vyjadieni

e .. (n+1a _ ..«
z"+1—z"1:2lslnu a z—z1:2181n§

platna podle pravidla (6.4) a uvadzime-li, Ze komplexni jednotka wz" ma argument rovny ¢ + %2,
obdrzime rovnost

sin (vt no na
Cp+iS, = ——=— g -(cos(<p+—>+isin(cp+—>>,
sin 5 2 2

z niz porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti plynou vysledné vzorce

s (Do . na i (D)o
_osin R sin(p + %) _osin S
n = o a n =
sin §

-cos(p + %)
sin §

pro kazdé o # 2k (k € Z). (Pro vyloufené hodnoty o = 2kw (k € Z) plati trividlné S,, = (n +
+ 1)sing a C,, = (n + 1) cos ). Uvedme jesté jeden diisledek odvozeného vzorce pro soucet Cp,
totiz rovnost3

Co + cos + cos +---+cCcOS——m— = =

3 T
“ont1 ! P m+1 m+1 2

jez plati pro kazdé celé n > 1. (Staci dosadit p = § = 5% do vzorce pro Cy—1.)

Treti, zavérecna Cast posuzovaného paragrafu z ucebnice [12] na str. 63-69 je vénovéna od-
v komplexnim oboru. ProtoZe je tato problematika ponékud vzdélenéjsi od zaméfeni nasi préace,
prevezmeme z této ¢asti textu [12] jedinou jednodussi ukazku, totiz dikaz zajimavé gonimetrické
rovnosti
.m . 2m . 3w . (n—Dm n
sin — sin — sin — ...sin ——— =
n n n n on—l1

pro kazdé celé ¢islo n > 1, zaloZeny na rovnosti mnoho¢lenti stupné n

" —1=(z-1)(z—w?) (v —w')... (v —w??),
kde x je (komplexni) proménna a w komplexni jednotka s argumentem T, tedy

T .. T
w = CcOoS — +18In —.
n n

34Tato rovnost je pro n = 3 odvozena v 28], str. 70-71, a pro n = 5 v [8], str. 214.
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Obé strany uvedené rovnosti, kterou lze zdivodnit tim, Ze rovnice ™ = 1 mé v oboru komplexnich
gisel n riznych kofentt 1,w?, w, ..., w?~2 (jsou to totiz pravé hodnoty n-té odmocniny z &isla 1),
miuZzeme ziejmé vydélit beze zbytku dvojélenem z — 1 a ziskat tak novou rovnost mmnohoclent

(stupné n — 1)
m”_1+xn_2+~--+m+1:(a:—w2) (x—w4)...(x—w2"_2).

Oba posledni mnoho¢leny maji stejné hodnoty pro kazdé ¢islo x, tedy i pro z = 1, coz znamena, Ze
plati

n=(1-w)(1-w?.. . (1-w"72), odkud n:\17w\~’17w2‘~-~‘17w2”72

podle pravidla o absolutni hodnoté sou¢inu nékolika komplexnich ¢isel. V nasem piipadé jednotlivi
¢initelé maji hodnotu

k k
‘1 - w%’ = ’wik(wk - wik)’ = ‘wk —wik‘ = 2isini’ = 2sin—ﬂ-7
n n
kde jsme opé&t vyhodné vyuzili pravidlo (6.4). Vynasobenim poslednich rovnosti pro k = 1,2,...,n—1

uz zfejmé po snadné tpravé dostaneme dokazovanou rovnost.

Poslednim dikazem jsme ukoncili nas§ vybér ukazek uziti goniometrického tvaru komplexnich
Cisel podle ucebniho textu [12]. Pfistoupime proto nyni k vykladu namétt prevzatych z jinych
zdroji.

B Priklad 6.2.1. Predpokladejme, Ze realna ¢isla «, 8, spliuji rovnosti

cosa + cos B+ cosy = sina + sin B + siny = 0.
Dokaite, Ze pak rovnéz plati rovnosti®®

cos 2a + cos 23 + cos 2y = sin 2« + sin 28 + sin 2y = 0.
Reseni: Sestavme tfi komplexni jednotky
T = cosa +isina, =cosf+isinfB, 2z =cosy+isiny.
Podle predpokladu pro né plati
x+y+z=(cosa+isina)+ (cos +isin ) + (cosy +isiny) =0,
1 1

1
~ 4+ -+ - =(cosa—isina)+ (cosf —isin ) + (cosy —isiny) = 0.
r Yy oz

Z druhé rovnosti diky tpravé
1 1+1_acy+xz+yz

T Yy z TYz

plyne xy + xz + yz = 0, coZ spolu s prvni rovnosti vede k zavéru, ze plati
Pyt =y +2)? - 2@y +azt+yz) =0.
To podle Moivreovy véty znamena
(cos2a 4 isin 2a) + (cos 23 +isin23) + (cos 2y + isin 2y) = 0,

a proto realna i imaginarni ¢ast souctu na levé strané jsou rovny nule. Jinak feceno, plati rovnosti,
které jsme méli dokézat.

3528, str. 70.
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W Piiklad 6.2.2. Dokaite rovnost36
1 1 1 1

sin 24° + sin 48° + sin96°  sin12°°

Reseni: Zavedeme komplexni jednotku
z = cos 12° +1isin 12°,
pro kterou plati 2! = cos 15 - 12° 4+isin 15 - 12° = —1. Z rozkladu
0= 4 1B = (M — 2B 1212 1 22 )
vzhledem k z + 1 # 0 plyne rovnost
14224244254 M= PP 28

na kterou dokazovanou rovnost ekvivalentné prevedeme. Nejprve do ni dosadime vyjadient

1 1 21 1 1 41
sinl2°=— (z— - =7 ——, sin24° = — (22— = =z,7,
2i z 2iz 2i 22 2iz?

1 1 8 _1 1 1 16 _q
sin48° = o <z4f—> =2-= - sin 96° = 5% (zgf —) _z 1 ,
1 z 1

ktera plati podle vzorcii (6.4). Dostaneme rovnost

2122 N 2iz* N 2128
-1 28-1 261 2271

kterou vydélenim ¢islem 2iz ekvivalentné upravime na

z + 23 n 27 _ 1
A1 B8—-1 61 221"

Jmenovatelé étyt zapsanych zlomku jsou jisté nenulova ¢éisla (nebot nejmensi n € N, pro které plati
2" =1, je zfejme n = 30). Proto posledni rovnost miizeme dat upravit tak, Ze ji vynasobime &islem
20 — 1, které rovnou v kazdém zlomku ¢astecné zkratime podle rozkladu

A0 1= - D@2+ DE+DER+).
Dostaneme tak opét ekvivalentni rovnost
22+ +)+ 20+ D)+ =P+ DE+ D) +).
Je snadné se presvédcit, Ze na levé, resp. pravé strané obdrzime po roznéasobeni vyrazy
z+z3+z5+~4+zl3, resp. 1+22+z4+26+~~+zl4,

které se pro nase z = cos 12° + isin 12° rovnaji, jak jsme odvodili v avodu feSeni. Tim je dikaz
hotov.

V poslednich dvou piikladech se vratime ke dvéma vysledkim z kapitol 2 a 4, které jsme tam
odvodili bez uziti komplexnich ¢isel. S jejich pomoci ted tyto vysledky znovu dokazeme, tentokrat
pomérné ,primocarou” cestou aritmetickych vypoc¢tii s mocninami dotycné komplexni jednotky.

36[28], str. 192, upraveno zadanf i FeSeni.
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B Piiklad 6.2.3. Uzitim komplexnich &sel znovu dokaZzte rovnosti

VE+1 o V5-1
R cos 72° =

cos 36° = 1 a 1

odvozené difve na str. 47-51 geometrickymi tivahami o pravidelném pétithelniku a pravidelném
desetithelniku.
Reseni: Pomoci komplexni jednotky

2 = cos 36° + isin 36°,

jez zfejmé spliiuje rovnici 2°

cos 36° = 1 (z+}) a  cos72° = 1 (zQ—O—iZ).
z z z z

0=24+1=(+D)E' -2 +22—-2+1)

= —1, maji zkoumané hodnoty kosinu podle pravidla (6.4) vyjadieni

7 rovnosti

s ohledem na z + 1 # 0 vyplyva
z4723+2272+1:0,

coz lze (po vydéleni nenulovym &islem 22) zapsat jako

1 1
(224-—2) — (z+—) +1=0.
z z
Pro hodnoty cos 36° a cos 72° to znamené zavislost

1
2c0s72° —2c0s36°+1=0 mneboli cos72° = cos36° — 2

takZe ze dvou dokazovanych rovnosti zfejmé staci ovérit pouze vzorec pro cos36°, tedy vlastné

rovnost
1 V541
2
Vsimnéme si, Ze iracionélni ¢islo na pravé strané je jedinym kladnym korenem kvadratické rovnice

z2 — x — 1 = 0. Pro nage kladné &slo 2cos36° = z + % podle vyse odvozené rovnosti plati

, 1 1 1\? 1 1\? 1
O=(z"+= |- |z+-)+1=|2+-) —2—-|2z+-|+1=(2+-) — |2+ )]—1,
z z z z z z

takze je to skute¢né kofen zminéné rovnice. Diitkaz je hotov.

B Priklad 6.2.4. Uzitim komplexnich ¢isel znovu dokazte, ze ¢isla
a =sin10°, b=sin50°, c¢=sin70°

spliiuji rovnosti
1 1 1 1
at+b=c, abc=- a —+-=-+6,
8 a b ¢
odvozené v piikladu 4.6.28 metodou sestaveni kubické rovnice s kofeny a,b, —c na zékladé avah
o rovnici sin 3z = % s vyuzitim vzorce pro sinus trojnésobného argumentu.

Resent: Pro vypocet bude vyhodné&jsi dana ¢isla a, b, ¢ interpretovat jako hodnoty kosinu, tedy

a=cos80°, b=cosd0°, c¢=cos20°,
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a zapsat je pomoci komplexni jednotky

2z = cos 20° + isin 20°

ve tvaru
1/, n 1 b 1/ 4 n 1 1 n 1
a=—- |2z — =—\|z — c=—<-1% — .
2 24)7 2 22 )7 2 z
Pied dosazenim téchto vyjadieni do dokazovanych rovnosti si poviimneme, Ze z rovnosti 2% = —1 a
rozkladu

0=22+1=(G+1)E -2 +1)

plyne 26 —23+1 = 0 (nebot 23+1 # 0). Kromé toho 210 = 2%.2 = —z 211 = 2105 = 22 212 = 23
atd. Rovnost a + b = ¢ dokdzeme vypocétem vyrazu a + b — c:

S4+1 241 2241 B4 14284222028
a+b—c= + — = —
224 222 2z 224
(=21 + 225 -2+ 1) —o
- 224 e

Také vypodet soucinu z druhé dokazované rovnosti je snadny:

abc_zs—i-l 21 2241 B+ DEHD)ET+HD) 1-22
e 222 2z 827 1—22

1— 216 14 27 1

T8(2T—29)  8(:T+1) 8§
Do tfeti dokazované rovnosti upravené nasobenim abc do tvaru
c(a + b) = ab + 6abe
dosadime jiz odvozené vztahy a 4+ b = c a abc = %. Dostaneme rovnost

3
2
—ab+ =
c a+4,

kterou nyni ovéfime vypoétem rozdilu ¢ — ab:

P et O G B (G S ot Vit G V LR VO

472 426 426
2254 (28 —1) 225420 3
N 426 426 47

6.3 Z matematické kartografie

Védni obor, ktery se zabyva vytvafenim map a ve svych vypoctech ¢asto pouziva goniometrické
funkce, se nazyva kartografie. V této podkapitole pojedname nejdiive néco mélo o tomto oboru sa-
motném a nasledné nahlédneme do historie zrodu prvnich map, ktery by se bez funkci sinus, kosinus,
tangens a kotanges neobesel.3” P¥i vykladu mirné piekroéime ramec elementarni matematiky, kdyz
vyuzijeme nékteré zakladni pojmy a poznatky z diferencidlniho a integrélniho po¢tu funkci jedné
proménné (v rozsahu gymnazialniho uvodu do této oblasti matematické analyzy).

3THlavni inspiraci pro tento text nam byla 13. kapitola knihy [25].

213



KAPITOLA 6. DALSI APLIKACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Zemé, Mésic, ale i ostatni planety nemaji matematicky popsatelny pravidelny tvar. Tato télesa
jsou proto v kartografii nahrazovéna tzv. referencénimi télesy, nejcastéji referenénim elipsoidem a
kouli. Jejich povrchy nazyvame referenénimi plochami, na nichz jsou definovany soufadnice zemé-
pisna §itka (¢) a zemé&pisna délka (). Vyslednou mapu kreslime do roviny, které fikame zobrazovaci
rovina a v niz polohu bodi uré¢ujeme bud polarnimi soufadnicemi (p, ), nebo kartézskymi sourad-
nicemi (z,¥), jejichz vzajemné vztahy jsou vyjadieny rovnostmi

T = pCOSE, y = psine.

Zakladnim tkolem matematické kartografie je teoretické i praktické vyfeSeni pifenosu riznych
bodu a car z referen¢ni plochy do zobrazovaci roviny. Tento pfenos je nazyvan kartografickym zob-
razenim referen¢ni plochy do zobrazovaci roviny.

V rovinném obrazu referen¢nich ploch jsou vzdy zkresleny vzajemné polohy bodu i tvary car.
Zkresleni obecné roste s rozméry zobrazeného tzemi. Matematicka kartografie se proto rovnéz zabyvéa
vlastnostmi zkresleni rovinného mapového obrazu pii zvoleném kartografickém zobrazeni. Takova
zkresleni v8ak mohou byt z nékterych hledisek prizniva, nazyvaji se pak ekvidistantni (nezkresluji
vzdélenosti podél urcitého systému ¢ar), konformni (vérné zobrazuji ihly mezi kiivkami) nebo ekvi-
valentni (zachovavaji poméry obsaht ploch).

Kartografické zobrazeni mize byt definovano geometrickou nebo matematickou cestou. Zobra-
zeni definovana geometricky jsou zavadéna pomoci tzv. perspektivni projekce3® referenénich téles
na plochy rozvinutelné do zobrazovaci roviny. Jsou proto ¢asto stru¢né oznacovana jako projekce.
Matematicky definovana zobrazeni jsou mnohem rozsifenéjsi. Jsou zadana dvojici funkei o jedné
nebo dvou proménnych, které vyjadiuji, jak soufadnice v zobrazovaci roviné (polarni, resp. kartéz-
ské) zéaviseji na soufadnicich na plose referenéni (kterymi jsou zemépisna siika a délka). Mizeme je
tedy obecné zapsat vztahy

p=rfilp,N), e=gi(e,A) resp.  x=fa(p,N), y=g2p,N).

Velmi vyznamnou skupinu zde tvoii zobrazeni jednoducha, u kterych plati, Ze kazda z obou sou-

/\lb valec A kuZel ~ rovina

>

%

Obrazek 6.2: Polova zobrazeni

Fadnic v zobrazovaci roviné je funkci pouze jedné ze dvou soufadnic na ploSe referen¢ni.

38 Promitani ze stiedu referen¢niho té&lesa nebo z bodu na povrchu referenéniho télesa, vétsinou z jizniho & severniho
polu.
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! valec

Obrazek 6.3: Rovnikova zobrazeni

valec | kuzel rovina

Obrazek 6.4: Sikma zobrazen{

Jednoducha kartograficka zobrazeni, ktera jsou projekcemi, se ¢leni do skupin podle druhu zob-
razovaci plochy, ktera se pii jejich realizaci rozviji do roviny. Podle toho se rozlisuji zobrazeni
vdlcovd (cylindrickd), kuZelovd (konickd) a azimutdlni. U vélcového zobrazeni jsou poledniky a rov-
nobézky znazornény soustavou vzajemné ortogonalnich piimek. U kuZelového zobrazeni tvoii po-
ledniky osnovu primek vychézejicich z jednoho bodu, ktery je soucasné spoleénym stiedem kruznic
znazoriujicich jednotlivé rovnobézky. Kuzelova zobrazeni mohou byt feSena s jednou nebo se dvéma
nezkreslenymi rovnobé&zkami — zvolime-li k referen¢ni plose te¢ny kuzel nebo seény kuzel. Azimutéalni
zobrazeni je meznim piipadem zobrazeni kuzelového, kdy thel p#i vrcholu kuzele dosdhne 180° a
kuzel ptejde pfimo v zobrazovaci rovinu, te¢nou k referencni ploge. Podle polohy zobrazovaci roviny
vidi ploSe referenéni se pak jednoduché zobrazeni, ktera jsou projekcemi, déli na pdlovd, rovnikovd
a Sikmd (obr. 6.2, 6.3 a 6.4).

Vénujme se nyni projekcim, tedy kartografickym zobrazenim s geometrickou podstatou, kon-
krétnéji. Nejjednodussi z nich je poélova projekce cylindricka. Predstavme si, Ze Zemi zastupuje jako
referen¢ni téleso kulovy globus o poloméru R, ktery ovineme valcem, a to takovym zptisobem, Ze se
valec dotyka globu na rovniku (obr. 6.5). Dale si predstavme, Ze paprsky svétla vyzafuji ze stfedu
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Pl

SR

Obrazek 6.5: Globus ve valci.

globu viemi sméry. Paprsek, prochézejici bodem P na glébu, vyznaéi na valci bod P/, ktery nazveme
obrazem bodu P. KdyZ potom valec podle nékteré piimky rozstifihneme a rozvineme, obdrzime ro-
vinnou mapu celého svéta. Témér celého... Severni a jizni pol, body na globu, které lezi na ose vélce,
maji sviij obraz v nekone¢nu.

Je jasné, Ze popsana cylindrickd projekce zobrazuje vSechny kruZnice bodu téZze zemépisné
délky A (poledniky) na navzajem rovnobézné svislé pifmky, zatimco rovnobézky (kruznice bodi
téze zemépisné §ifky ¢) se jevi na mapé jako vodorovné usecky, jejichZ rozestupy se pii rovnomér-
ném zvySovani hodnot ¢ zvétsuji. Abychom nasli matematicky vztah mezi bodem P a jeho obrazem
P’, musime vyjadrit kartézské soufadnice (x,y) bodu P’ jako funkce souradnic (), ¢) bodu P.
Zvolime-li soufadnice z a y tak, aby bod na rovniku a hlavnim poledniku (tedy bod se soufadnicemi
A =0 a ¢ = 0) byl poc¢atkem, aby obrazem rovniku byla osa x a aby body severni polokoule mé&ly
kladnou y-ovou soufadnici, dostaneme ziejma souradnicové vyjadient

2=R\ y=Rtgd, e (—180°180°), ¢ € (—90°,90°).

Nejnapadnéjsim znakem cylindrické projekce je nadmérné tzv. severo-jizni prodluzovani v ob-
lastech blizkych severnimu a jiznimu poélu a z toho plynouci drastické zkfiveni tvaru kontinentt
v téchto oblastech (obr. 6.6). Zptisobuje to pribéh funkce tg ¢ v okoli bodu £90°, v nichZz ma ne-
vlastni limity. Cylindrickd projekce je v praxi nékdy zaméhovana s Mercatorovou projekci, které se
na prvni pohled podobéa. Nicmén& kromé faktu, Ze obé& projekce maji obdélnikovou sit polednika a
rovnobézek, jsou obé zobrazeni stavéna na zcela odlisnych principech, jak ostatné za chvili uvidime.
a je jednou z azimutéalnich projekci, kdy promitame povrch referenéni koule na te¢nou zobrazovaci
rovinu. Polozime globus na list papiru, ktery se stane mapou, aby se globu dotykal v jiznim pélu S
(obr. 6.7). Kazdy bod P na globu spojime pomoci polopfimky vychézejici z bodu N, ktery znaci
severni pol na globu. Prasecik P~ této polopfimky s listem papiru je obrazem bodu P v zobrazeni,
které jsme chtéli popsat.
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Obrézek 6.6: Cylindricka projekce.

Stereografickd projekce zobrazuje v8echny poledniky jako polopfimky vychézejici z jizniho p6lu S,
zatimco kruznice zemépisné §itky se zobrazuji soustfednymi kruznicemi se stfedem S. Kruznice e,
obraz rovniku, muZeme povazovat za kruznmici jednotkovou. (Jak za chvili uvidime, odpovida to
tomu, Ze prumér globu je jednotkovy.) Tim stanovime jednotku délky pro polarni soufadnici p
v soustavé zobrazovaci roviny, za jejiz pocatek vybereme bod S.

Cela severni polokoule se zobrazi na vnéjsek zminéné kruznice e a jizni polokoule na jeji vnitiek.
Cim je bod P blize k severnimu polu, tim dale bude jeho obraz P’ na mapé od stfedu S kruZnice e.
Pouze jeden bod na glébu nebude mit svij obraz. Je to severni pél, jehoz obraz je v nekonecnu.

Uvazujme nyni na glébu bod P se zemépisnou $ifkou ¢ a zemépisnou délkou A. Pfejeme si urcit
polohu jeho obrazu P’ v polarnich soufadnicich (p, &) na mapé. Protoze jsme za pocatek zvolili bod
S, bude platit p = |SP’|, polarni dhel € miZeme zavést tak, aby platilo e = \. Délku tsecky SP’
ur¢ime z obrazku 6.8, na kterém vidime fez globu rovinou NOP, kde O je stied globu. Kromé bodia
P a P’ jsme znazornili jests bod E na rovniku a jeho obraz E'. Pravouhly trojthelnik ONE, a
tedy i pravothly trojihelnik SNE', jsou rovnoramenné, takze plati |[{ONE| = 45° a podle volby
jednotky |SN| = |SE'| = 1. Déle plati |[{EOP| = ¢ a |[{ENP| = %5 (obvodovy thel nad obloukem
EP rovny poloviné stfedového thlu ¢). Proto |[{ONP| = 45° + %, a tudiz bod P’ lezi ve vzdalenosti

p=I|SP|=tg <45° - g)

od jizniho polu S na mapé.

Odvozen4 rovnice vede k zajimavému vysledku. Necht P(X,¢) a Q(A\, —¢) jsou dva body na
glébu se stejnou zemépisnou délkou, avSak opacnou zemépisnou sifkou. Jakou budou mit jejich
obrazy P’ a Q' vzajemnou polohu? Podle odvozené rovnice obdrZime

¢\ 1-—tgd 1 1
1SQ| = tg (45077 - - -
2 1+tgd  tg5°+9) [P

Plati tedy |SP’| - |SQ'| =1 a navic body P’ a @’ lezi na téZe polopiimce s po¢atkem S, nebot oba
maji stejnou polarn{ soufadnici € = A. Kazdé dva body s témito vlastnostmi se nazyvaji sdruZenymi
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Obrazek 6.7: Stereograficka projekce.

v kruhové inverzi urcené jednotkovou kruznici e. Toto geometrické zobrazeni v roviné méa fadu
vyznamnych vlastnosti, které jsou tudiz vlastni i stereografické projekci. Je napf. znamo, ze thel
mezi dvéma protinajicimi se kiivkami je stejny jako thel mezi dvéma kiivkami, které jsou obrazy
puvodnich kfivek ve stejné kruhové inverzi. Z tohoto faktu ihned plyne, Ze stereograficka projekce
je izogonalni zobrazeni. Coz znamend, Ze mald tzemi na globu zachovavaji svij tvar na mapé.
Na obrazku 6.9 vidime severni polokouli ve stereografické projekci, pfi niz se oviem gloébus dotyka
zobrazovaci roviny severnim polem a ne jiznim. Je zfetelné, ze tvary kontinentt na mapé jsou blizké
tém na glébu.

Piedstavme si nyni, Ze jsme navigatory lodi, ktera ma vyplout z pristavu urc¢itym smérem. Na-
stavime svij kompas na zvoleny smér, feknéme 45° severovychodné, a potom jej pevné sledujeme.
Pro zjednoduseni si predstavme, Ze v nasi cesté neni zadna piekazka, jako jsou ostrovy i pevniny.
Jakou drahou pak budeme plout? Dlouh4 léta bylo v povédomi lidi, Ze draha cesty s konstantnim
smérem (tedy kiivka protinajici vSechny poledniky pod stejnym thlem — loxodroma) je obloukem
kruznice, to znamena rovinnou kiivkou (obr. 6.10). V Sestnactém stoleti vSak Portugalec Pedro
Nuties ukazal, ze loxodroma je ve skuteCnosti spiralovita kiivka, ktera se nekone¢né bliz{ k obéma
polam (obr. 6.11).

Kartografové v Sestnactém stoleti byli postaveni pred velkou vyzvu: navrhnout takové zobrazeni,
aby se vSechny loxodromy na mapé jevily jako pfimé ¢ary. Takova mapa by umoznila navigatorovi
spojit body startu a kyZzeného cile pomoci tsecky, pfed vyplutim zméfit na mapé thel mezi touto
drédhou a polednikem a bé&hem celé plavby zjistény smér stale dodrzovat. Na vSech dosud sestroje-
nych mapéach piimé ¢ary neodpovidaly loxodromam na mofi, takze navigace byla velmi slozitym a
riskantnim tkolem.

Zminénému tkolu se zacal usilovné vénovat jeden vlamsky kartograf, ktery se pod jménem Ge-
rardus Mercator stal pozdéji nejslavnéjsim kartografem novodobé historie. Narodil se 5. bfezna 1512
jako Gerhard Kremer ve vlamském mésté Rupelmonde (dnes v Belgii, v té dobé& ¢asti Holandska).
Bylo to dvacet let poté, co Krystof Kolumbus podnikl svoji historickou plavbu do Nového Svéta,
ktera podnitila touhu mladého Kremera po vlastnich novych zemépisnych objevech. V roce 1530 se
piihlasil na Univerzitu v Louvainu a po absolvovani se vypracoval do postaveni jednoho z hlavnich
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Obrazek 6.8: Stereograficka projekce.

evropskych kartografi a projektantta. V té dobé bylo obvyklé, Ze studovani muzové uzivali i latin-
ské verze svych jmen. Tak Gerhard Kremer zménil své jméno na Gerardus Mercator (holandské
Hkramer® a latinské ,merchant znamenaji ¢esky nejspis , kupec nebo ,jobchodnik®).

Z zivota tohoto kartografa uvedme osudovou udélost z roku 1544, kdy byl zatéen pro kacifstvi,
nebot prosazoval protestantstvi v katolicky spravované oblasti. S velkym tusilim si zachranil holy
zivot a mnéasledné uprchl do sousedniho Duisburgu (v dne$nim Némecku), kde ztistal az do konce
svého Zivota.

Pred Mercatorem zdobili kartografové své mapy nerealnymi mytologickymi figurkami a fiktiv-
nimi zemémi. Tyto mapy byly proto spiSe uméleckym vytvorem nez pravdivym zobrazenim svéta.
Mercator byl jednim z prvnich, ktery své mapy zakladal vyluéné na exaktnich udajich, ziskanych na
zakladé presnych méreni. Tim prevedl kartografii z oblasti uméni mezi skute¢né védecké discipliny.
Mercator byl rovnéz prvni kartograf, ktery vytvoril ucelenou kolekci samostatnych map, jakou dnes
nazyvame atlasem na pocest legendarni bajné antické postavy.

Jak jsme jiz naznacili, Mercator se v roce 1568 pevné vnitiné rozhodl, Ze bude sviij ¢as a veskeré
asili vénovat nalezeni nové metody kresleni map, které by lépe odpovidaly namofnickym potfebam.
Uvédomil si, ze zddna jedind mapa nemitize soucasné zachovavat vzdéalenost, tvar i smér. Maje na
mysli potfeby navigace, Mercator se rozhodl obétovat vzdélenost a tvar, aby zachoval na mapé to,
bézky a poledniky se na mapé musi zobrazit do obdélnikové sité, v nichZz obrazy vsech bodiu téze
zemépisné §ifky budou navzajem rovnobézné a shodné tsecky (jedna z nich bude obrazem rovniku);
podle druhého principu by mapa méla byt izogonalni (tj. vérné zobrazujici thly mezi kiivkami).

Posudme nejdifve, co prvni princip znamené pro kruznice bodii téze zemdpisné sirky, obvykle
zvané rovnobézky. Ty zmensuji svoji délku, kdyZ se prislusna zemépisna Sitka zvétsuje, a to az
dosdhnou nulové hodnoty v obou pélech. Protoze na Mercatorové mapé maji byt tyto kruznice
znazornény vodorovnymi tdseckami o stejné délce jako rovnik, musi byt kazd& rovnobézka roztazena
s jistym koeficientem zavislym na piislusné zemépisné sifce. Na obr. 6.14 vidime kruZnici se zemépis-
nou sitkou ¢. Jeji polomér je oznacen r, takze jeji obvod je 2mr = 2w R cos ¢ na globu, zatimco délka
rovniku na glébu je 2w R. KruZnice bude tedy roztazena na mapé s koeficientem % = sec ¢.

Timto jsme vyjadrili koeficient roztazeni jako funkci proménné ¢. Cim véts{ je zemépisna sitka, tim
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Obrazek 6.9: Severni polokoule.

vétsi koeficient roztaZeni, jak ostatné ukazuje tabulka.

® 0° | 15° | 30° | 45° | 60° | 75° | 80° | 85° | 87° | 89° | 90°
sec ¢ | 1,00 | 1,04 | 1,15 | 1,41 | 2,00 | 3,86 | 5,76 | 11,47 | 19,11 | 57,30 | oo

Aby byla mapa izogonalni, s roztazenim rovnobézek, které jsme pravé popsali, musime soucasné
zajistit i vhodné zvétsovani vzdéalenosti mezi sousednimi rovnobézkami v jejich siti, jiz kreslime od
rovniku k ob&ma polim s pravidelnym krokem napf. 1°,5° nebo 10° (obr. 6.15). Jak toho presné
Mercator dosahl, nenf znamo a stale se o tom vedou debaty mezi historiky kartografie. Sam Mercator
o tom nezanechal zadny pisemny zdznam, aZz na nasledujici pozndmku, vytisténou v doprovodném
textu k jeho mape:3?

P7i zndzormiovdni svéta musime rozvinout povrch koule do roviny, a to takovym zpisobem, aby se
polohy mist na vsech strandch navzdjem shodovaly ve skutecném sméru a ve skutecné vzddlenosti. . .
S timto imyslem musime pouZit nové proporce a nové sestavent polednikii s prihlédnutim k rovnobéz-
kdm. .. Kuvuli tomuto divodu jsme postupné zvétsovali stupné zemépisné Sitky smérem k jednotlivgm
polim primo dumeérné s prodluZovdnim rovnobéZek do délky rovniku.

I pfes toto nejasné vysvétleni je nepochybné, Ze Mercator musel objevit spravnou matema-
tickou metodu, aby vyhovél obéma principtim, které vzal za zaklad pii konstrukei své mapy. Kdyz
vytvoril sit rovnobéZek a polednikii, zbyvalo mu uZ jen polozit ,kaZi na kostru* neboli piekryt tuto
sit obrysy kontinenti, jez byly znamy v jeho dobé. V roce 1569 publikoval svoji mapu svéta pod
nazvem Novy a vylepSenyj popis zemi ve svété, upraveno a uréeno pro uZivani navigdtori. Byla to

39Tento i dalsi citaty uvadime v prekladu podle knihy [25].
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Obrazek 6.10: Oblouk na hlavni kruZnici.

svym rozsahem obrovskd mapa, jez proto byla pro vytisténi rozdélena na 21 ¢asti, nebot celkové
méfila 137,16 x 210,82 cm?. Tak vzniklo jedno z nejvzacnéjgich dél v celé kartografické historii. Do
soucasnosti se zachovaly pouze tii jeho exemplére.

Mapa, ktera prinesla Mercatorovi vé¢nou slavu, nebyla zprvu ptfijata ani kartografy, ani na-
moini komunitou. Lidé zpoc¢atku nedokazali pochopit piekvapivou zménu tvaru kontinentd, pro
kterou ostatné Mercator nepodal vysvétleni, pro¢ a jak vlastné zvétsoval vzdalenosti mezi soused-
nimi rovnobé&zkami. Tim docasné zpusobil i zmatek v myslich kartografa, ktefi na jeho dilo chtéli
navazat.

Presné vysvétleni metody, ktera umoznuje sestavit Mercatorovu mapu vyhovujici dvéma stano-
venym a vyse popsanym principtim, podal aZ jeden anglicky matematik. Zil v letech 1560 — 1615 a
jmenoval se Edward Wright. Ve své praci s ndzvem Konkrétni chyby v navigaci, ktera byla publiko-
vana v Londyné roku 1599, napsal:

Césti poledniki v kazdém bode zemépisné Sirky se musi zvétsovat se stejnou mirou, jako se zvét-
Sugi sekanty. Neustdlym pricitdnim sekant odpovidagjicich zemépisngm $itkdam jednotlivijch rovnobé-
Zek. . . vytvorime tabulku, kterd pravdiveé ukdZe hodnoty zemépisné $itky na polednicich ndmornické
mapy.

Jazykem dne$ni matematiky fe¢eno, Wright pouZil numerickou integraci, aby vy¢islil f0¢ sectdt
pro potfebnou $kilu hodnot ¢ z intervalu (0,90°). Nasledujme jeho postup a pouZijme pfitom sou-
¢asnou symboliku. Obrazek 6.16 ukazuje maly sféricky obdélnik na globu vymezeny pomoci kruznic
zemdpisné délky A a A + AX a pomoci kruZnic zemépisné sitky ¢ a ¢ + A¢, kde thly A a ¢ od to-
hoto okamziku budeme méfit v radianech, protozZe to piinese vyhodu pii vyjadfovani délek obloukt
kruznic. (JelikoZ na volbé nultého poledniku nezélezi, je na obrazku vyznagen pouze piiriistek A\
zemd&pisné délky.) Strany zminéného obdélniku maji délky (Rcos ¢)AX a RA¢. Necht bod P(), ¢)
na globu piejde do bodu P’(x,y) na mapé s kartézskou soustavou soufadnic, jejiz osa x je obrazem
rovniku. Potom se sféricky obdélnik zobrazi na rovinny obdélnik omezeny pfimkami znazornénymi
na obr. 6.17. Zatimco pfirtstek soufadnice  ma znamou hodnotu Az = RA\, pfirtstek Ay je
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Obrazek 6.11: Loxodroma.

Obrazek 6.12: Gerardus Mercator.

nutné urcit tak, aby mapa byla izogonalni, neboli aby dva zminéné obdélniky byly podobné. Pravé
to bude znamenat, ze smér z bodu P(A,¢) do bodu Q(A + A\, ¢ + A¢) je stejny jako smér mezi
body P'(z,y) a Q'(x + Az,y + Ay), které jsou jejich obrazy na mapé. To nas piivadi k rovnici

RA¢ Ay . _
Roosobh  Ar neboli Ay = (Rsec ¢)Ag.

Rovnici Ay = (Rsec ¢)A¢ v moderni terminologii nazyvame diferenéni rovnici. Numericky miize
byt FeSena rekurentnim postupem. PoloZzime Ay; = vy; — y;—1, ¢ = 1,2,3,..., a stanovime pevny
priristek A¢. Pro ¢ = 0 zvolime pocatecni hodnotu yo = 0 (odpovidajici obrazu rovniku, kterym
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Obrazek 6.13: Mercatorova mapa Evropy.

mé byt osa x). Dalsi hodnoty y1,ys2,... budeme postupné pocitat ze vztahu

y1 =y +Ay1 =0+ R-sec0- Ag,
Y2 =41 +Aya = y1 + R-secAg- Ag,
Y3 = Y2 + Ays = ya + R - sec2A¢ - A,

YN =yn-1+ Ayny =yn-1+ R -sec(N —1)A¢ - Ag.

Vypocet jsme ukoncili dosazenim kyzené hodnoty N - A¢ zemépisné sitky. Tato numericka integrace
byla naro¢na a pracné zejména v dobéch ,ruénich“ vypoctt bez kalkulacek a pocitaci. Presto se
Wrightovi podafilo cely postup realizovat s dostate¢né malym prirtistkem A¢ rovnym 1 minuté (ve
stupiiové mite). Vysledky svych vypocétii pro zemépisnou itku od 0° do 75° zvefejnil v tabulkach
,polednikovych ¢asti“. Tim se nakonec metoda konstrukce Mercatorovy mapy stala obecné znamou.

Dnes bychom odvozenou rovnici Ay = (R sec ¢)A¢ piepsali jako rovnici diferencialni pro ,neko-
ne¢né malé“ hodnoty A¢ a Ay, jez bude tvaru

% = Rseco.

do
Jeji feSeni y = y(¢) s pocatedni hodnotou y(0) = 0 zapiSeme uréitym integralem
@
y(p) = R/ sect dt.
0
Dnes je tento integral zadavan studentim ve cviceni k zékladnimu kurzu matematické analyzy.

Avsak Wrightova kniha se objevila asi 70 let pfed Newtonem a Leibnizem, ktefi teprve integralni
pocet vytvorili, takze samotny Wright nemohl pouzit techniku neurcitych integralti. Nezbyvalo mu
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Obrazek 6.14: Kruznice se zemépisnou Sitkou ¢.

tedy nic jiného, nez pouzit vyse popsanou numerickou integraci.

Jako ucenec napsal Wright svou knihu pro matematicky erudované étenare. Jeho teoretickd vy-
svétleni obyc¢ejnym ndmoinikim fikala velmi mélo. Proto Wright téZ navrhl jednoduchy myslenkovy
pokus, ktery mél konstrukci Mercatorovy mapy vysvétlit. Pfedstavme si, Ze globus obalime valco-
vou plochou tak, aby se dotykala globu na rovniku. Za¢néme glébus nafukovanim zvétsovat. Pritom
kazdy bod na roztazeném globu pfijde do kontaktu s valcem a zanechd na ném svou stopu, ktera
bude obrazem puvodniho bodu glébu na Mercatorové mapé. Tu dostaneme, kdyz nakonec valcovou
plochu s obrazy bodu rozvineme do roviny.

Popsany Wrightiv model se bohuZel stal (ne vSak chybou samotného autora) zdrojem prezi-
vajictho mytu, ze Mercatorovu mapu obdrzime promitanim paprskia svétla ze stfedu globu oba-
leného vélcem (¢imz ovSem ziskame odlisnou cylindrickou projekei, o které jsme pojednali diive).
Diisledné vzato Mercatorova projekce vlastné neni projekci, alesponi ne v geometrickém vyznamu
tohoto pojmu. MiZe byt popsdna pouze matematickymi vzorci pro pfevod soufadnic z glébu do
soufadnic na mapé, které v zéavéru naseho textu odvodime. Sdm Mercator nikdy model s valcem
ke svym vypo¢tim nepouzival. Jeho zobrazeni — az na vnéjsi podobnost — nema s cylindrickou
projekei nic spole¢ného. Avsak jednou stvofené myty umiraji pomalu a je$té dnes se mizeme setkat
s chybnymi vyroky o Mercatorové projekci v mnoha zemépisnych knihach.

Jak jsme jiz uvedli, k prvotnim vyhradam vuéi Mercatorovym mapam piispélo zejména zkres-
leni pevnin ve vysokych zemé&pisnych §itkach: napf. Gronsko je na mapé vétsi nez Jizni Amerika,
ackoli jsou jejich skuteéné rozlohy pfiblizné v poméru 1 : 9.40 Navic p¥ima ¢ara spojujici dva body
oba body na rovniku nebo na stejném poledniku (obr. 6.18). Za tento nedostatek byla Mercatorova
mapa Casto kritizovana. Jeden Wrighttuv pfiznivec, evidentné urazeny touto nespravedlivou kritikou,
si vybil zlost témito Fadky:

At se nikdo neodvdzi hanit Mercatorovo jméno za $patny zpusob zobrazovdni. At je ta hanba

smyta docela a ostuda necht padne na ty, kteri Spatné jeho myslenky popisovali, pouZivali nebo pred-
ndseli.

40Kvili nadmérnému severo-jiznimu roztazeni je Mercatorova mapa obvykle omezena pouze na zemépisné sitky od
75° severné do 60° jizné (viz obr. 6.19).
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Obrazek 6.15: Roztazeni vzdalenosti mezi rovnobézkami.

Wrightova kniha se objevila v roce 1599, tficet let poté, co Mercator publikoval svoji novou
mapu svéta. Namoini komunita pomalu zacala ocenovat jeji velkou dulezitost a v pravy cas se tato
mapa stala celosvétové uznavanou. Vyznamnost si udrzela do nasich dni. Kdyz NASA zacala pra-
zkumy vesmiru v 60. letech 20. stoleti, velkd Mercatorova mapa, na které byly neustale sledovany
drahy satelitt, vévodila Fidicimu centru v Houstonu ve stété Texas. A prvni mapy mésicti Jupitera
a Saturna byly rovnéZ vyhotoveny Mercatorovou metodou.

Vratme se do 17. stoleti. V roce 1614 John Napier (1550-1617) ze Skotska objevil logaritmy,
které se staly nejdulezitéjsi pomiickou ve vypocetni matematice od dob stfedovéku, kdy byla piine-
sena do Evropy indicko-arabska pocetni soustava. Sdm Napier publikoval tabulky logaritmu sint.
Krétce nato anglicky matematik a knéz Edmund Gunter (1581-1626) vydal tiskem tabulky logaritmii
tangent (1620). Kolem roku 1645 Henry Bond, ufitel matematiky a velkd autorita pFes navigaci,
porovnal tyto tabulky s Wrightovymi polednikovymi tabulkami a ke svému pfekvapeni zjistil, Ze se
tyto tabulky shoduji za predpokladu, ze thel v Gunterové tabulce ma hodnotu 45° + %, kde ¢ je
ahel z Wrightovy tabulky. Bond tak usoudil, Ze urcity integral fo¢ sectdt je roven Intg(45° + %)
avSak sam to nemohl dokazat. Brzy se tato jeho domnénka stala jednim z nejvyznamnéjSich mate-
matickych problému 50. let 17. stoleti. Pod nezdarilé pokusy o jeho FeSeni se podepsali mimo jiné
John Collins, Nicolaus Mercator (bez vztahu k G. Mercatorovi), Edmond Halley. Byli to vrstevnici
Isaaca Newtona a aktivni acastnici vyvoje, ktery vedl ke zrodu matematické analyzy.

Teprve v roce 1668 James Gregory uspél v dokazovani domnénky, kterou vyslovil Bond. Jeho du-
kaz byl v8ak natolik obtizny, Ze sim Halley ho kritizoval za ptili§ mnoho ,,.komplikaci“. Stesti prélo az
Isaacu Barrowovi (1630-1677), ktery podal elegantni diikaz Bondovy domnénky v roce 1670. Tento
profesor matematiky na Univerzité v Cambridge byl zda se prvnim matematikem, ktery (nejen pii
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Obrazek 6.16: Sféricky obdélnik.

zminéném dikazu) pouzival techniku rozkladu funkei na parcidlni zlomky, jez je, jak dnes dobie
vime, efektivnim prostfedkem vypocétu mnohych integrala.

Gregoryuv dikaz Bondovy domnénky nyni pfedvedeme. Zacneme tpravou

1 cosp  cos¢p
Sec¢_cos¢_cos2¢_1—sin2¢_
_ cos ¢ B 1< cos ¢ cos ¢ )
T (1+sing)(1 —sing) 2 \1l+4sing 1—sing/’

podle které

1 cos ¢ cos ¢
/Scccf)d(j)— 5/(1+sin¢>+1_sm¢) de.

Prvni vyraz v zavorce, ktery integrujeme, je ve tvaru zlomku, jehoz Citatel je derivaci jmenovatele,
a druhy zlomek v zavorce je ve tvaru, jehoz ¢itatel je (—1)-nasobkem derivace jmenovatele. Plati
tedy

1
/secgz5d¢ = i(ln |1 +sing| —In|l —sing|) + C.
S vyuzitim dobfe znamé vlastnosti logaritmt muzeme vysledek pfepsat na

1+ sing

1 . . 1
5(1n|1+sm¢|fln\lfsmthJrC——ln}l_sin¢ :

2
Rozsifenim zlomku uvnitf logaritmu obdrzime

1

1+sing 1+sing 1. (14 sing)?
—In =-In—— 2

I—sing 1+sing 2 cos? ¢

3 +C.

Jelikoz argument logaritmu je druhou mocninou, zapiSeme vysledek jako

1+ sing

cos ¢ +6

|
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Obrazek 6.17: Rovinny obdélnik.
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Obrézek 6.18: Loxodréma a nejkratsi vzdalenost.

pomoci goniometrickych vzorct dale upravime

1+25in%cos% (cos%+sing)2

+C =

In +C=In
coszg fsin2§ (cos%Jrsin%)(cos% fsing)
[ in @
COS 4 +sln &
SN R 4 el
cos § —sin g

Nakonec ¢itatel i jmenovatel v argumentu logaritmu vydélime vyrazem cos g:

1+tg$ T ¢

1—tg%

In +C=1In

2

Pro zkoumany integral tak dostavame potvrzeni Bondovy domnénky

4 T ¢ T T ¢
tdt =1In |t —+ = || —Intg— =Int -+ =
/Osec ng(4+2)’ ng4 ng(4+2),

nebot IntgZ =1In1 = 0. V poslednim vzorci jsme vynechali absolutni hodnotu, protoze v intervalu,
kde zemépisné sitky uvazujeme, —5 < ¢ < T, je tg(§ + %) kladné ¢islo. Dodejme, Ze v dnesnich
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kurzech analyzy je integral z funkce sekans feSen pomoci substituce u = tg%7 du = %sec2 %dt.

Nyni jsme schopni vyjadiit soufadnice (z,y) bodu P’ na Mercatovové mapé pomoci zem&pisné
délky A a zemépisné §itky ¢, které odpovidaji bodu P na globu. Diferen¢ni rovnice Az = RAX ma
ziejmé feSeni x = R\ a integral y = Rff sect dt je roven vyrazu Rlntg(45° + %) TudiZ mame

z =R\ y= Rlntg (45o + g) .

Tim jsme splnili tkol, ktery jsme si predsevzali — nasli jsme matematické vyjadieni Mercatorova
kartografického zobrazeni.
Vsimnéme si, Ze vyraz tg(45° + %5) uvnit¥ logaritmu v rovnici y = RIntg(45° + 2) je stejny

3
[ 1 #pmn % i | e
RN :
» -
g 2 i
4 ; 3
= .
% ~..
' 2

Obrézek 6.19: Svét podle Mercatora.

jako v rovnici |SP’| = tg(45° + g) uvedené pii vykladu o stereografické projekeci. To neni nédhodal!
Diive nez to vysvétlime, poznamename obecnéji, ze jednim z velkych tspéchii matematiky osm-
nactého stoleti bylo i¢elné rozsiteni definiéniho oboru obvyklych funkci jako napf. sinz,e” a Inx o
komplexni hodnoty proménné z. Jak jsme podrobné popsali v podkapitole 1.4, na zac¢atku tohoto
vyvoje stal Euler a jeho vrcholu bylo dosazeno v devatenéctém stoleti vytvofenim teorie analytic-
kych funkei komplexnich proménnych.

Nas vSak zajima pouze funkce w = In z, kde jak hodnoty z, tak i hodnoty w jsou komplexni
Cisla, ktera je dana predpisem

w=In|z|+1i-argz.

Préavé tohle konformni zobrazeni aplikované pii stereografické projekci ndm dava Mercatorovo zob-
razeni az na to, ze horizontalni a vertikalni pfimky jsou navzdjem vyménény. Muzeme to opravit
rotaci soufadnicového systému o 90°, coz odpovida vynasobeni hodnoty funkce komplexni jednot-
kou i. Mercatorovu projekci si tedy muzeme predstavit jako vysledek slozeni dvou zobrazeni: prvni
z nich je stereograficka projekce globu na komplexni rovinu z, druhé je zobrazeni této roviny z do
roviny w (obr. 6.20) pomoci funkce w = i-In z. Jak jsme dfive odvodili, pfi prvnim zobrazeni se bod

P(\, ¢) globu zobrazi na komplexni ¢islo z s absolutni hodnotou p = tg (45° + %) a argumentem
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Obrazek 6.20: Rovina z a rovina w.
€ = A, takze po aplikaci druhého zobrazeni dostaneme komplexni ¢islo
il — Ca : 0o, ¢
w=ilnz=1i[lnp+ie]=—-A+ilntg(45° + 5 )

které pii zapisu w = x + iy skuteéné odpovida bodu P’[z,y] na Mercatorové mapé (pii hodnoté
R =1 a pozménéné orientaci osy ). Tento vysledek, jako kazdé slozeni dvou konformnich zobrazent,
je opét konformni zobrazeni. Timto konstatovanim naSe exkurze za goniometrickymi funkcemi do
svéta matematické kartografie konéi.
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Zaveér

Posledni Fadky textu publikace jsou osobnim vyznanim autorky o vyvoji jejtho vztahu
ke goniometrii. Autorka doufa, Ze bude pfijato se sympatiemi, a to zejména u téch ctenait, ktefi
zasvétili svou pracovni kariéru sluzbé matematice v kantorském havu.

S goniometrickymi funkcemi v oboru realnych ¢isel jsem se seznamila v hodinadch matematiky
na gymnaziu, kdyz prvotni védomosti o funkcich ostrych uhla jsem ziskala jiz na zdkladni skole.
Tyto poznatky jsem si doplnila na fakulté spolu s ostatnimi posluchaci ucitelské matematiky, a
to v zékladnim kurzu matematické analyzy, ve kterém jsme goniometrické funkce a funkce z nich
odvozené zkoumali prostiedky diferencidlniho a integralniho poc¢tu. BohuZel se mi béhem magister-
ského studia nedostalo pfilezitosti k hlubSimu osvojeni trigonometrie ¢i dalsich oblasti elementéarni
matematiky, ve kterych goniometrické funkce nalézaji i¢inné uplatnéni. Proto jsem se v prvnich le-
tech doktorského studia s velkym zajmem vénovala ¢etbé rozliénych zdroju k zadané problematice,
porovnévala rozliéné pristupy ke zpracovani jednotlivych dil¢ich otdzek. Pomalu ve mné uzravala
predstava, jakou strukturu by moje chystana prace mohla mit, v jaké névaznosti bych poznatky
o goniometrickych funkcich mohla postupné rozsifovat a jaké druhy aplikaci budu schopna v textu
préce uvést. Vytvorenou koncepci jsem v dalsim obdobi svého doktorského studia naplhovala psanim
jednotlivych ¢asti findlniho textu, pii kterém jsem ocenila rozsahlé mnoZstvi reSergnich poznamek,
jez jsem v pribéhu studia veskeré dostupné literatury nashromazdila.

Protoze jsem obsahovou stranku jednotlivych kapitol prace popsala v jeji tvodni ¢asti, poku-
sim se nyni pouze zhodnotit, jaky pfinos by vytvorené dilo ve svych ¢astech i celkové mohlo mit.
Na relativné malém prostoru jsou zde koncentrovany nejen zékladni a dobie znamé poznatky, ale
také hlubsi vysledky i fada drobnych, méné znamych ukizek dimyslné prace s goniometrickymi
funkcemi. Metodicky vyznam mé i dosaZeny postup postupného odvozovani teoretickych vysledki
s durazem na vychozi trigonometrické véty o priumétech, postup, ktery je sice kombinaci obrata
vétsinou pievzatych z literatury, ve svém celku viak muze byt oznaden za ptvodn{ (odnikud nepte-
vzat je napfiklad zpiisob rozsifeni sou¢tovych vzorct z oboru (0,7) na obor R (str. 96-98), zna¢na
¢ast vykladu o goniometrickych rovnicich a nerovnicich (str. 102-117) nebo namét a feSeni prikladu
4.5.13 ze str. 127. Nejvyssi rys ptivodnosti sebou nese osobity vyklad celé kapitoly 5, ve které uzitim
vyvinutych odvozovacich pravidel odvozuji efektivni cestou desitky trigonometrickych identit a ne-
rovnosti, z nichZ nékteré (v malo prehledné piikladové literature) patrné jesté nebyly publikovany.

V souladu s historickym vyvojem discipliny i tradicemi $kolské vyuky vétsi ¢asti 20. stoleti vy-
klad v mém textu sméfuje od trigonometrie k teorii goniometrickych funkci realné proménné, a tim
se odlisuje od sou¢asného gymnazialniho pojeti, v némz je ono sméfovani opacné (viz ucebnici [14]).
PrestoZe pro tuto zménu existovaly padné argumenty (zejména nartst vyznamu funkcionalni proble-
matiky a celkové omezeni hodinové dotace predmétu), postaveni geometrie ve skolské matematice
tim bohuzel utrpélo. Lepsi povédomi o trigonometrii by proto méli ziskavat alesponn stFedoskolsti
ucitelé, kterym by text nasi prace mohl byt v tomto ndpomocen, at uz v pribéhu jejich studia na
fakulté, nebo v budouci §kolské praxi. V&im, Ze pravé takto moje prace o goniometrickych funkecich
nalezne praktického uplatnéni.
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