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Anotace:

Vzdélavaci materidl se skldda ze dvou ¢asti — na zac¢atku je pracovni list shrnujici zakladni
navody a Ulohy pro studenty, v druhé ¢asti je navodna ¢ast vysvétlujici praktické vyuziti
linearnich transformaci v Geogebre. Materidl nepodava uceleny vyklad k linedrnimu
zobrazeni, ale spiSe podporuje u studentl objevovani vlastnosti transformaci
prostfednictvim deformovanim a posouvanim obrazk( v Geogebre. Cilem materialu je
zpesttit vyuku prostfednictvim propojeni matematiky s informatikou (transformace obrazu),
pripadné rozsifit vyuku nadané;jsim studentam.

Nasim hlavnim nastrojem je Geogebra, v které vyuzivdme funkce posunuti a linearniho
zobrazeni (transformace). QR kédy s animacemi motivuji studenty k podrobné;jsimu
zamysleni nad feSenymi problémy.

Pracovni list je uréen pro star$i studenty ZS a studenty SS. Pracovni list je vhodné zafadit po
seznameni maticového reseni soustav rovnic, po probrani shodnych a podobnych zobrazeni
v planimetrii nebo rozsi¥it pojem funkce na SS. Casova délka materialu odpovida 2 — 3
vyucovacim hodinam. Za zdroji je umistén postup feseni tkold.

KliCova aktivita ,Podpora gramotnosti", ¢ast ,Matematicka gramotnost” je realizovana v ramci projektu
Implementace KAP JMK II, registracni Cislo CZ.02.3.68/0.0/0.0/19_078/0017177 v ramci Operacniho
programu Vyzkum, vyvoj a vzdélavani, s finan¢ni podporou z Evropské unie a Ministerstva Skolstvi
mladeze a télovychovy.



Pracovni list — Hratky s Geogebrou

Posouvani a deformovani pomoci matic

Premysleli jste nékdy nad tim, jak se tvofi fraktaly? V obrdzku se opakuje neustdle jeden vzor, ktery
tvofi sobépodobnou strukturu. V tomto materidlu se nau¢ime vytvaret rizné deformované a posunuté
obrazy v roviné. Nejprve se sezndamime s Geogebrou pfi posouvani bodd a nasledné vyuZijeme matice
ke komplexnéjsim operacim. Vse je vysvétleno v teoretické ¢asti.

Linearni transformaci se v matematice oznacuje takové zobrazeni mezi vektorovymi prostory, které
zachovava vektorové operace scitani a ndsobeni skaldrem. Linedrni zobrazeni umoznuje popsat
rotace, zvétSovani, zmensovani, natahovani, zrcadleni podle pocatku i zrcadleni podle osy.

Navod k posunuti bodu
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+ 1: Geogebra Klasik

Ukol 1: Objevte v Geogebre, jaky vektor musite vyuzit, abyste dostali nasledujici obrazy bodu P.
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Vyzkousejte si transformace v nasledujici animaci https://www.geogebra.org/m/ghj4sgfd
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Navod k transformaci obrazku

Nejprve je nutné vlozit obrazek na ndkresnu, coZ neni sloZité pomoci ndstroje ukryvajiciho se na
predposlednim poli nabidky, viz obrazek.

DB SO NP IPANNIEIR
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222 Posuvnik

ABC Text

M Obrazek

Tlatitko

/1® Zaskrtavaci policko
a=1| Textové pole

1. PovloZeni obrazku, ktery je nazvan obrdzek1, vlozime nasi matici, kterou budeme podle
potfeby upravovat: m={{2, 0}, {0, -0.5}}
e Stfedova soumérnost podle po¢atku a komprese ve sméru y na polovinu je dana
hodnotou -0.5.
e ProtaZeni obrazku ve sméru x na dvojnasobek udava 2.
2. Aplikujeme nasi matici na zvoleny obrazek ptikazem: PouzitiMatice (m,obrdzek1)

Zakladni transformacni matice

e Zrcadlenipodle osyy: Z = (_01 (1))

e Stfedova soumérnost podle pocatku: S = (_1 0 )

0 -1
e Rotaceo thel ¢p: R = (cgsgo — s (p)
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https://www.geogebra.org/m/qhj4sgfd

Ukol 2: Najdéte pomoci Geogebry matice transformace, které odpovidaji nasledujicim obrazkiim. Vie
si vyzkousejte na svém obrazku.

a)

Slovni popis:

3
I

Slovni popis:

Slovni popis:

Slovni popis:




Ukol pro zvidavé: Zkuste si vyrobit spiralni obrazek podobny nasledujicimu. Budete muset aplikovat
matici nékolikrat na vysledny obraz.

Rozsitujici videa:

e  Fraktalni geometrie
https://www.youtube.com/watch?v=wNsHMo06LZc

e Mandelbrotova mnozina
https://www.3bluelbrown.com/lessons/holomorphic-dynamics



https://www.youtube.com/watch?v=wNsHMo06LZc
https://www.3blue1brown.com/lessons/holomorphic-dynamics

Teoreticka cast: Hratky s Geogebrou
Posouvani a deformovani obrazki pomoci matic

Pfremysleli jste nékdy nad tim, jak se tvofi fraktdly? V obrazku se opakuje neustdle jeden vzor, ktery
tvori sobépodobnou strukturu. V tomto materidlu se naucime vytvaret rizné deformované a posunuté
obrazy v roviné. Nejprve si osahame Geogebru pfi posouvani bodl a nasledné vyuZijeme matice
ke komplexnéjSim operacim.

Chces se dozvédét néco vice o maticich? Koukni na nasledujici video.

e Maticové operace (pro nas nejdlleZitéjsi je soucin matic)
https://onlineschool.cz/matematika/maticove-operace/

V materidlu budeme vyuzivat nastroje v Geogebie, které se vazii k pojmu linearni zobrazeni
(transformace). Linearni transformaci se v matematice oznacuje takové zobrazeni mezi vektorovymi
prostory, které zachovdva vektorové operace scitdni a ndasobeni skaldrem. Linedrni zobrazeni
umoziuje popsat rotace, zvétSovani, zmensovani, natahovani, zrcadleni podle pocatku i zrcadleni
podle osy.

Libi se vdm obrazek nize? Po precteni materialu ho jisté zvladnete vytvorit.

Poznamka: Néktefi vyuzivali matice pfi feSeni soustav rovnic. Poznavate nasledujici vypocet? Pokud
ne, muZete se podivat na nasledujici video. V tomto materialu takto pracovat s maticemi nebudeme.
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e  Rozsifujici video: Soustavy rovnic -5, = 10 /. -5
(Gaussova eliminacni metoda) —55 - Z‘/’ =-15 > btj -2
https://onlineschool.cz/matematika/soustavy- ‘\!
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https://onlineschool.cz/matematika/maticove-operace/
https://onlineschool.cz/matematika/soustavy-rovnic-pomoci-matic/
https://onlineschool.cz/matematika/soustavy-rovnic-pomoci-matic/

Seznameni s Geogebrou — posunuti

NeZ se dostaneme k linedrnimu zobrazeni a vyuZziti matic, seznamime se s pfikazovym fadkem
v Geogebre. Otevrte si Geogebru Klasik na https://www.geogebra.org/classic nebo vyuZzijte aplikaci
v telefonu.

PFi posunuti budeme vyuZivat vektory. Velikost a smér vektoru je stejna
jako velikost a smér orientované Usecky, kterd reprezentuje dany vektor.
Souradnicové vyjadieni vektoru v = (x, y) nam vyjadfuje koncovy bod
vektoru, jestlize je vektor umistén v pocatku souradnicového systému,
viz vystup z Geogebry nizZe. Geogebra pod pfikazem (x, y) zobrazuje
pravé tento koncovy bod.

Posunuti bodu 2: Geogebra Klasik

1. Do souradnicového systému umistéte bod ptrikazem P = (0,2) a vektor v = (1,2).

P
O P-(02) A 1l
® . - (;) = A
+ =0 0 1
Poznamka:

- Popisky velkymi pismeny znaci v Geogebre body, zatimco mala pismena znaci vektory.
- Souradnice bodl Geogebra ponechava v fadku, u vektoru je zobrazi do sloupce.

2. Jak posuneme bod P o ndmi vytvoreny vektor v, abychom dostali novy bod Q?
Sta¢izadat Q=P +v.
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Poznamka: Prvni souradnice vektoru v = (1,2) vyjadfuje, Ze jdeme od bodu P o 1 krok ve
sméru X, druha soufadnice nds posouva o 2 kroky ve sméru y.


https://www.geogebra.org/classic

Ukol 1: Objevte v Geogebre, jaky vektor musite vyuZit, abyste dostali nasledujici obrazy bodu P.

8 0P1 P1=P+(2,)
4 P2:P+(,O)
3 o3

p P, P3=P+(,)
2@ [ ]

i P,=P+(.,..)
SRS BRRP U

Linedarni transformace a vyuziti matic

Podobné jako s vektory se pracuje v Geogebre i s maticemi, ale nabizeji ndm mnohem vétsi vyuziti
pro transformaci objektl (vektor je specidlnim typem matice). V nasledujicim postupu si zkuste
osahat matice a pozdéji si fekneme vice ke konkrétnimu vyuZziti.

VloZeni matice a nasobeni vektoru s matici

1. Maticivlozime prikazem: {{1, 2}, {3, 0}}
Prvni dvojice ¢isel ndm uddva hodnoty v prvnim fadku matice, druha dvojice v druhém radku.
Pro zobrazeni matice na nakresné slouZi ptikaz: Latex({{1, 2}, {3, 0}}).

2. NynivloZime do Geogebry vektor pfikazem (1,2), coz Geogebra vyhodnocuje jako zobrazeni
koncového bodu daného vektoru umisténého do pocatku, proto vidime bod A = (1,2).

3. Vynasobenim nasi matice s vektorem ziskame obraz reprezentovany koncovym bodem
vektoru B. Lze pouzit pfikazy: {{1, 2}, {3, 0}}*(1,2) nebo m2*(1,2).
Druhy pfikaz vyuZiva nazvu proménnych zavedenych Geogebrou (ndzev m1 nelze pouzit,
protoZe se jednd o text na nakresné).

® m1=“(1 2),, Aol

30
4
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m2—(3 0) 3 .B
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— (5,3)

4. Zkuste se podivat, jak zavisi poloha obrazu B na matici m1. Mysi kliknéte do matice
v pfikazovém radku a zménite jednu nebo vice hodnot.
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P¥isli jste na to, co jednotliva Cisla v matici délaji s obrazem bodu? Zkuste se podivat, co matice
vytvofi za obraz, pokud ji vyuZijeme pfi zobrazeni rovinného objektu. V animaci si mizete vSe pékné
osahat pomoci zmény polohy vektor( v poéatku: https://www.geogebra.org/m/hNBxBi9n

NASOBENI MATIC - TRANSFORMACE

CH=(a 96

Poznamka: Nasobeni matic

e Vysvétlime si pouze nasobeni dvou specidlnich matic (matice transformace 2 x 2 a vektoru), které
budeme déle potfebovat. Prvni fadek pfiloZime k sloupci s vektorem a vynasobime podle
obrdzku, stejné tak budeme nasobit s druhym radkem.

3 1 3 3-3+1-1 10
(2 3)'(1)=(2-3+3-1)=(9)

e  Grafické znazornéni nasobeni naleznete zde (pohybem vektorli mizete ménit prvky soucinu):

https://www.geogebra.org/m/QzHrupal#material/pWMFt3WW
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https://www.geogebra.org/m/hNBxBj9n
https://www.geogebra.org/m/QzHrupaJ#material/pWMFt3WW

Jak vytvofit linearni transformaci objektu v Geogebie?

K vytvofeni linedrni transformace slouZi ptikaz PouzitiMatice( <[[Matice)]>, <Objekt> ], ktery aplikuje
matici na kazdy bod objektu ve stejném smyslu jako jsme délali pomoci ndsobeni matici.

Zobrazeni trojuhelniku

1. Pomoci mysi a nastroje Mnohouhelnik vytvofime libovolny trojuhelnik ABC (pro ukonceni
tvorby mnohouhelniku je nutné kliknout mysi do poéatec¢niho bodu). Pomoci tfi bod(
vytvofime trojuhelnik ABC s ndzvem t1, viz vystup Geogebry vlevo od nakresny.

N A Ao O LN = e
+ D> Mnohouhelnik '
Q Pravidelny mnohouthelnik

f> Neménny mnohouhelnik 3

f}- Vektorovy mnohouhelnik 5

2. DalSim pfikazem vloZime matici, abychom mohli pracovat s proménou a ménit snadno jeji
hodnoty: {{1, 0}, {1, 2}}.

3. Vlozenim posledniho pfikazu PouzitiMatice(m1, t1) ziskdme obraz trojuhelniku.

4. Vyzkousejte si pomoci zmény hodnot matice m1, jak se chova obraz trojuhelniku ABC.

O A-@12 A T2
O B=(41) 4
@ C-@24 : 10
t1 — Mnohouhelnik(A, B, C) g
@
— 3.5 8
a = Usecka(B, C,t1) ; 7
@
— 3.61
6
b = Usecka(C, A, t1)
@ 5
— 2.24
4
¢ = Usecka(A, B, t1)
@
— 3.16 3
_ (10 2
mi = ( 12 )
1
PouzitiMatice(m1,t1)
+
- 7 0 1 2 3 4




Transformacni matice a jejich zobrazeni

Linearni zobrazeni zobrazuje bod se soufadnicemi (x,y) na obraz (x', y") prostfednictvim

- . a b
transformacni matice ( ):
c d

x\ _(a b\ (X\_ a.x+b.y)

(3") B (c d) (y) N (c.x +dy
Souradnice obrazu bodu zavisi na transformacni matici. Rozeberme si zakladni matice a jejich
zobrazeni.

. Identita:I:((l) g)

Jednotkova matice vytvofi obraz, ktery se pfekryva se vzorovym objektem. Jde o identické
zobrazeni.
-1 O)
0 1
Po vynasobeni touto matici dostava x-ova soufadnice zaporné znaménko a y-ova zlstava.

(=G D-6)=-G)

e Zrcadleni podle osyy: Z = (

e Stifedova soumérnost: S = (_01 _01)

Pfedchozi zrcadleni podle vertikalni osy vam napovédélo, Ze se jednd o stfedovou
soumérnost podle pocatku souradnic.

()= 2)-6)-C)
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. Zvét§eni/zmen§eni:V=((2) g)

Vsimnéte si, Ze matice V protahuje vSechny vzdalenosti roviny. Proto dostavame
dvojnasobny objekt a jednotlivé body obrazu jsou ve dvojnasobné vzdalenosti nez
u vzorového trojuhelnika.

()=G 2-6)-)

MuZete si vS§imnout, Ze existuji zvétsujici (zmensujici) matice, ale také matice, které protahuji
(zmensuiji) jen v urcitém sméru.

. . s o, _(k O
o k-nasobné prodlouzeni V,, = (0 k)
£ 0
o k-nasobné zkraceni V1 = 1
k 0 p
. . " A . _(k O
o k-nasobné prodlouzeni (zkraceni) ve sméru osy x V,, = (0 1)
o k-ndsobné prodlouZeni (zkraceni) ve sméru osy y I, = (é 2)

Protahovani Ize libovolné kombinovat a deformovat objekt rdizné v urcitych smérech.
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cos —sin
e Rotaceo thel @: R = ( 0S¢ (p)
sing cosg
Otoceni kolem pocatku soufadnic o Uhel ¢ vyjadfuje matice R. Tuto rotaci si vyzkousjte
prostfednictvim animace https://www.geogebra.org/m/BrAvB74d

detR = 1 . ( cos(a)  —sin(a) )
a-628 sin(a)  cos(a)

I
.
L

Ukazali jsme si typické transformacni matice a kombinovanim jednotlivych ¢lent mizete docilit
rGznych obrazl, napf. oto¢ené zmensené logo, které bude roztazené pouze v daném sméru.

Vyzkousejte si transformace v nasledujici animaci https://www.geogebra.org/m/ghj4sgfd

4]
n
—
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https://www.geogebra.org/m/BrAvB74d
https://www.geogebra.org/m/qhj4sgfd

Linearni zobrazeni obrazku

VyuZijme naSe nové znalosti a zobrazme obrazek Mandelbrotovy mnoziny. Nejprve je nutné vlozit
obrdazek na nakresnu, coz neni sloZité pomoci nastroje ukryvajiciho se na predposlednim poli nabidky,
viz obrdazek.

DA S ON S AP AN

+ Vet =

22 Posuvnik

ABC Text

Mm Obrazek

Tlagitko

/1® Zaskrtavaci policko

a=1 Textové pole

1. PovloZeni obrazku, ktery je nazvan obrdzek1, vlozime nasi matici, kterou budeme podle
potfeby upravovat: m={{2, 0}, {0, -0.5}}
e Stfedova soumérnost podle pocatku a komprese ve sméru y na polovinu je dana

hodnotou -0.5.
e ProtaZeni obrazku ve sméru x na dvojnasobek udava 2.

2. Aplikujeme nasi matici na zvoleny obrazek ptikazem: PouzitiMatice (m,obrdzek1)

3. Zménte parametry matice m a vytvorte jiny obraz — obraz pootoceny o 135° (%ﬂ rad)
a zvétseny dvakrat: m={{2cos(3r/4),-2sin(3r/4)},{2sin(3r/4),2cos(3r/4)}}

Poznamka: Pro zadani hodnoty 7 slouZi kldvesova zkratka alt+P.

13



Ukol 2: Najdéte pomoci Geogebry matice transformace, které odpovidaji nasledujicim obrazk&m.

a)

Slovni popis:

Slovni popis:

Slovni popis:

3
I

Slovni popis:
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Ukol pro zvidavé: Zkuste si vyrobit spiralni obrazek podobny nésledujicimu. Budete muset aplikovat
matici nékolikrat na vysledny obraz.
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Zdroje:

V. Havelkova: Nasobeni matic — transformace, animace v Geogebre
https://www.geogebra.org/m/hNBxBi9n
https://www.geogebra.org/m/QzHrupal#material/pWMFt3WW

S. Voracova: Rotace — animace v Geogebre
https://www.geogebra.org/m/BrAvB74d

M. Zamboj: Matice zobrazeni
https://www.geogebra.org/m/qhj4sgfd

Linedrni zobrazeni: https://cs.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1rn%C3%AD zobrazen%C3%AD

Videa OnlineSchool.cz:

e Maticové operace https://onlineschool.cz/matematika/maticove-operace/
e Soustavy rovnic https://onlineschool.cz/matematika/soustavy-rovnic-pomoci-matic/

Reseni:
Ukol 1: P, = P + (2,4), P, = P + (4,0), P = P+ (2,1), P, = P + (1,-2)
Ukol 2:

a) c)

Dvojnasobné zvétseni a zkoseni ve sméru

X

Stfedova soumeérnost a dvojnasobné zvétseni
! m={{2, 2}, {0, 2}}

m={{-2, 0}, {0, -2}}

v ; s v ,
Otoceni o -45° (— 7 rad) a zmenseni

na polovinu:
Dvojnasobné zvétseni ve sméru y, zmenseni m={{0.5cos(-rt/4),-0.5sin(-
na polovinu ve sméru x 1t/4)},{0.5sin(-rt/4),0.5cos(-1t/4)}}

m={{0.5, 0}, {0, 2}}
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https://www.geogebra.org/m/QzHrupaJ#material/pWMFt3WW
https://www.geogebra.org/m/BrAvB74d
https://www.geogebra.org/m/qhj4sgfd
https://wikijii.com/wiki/transformation_matrix
https://cs.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1rn%C3%AD_zobrazen%C3%AD
https://onlineschool.cz/matematika/maticove-operace/
https://onlineschool.cz/matematika/soustavy-rovnic-pomoci-matic/

Ukol pro zvidavé:

Po otaceni nového obrazu je nutné zjistit nazev obrazku, ktery pfiradila Geogebra obrazu — po
kliknuti pravym tlacitkem mysi na obrazek naleznete nazev v nastaveni. Matice transformace je
neustale stejna: mi={{1.2cos(rt / 4), -1.2 sin(rt / 4)}, {1.2sin(rt / 4), 1.2cos(rt / 4)}}

@ A=(00) =N
@ B=(100) g

1_ (085 —085

0.85 0.85

PouzitiMatice(m1, obrdzek1) :
+

— Obrazek

PouzitiMatice(m1, obrazek1',)|
4

— Obrazek

PouzitiMatice(m1, obrizek2)
+

— Obrazek

PouzitiMatice(m1, obrizek2') :
+

— Obréazek
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