1. Jednodussi problémy vhodné i pro mladsi studenty
O chlapcich a mici

Tti chlapci si chtéli koupit mié¢, ktery stal 30 korun. Kazdy z nich tedy dal 10 korun. Poté, co odesli
z obchodu, si prodava¢ uvédomil, ze mi¢ dal do slevy a stal uz jen 25 korun. Dal tedy 5 korun svému
ucednikovi, aby je bézel chlapcim rychle vratit. Ucednik vSak nebyl poctivy. Kazdému z chlapci vratil po
jedné koruné a dvé koruny si nechal. Chlapci tudiz zaplatili 27 korun, 2 koruny mé ucednik, ale kam se
nztratila® koruna, ktera zbyva do ¢astky 30 K¢?

Resend. Zadna koruna se samoziejmé neztratila. ,Chytdkem* je nesmyslné poloZena otazka. Dopocitavat je
tfeba k castce 25 Ké. Plati 27 — 2 = 25 (a samoziejmé také 27 + 2 # 30).

O lamani c¢okolady
Mame tabulku ¢okolady, kterda ma m x n ,cétverecku*. Mame za tkol tuto tabulku rozlamat na jednotlivé
¢tverecky. Jakym zptisobem to bude nejvyhodnéjsi provést, abychom museli udélat co nejméné zlomu? Jaky

je tento nejmensi mozny pocet zlomu? Pfi laméni je zakazédno davat kousky cokolady na sebe a lamat je ve
vice vrstvach najednou.

Regend. Je Thostejné, jakym zpusobem cokoladu lameme. Jednim zlomem (at je libovolné dlouhy) dostaneme
z jednoho kusu dva. Na konci mame mit m x n ,,Ctverecka”, takze musime provést m x n — 1 zlomaii.

O kouzelném stromé

Na kouzelném stromé vyrostlo 25 citréoni a 30 pomeranci. Sadar kazdé rano utrhne 2 plody. Poté pfes
noc vyroste 1 novy plod a to pomeranc¢, pokud byly utrzené plody stejného druhu, resp. citrén v opac¢ném
pripadé. Jednoho rana bude na stromé jediny posledni plod. Bude to citréon nebo pomeran¢? Je odpovéd
jednoznacna?

Resend. Parita poctu citront je kazdé rano stejna (lichy pocet), proto bude poslednim plodem citron.

O kostkach domina na Sachovnici

Zjistéte, zda lze zaplnit Sachovnici 8 x 8 s vyfiznutymi policky v protéjsich rozich pomoci dominovych kostek

(31 ks).

Resend. Je uzitecné vyuzit obarveni Sachovnice (svétla a tmava pole). Pii libovolném polozeni na Sachovnici
kostka domina zakryvé vzdy jedno svétlé a jedno tmavé pole. Oba protéjsi rohy jsou téze barvy. Vyfiznutim
proté&jsich roht ,,upravena” Sachovnice ma tedy 32 poli jedné barvy a 30 poli druhé barvy. Pokryt tudiz
pozadovanym zptusobem nelze.

O bratrech na rozcesti

Jdeme do mésta A. Dorazili jsme na rozcesti, kde se cesta, po které jsme prisli, vétvi do dvou cest. Jedna
z nich vede do mésta A, druha do mésta B. Nevime vsak, ktera je ktera. Na rozcesti sedi dva bratii. Jeden
z nich vzdy 1ze a druhy vzdy mluvi pravdu. Opét ale nevime, ktery z nich je lhaf a ktery je pravdomluvny.
Jednomu z nich miZzeme polozit jednu libovolnou otdzku. Jak ji mame zformulovat, abychom se z néasledné
odpoveédi mohli s jistotou spravné rozhodnout pro spravnou cestu?

Reseni. Co by nam odpovédél VAas bratr na otézku, zda tato cesta vede do mésta A7 At tuto otazku polozime
kterémukoliv z nich, dostaneme lzivou odpovéd.



O délitelnosti sedmi
Dokazte kritérium délitelnosti sedmi.
Pro libovolna cela cisla k, [ plati
TI(10k+1) & T|(k—2]).
Regent.
TI(10k+1) & TI[T(k+D)+@Bk—-6)] < T|B(k-2)] < T7|(k-2]).
Ukéazka vyuziti

7117941 & 7|(1794—2) & 71792 < 7| (179—4) < 7|175 < 7| (17—-10) < 7|7.

2. Problémy z oblasti teorie pravdépodobnosti
O narozeninach

Jaka je pravdépodobnost, Ze ve skupiné k osob (k € N, k < 365) maji aspoii dvé osoby narozeniny v tyZ den
v roce? Pro jednoduchost predpokladejme, Ze kazdy den v roce mé ,,stejnou Sanci“ byt né¢imi narozeninami.
Dale uvazujme neptestupny rok a predpokladejme, ze 29. 2. se nikdo nenarodil.

Resent. Spoc¢téme pravdépodobnost opa¢ného jevu. Ozna¢me A jev, ze zadné dvé osoby nemaji narozeniny
v tyZ den v roce. Pak plati

P(Z):365-364-..5-6[5165—@;—1)]’ PA) =1- P ().

Ciselné pak vychazi

PA)

10] 0,12
15 | 0,25
20 | 0,41
22| 0,48
23| 0,51
25| 0,57
30 | 0,71
35| 0,81
40 | 0,89

Prestoze v provedeném vypoctu neuvazujeme biologické poznatky, je ziskany vysledek redlny. Ve vétsiné
gymnazidlnich tTid totiz alespon jedna dvojice studenti, ktefi slavi narozeniny v tyz den roku, opravdu
existuje.

Auto nebo koza (tzv. Monty Hallav problém)

V jisté televizni soutézi byl vyherce postaven pred tii garaze. Za zavienymi dveifmi v jedné z nich stalo auto
a ve dvou zbyvajicich koza. Soutézici pochopitelné nevédél, ve které garazi auto je. Moderéator (Monty Hall)
jej vyzval, aby oznacil jednu garaz, kde doufa, ze by auto mohlo byt. Poté oteviel jedny z neoznacenych
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dveri a soutézicimu ukazal, zZe v té garazi je koza. Poté se vyherce znovu zeptal, zda trva na své prvni volbé,
nebo zda si ji preje zménit. Teprve poté ziskd vyherce cenu, ktera je v jim vybrané garazi. Rozhodnéte, zda
je pro soutéziciho, ktery chce vyhrat auto, vyhodné svou volbu po vyzvani moderatora zménit. Své tvrzeni
zdivodnéte.

Reseni. Pokud vyherce nejprve zvoli gardz s autem, coZ nastane s pravdépodobnosti %, zménou si pohorsi.
V opa¢ném piipadé (tedy s pravdépodobnosti %) si zménou zajisti automobil. Zména piivodniho vybéru je

v

Sportka

P1i hie Sportka se z osudi, ve kterém je 49 micku s ¢isly 1,2,...,49 (kazdé ¢islo je pouzito pravé jednou),
vylosuje Sest micki (tj. 6 ¢isel) a navic jedno ¢islo dodatkové. Hra¢ pred losem podava tiket, na kterém
tipuje 6 ¢isel, ktera véri, ze budou vytazena. Jaka je pravdépodobnost, Ze hra¢ vyhraje jednu z prvnich
CtyT cen v této hre? Kazdy micek pritom ma stejnou pravdépodobnost byt vytazen. Prvni cenu hra¢ ziska,
uhodne-li vSech Sest vytazenych ¢isel. Druhou cenu dostane, pokud z vylosovanych ¢isel uhodne pét a Sesté
¢islo na jeho tiketu se shoduje s ¢islem dodatkovym. TTeti cena je udélena v pripadé, ze hra¢ uhodne prave
pét z vylosovanych ¢isel a Sesté ¢islo na jeho tiketu je jiné nez vylosované dodatkové ¢islo. Koneéné ¢tvrtou
cenu ziskéd ten hrac¢, ktery uhodne pravé ¢tyii z vylosovanych ¢isel (bez ohledu na dodatkové ¢islo).

Resent. Pocet viech moznosti jak podat tiket je Q| = (469) = ... = 13983816, pfitom prvni cenu vyhrava

jediny z nich. Pravdépodobnost této vyhry je tedy asi 0,000007%. Pravdépodobnost vyhry druhé ceny
je Sestkrat vétsi, tj. asi 0,000043%, protoZe tu mize vyhrat Sest riznych tiket (Sesti zpusoby na tiketu
zvolime jedno z vyhernich ¢isel, které nezatrhneme a misto néj oznac¢ime ¢islo dodatkové). Déle

() - 42 .
P(Og) = 19 = P(Cg) = (0,001 8% .
(5)
Posledni ¢islo na tiket skute¢né vybirame ze 42 moznych ¢isel, nebot nesmime vybrat zadné ze Sesti vyher-

nich &isel (to bychom totiz ziskali prvni cenu) ani ¢islo dodatkové (to bychom totiz ziskali druhou cenu).
Konecné

0 () |
6
Nez si v této hie vsadite, porovnejte vypoctené pravdépodobnosti jednotlivych vyher napt. néasledujicim
zpusobem. Roc¢né na nasich silnicich zemie vinou dopravni nehody priblizné tisic lidi. Uvazime-li, Ze v CR
zije asi deset miliont obyvatel, lze tvrdit, ze pravdépodobnost timrti ob¢ana CR pii dopravni nehodé je
zhruba 0,01%...

Ruleta

V ruleté je padne jedno z 37 ¢isel (0,1,...,36), pficemz 18 poli je éervenych, 18 ¢ernych a 0 je zelena. Pri
sazce na barvu (Gervena ¢i ¢ernd) hrac¢ v pripadé vyhry dostéava dvojnéasobek svého vkladu.

1. Uvazujme hrace, ktery si pétkrat po sobé vsadi tutéz c¢astku na barvu. Jaka je pravdépodobnost, Ze
po téchto péti hrach bude v minusu (tzn. Ze alespon ti ze svych péti sézek prohraje)?

2. Jednou z nejznaméjsich hracskych strategii je v piipadé neuspéchu zdvojnasobovat svou sazku do
dalsi hry. Uvazujme hréace, ktery zac¢ina se sdzkou 100 K¢. S jakou pravdépodobnosti pii dodrzovani
popsané strategie prohraje 12700 K¢?

Resend.



1. Uzitim Bernoulliho schématu pro hledanou pravdépodobnost dostavame

19\° 19\* 18 /5 19\* /18)\2
- 5.(2) . =2 AZ) (=) =0525.
(37) + (37) 37+<2> (37) (37) ’

Neni si navic tézké uvédomit, ze pravdépodobnost prohry roste s poc¢tem odehranych her. Podobné
bychom naptiklad vypocetli, Ze po sedmi hrach by pravdépodobnost alespon ¢tyf proher byla jiz
priblizné 53, 0%.

2. Uvedenou castku hrac¢ prohraje v piipadé, ze sedm krat za sebou ,,nebude mit S$tésti a ,,spravnou’
barvu ani jednou neuhodne. Nastane to s pravdépodobnosti (%)7, coz je priblizné 0,94%. Stane se
to tedy prumérné kazdému 106. hraci. Dopliime, Ze v piipadé ,,aspéchu”, tj. v okamziku prvni vyhry
hra¢ dosahne ,,¢istého* zisku 100 K¢ a proces se opakuje.

Paradox Chevaliera de Méré

Chevalier de Méré pozoroval, ze pti hodu tfemi kostkami pada soucet 11 ¢astéji nez soucet 12, i kdyz podle
jeho nézoru maji oba tyto jevy stejnou pravdépodobnost. Byl nédzor Chevaliera de Méré spravny? Jaka je
pravdépodobnost realizace kazdého z uvazovanych jevi?

Resent. Uvazujme, ze kazda z kostek je jiné barvy. Po¢et vSech moznych pripadi (tzn. jmenovatel hledaného
zlomku) je 63. Pocet pifznivych moznosti zachytime v nasledujici tabulce.

’ moznosti realizace souctu 11 \ pocet zptisobu \ moznosti realizace souctu 12 \ pocet zptsobu ‘

6+4+1 6 6+5+1 6

6+3+2 6 64442 6

5+5+1 3 6+3+3 3

54442 6 54542 3

5+3+3 3 54+4+3 6

44443 3 44444 1
Soucet 11 tedy padne s pravdépodobnosti % = 0,125, zatimco soucet 12 padne ,,pouze” s pravdépodob-
nosti 22—156 = 0,116. Chevalier de Méré se tedy mylil. Pozoruhodnéa je v8ak skutec¢nost, ze pravdépodobnost

obou jevu se lisl pouze o necelé jedno procento. Pokud tedy Chevalier de Méré tuto skutecnost opravdu
pozoroval, svédéi to ziejmé o jeho skuteéné veliké vasni pro tuto hru...
Mamogram

Pravdépodobnost, Ze mé Zena rakovinu prsu, je 0,8%. Pokud ji méa, pak pravdépodobnost, Ze mamogram
bude pozitivni, je 90%. Pokud ji nemé, pak pravdépodobnost, Ze mamogram bude i pfesto pozitivni, je 7%.

1. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana Zena bude mit pozitivni mamogram?
2. Uvazujme Zenu, jejiz mamogram je pozitivni. Jaka je pravdépodobnost, Ze mé skutec¢né rakovinu?

Reseni. Oznacme R (resp. R) jev, Ze jista zena mé (resp. nemé) rakovinu prsu a P jev, Ze jeji mamogram
je pozitivni.
1. Pomoci vzorce pro celkovou pravdépodobnost vypocteme

90 8 7992

P(P)=P(P|R)-P(R)+P(P|R) P(R) =15 To00 * 100" To00

=0,077.
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2. S vyuzitim Bayesova vzorce dostaneme

P(R|P)= = 0,094

3. Hypotézy, tisudky a zavéry, ¢iselné mnoziny, problematika nekonec¢na
Pokracovani rady

Casto lze narazit na ulohy typu ,Jak pokracuje fada 1, 2, 3, 4, 5, ...7*, které jsou vSak naprosto nesmyslné.
Spravnéa odpovéd totiz zni: , Jakkoliv!“.

1. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti, kterd ma téchto prvnich 6 ¢lent
1;2:3;4;5;2, kde x znadi libovolné predem zvolené ¢islo.
Resent. Napriklad

m—1)(n—=2)(n—=3)(n—4)(n—15)
5!

2. Uvazujme posloupnosti dané vzorci pro n-ty ¢len

1

_ on—1 _
an = 2 a bn—24(

n* — 6n® +23n* — 18n + 24) .

Snadno se miizeme piesvédcit, ze pro né plati
(Il:bl:l, a2:b2:2, a3:b3:4, a4:b4:8, a5:b5:16, a6:327é66:31

Dale je jesté zajimavé, Ze ag = byg = 256. Posloupnost {b, }, -, je pfitom navic pozoruhodné napiiklad
nésledujicimi vlastnostmi.

e Pro libovolné n € N plati, ze

24| (n* —6n°+23n* —18n+24) & b, EZ.

e Tato posloupnost udava nejvétsi mozny pocet oblasti, na které mize byt kruh rozdélen pomoci
vSech tétiv urcenych n riznymi body jeho hrani¢ni kruznice.

Prvociselnd hodnota vyrazu

Uvazujme vyraz

V(n)=n?—n+41.
Rozhodnéte, zda existuje n € Ny takové, ze V' (n) neni prvocislem.
Resent. Pomoct upravy

Vin)=n(n-—1)+41
by nas mélo napadnout, ze V' (41) a V (42) jsou ¢isla slozena. Studenti leckdy vyzkousi, ze V (0), V (1),
V (2) (a ,v lepsim ptipadé® jesté nekolik dalsich hodnot) jsou prvodisla a vyslovi chybny zavér, ze V' (n) je
prvocislem vzdy.



Pozoruhodna je navic skute¢nost, ze dokonce plati
V' (n) je prvocislo pro vSechna n < 41.

Obecné totiz pro vyraz tvaru
Vin)=n*—n+k,

kde n € Ny a k& € N jsou prirozena plati, ze
V' (n) je prvodislo pro vSechna n < k pravé tehdy, kdyz k € {2;3;5;11;17;41} |

tzn. k = 41 je nejvétsi ¢islo s touto vlastnosti. Jedna se o tzv. Fulerova stastnd cisla.

Kvadr a Viétovy vztahy

Vypoctéte objem a povrch kvadru, jehoz délky hran (v centimetrech) jsou kofeny rovnice
1. 23 —72% + 142 — 7= 0,
2. 13 — 422 + 52 — 6 = 0.

Resend. Pomoct Vietovych vztahti mizeme provést ,rychlé” feseni. Zjistime tak, ze
1.

T1Ty + X105 + Toxg = 14 = S =28 cm?,
T1Xox3 = 7 = V:7cm3,

T1%o + 105 + 1923 =5 = S =10cm?,
T1Tox3 = 6 = V=6cm’.

Takové Teseni je sice ,elegantni“, ale neni tiplné. Nezabyvali jsme se otazkou, zda takovy kvadr existuje.
Spravné miuzeme pouze usoudit, ze pokud takovy kvadr existuje, ma pfislusny povrch a objem. Je tedy
tieba jesté zjistit, zda mé kazda z prislusnych rovnic tii kladné realné kofeny (pfi¢emz neni nezbytné nutné
najit jejich konkrétni hodnoty).

1. Ozna¢me P (r) = 2% — 72 + 142 — 7 a zkoumejme znaménka tohoto polynomu

o [0]1]2]3[4]
(P [ [+][+][=-[+]

Z provedeného rozboru je diky spojitosti funkce y = P (x) patrné, ze v kazdém z intervali (0; 1), (2;3) a
(3;4) lezi alespon jeden koten. Vzhledem k tomu, Ze uvazovany polynom je t¥etiho stupné a ma tedy nejvyse
tfi redlné koreny, musi v kazdém z uvedenych intervalt lezet kofen pravé jeden. Tento polynom tedy ma
t1i kladné realné koteny, coz jsme potiebovali dokazat. Dale lze jesté ukazat, ze vSechny tyto kofeny jsou
iracionalni a je pro nas tudiz prakticky nemozné urcit jejich presné hodnoty.

2. Pomoci hledani racionéalnich kofenu najdeme rozklad
? — 42’ + 52— 6= (v —3) (2* —x +2) .

Kvadraticky polynom, ktery v ném vystupuje, méa zaporny diskriminant a nema proto realné koteny. Zna-
mend to tedy, ze takovy kvadr neexistuje.



Uloha o extrému

Obsah dolni podstavy kvadru je 1 cm?, délka jeho télesové ihlopiicky 2 cm. Uréete jeho vysku tak, aby mél
maximalni povrch.

Resent. Oznaéme a a b délky podstavnych hran a v vysku uvazovaného kvadru. S vyuzitim Pythagorovy
véty dle zadani dostaneme
a4+ +v =4 a ab=1. (1)

Odtud vypocteme
A2+ =4-1" & (a+b)°’—-20b=4-0> & (a+b)*-2=4—-2*> & a+b=V6-12, (2)

pii¢emz musi byt ziejmé splnéna podminka 0 < v < v/6 cm. Pro povrch kvadru tedy plati

S = 2ab+2av+2bv = 2420 (a + b) = 2420V6 — v2 = 24+2V602 — v1 = 2421/9 — (v2 — 3)* < 2+42.3 =8.

(3)
Protoze rovnost ve (3) vzhledem k vyse uvedené podmince pro v nastava pravé tehdy, kdyz v = V3 cm, bude
povrch kvadru maximalni (tj. 8 cm?) pro tuto hodnotu v. Zavér na tomto misté oviem jesté nelze ucinit!
Nevime totiz, zda kvadr zjisténych vlastnosti existuje. Dosadme nalezenou hodnotu v do (1) a dofesme
tuto soustavu. Pro a > 0 by mélo souc¢asné platit

1 , 1 P , 1\? 3
b=- a a“+—=+3=4 & a—-a+1=0=(a"—=) +->0,
a a? 2 4

ale to je spor. Znovu jsme zjistili, ze kvadr takovych vlastnosti neexistuje.

Ov8em v feseni tlohy bychom méli pokracovat! Dosud jsme totiz jen zjistili, Ze neexistuje ,idealni®
kvadr, ktery by mé&l maximalni{ teoreticky moZny povrch (tj. 8 cm?). Stale vSak stojime pred tkolem nalézt
kvadr maximalniho povrchu spliujici zadané podminky. Oznac¢me p = /6 — v2. Podle (2) a (1) vime, Ze
p > 0 a ze pro délky a a b podstavnych hran uvazovaného kvadru ma platit

a+b=0p a ab=1.
Po dosazeni b = % do prvni rovnice této soustavy dostavame podminku

1
a+—=p & > —ap+1=0, (4)
a

ktera predstavuje kvadratickou rovnici s nezndmou a a parametrem p. Pro existenci realného feSeni této
rovnice je nutné a staci, aby jeji diskriminant byl nezdporny, tedy

P’ —4>0 & pPP=6—-0v">4 & 2 > 2. (5)

Pripomenime, Ze z vyjadieni (3) jiz vidime, ze S bude maximalni tehdy, kdyZ bude vyraz (v? — 3)2 nabyvat
nejmensi mozné hodnoty. To s ohledem na ,nové* nalezenou podminku (5) nastane pravé tehdy, kdyz
v =+/2 cm (a tedy p = 2) . Podle (3) uréime, Ze maximélni povrch bude Sy, = 2 + 4v/2 cm?. Protoze
podminka (5) zajistuje ,pouze“ existenci realnych kofent rovnice (4), musime jesté zkontrolovat, Ze pro
p = 2 mA tato rovnice kladny koten a. Nebot a* — 2a + 1 = (a — 1)2, jiz snadno nahlédneme, 7e v tomto
pfipadé bude timto kofenem a = 1. Koneéné dosazezenim do (1) vypoéteme, Ze také b = 1 je kladné.

Zdveér. Zadani tedy vyhovi kvadr o vysce v = v/2 cm (se ¢tvercovou podstavou o hrané délky 1 cm),
ktery ma povrch Spas = 2 4 4v/2 cm?.



Spocetné a nespocetné mnoziny

Pomoci tzv. diagondlni metody Georg Cantor roku 1873 ukazal, Ze neexistuje bijekce mezi N a R (konkrétné
mezi N a intervalem (0; 1)). Pfedpokladejme sporem, Ze takova bijekce existuje, tzn. ze vSechna realna ¢isla
z (0;1) lze sefadit do posloupnosti (neboli ocislovat). Dostavame tak schéma

a; = 0, ay; Ay ... Qip
az = 0, a1 axp ... ax
as = O, az;y azo ... Qasp
an = 07 ap1 Gp2 ... Gpp

Myslenka dikazu pak spoc¢iva v uvazeni ¢isla b = 0, b1b503 ... b, ... takového, Ze b; # a; pro vSechna ¢ € N.
Cislo b € (0; 1), ale ve vyse uvedeném schématu se nenachazi. Realnych ¢isel je tedy ,,vice“ nez piirozenych
¢isel, je jich nespocetné mnoho. Neni tedy ,,nekonecno jako nekone¢no®. ,,Ruzna nekone¢na“ mohou byt
,riuzné velka. Naopak bijekce mezi N, Z a Q existuji, napt. mezi N a Z ji 1ze vysvétlit pomoci nésledujict
tabulky

INJ1]2[ 3 [4]5]6]7]..]
(Z]o]1]-1]2]-2]3]-3]...]

Pro kone¢né mnoziny je pritom nemyslytelné, aby existovala bijekce mezi néjakou mnozinou a jeji vlastni
podmnozinou. Spoc¢etnou mnozinou oznac¢ujeme kazdou mnozinu, ze které existuje bijekce do N. Obecné
plati dokonce véta, ktera riké, Ze sjednocenim nejvyse spocetné mnoha nejvyse spoc¢etnych mnozin je nejvyse
spo¢etna mnozina. To zejména znamend, ze mnoziny N, Z a Q jsou tedy spocetné. Naopak mnozina R — Q
musi byt nespocetna, tzn. ze iracionalnich ¢isel ,je vyrazné vice* nez téch racionélnich.

Mohutnost N oznacujeme X, mohutnost R pak znac¢ime c. V této souvislosti se nabizi nékolik otazek.

1. Existuje mensi nekone¢na mohutnost nez Ny?
2. Existuje mohutnost mezi Ry a c?

3. Existuje vétsi mohutnost nez c?

Pro uvedena kardindini ¢isla navic plati pozoruhodné pocetni zakony. Mnoziny N = Z*, Ny a Z~ maji stejné
mohutnosti, navic plati Ny = NU {0}, Z — {0} = Z* UZ~. Pomoci kardinalnich ¢isel lze tyto skute¢nosti
vystihnout nasledujicimi ,,pro studenty prekvapivé platicimi“ rovnostmi g+ 1 = N, Ry = N9+ Ng. Obvykle
je také zaujme vyklad této problematiky na piikladu tzv. Hilbertova hotelu.

Déle je mozné studenty pomérné bezproblémové presvédcit o tom, ze Ny je nejmensi nekonecné kardinalni
¢islo, nebot prvky jakékoliv nekoneéné mnoziny ,,mensi“ nez N lze usporadat do posloupnosti (napf. vsechna
pfirozend ¢isla délitelna tfemi, vSechna prvodcisla, ...). Tim je prvni otazka zodpovézena.

Pro kone¢né mnoziny snadno zdtvodnime, Ze mnozina viech podmnozin k prvkové mnoziny ma 2F
prvki, pFicemZ nerovnost k < 2% plati ostie i pro nekone¢né mnoziny (tzv Cantorova véta). MnoZina vech
podmnozin mnoziny vSech realnych ¢isel mé tedy mohutnost 2¢, ktera je vétsi nez c. Snadno nahlédneme, ze
takto mizeme pokracovat ,,do nekonecna“. Existuje tedy nekoneé¢né mnoho ,rtzné velkych“ nekonecnych
mnozin. VyTeSena je i tfeti otazka.

Pozorného studenta nyni napadne, jak je to s ¢islem 2%, D4 se ukézat, ze 2% = ¢, coz ovem druhou
otéazku nefesi. Odpovéd na ni nebyla znamé jesté nékolik desitek let po Cantorovych objevech. Tvrzeni,
které odpovida zaporné odpovédi na tuto otazku, se rika hypotéza kontinua. V Sedesatych letech minulého
stoleti bylo dokézano, ze toto otazka je nerozhodnutelnym problémem.



Kurt Godel a nerozhodnutelna tvrzeni

Roku 1931 publikoval tento brnénsky rodak slavnou vétu o nedplnosti, ktera tvrdi, ze v kaZdé bezesporné
teorii obsahugici aritmetiku existuje nerozhodnutelné tvrzeni. Od té doby tudiz vime, Ze nelze vybudovat
takovou teorii, jejiz systém axiomi by byl sou¢asné bezesporny, tplny a nezavisly.

e Pravé jsme uvedli konkrétni priklad takového nerozhodnutelného tvrzeni v teorii mnozin - hypotézu
kontinua.

e Dalsim slavnym piikladem nerozhodnutelného tvrzeni je tzv. (Eukleiduv) pdaty postuldt. Rika, ze da-
nym bodem lze k dané pifimce vést pravé jednu rovnobézku. Tento axiom budil staleti pozornost
matematikii pro svou népadnou slozitost oproti ostatnim postulatim, které Eukleides formuloval.
Snahy o jeho dikaz odvozenim ze systému ostatnich axiomu pfinesly v 19. stoleti nec¢ekané vyvrcho-
leni. Vznikla neeukleidovski geometrie.

e Velka Fermatova véta. Neexistuji prirozena ¢isla x, y, z a n takova, ze n > 2, pficemz by platilo

"yt =2"

Tato hypotéza zformulovana Pierrem de Fermatem roku 1670 byla dokazana po staletich intenzivnich
snah fady matematiki az na sklonku minulého stoleti (1995 Andrew Wiles).

e FEulerova domnénka. Neexistuji pfirozena ¢isla x, y, z, w, pro néz by platilo

x4+y4—|—z4:w4.

Roku 1988 ji Noam Elkies vyvratil kdyz zjistil, ze plati
2682 440* + 15365 639* + 18 796 760* = 20615 673*.

e [ dnes v matematice narazime na fadu tvrzeni, ktera se dlouhodobé nedafi dokézat ani vyvratit. Jsou
nerozhodnutelna?

— Existuje konecné ¢i nekoneéné mnoho prvociselnych dvojcat?

— Goldbachova hypotéza (1742). Kazdé sudé ¢islo vétsi nez 2 lze rozlozit na soucet dvou prvoéisel.

Harmonicka rada

Na stfedni skole se z nekone¢nych fad zpravidla zkouma pouze nekone¢na geometricka rada. Studenti se uci,
7e existuji nekonecné rady, které konverguji a které diverguji. Sec¢teme-li nekone¢né mnoho ¢lenu konver-
gentni nekonecné fady, dostaneme konec¢né ¢islo.! Zatimco soucet nekoneéné mnoha ¢leni divergentni fady
s nezapornymi ¢leny je neohranic¢eny. Velmi pozoruhodnou fadou je vzhledem ke konvergenci ¢i divergenci
rfada harmonicka

o

>,

-

n=1

ITato skute¢nost je sama o sobé& pfekvapiva. Souvisi se znAmym starovékym filosofickym problémem o Achilleovi a Zelvé
(jedna z tzv. Zenénovych aporii), ktery je mozné matematicky korektné vysvétlit az pomoci nekone¢nych fad diky teorii limit,
které vznikla az v 19. stoleti tedy o vice nez 2000 let po Zenénové smrti. Rychlonohy Achilles podle této tivahy nemize dohonit
zelvu, ktera leze pred nim, nebot ta miZe vZdy udélat kricek takové délky, aby Achilles zustal za ni.



Uvazujme jeji n-té castecné soucty

So1 = 1—’—%,

sz = l+i+1+1 > 1+i4140 = 1421
w o= sbbebeiel > 142340) = 1434,
w o= st R A TS EETS > 148548 g = 144
Son > 1+n%

Takto muzeme nahlédnout, ze

lim s, = co.
n—o0

Harmonicka rada tedy diverguje. SeCteme-li dostateény pocet jejich ¢lenti, pfekoname jakoukoliv pfedem
danou mez. Tato fada ovSem ,diverguje velice pomalu®. Naptiklad

51000 = 7,48, S106 = 14,39

Této skutecnosti lze ,, vyuzit k zadani uloh s pro studenty velmi prekvapivym a necekanym zavérem.

Priklad. Uvazujme housenku lezouci po elastické draze, ktera ma na poc¢atku 1 m. Housenka za minutu
uleze 10 cm. Poté elastickou drahu ,,z14 bytost* natdhne o 1 m. Housenka tedy ziistane v % drahy. Za dalsi
minutu uleze opét 10 cm. Poté elastickou drahu ,zl4 bytost® znovu natdhne o 1 m. Doleze housenka na
konec drahy?

Resend. Séitame harmonickou fadu . -

— | 1l+=+=+...

10 ( + 2 + 3 * ) ’
o které vime, ze diverguje, coz znamena, ze housenka do cile doleze. To je ovSsem piekvapivé z toho pohledu,
ze po minuté ji chybélo do cile 90 cm, po dvou minutach 170 ¢m, po tfech minutich 245 cm a cil se ji tak

oproti vychozimu stavu ,stale vzdaluje®. Dalsi otéazkou je, za jakou dobu se do cile dostane. Pripadné kolik
metru by timto zptisobem ,stihla ulézt“ od zac¢atku svéta. :-)

Aproximace iracionalnich cisel

UZ jsme vysvétlili, ze iracionédlnich ¢isel je ,je vyrazné vice® nez téch racionalnich. Dale vime, Ze existuji
konvergentni nekone¢né rady, jejichz soucet se blizi k néjaké konkrétni hodnoté. Da se odvodit, ze napriklad
plati

1 1 1 1 1 1
1l S 4 (14— (=D =
e=lt+ltotet...ta+..., 7 ( st +(=1) 51T )
nebo . ) )
m2=1—=+—-—.. .+ (=" =24+ .
i 2 3 +( ) n+

Secteme-li tedy nekoneéné mnoho ,vhodnych® zlomki, dostaneme ¢islo, které se zlomkem vyjadrit neda.
Miizeme tak ale studentiim nastinit tuto predstavu o iracionalnich ¢islech. Pomoci ,,experimentovani“ s kal-
kulackou pak miizeme nechat studenty ,,zkoumat rychlost* konvergence uvedenych fad. Mohou si tak v§im-
nout, ze souctem nékolika prvnich ¢lent prvni fady ziskaji ,,brzy dobrou“ aproximaci ¢isla e, zatimco pro
nsrovnatelné dobry vysledek” je v pripadé dalsich uvedenych fad tieba secist daleko vice ¢lenii.
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