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Pojmt vlna a vlnéni se v riznych oblastech fyziky a techniky pouziva k oznaceni velmi odlinych jevi.
Pripomenme jen pojmy jako akusticka vlna, povrchova vlna, razova vlna, elektromagneticka vlna, gravi-
tacni vlna. Je proto dosti obtizné najit néco, co je vSem témto jeviim spoleéné, a je asi nemozné nabidnout
néjakou definici, kterd by zahrnovala vSechny jevy oznacované jako vlna nebo vlnéni.

Neékdy se setkdvame s tim, Ze se vlnénim oznacuje proces, pfi némz se prostorem §ifi energie, aniz se
soucasné prenadsi hmotnost. Toto vymezeni skutecné obstoji pro velkou oblast fyziky. Tézko vsak obstoji,
chceme-li pouzivat pojmu jako de Broglieova vlna, elektronova vlna apod. V elektronové a neutronové
difraktografii vSak tyto pojmy zdomacnély do té miry, ze si lze jen obtizné predstavit, ze by mohly byt
nécim nahrazeny.

Ucebnice fyziky vétsinou postupuji tak, ze uvedou konkrétni priklad néjakého vlnéni a ukazi, ze
vyhovuje jisté rovnici, které se fika vlnova rovnice. Potom, kdykoliv se setkaji s procesem, ktery vyhovuje
obdobné rovnici, nazyvaji tento proces vinénim. Tohoto postupu se ptridrzime i my.

1.1 Vlna a vlnova rovnice

Vystacime s nejjednodussim tvarem vlnové rovnice, ktery charakterizuje vlnéni v bodech homogenniho,
izotropniho, nedisperzniho a neabsorbujiciho prostfedi neobsahujicich zdroje vlnéni. Jak je zndmo (viz
napf. [1], str. 301), jde v tomto pfipadé o linedrni parcidlni diferencidlni rovnici druhého ¥adu

9 1 0%U(7,t)

VAU (7, t) = 2 gz (1)
Funkci ¥ (7, t) se Fika vinova funkce a jeji fyzikalni vyznam zévisi na tom, o jaké vlnéni jde. U akustického
vinéni je to vychylka z rovnovazné polohy, v pfipadé elektromagnetického vlnéni je to elektrickd intenzita
nebo magnetickd indukce nebo néktera slozka téchto vektor atd. Ve skalarni teorii difrakce se pro
vlnovou funkci ¥ ¢asto pouzivd ndzvu rozruch (disturbance). 7 znaéi polohovy vektor a ¢ ¢as. Laplacetv
operator V? je diferencidlni operator (viz napf. [1], str. 144), jenZ obsahuje nejvyse druhé derivace podle
prostorovych soufadnic a jeho konkrétni tvar zavisi na dimenzi prostoru a na pouzité soustavé souradnic.
V E3 ma v kartézskych souradnicich x1, s, x3 tvar
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Protoze na levé strané vlnové rovnice (1) jsou druhé derivace podle soufadnic a na pravé strané druhd
derivace podle casu, je zfejmé, ze veli¢ina v ma rozmér rychlosti a ma vyznam tzv. fazové rychlosti.
(V nasem piipadé lze mluvit o konstanté v, nebot prostfedi, v némz se vlnéni §ifi, je homogenni, izotropni
a nedisperzni.)

Plocha ¥ (7, t,) = konst., v jejichz bodech m4 v ur¢itém okamziku ¢, vinova funkce touz hodnotu, se
nazyva vlnoplocha. (Pozndmka k pojmu vlnoplocha: V teorii vlnéni jsou velmi vyznamné tzv. harmonické
vlny. Pocinaje odst. 1.4 se budeme zabyvat pouze timto typem vIn. U harmonickjch vIn se vSak pojmu
vlnoplocha pouziva v jiném smyslu, nez jak jsme jej pravé zavedli — viz odst. 1.8.)
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V zavislosti na pocatecnich a okrajovych podminkéch existuje velmi mnoho riznych feseni vlnové
rovnice. V nasledujicich dvou odstavcich odvodime dva typy feseni: Tzv. rovinné vlny, kdyz vlnoplochy
jsou roviny a kulové viny, kdyz vinoplochy jsou kulové plochy.

1.2 Rovinné viny

UvaZzujme o vlnéni, jehoz vlnoplochy jsou roviny kolmé na jednotkovy vektor 7 (ny,nsa,n3). Vinoplochy
maji tedy rovnici 7 - 7i = konst. (srov. obr. 1) a vlnova funkce takového vlnéni musi mit tvar

W(7t) = W(7- 7, ). (1)

Takové vinéni mé jednorozmérnou povahu. Formalné to nahlédneme, zavedeme-li novou soustavu sou-
fadnic O, y1 ,¥2,¥ys3 s osou y; ve sméru vektoru 7. Rovnice vlnoplochy pak je

7ol = (2)
a hodnota soufadnice y; mé vyznam vzdalenosti vlnoplochy od poc¢atku O (viz obr. 1). Derivovanim

vlnové funkce ¥ (7 7i,t) dostaneme

x4, A

Yo

‘x/ ¥s

Obrazek 1: Soustavy soufadnic pii odvozovani feSeni vinové rovnice ve tvaru rovinné vlny.
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a vlnové rovnice 1.1(1) pfechédzi v jednorozmérnou vlnovou rovnici (¥iké se ji téZ rovnice kmitd struny)
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PU(y,t) _ 1 0°(y,t) (3)

oy? v2 02

Abychom nalezli jeji feSeni, zavedeme nové proménné

z1 =y —vt, 29 =yp + vt. (4)

(Neprehlédnéme, ze touto substituci se do Feseni vnasi vztah mezi prostorovymi soutadnicemi a ¢asem.)
Derivovanim vyjadfime druhé derivace v rovnici (3) derivacemi podle novych proménnych:
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Dosazenim do rovnice (3) dostaneme

o*w
=0. 5
621822 ( )
Obecnym FeSenim této rovnice je soucet
v = @1(21) + WQ(ZQ) = Lpl (yl - ’Ut) + !p2(y1 + 'Ut), (6)

kde ¥; a Wy jsou libovolné funkce, majici ovSem pozadované derivace. S pomoci vztahu (2) se vratime
k puvodnim proménnym 7 - 77, ¢ a dostaneme

W(F i, t) = Uy (F- il — vt) + Uo7+ 7t + vt). (7)

I kdyz ¥; a W5 jsou libovolné funkce, mizeme urcit smér Sifeni vln, které tyto funkce predstavuji.
Ukazeme, ze funkce ¥y (7 - 7l — vt) pfedstavuje vlnu, jez se $ifi rychlosti v ve sméru 7 a podobné Wy (7 -
7i +vt) vlnu, §ifici se rychlosti v ve sméru —#i. Zvolme n&jaky ¢asovy interval At. Nahradime-li ve funkci
U (7 - @ — vt) proménné 7, ¢t vyrazy ¥+ viiAt, t + At, nezméni se hodnota funkce ¥;. Jinymi slovy, za
¢as At se vlna posune o viiAt, tj. S se rychlosti v7i. Podobné vlnové funkce Wy (7 7 + vt) nezméni svou
hodnotu, kdyZ se proménné 7, ¢ nahradi vyrazy ¥ — viiAt, t + At. Funkce U5 tedy predstavuje vinu, jez

se §ifi rychlosti —v7i.

1.3 Kulové viny

M4-1i mit vlnéni kulové vinoplochy se stfedem v poc¢atku soufadnic, musi mit vlnova funkce tvar ¥ (7, t) =

¥ (r,t), kde
r =/ 2} + %+ ai. (1)

Laplacetiv operator ma v tomto ptipadé (v E3) tvar

02 290
2—7 —_—
v _3r2+7‘8r.

Lze se o tom presvédcit derivovanim:
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or ¥ Or  x OV
dry  Ordzy v or’
P 1o¥ i OP  ai 0w
52 T ror mor oo

Podobné pro derivace podle x5 a x3. Po dosazeni do 1.1(2) pak pouzitim (1) dostaneme vlnovou rovnici
pro kulové viny ve tvaru

v 20w 1 0%
i T wae
Po vynésobeni obou stran této rovnice faktorem r # 0 nahlédneme, ze ji lze prepsat do tvaru
02 (rw) _ 1 02 (rv) 3)
or? v2  Ot?
Dostévame opét rovnici kmit struny (srov. 1.2(3)), nyni v8ak pro funkci r&(r,t). TakZe FeSeni rovnice
(3) ma tvar (srov. 1.2(6))

r(r,t) = Uy (r — vt) + Ua(r + vt),
tj.

U(r,t) = %Wl(r—vt) + %Wg(r—kvt), (4)

kde ¥, a W, jsou libovolné funkce majici pozadované derivace. Funkce %W(r — vt) predstavuje tzv.
divergentni kulovou vlnu, tj. vinu rozbihajici se z poc¢atku rychlosti v. Naproti tomu funkce %W(r + vt)
je konvergentni kulova vlna, tj. vlna sbihajici se rychlosti v do poc¢atku.

1.4 Harmonické viny

Rovinné a kulové viny ve tvaru 1.2(7) a 1.3(4) jsou velmi obecné. Mohou pfedstavovat vinu tvofenou jen
néjakym pulsem, nebo ustilené vlnéni nebo néco mezi tim. Nelze tedy s témito vyrazy spojovat néjakou
periodicitu, napt. vlnovou délku nebo frekvenci. K tomu je tfeba vIinéni dale specifikovat.

Pro teorii vlnéni jsou dilezité tzv. harmonické vlny. Jsou definovany tim, ze vlnova funkce se ve vsech
bodech 7 méni s ¢asem t harmonicky, tj. jako funkce coswt nebo sinwt nebo jejich linedrni kombinace.
Tim do teorie vlnéni vstupuji veli¢iny vztahujici se k ¢asové periodi¢nosti vinéni: Nejmensi perioda T'
funkei coswt, sinwt zfejmé je T = 27 /w, takze Ghlova frekvence w a frekvence v jsou uréeny vztahy

V= (1)
Dulezitost harmonickych vin je zaloZena na tom, Ze FeSeni vlnové rovnice metodou separace proménnych
vede na harmonické viny a vyjadfuje obecné FeSeni vlnové rovnice superpozici harmonickych vin (viz
odst. 1.6 v dalsim textu). Vyznam pfedstavy harmonickych vln nesniZuje ani to, 7ze ve skutecnosti
neexistuji — predpokladdaji totiz neohranicené trvani a jsou pouze matematickym objektem. Podstatné
je, ze kazdou existujici vlnu lze vyjadfit jako superpozici harmonickych vin (tzv. vinové klubko), coz m4
nesmirny teoreticky i prakticky vyznam.

Pozadavkem harmonic¢nosti jsou do zna¢né miry uréeny funkce charakterizujici harmonické rovinné
a harmonické kulové viny.

Konkrétné, rovinnou harmonickou vlnu popisuje podle 1.2(7) funkce

w =

W(Wﬁ:q:vt):acos{w(tq:r.n)—i—a}, (2)
v

v niZ a a « jsou konstanty, znaménko minus plati pro vinu $ifici se ve sméru 7 a znaménko plus pro vinu

N7 7

Sifici se ve sméru —7i. Hodnota vlnové funkce (2) v bodech 7 a 7+ M je zfejmé taz, pokud

2mv
A= —.
- 3)
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Veli¢ina A se nazyva vlnova délka. Vlnovou délkou tedy rozumime nejmensi prostorovou periodu rovinné
vlny ve sméru Sifeni vinéni. To je podstatné, nebot to vysvétluje, pro¢ veli¢ina, jez ve vztahu k prosto-
rovym proménnym odpovid4 thlové frekvenci w, je vektor. Nazyva se vlnovy vektor a z vyrazu (2) je
ziejmé, ze je ucelné ji definovat vyrazem

k=i (4)

SHES

Dosazenim do vztahu (4) za w/v ze vztahu (3) ziskdme pro vinovy vektor k vyraz

e (5)

Casové perioda T a vlnova délka A spolu souviseji vztahem, kterj dostaneme dosazenim do vztahu
(3) za w ze vztahu (1):

A =T, (6)

Mizeme tedy s pouzitim vlnového vektoru k pfepsat rovinnou harmonickou vlnu (2) do tvaru

U(7,t) = a cos(wt F k- 7+ a). (7)

Podobné lze postupovat pii odvozovani vyrazt pro kulové harmonické viny. Musi mit podle 1.3(4)
tvar

U(r,t) = % cos {w (t F %) + a} , (8)

v némz a a « jsou konstanty, znaménko minus plati pro divergentni kulovou harmonickou vinu a znaménko
plus pro konvergentni kulovou harmonickou vlnu. Bez ohledu na faktor 1/r, pouze na zékladé periodicity
funkce kosinus, se zavadi vlnové délka vyrazem (3) a plati pro ni vztah (6). Vlnovy vektor kseu kulovych
harmonickych vln nezavadi, pouze jeho velikost

w 27
(Bylo by ovSem moZné i u kulovych harmonickych vin definovat k= %f , ale nebyva to zvykem a je to
zbyte¢né.) Kulové harmonické viny tedy charakterizuje vyraz
U(rt) = % cos(wt F kr 4+ a). (10)

~—

Konstanté a ve vyrazech (2), (7), (8) a (10) se fiké amplituda. Je v8ak podstatny rozdil ve fyzikal-
nim vyznamu této konstanty u rovinnych vin a u kulovych vin. Pfedstavuje-li vlnova funkce ¥ néjakou
fyzikalni veli¢inu (nap¥. u mechanickych vln je to vychylka z rovnovazné polohy), pfedstavuje amplituda
a u rovinnych vln (2) resp. (7) touz veliinu a mé samoziejmé tyz rozmér (nebot funkce kosinus je bez-
rozmérnd). Naproti tomu v pfipadé kulovych vln (8) a (10) ma amplituda a rozmér oné fyzikalni veli¢iny,
o kterou pii vlnéni jde, ndsobeny délkou (nebot funkce cos(---)/r mé rozmér délky na minus prvou).
Proto se u kulovych vin amplituda a interpretuje jako amplituda harmonickych kmitt v jednotkové
vzdalenosti od zdroje kulovych vin. To je nepraktické, casto se na to zapomina a miize to pusobit kom-
plikace (napf. kdyZ se opakované pouzivd Huygensova-Fresnelova principu pfi vinovém popisu optického
zobrazeni). Chceme-li se tomu vyhnout, musime charakterizovat kulové harmonické viny vyrazem

U(r,t) = % cos(wt F kr + a). (11)

v némz funkce cos(---)/(kr) je bezrozmérna a amplituda ¢ ma — stejné jako u rovinné vlny — rozmér
fyzikalni veli¢iny, kterou vinéni pfedstavuje. Kromé toho mé ve vyrazu (11) amplituda a vyznam am-
plitudy harmonickych kmitt ve vzdélenosti od zdroje, pro niz je kr = 1, tj. podle (9) r = A/(27), tedy
ve vzdalenosti vztazené k samotnému vlnéni, a ne k jednotce délky, jez je ovSem zvolena nezavisle na
vinéni.
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1.5 Komplexni notace harmonickych vin

K popisu periodickych déju se v teorii vinéni uziva misto funkeci kosinus resp. sinus komplexni exponen-
cidln{ funkce. Tato tzv. komplexni notace mé vyhodu v tom, ze nékteré matematické operace (jmenovité
nésobeni, derivovani a integrovani) se provadéji snadnéji a zapis vypocti a odvozovani je mnohem pie-
hlednéjsi. Pokud je to mozné (omezeni jsou naznacena v zavéru tohoto odstavce) - nahrazujeme tedy
realné vinové funkce komplexnimi, s nimi provadime potfebné vypocty a teprve nakonec se vracime opét
k redlnym funkcim.

Komplexni notace se pouziva zhruba od konce 19. stoleti a béhem doby vznikla i terminologie,
ktera z této notace vychazi. Bylo by sice i dnes mozné se obejit bez komplexni notace, bylo by to vSak
tézkopadnym anachronismem. Uréitou nevyhodou, kterou sebou nesou vyhody komplexni notace, je, ze
komplexni notace vypocty ponékud formalizuje a nenuti ¢lovéka ustaviéné se zamyslet nad fyzikalnim
vyznamem jednotlivych matematickych obrat. Proto se v tomto a v nasledujicim odstavci zaméfime
zejména na objasnéni a zdivodnéni podminek, které formalismus komplexni notace umozinuji.

Zakladem komplexni notace je Eulerova formule (viz napf. [1], str. 15, 169)

exp(£ip) = cosp +isinp. (1)

Budeme v dalsim textu pfedpokladat, Zze ¢ je redlnou veli¢inou. Pak podle Eulerovy formule je kosinus
redlnou ¢asti komplexn{ exponencidlni funkce. Vyrazu aexp(+ip), v némz a je konstanta a ¢ mize
byt funkci néjakych proménnych, se fika fazor. Je ziejmé, ze fazor je periodickou funkci proménné ¢
s periodou 27 a ze absolutni hodnota fazoru je rovna jedné pro vSechny hodnoty proménné ¢. Sec¢tenim
resp. ode¢tenim obou eventualit vyjadfenych znaménky v Eulerové formuli (1) vyjadiime redlnou funkci
cos  resp. sin ¢ pomoci fazori:

cosp = % [exp(i) + exp(—ip)],
(2)
sing = % [exp(ip) — exp(—ip)] .

Rovinné harmonické viny 1.4(7) mtZzeme tedy s pouzitim Eulerovy formule (1) psat ve tvaru

W (7, t) = aRe{eXp {ii(wt TheT O‘ﬁ }

a dokonce, uc¢inime-li tmluvu, Ze rozruchem budeme vzdycky rozumét redlnou ¢ast komplexni vlnové
funkce, nemusime ani psat symbol Re, ale charakterizovat rovinné harmonické viny pouze fazorem

U(7,t) = a exp [:l:i(wt Tkt a)} . (3)
Podobné kulové harmonické viny 1.4(11) piSeme ve tvaru
U(r,t) = % exp [ti(wt F kr + a)]. (4)

Pii této timluvé je z Eulerovy formule (1) zfejmé, Ze ve vyrazech (3) a (4) nezélezi na znaménku
u imaginarni jednotky. Napf. o tom, zda kulova vlna je divergentni nebo konvergentni, rozhoduje pouze
to, zda znaménka u wt a kr v argumentu fazoru vyrazu (4) jsou opacné nebo stejnd, a neni dulezité, jaké
je znaménko u imaginarni jednotky. Je tedy vhodné ucinit dalsi amluvu a disledné pouzivat jedné z obou
moznosti. Rozhodneme se pro znaménko minus. (Diivod pro tuto volbu vyplyne z textu za vztahem (13)
tohoto odstavce.)

Rovinné resp. kulové harmonické viny (3) resp. (4) pak charakterizuji vyrazy

W(Ft) = aexp |i(£k - 7—wt —a)| = A exp(&ik - 7) exp(—iwt), (5)
resp.
a : A : :
U(r,t) = Ty CXP [i(kr —wt —a)] = o exp(zikr) exp(—iwt), (6)
T T

kde
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A = a exp(—ia) (7)

je komplexni amplituda obsahujici informaci o poc¢atecni fazi a.
Podle definice harmonickych viln a s pouzitim komplexni notace musi harmonickou vlnu charakteri-
zovat vinova funkce ve tvaru soucinu

W (7, t) = ¢ (7) exp(—iwt), (8)

v némz 1(7) je funkci jen prostorovych proménnych. Rovinné a kulové harmonické viny (5) a (6) jsou
toho prikladem. Tato faktorizace vyrazu pro harmonické vilny do tvaru soucinu funkce polohy a funkce
casu je velkou prednosti komplexni notace. Vyplyva z ni napiiklad, ze linearni kombinace harmonickych
vln ¥;(7,t) uréité frekvence w je touz linedrni kombinaci funkci 1;(7) zavislych jen na soufadnicich
néasobenou fazorem exp(—iwt):

A (7 t) + -+ AW (7 8) = [Arpr (F) + -+ + Apthn (7)) exp(—iwt). (9)

Pii difrakci vinéni nedochdzi ke zménam frekvence. Muzeme tedy pfi vypoctu difrakénich jeva
harmonickych vln pocitat jen s faktorem vlnové funkce, jenz zavisi pouze na prostorovych proménnych,
a povaZovat za samoziejmé, Ze ¢asovou zavislost charakterizuje fizor exp(—iwt) a vibec jej nepsat.

Podle téchto amluv charakterizuje tedy vyraz

¥(7) = Aexp(ik - 7) (10)

rovinnou harmonickou vlnu postupujici ve sméru vlnového vektoru k, kdezto vyraz

() = Aexp(—ik - 7) (11)
predstavuje rovinnou harmonickou vinu postupujici proti sméru vektoru k. Podobné vyraz
exp(ikr
() = 4 2 (12)
r
charakterizuje divergentni kulovou harmonickou vlnu, zatimco vyraz
exp(—ikr)
() = 4 2R (13)

predstavuje konvergentni kulovou harmonickou vinu.

Je zfejmé, Ze uvedend interpretace vyrazu (10) az (13) je dusledkem toho, Ze jsme zvolili zdporné
znaménko u imagindrni jednotky ve fazorech vyrazt (3) a (4). Udélali jsme to proto, Ze p¥i této volbé
je kladné znaménko v argumentu rovinné harmonické vlny (10) postupujici ve sméru kav argumentu
fazoru divergentni kulové harmonické vlny (12). Vétsina soucasnych autorii voli rovnéz zéporné znaménko
u imaginarni jednotky v (3) a (4). BohuZel, ne v8ichni. Zejména v prvnich desetiletich dvacétého stoleti
se autori ¢asto rozhodovali pro znaménko plus a i dnes se s touto volbou nezfidka setkdvame (viz napt.
[2], str. 8, [3], str. 47, [4], str. 51).

Piedstavme si nyni, Ze mame vypocitat néjakou fyzikalni veli¢inu, jez je linedrni kombinaci (koneé-
ného ¢ nekone¢ného poctu) vinovych funkei ¥;. Uvazme, Ze linedrni kombinace realnych ¢asti funkei &;
je redlnou ¢asti linedrni kombinace funkei ¥;:

> bjRe(¥;) =Re» b;¥;,  b; = redlné koeficienty. (14)
J J

Pouzijeme tedy komplexni vyjadieni vinovych funkei ¥; a vytvorime jejich linedrni kombinaci. Ta pfed-
stavuje komplexni vyjddieni podcitané veli¢iny. Z ni pak vezmeme jen jeji redlnou ¢ast, nebot jen ta
odpovida fyzikalni realité. Tohoto postupu budeme v dalsim mnohokrat pouZivat pii matematickém po-
pisu interferenci (soudet koneéného po¢tu vlnovych funkei) a difrakénich jevi (soucet nekoneéné mnoha
vlnovych funkci, tj. difrakéni integral).

Jinak je tomu, poc¢itame-li fyzikalni veli¢inu, jez souvisi s jednou nebo nékolika vinovymi funkcemi
jinak nez linedrné, napf. druhou mocninou nebo souc¢inem. V téchto pripadech ovSem neplati, ze napf.
soucin realnych ¢asti vlnovych funkci je redlnou ¢asti soucinu vlnovych funkci. Proto nelze jednoduse po-
uzivat komplexni vinové funkce, a musime pocitat s redlnymi vlnovymi funkcemi (byt tieba vyjadfenymi
pomoci komplexnich funkei, jako nap¥. ve vyrazech (2)). Vypocty pak byvaji mnohem komplikovanéjsi.
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Nastésti jedinou veli¢inou tohoto typu, s niz se budeme setkavat, je intenzita vinéni. Pojedname o ni
hned v nasledujicim odstavci a podame tak piriklad, jak se pocitaji veli¢iny, jez s vinovou funkci souviseji
nelinearné.

1.6 Intenzita vlnéni a vypocet intenzity harmonickych vin

vvvvv

obecné intenzita vlnéni I. Jeji vyjadreni prostfednictvim komplexni vlnové funkce je — aspon v pfipadé
harmonickych vln — velmi jednoduché. Intenzita je totiz tmérnd étverci modulu prostorové ¢asti ¢ (7)
vlnové funkce. Konstanta této imérnosti neni pro difrakci vyznamné, a proto klademe

I(7) = [Y(P)I* = o) " (7). (1)

Tuto skuteénost nyni zdavodnime.

Piedevsim uvedeme, co je to intenzita vinéni. Jak je zndmo z fyziky (viz napt. [5], §34.5, [6], §7.2),
je intenzita vinéni skalarni veli¢ina piedstavujici casovou stiedni hodnotu hustoty vykonu vlnéni. Jinymi
slovy, je to Casova stfedni hodnota velikosti hustoty toku energie vinéni. U elektromagnetického vlnéni je
to casova stfedni hodnota velikosti Poyntingova vektoru. Z praktického hlediska je podstatné, Ze intenzita
vlnéni je v naprosto prevazujicim poctu pripada tou veli¢inou, kterou detekujeme. Konkrétné, mérime-li
vykon vInéni néjakym detektorem s malou vstupni aperturou a je-li plocha detektoru rovinna a kolma
na smér Sifeni vlnéni, je intenzita vinéni v misté detektoru casovou stfedni hodnotou vykonu délenou
velikosti vstupni plochy. P¥i pozorovani difrakce svétla je intenzita svétla tou veli¢inou, ktera je tmérna
jasu matnice. Pti fotografovani difrakénich jevi souvisi zéernani fotografické emulze s intenzitou svétla
prostfednictvim tzv. osvitu (expozice), coz je soudin intenzity svétla a expoziéni doby.

Pro néas je dtlezité, ze u vSech druht vlnéni je intenzita vinéni tmérnd kvadratu (redlné) vlnové
funkce. U harmonickych vln ma podle 1.5(8) tento kvadrat tvar

2

{Re [ (7, 1)] }2 = {Re G exp(fiwt)]}2 = {Re{ [Re [:(7)] + ilm [1(7)]] (coswt — isin wt)}}
{Re [¢(7)] coswt + Im[¢(7)] sinwt}2 =
= {Re [v(7)] }2 cos? wt + {Im [¥(7)] }2 sin® wt + 2Re [¢(7) | Im [¢)(7)] sinwt cos wt.

Vyjadrenim trigonometrickych funkci funkcemi dvojnasobného argumentu dostaneme

{Re [(7)] }2 n {Im[q/)(f)] }2 +

N =

{Re[w(7.1)] }2 =

2

[Re[w()]} ~ {tm[u)] )

cos 2wt + Re[¢(7) | Im[¢(7)] sin 2wt.  (2)

Ze vztahu (2) je vidét, ze kvadrat (realné) vlnové funkce — a tedy i hustota vykonu harmonickych
vln — mé slozku na case nezévislou a slozku periodicky se ménici s casem. U vétSiny typtd vlnéni neni
mozné tuto periodicky se ménici slozku sledovat ani okem ani zddnymi p¥fistroji. (Frekvence viditelného
svétla je témei 10*° Hz, rentgenového zateni dokonce 10'® Hz.) Jsme schopni detekovat pouze ¢asovou
stfedni hodnotu hustoty vykonu, tj. veli¢inu tmérnou vyrazu

{Re[y?(m)]}2 = lim I/OT{Re[W(F,t)]}Zdt. (3)

T—00 T

Snadno nahlédneme, ze

{Refwr)} = 3 [{Relw@]} + {mfv]} | @)

St¥edni hodnota zbyvajicich dvou séitanct ve (2) je totiz nulové, nebot
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1 (7 in 2
lim = / cos2wtdt = lim =T g,
T—00 T Jq T—oo  2WT

1 (7 1-— 2
lim f/ sin2wtdt = lim R e 0
T—00 T Jo T—00 2wt

Je tedy intenzita harmonického vInéni Gmérnd ¢tverci modulu prostorové ¢asti () komplexni
vlnové funkce. Konstanta imérnosti neni pfi popisu difrakénich jevt dulezita, a proto se pod pojmem
intenzita I vlnéni rozumi pouze ¢tverec modulu prostorové ¢asti vinové funkce, jak to odpovida vztahu
(1). Mozné toto vypusténi konstanty tmérnosti spolu s ¢astym pouZivanim slova intenzita v riznjych
oborech vedlo nékteré autory ucebnic k tomu, aby pro veli¢inu I uréenou vztahem (1) volili jiné nzvy.
Pouziva se napi. jas (brightness), ozafeni (irradiance), osvétleni (illumination) atd. My vSak budeme
veli¢inu I dusledné nazyvat intenzitou.

Z vyrazi 1.5(10) a 1.5(11) je vidét, Ze intenzita rovinné harmonické vlny je nezavisla na poloze bodu
pozorovani: I = AA* = konst. Naproti tomu z 1.5(12) a 1.5(13) vyplyvd, Ze intenzita kulové harmonické
viny kles4 se ¢tvercem vzdalenosti od zdroje resp. od bodu konvergence: I = AA*/(kr)? . Tak tomu také
musi byt podle zakona zachovani energie.

1.7 Helmholtzova rovnice

Budeme nyni hledat feSeni vlnové rovnice 1.1(1) metodou separace proménnych. Konkrétné, vyjadiime
feSeni ¥(7,t) ve tvaru superpozice partikuldrnich feSeni ¥,,(7,t) a o téchto partikuldrnich FeSenich bu-
deme predpokladat, Ze jsou sou¢inem dvou funkci, z nichz jedna zévisi pouze na prostorovych soufadnicich
7 a druhd pouze na Case t. Symbolicky zapiSeme tuto superpozici sou¢tem

U(Ft) =Y W (F 1), (1)
kde

Wm(Fv t) = wm (77)7-771 (t) (2)

Vyraz (1) je vskutku jen symbolicky zépis superpozice partikuldrnich feSeni ¥,,(7,t). V tuto chvili
nespecifikujeme, zda jde o soucet nebo o integral, ani meze s¢itani ¢i integrace. To vSe se vyjasni az v
pribéhu hledani partikuldrnich feSeni ve faktorizovaném tvaru (2).

Je hodno pozoru, ze pozadavek faktorizace partikularnich feSeni implikuje rozklad vinové funkce
¥ (7,t) do harmonickych vin. Dosadime-li totiz do vlnové rovnice 1.1(1) partikuldrni feseni ve tvaru (2),
dostaneme

1 d?7,, (1)
v21/)m(f>Tm(t) = Uﬁ@[}m(f&)v

Podélime-li tuto rovnici partikuldrnim feSenim (2), dostaneme rovnici

dzfm(t)

VEm(7) _ 1 “5p

=) 9
Y (7) V2 T (t)
jejiz leva strana zavisi pouze na soutradnicich, kdezto prava strana pouze na case. Protoze tato rovnice
musi platit pro vSechny polohy 7" a v kazdém okamziku ¢, je zfejmé, Ze ji lze splnit jen tak, Ze jeji prava
i leva strana jsou rovny téze konstanté. Oznac¢me tuto konstantu k.
Prava strana rovnice (3) tedy vede na obycejnou diferencidlni rovnici

3)

d?7,, (1)

de?
z niZ je ziejmé, Ze separacni konstanta k ma fyzikalni rozmér délky na méné druhou. Resenimi rovnice
(4) jsou funkce exp(vy/kt) a exp(—v+/kt). ProtoZze médme co €init s vinénim v neabsorbujicim prostiedi,
je smysluplné predpokladat, Zze tato feSeni jsou periodickymi funkcemi ¢asu. Tomu odpovida redlna
a zaporna hodnota separa¢ni konstanty . Polozime tedy x = —k?, tj. \/k = *ik, kde k je veli¢ina s
rozmérem délky na minus prvou a s nezadpornou hodnotou. Kazdé takové hodnoté k ptislusi vysSe uvedena

= 02KkTp, (1), (4)
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dvojice feSeni. Je to tedy pravé hodnota k, kterd partikularni feSeni (2) specifikuje, a proto ji pouZijeme
misto indexu m. Casové zavisly faktor partikuldrniho feSeni (2) m4 tedy tvar

71 (t) = Cy exp(ivkt) + Co exp(—ivkt), (5)

kde C a Cs jsou konstanty. Je zfejmé, Ze nezaporna konstanta k souvisi s kruhovou frekvenci w vztahem

vk=w, . k=-—. (6)
v

Také leva strana rovnice (3) je rovna konstanté —k?, ¢imz dostavame tzv. Helmholtzovu rovnici
nazyvanou téz stacionarni vlnova rovnice:

Vi (F) + k2 (7) = 0. (7)

V bodech homogenniho, izotropniho a neabsorbujiciho prostfedi neobsahujicich zdroje vinéni musi tedy
faktor ¢y (7) partikuldrniho feseni Wy (7,t), ktery zavisi pouze na prostorovych soufadnicich, spliiovat
Helmbholtzovu rovnici (7).

V E; je Helmholtzova rovnice (7) obycejnou diferencidlni rovnici, jejiz feSeni jsou funkce exp(ikr)
a exp(—ikr). V prostorech vyssi dimenze vSak FeSeni do té miry zdvisi na okrajovych podminkach, ze
nelze uvést néjaky vyraz zahrnujici vSechny mozné piipady. Néco obecného vSak o tvaru feSeni v (7)
v prostorech libovolné dimenze Fici 1ze:

Reseni 1, () Helmholtzovy rovnice (7) lze vzdy vyjadiit ve tvaru

Ui () = P(k7) = $(p), (8)
kde ¥(p) je TeSeni tzv. normalizované Helmholtzovy rovnice
Vv (p) + ¢ (p) = 0. (9)
Oznacime-li totiz v (9) p'= k7, je
1
Vo) = ek,
1
V3O = VR,

takze

1 1 -
VEU(P) + 9(p) = 5 VRb (k) + (ki) = o5 [VE(kT) + k>4 (k)] = 0.
Z toho je vidét, ze funkce 11, (7) i ¢(k7) jsou feSenimi téze Helmholtzovy rovnice (stejné k?), takze plati
(8).
Pii specifikovanych okrajovych podminkdch ma Helmholtzova rovnice (7) dvé feseni ¢ (k7) a ¢ (—k7).
Kazdé hodnoté k > 0 ptislusi tedy ¢tyfi partikuldrni feseni (2) vlnové rovnice 1.1(1), a sice

(k7)) exp(ikvt), (k) exp(—ikvt), (—k7) exp(ikvt) a (—k7) exp(—ikvt).

Reseni (1) vlnové rovnice 1.1(1) m4 tedy tvar superpozice harmonickych vin vyjadiené integraly:

W (7 1) /0 " () exp(iut) dk + /0 " (k) exp(—ikut) dk +

+ /0 (—k7) exp(ikvt) dk—i—/o (—k7) exp(—ikvt) dk. (10)

V dalsim se budeme vzdy zabyvat monochromatickymi vilnami. Nebudeme tedy potfebovat integraly
(10) a pro Feseni Helmholtzovy rovnice (7) budeme pouzivat symbolu 1(7) (tj. budeme psat ¢ (7) misto

P(k7) = Yi(7)-
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1.8 Poznamka o polarnim tvaru feSeni Helmholtzovy rovnice

V monografiich se ¢asto vyskytuji formulace vzbuzujici dojem, zZe redlna ¢ast vyrazu

w(7,t) = () exp{ ifwt — p(7)] }, ®

v némz a(r) > 0 a ¢(7) znadéi redlné funkce, vzdy charakterizuje harmonickou vlnu (viz napf. [6], vztah
(23) v odst. 1.3.3, [4], vztah 2.2-1). Funkce

»(7) = a(7) exp [ip(7)] (2)
vSak nemuze — bez dalSich podminek — byt prostorovou ¢asti harmonické vlny, nebot jde o obecnou
komplexni funkci redlnych proménnych zapsanou v polarnim tvaru. Ma-li byt prostorovou ¢asti harmo-
nické viny, musi funkce (2) vyhovovat Helmholtzové rovnici. Dosadime ji tedy do Helmholtzovy rovnice
a dostaneme podminky, které musi spliiovat redlné funkce a(7) a ¢(7), aby funkce (2) pfedstavovala
prostorovou ¢ast harmonické viny.

Derivovanim vypocteme:

VE() = explip(R)] Val(F) + (R Ve(r),
V2(R) = explip(R)] V2a(?) — (7 [Ve(?)]” + i{2exp[10(7)] Va(PIV(7) + 6V} (3)

Dosazenim vyrazu (3) do Helmholtzovy rovnice délené funkei (2), tj. do rovnice V2t(7)/(F) + k* = 0
a oddélenim realné a imaginarni ¢asti dostaneme hledané podminky:

V()
a(r)
5 Val(r)
a(r)
Pii odvozovani zékladniho vztahu geometrické optiky, rovnice o eikonalu (viz napt. [4], str. 58), je
dtlezity vztah vyplyvajici ze (4)

— [Ve(®]* +k = o, (4)

V(i) + V() = 0. ()

VZa(7)
a(r) -

Piesvédéime se, ze vztahy (5) a (6) jsou splnény pro rovinnou a kulovou harmonickou vlnu.

V piipadé rovinné harmonické viny je (viz 1.5(10) a (11)) a(F) = A = konst. a o(7) = +k - 7. Je
tedy Va(7) = 0, V2a(F) =0, V(7) = +k, V2p(7) = 0, takze vztahy (5) a (6) jsou splnény.

V piipadé kulové harmonické viny je (viz 1.5(12) a (13)) a(7) = A/(kr), ¢(F) = xkr. Je tedy
Va(F) = FAF/(kr3), V2a(F) = 0, Vp(F) = L£ki/r, VZp(F) = +2k/r, takze vztahy (5) a (6) jsou
splnény.

Rovinné a kulové harmonické viny byvaji uvadény jako pfiklady tzv. homogennich harmonickych
vln, u nichZ jsou mista konstantni fdze totozna s misty konstantni amplitudy (viz napf. [6], §§ 1.3.3,
11.4.2). U rovinné harmonické vlny je fize konstantni v roviné kolmé na vlnovy vektor a amplituda je
konstantni v celém prostoru. U kulové harmonické viny je amplituda i faze konstantni na kazdé kulové
ploSe se stfedem ve zdroji kulové viny. Vyraz (1) resp. (2) za splnéni podminek (5) a (6) vSak mize
predstavovat obecnégjsi typ vlny, kdy plochy konstantni amplitudy a(7) = konst. nemusi byt totozné
s plochami konstantni faze ¢(7) = konst. Takové vlny se nazyvaji nehomogenni harmonické vlny. Ve
smyslu definice z odst. 1.1 vlnoplocha v pfipadé nehomogennich harmonickych vln neexistuje. V literatuie
se vSak v pfipadé harmonickych vin pod pojmem vlnoplocha rozumi plocha konstantni faze (viz napt.
[4], str. 51) a v tomto vyznamu budeme nadale pojmu vlnoplocha pouzivat.

Piikladem nehomogennich vin jsou tzv. evanescentni viny. Jsou to napft. viny, které pii totalnim
odrazu ,prosakuji“ do opticky fidsiho prostfedi. Ve skalarni teorii difrakce se s evanescentnimi vlnami
setkdme pfi rozkladu vlnové funkce do rovinnych vin (viz zévér odst. 7.3). O evanescentnich vlnach a
jejich aplikacich pojednéva napf. stat [7] a monografie [§].

Zminka o evanescentnich vlnadch by mohla vzbudit dojem, Ze nehomogenni viny jsou né¢im mimo-
fadnym a ojedinélym a Ze vétSinu vlnovych jevi popisuje homogenni vlna. Neni tomu tak, spiSe opak

IVe(r)| = 4 [k + (6)
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je pravdou. Vezméme si naptiklad superpozici dvou rovinnych harmonickych vin o stejné amplitudé

vy

a vlnové délce sificich se ve smérech uréenych jednotkovymi vektory 7i; a 7is:

Y(7) = aexp(ikiiy - ¥) + aexp(ikils - 7).

Vyjédfeme tuto komplexni vlnovou funkei ¢ v poldrnim tvaru. Vytknutim faktoru aexp (ik™£22 . 77)
dostaneme

Y(7) = aexp (iknl —;—ng -F) {exp <ikn1 ;ng ~F> + exp (—1k ! ;ng F)} ,
.

Y(T) = 2a cos (knl ;nQ -7“’) exp (iknl —;712 ~f’> .

Z tohoto polarniho tvaru vlnové funkce je vidét, ze plochy konstantni amplitudy jsou roviny kolmé
k vektoru 771 — 3, zatimco plochy konstantni faze jsou roviny kolmé k vektoru 71 +7is. Obé soustavy rovin
nejen ze nejsou totozné, ale jsou dokonce na sebe kolmé. Tento piiklad superpozice dvou rovinnych vin
naznacuje jednak ze interferenc¢ni a difrakéni jevy predstavuji vZdy nehomogenni vinu, jednak Ze déleni
harmonickych vln na homogenni a nehomogenni viny muze byt jen ,Skolskd moudrost“ postradajici
praktického vyznamu.

1.9 Paraxialni vlna a paraxialni Helmholtzova rovnice

Uvazujme o harmonické vlné, kterd se $ifi v néjakém smeéru, napt. o viné, kterd odpovida svételnému
svazku $iFicimu se ve sméru soufadnicové osy x3. Ve velké vzdélenosti od zdroju (tj. ve vzdalenosti mnoha
vlnovych délek) se miize takové vlna podobat rovinné viné. (Vyjimkou jsou pfipady typu prichod vinéni
ohniskem.) Proto se ¢asto takova vlna charakterizuje vyrazem

() = 1o(7) exp(ikzs), (1)

v ném?z ,silnou* zavislost na x3 vyjadiuje rovinna vlna exp(ikz3) a komplexni funkce 1o (7) tuto rovinnou
vlnu pouze moduluje. To znamend, ze se predpokladd, ze ¢y () je pomalu se ménici funkei soufadnice
x3. Konkrétné se predpokladd, Ze v rozmezi vlnové délky je modul zmény funkce g (7) maly ve srovnéni
s |0 (7)] a rovnéz modul zmény derivace 01y /0x3 je v rozmezi vinové délky maly ve srovnédni s |0y /Ox3]:

0
ar, oz, 0+ 3) — ol )] = 2 29007 < )]
9o (7) 81/)0(7?)
’ 03 <<‘ Oz
Castéji se tyto podminky zapisuji ve tvaru
2
e R G T e P e @)

Vyraz (1) spliiujici podminky (2), resp. harmonickd vlna, kterou tento vyraz charakterizuje, se v lite-
ratufe nazyva paraxidlni vlnou (viz napf. [4], str. 55). UkaZzeme vSak v dalsi ¢asti tohoto odstavce, zZe
podminky (2) pro funkci ¢ (7) nesta¢i k tomu, aby vyraz (1) byl rozumnou aproximaci vlny, a ze funkce
1o(7) musi jesté spliiovat tzv. paraxidlni Helmholtzovu rovnici (5), tj. podminku (9). V této souvislosti
je vhodné upozornit na dvé skutecnosti.

(i) Vyraz (1) neni specidlnim pfipadem vyrazu 1.8(2), nebot funkce 1o(#) mtze byt komplexni, kdezto
amplituda ve vyrazu 1.8(2) je redlnou a nezdpornou funkci.

(ii) V aplikacich se ¢asto voli konkrétni tvar funkce 1o (7) na zdkladé intuice nebo néjaké aproximace
a nevénuje se pozornost tomu, zda funkce (1) vyhovuje Helmholtzové rovnici. Neni tedy divu, Ze témér
vzdy funkce (1) Helmholtzovu rovnici nesplituje, takze — pfisné vzato — necharakterizuje prostorovou
¢ast harmonické viny. Tak je tomu i s tzv. Fresnelovou aproximaci kulové vlny, kterd ma veliky vyznam
v teorii difrakce a kterou se budeme zabyvat v néasledujicim odstavci.
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Odvodime nyni podminku, kterou musi spliiovat funkce 1y (7), aby funkce (1) byla feSenim Helmhol-
tzovy rovnice. Za tim tcelem pocitejme

V() = explikes) | Veo(r) + ikvo(7)is)

v2w(;’) — exp(ikl'g) |:v21/}0(F) - kQ(bO(F) + 2lkag(;im:| 7

kde jsme pouzili toho, ze Vi) - i3 = Oy /Ox3. Dosadime nyni vyraz (3) do Helmholtzovy rovnice:

2(7) + Ko(7) = exp(ikes) [v%z»o(*) Lo ka%(ﬂ —o.

M4-li tedy byt funkee (1) feSenim Helmholtzovy rovnice, musi komplexni funkce 1o (7) spliiovat rovnici

9% (7) . %o (7)

OPPo(7) | ., Oo(7)
2 =0.
ox? 03 21k 0

+ 4

Funkce ) (7) zvolené intuitivné nebo na zdkladé néjaké aproximace vSak rovnici (4) nespliiuji. Ptisné
vzato paraxilni vina (1) pak viibec Zaddnou vlnou neni. Aby bylo moZné povazovat paraxialni vinu (1) za
smysluplnou aproximaci néjaké viny, pozaduje se vétsinou, aby funkce 1o (7) vyhovovala tzv. paraxialni
Helmholtzové rovnici

0?1y (7) +82¢0(F) _i_Zika?/Jo(F)

Ox? 03 ors 0 5)

Vyjasnime nyni, v jakém smyslu je paraxialni Helmholtzova rovnice (5) aproximaci rovnice (4). Je
ziejmé, 7e rovnice (5) se ziskd ze (4) zanedbanim séitance 921)y/0x3. Jak se vSak da takové zanedbani
zdtivodnit? Nic piece neni malé ve srovnani s nulou, tedy ani |9%¢y/0x3|. Zanedbani s¢itance §%)y/0x3
zdivodiiujeme takto: Levou stranu rovnice (4) tvori tfi séitanci

3277/10(77) 3211)0(773

(ii) ai;/}%, (7)
3
(iii) 8?;@ : (8)

Z druhé nerovnosti (2) vyplyva, ze modul séitance (7) je velmi maly ve srovnani s modulem séitance
(8). M4-li v8ak platit rovnice (4), musi byt modul séitance (7) také velmi maly ve srovnani s modulem
sCitance (6). (Obé tyto skutecnosti je tfeba pfi intuitivni volbé funkce 1o (7) ovéfit.) Soucet sc¢itanci
(6) a (8) tvori levou stranu paraxialni Helmholtzovy rovnice (5). Na jeji pravé strané by mél byt vyraz
—0?1y(7)/0x3, jehoz modul je velmi maly ve srovnani s moduly obou s¢itanct na levé strané a v tomto
smyslu je paraxialni Helmholtzova rovnice (5) smysluplnou aproximaci rovnice (4).

M&-li tedy vyraz (1) pfedstavovat paraxidlni vinu, musi funkce ¢y (7) spliiovat nejen podminky (2),
ale také podminku

po(F) | 9%o(F) Mo ()
R L

(9)

a tim — s pfihlédnutim k podmince (2) — také

9%y (7) Jrazl/fo(f') '

84ho(7)
‘ Oz? 0z3 (10)

2
Oxs

.

V nasledujicim odstavci tyto skutecnosti ozfejmime na konkrétnim ptikladeé.
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1.10 Fresnelova aproximace kulové harmonické viny

Uvazujme o kulové vlné vychazejici z po¢atku soustavy souradnic (obr. 2), tj. o vIné

v() = 22, 0
xl
P(x, x,, x,)
/
0 X
Xy

Obrézek 2: K odvozeni Fresnelovy aproximace kulové viny.

Chceme-li vyjadiit kulovou vlnu v bodech P(x1, z2,x3) blizkych ose 3, tj. v bodech, jejichz souradnice
splnuji podminku

2 2
\x]+ x5

T3

=eK 1,

mizeme délku r aproximovat prvnimi nékolika ¢leny mocninného rozvoje

2 4

2 2 2 2)2
r= x%—i—x%—&—x%:xg,vl—‘r@:l‘g 1+i—i+"' :x3+$1+$2_($1+§32) +o (2)
2 8 2z3 813

Abychom si udélali predstavu, na kolik ¢lentt mocninného rozvoje se mizeme omezit, zvolme hodnoty
Vr?+22=1-10"2m, x3=1m, k=1-10"m™!, tj. A =6,3- 10~ "m. Ve jmenovateli kulové viny (1)
miiZeme s relativni presnosti €2/2 polozit

TR X3 (3)

P¥i zvolenych hodnotach je relativni piesnost této aproximace 5 - 107°. V ¢itateli kulové viny je tfeba
pouzit pFesnéjsi aproximaci. Fazor exp(ikr) je totiz periodickou funkci, a proto mizeme zanedbat jen ty
¢leny rozvoje (2), jejichZ soucet A splituje podminku

EA < 2w, tj. A < A (4)
Druhy ¢len rozvoje (2) mé pfi zvolenych hodnotéch velikost

x%—i—x%

—=5-10"°
5 5-107° m,

a proto jej nelze zanedbat. Tteti ¢len rozvoje (2) ma v8ak hodnotu

(23 +23)°

+—=1,25-10""m < 6,3-10""m = A,
83

takze jej uz zanedbat lze. Budeme tedy fazor ve vyrazu (1) aproximovat takto:

)} — exp(ikrs) exp {’f (e + )} | (5)

2$3

x%—i—x%

exp(ikr) &~ exp {ik (:vg + 52s
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Kulovou vlnu (1) pak v bodech blizkych ose x3 miiZzeme aproximovat vyrazem

exp(ikr) _ exp(ikz3) k5 s
P s (27 +23)] . (6)

Ekvivalentni formy této aproximace pouzil Fresnel v r. 1818 pfi interpretaci Fresnelovych difrakénich
jeviu, a proto se ji fika Fresnelova aproximace. V teorii difrakce se ji pouziva velmi ¢asto. Vyraz na pravé
strané je paraxialni vlnou, v niz funkce 1o () modulujici rovinnou vlnu exp(ikxs) méa tvar

() = exp |25 (o +43)] 7)

Piesvédéme se, Ze tato funkce spliiuje pozadavky potfebné k tomu, aby prava strana rovnice (6)
mohla byt povazovana za paraxialni vlnu. Za tim ucelem pocitejme

o (7) .21
6331 11{;31!)0(?);

82 2 . . 1
Qf = —K0() 3 + k() -

a podobné pro Iy /dzs a %1y /023. Je tedy

O?Yo(7) %o (7) ) z? + 23 1 9 x? + 23 z3
=—k 2ik —=—k 1-2i———|. (8
Dale pocitejme derivaci podle x3:
0o (T7) . 23 + z3 . T3
— ik 1-2 , 9
Ox3 ik (7) 222 lk‘(x% + z2) )
2 2
o(r)  _ _kjw (7) 7t + a3 -8 _ 75 _iii (10)
ox? 47 z3 k2x3 \ 22 + 22 krs a3+ a3 [
Nerovnosti 1.9(2) pfepiSeme do tvaru
‘%@ ’321/’702(5)
T3 ox
—_— 1, —32= 1
G TR ETGT
8LE3
a dosadime do nich vyrazy (9) a (10) a vySe uvedené numerické hodnoty. Dostaneme
0o (T) 9 9 2
O3 Ty + x5 T3 -5 -
= 1+44——5—55=5-10 1+4-10-6 1, 11
Wl 203 ¢ T it -
8240 (7 9 2 V2, e 2 \*
et ﬁ+zg¢“+Mﬁ(ﬁ$9 + iy (o)
— 2 -
k ‘M 223
8$3 1 + 4k2(w§iajg)2
14+9-10-6+6,4-10"12
= 5-107° Vit 5 < 1L (12)

V144-10-9

Vztahy (11) a (12) ukazuji, Ze podminky 1.9(2) kladené na funkci 9o(7) jsou v pfipadé Fresnelovy
aproximace kulové vilny a pfi zvolenych numerickych hodnotach splnény. Z vyrazu (8) a (9) je zfejmé,
Ze funkce 1o (7) ve tvaru (7) je FeSenim paraxidlni Helmholtzovy rovnice 1.9(5), a tim spliiuje podminky
1.9(9) a 1.9(10). Helmholtzovu rovnici 1.9(4) funkce (7) ovSem nesplituje.

Fresnelova aproximace (6) kulové vlny je tedy dobrou paraxidlni aproximaci, pfisné vzato vSak
nereprezentuje vlnu, nebot prava strana rovnice (6) nevyhovuje Helmholtzové rovnici.
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1.11 Dulezita véta o reseni Helmholtzovy rovnice

Pro teorii difrakce, konkrétné pro formulaci okrajovych podminek, ma velky vyznam tato véta:

Bud ¢ (7) feSenim Helmholtzovy rovnice

V2)(F) + k*9(F) = 0 (1)
v E5. Nechtf déle plati, ze

W) =0, Vi) i=0 2)

v bodech libovolné malé, aviak konecéné ¢asti S’ n&jaké plochy v E3. Pak je ¢)(7) = 0 v celém prostoru Ej.

Dtikaz vychézi z Greenovy formule (viz Dodatek A)

// (6921 — 1 V20) AV = // (641 — 1 V) -7 dS, (3)

Obrézek 3: Objem V' v Greenové vété (6).

v niz V je koneény objem uzavieny po ¢astech hladkou plochou S, 7 je vnéjsi norméla k plose S a 9 (7)
a 11 (7) jsou libovolné funkce spojité se vSemi svymi prvnimi derivacemi uvnitf a na plose S a se vSemi
druhymi derivacemi uvniti plochy S. Do rovnice (3) dosadime za 1) feSeni Helmholtzovy rovnice (1) a za
1y funkei

S|

; (4)

1#1(77):%

jez je v FE3 TeSenim Laplaceovy rovnice

V24 (7) = 0. (5)

Pfitom R znad¢i polomér kulové plochy k(O, R) specifikované tak (viz obr. 3), Ze ¢ast S” této kulové
plochy spolu s ¢asti plochy S’, na niZ jsou splnény podminky (2), vymezuje objem V', v némz a na jehoz
okraji S = S’ U S" feseni Helmholtzovy rovnice 9 (7) neméni znaménko. Toho lze vzdy dosdhnout tim,
Ze zvolime objem V dostateéné maly. Vzhledem k (1), (4) a (5) tim nabude Greenova formule (3) tvaru

e Lo D) G-y s

Plosny integral je roven nule na ploge S, na niZz jsou splnény podminky (2). Na ¢asti S” kulové plochy
k(O,R) je
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11 11 d(1)
(R_r>| =0 a v(R_r>|R__drvr

r=R

—

n

=
r=R

17
rZy

(7)

r=R
Je tedy plosny integral na pravé strané rovnice (6) roven (1/R?) ([, ¢(7) dS”. Greenova formule (6) se

tim redukuje do tvaru
1 1 1
2 42 s _ 17"
k ///V (R T>¢(r)dV Rz/s/,iﬁ(ﬁdS ) (8)

1 1
E_?<O' (9)

Piedpoklddali jsme vSak, Ze FeSeni ¢(7) Helmholtzovy rovnice (1) neméni uvniti a na okraji objemu
V znaménko. Rovnici (8) 1ze tedy splnit jen tak, Ze ¢(F) = 0 uvnit¥ a na okraji objemu V.

Objem V, pro néjz je véta dokdzana, mizeme nyni dédle zvétSovat tak, Ze pfipojime dalsi objem
V' ohraniceny plochou lezici uvniti dfive uvazovaného objemu V a ¢dsti nové koule k' (O’, R’). Tak po-
sléze dospéjeme k tomu, Ze () = 0 v celém prostoru Ej.

V objemu V je R > r, tj.

Poznamky

1. V diikazu se predpokldda, ze feSeni ¢(7) Helmholtzovy rovnice neméni uvnit¥ a na okraji objemu
V znaménko. To znamena, Ze se predpoklad4, Ze funkce () je realnd. Casto viak pracujeme s feSenimi
Helmholtzovy rovnice, ktera jsou komplexnimi funkcemi realné proménné. Véta ovsem plati také v téchto
pripadech, nebot Helmholtzova rovnice je linedrni a komplexni FeSeni lze povazovat za linearni kombinaci
P(F) = Reyp(7) + 1 Im () dvou redlnych feSeni.

2. Analogicka véta plati v prostoru En libovolné dimenze N > 2. V diikazu se voli feseni Laplaceovy
rovnice ve tvaru vy (r) = (1/RVN=2) — (1/r¥=2), pro N > 3 a ¢1(r) = In(r/R), pro N = 2. Uvedeny
dtkaz podal pro E; H. Weber [9] v r. 1869 a reprodukoval F. Pockels v monografii [10] z r. 1891. Od
téch dob se v literatufe i pres nespornou dulezitost véty dukaz neuvadi.

3. Zajimavym, i kdyZ mozna evidentné ekvivalentnim tvrzenim s dokazanou vétou, je zavér, ze je-li feSeni
Helmholtzovy rovnice rovno nule uvnitf libovolné malého, av§ak kone¢ného objemu V| je identicky rovno
nule v celém prostoru.

4. Z linearity Helmholtzovy rovnice vyplyvaji tyto dusledky dokazané véty:

(i) Jsou-li si dvé feSeni Helmholtzovy rovnice i jejich derivace ve sméru normdly rovna v bodech néjaké
konec¢né plosky, jsou si rovna v celém prostoru.

(ii) Jsou-li si dvé Feseni Helmholtzovy rovnice rovna v bodech néjakého koneéného objemu, jsou si rovna
v celém prostoru.

5. Tzv. Kirchhoffovy okrajové podminky (viz odst. 7.4.1) pfedpokladaji, ze prochézi-li vinéni otvorem
v nepropustném stinitku, je v bodech stinitka na odvracené strané od zdroje vlnova funkce v¥» = 0 a také
derivace ve sméru normaly Vv - 77 = 0. V bodech otvoru ve stinitku se naopak ptredpokladd, ze vinova
funkce i derivace ve sméru normaély je nenulova a tdz jako v pripadé volného Sifeni, tj. jako za nepti-
tomnosti jakéhokoli stinitka. Takové okrajové podminky jsou ¢asto vybornym fyzikdlnim modelem, jsou
vsak zfejmé matematicky rozporné. V praxi se jich nicméné pouziva a budeme jim v dalsich kapitolach
vénovat mnoho pozornosti.
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