Z.aklady teorie grup, symetrie

“Krasa a sila teorie grup aplikované ve fyzice spociva v transformaci mnoha slozitych
operaci symetrie do jednoduché¢ linedrni algebry.”

« Definice grupy

 Priklad: grupa permutaci P(3)

* P(3)jako grupa symetrie rovnostranného trojihelnika C,,
* Dalsi (uzitecna!) terminologie a vlastnosti

* Representace (jednotné a ucinné zachazeni — grupy matic)

''''''

* Bodové grupy (symetrie molekul a krystalt)
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Grupa

Mnozina G prvka 4, B, ... s binarni operaci (AB, nasobeni)
s nasledujicimi vlastnostmi:

1. AB €G (uzavienost),

2. (AB)C=A(BC) (asociativnost),

3. G obsahuje E takové, ze EA=AE=A pro kazdé A G (E je jednotkovy prvek),
4. pro kazdé A G existuje Al takové, ze AA'= ATA=E (A je inverzni k A).

Poznamky:

Potadi uvedeni prvki je nedulezité.

Nasobeni nemusi byt komutativni (AB=BA).
Pokud je, grupu oznacujeme jako Abelovskou.



Priklad grupy: permutace tri symboli P(3)

3!=6 prvki (grupa ma rad 6),
E=(123) A=(132) B=(321) C=(213) D=(312) F=(231)
znamena konec¢né poradi tii symbolid z vychoziho (123)

nasobeni znamena postupné permutace tii symbolt: AD ... prvné D, pak A

Tabulka nasobeni
e B A B C D
E E A B C D
A A E D F B
B B F E D C
C C D F E A
D D C A B F
F F B C A E
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P(3): matice (3x3) (“Fadek krat sloupec™)

E=(123) A=(132) B=(321)
(100 |[1] (100 |[1] (001|[1]
010 001 21={010
001]/3 1010]|3 1003
C=(213) D=(312) F=(231)
(010][1] (001([1] (0101
=100 2 100 (2 =001} 2
001ll3 1010]|3 1100]|3
1001[001] [001] 001][100] [010]
AD=/001({100|=/010|=B 100(001(={100|=C
010|{010] [100 010j{010) |[001]



P(3): matice (2X2) (mohou permutovat tii objekty?)
10 -10 1 -
- A gLt V3
01 01 2 -\/§ 1

11 43 1)1 B 11 3
-3 & I P

-10]1]-1 ~3| 1{1 /3|
AD{oJE{-ﬁ -1}5{% J‘B



P(3) reprezentuje i operace symetrie rovnostranného trojuhelnika, grupa C,,
E— 10 zadna zména
X

01

1 . .10 2¢>3, zrcadleni v (X,2),(1,2)
/\ “lo1

/ \ ’ B:l L - 153, zrcadleni v (2,2)
\ 2| .3 1

C = 1l V3 1¢>2, zrcadleni v (3,2)
2| 3

{YA}:{'; ﬂ{q:{_y} Dzi 1 /3 1,2,3—3,1,2,
X I X 2| 3 -1 rotace o 2nt/3 kolem z

1 -3 1,2,32,31,
rotace o 4n/3 kolem z



Dalsi terminologie a vlastnosti

. Rad G: podet jejich prvki; P(3) je fadu 6.

. Podgrupa G: mnozina jejich prvku, tvorici grupu;
podgrupy P(3): (E), (E,A), (E,B), (E,C), (E,D,F).
Rad grupy je délitelny fadem podgrupy.

. Rad n prvku AeG: nejmensi hodnota pro A"=E;
v P(3), E jetadu 1, A,B,C jsou fadu 2, D,F jsou fadu 3.

. Perioda AeG je Abelovska podgrupa (E,A, A? ..., A™1), kde n je fad A; periody
P(3): (E), (E,A), (E,B), (E,C), (E,D,D?=(E, F,F?) =(E,D,F).



pokracovani

5. Necht' S=(E,S,,S,,...,S,) je podgrupa G a XeG. Pravy koset S je mnozina (EX,
S1X,S,X, ...,SgX), levy koset je (XE,XS,,XS,, ...,XSg). Koset nemusi byt grupa.
Koset bude podgrupou S jestlize XeS. Dva kosety dané grupy bud’ obsahuji
stejn€ prvky nebo nemaji zadny prvek spolecny.

Priklady s P(3): Necht S=(E,A). Pravé kosety S jsou (E,A)E= (E,A)A=(E,A),
coz je podgrupa, a (E,A)B= (E,A)D= (B,D) a (E,A)C= (E,A)F= (C,F) coz
podgrupy nejsou.

6. Prvek BeG se oznacuje jako sdruzeny (konjugovany) s AeG, je-li B=XAX1, kde
X je libovolny prvek G. Je-li B konjugovany s A a C je konjugovany s B, pak C
je konjugovany s A.

7. Trida je mnoZzina prvku které dostaneme z dan¢ho prvku G sdruzenim.
Jednotkovy prvek je jedinou tiidou, ktera tvoii podgrupu. VSechny prvky tridy
maji stejny fad. Abelovska grupa ma tolik tfid jako prvkl. P(3) ma tii tridy: (E),
(A,B,C), and (D,F).



Pojem tfidy je velmi dulezity; provétime ttidy grupy P(3):

tiida  (uzite¢ny je pohled na inverzni prvky, A=A, B1=B, C-1=C, D=F, F1=D):
(E) trivialni, nebot’ XEX1=E pro kazdé X €G,

(A,B,C) prvky tadu 2, v tabulce soucinti Cervené,

(D,F) prvky fadu 3, v tabulce soucint zelené;

je-1i néktery ze soucinti ve sdruzeni mimo tfidu, zbyly ho “vraci”

right E A B C D F

left

E E
A A
B B
C C
D D
F F




pokracovani

8. Podgrupa N grupy G se znaci jako samosdruzena (nebo invariantni, nebo
normalni), je-li
XNX-1=N, kde X je libovolny prvek G.
Samosdruzena podgrupa musi obsahovat cel¢ tfidy. Pravé a levé kosety
samosdruzené podgrupy jsou stejn€. Souciny prvka dvou pravych kosetti
samosdruzen¢ podgrupy tvoti dalsi pravy koset.
Napriklad, (E,D,F) je samosdruzena podgrupa P(3), zatimco (E,A), (E,B), (E,C)
nejsou; pravé a levé kosety (E,D,F)A=(A,C,B) a A(E,D,F)=(A,B,C) jsou stejné
souciny (A,C,B)(E,D,F) tvoii pravy koset (A,B,C), souciny (A,B,C)(A,B,C) tvori
pravy koset (E,D,F).

9. Grupa bez samosdruzené podgrupy se oznacuje jako prosta.



pokraCovani

10. Faktorova grupa grupy G vychazi ze samosdruzené podgrupy N jako mnozina
jejich koseti, neboli, kazdy koset povazujeme za prvek faktorové grupy.

N je nékdy oznaCovana jako normalni délitel.
Vsechna Ctyfi pravidla nasobeni jsou samoziejme splnéna:
1. Uzavienost: (N;X)(N;Y)=N;(XN; )Y=N;(N,X)Y=(N;N,)(XY) pro X,YeG a
N;i,N;,NeN, N =XN; X1,
2. Asociativnost je splnéna nebot’ plati pro vSechny prvky G.
3. Jednotkovym prvkem faktorove grupy je koset obsahujici E€G.
4. Existuje inverzni prvek: (XN)(XIN)= (NX)(XIN)=NN=N.

11. Index podgrupy je celkovy pocet kosetu.
Rad faktorové grupy je index samosdruzené podgrupy.



pokraCovani

Napriklad, £&=(E,D,F) je samosdruzena podgrupa P(3),
A=(A,B,C) je jeji jediny (pravy i levy) koset.
& a A tvori (Abelovskou) faktorovou grupu s tabulkou soucinti

E A
E £ A
A A £

Tato grupa je izomorfni (ekvivalentni, s jedno-jednoznac¢nou korespondenci) S grupou
P(2) permutaci dvou objekt, nebo s podgrupami (E,A), (E,B), (E,C) grupy P(3).



Teorie reprezentaci

Dv¢ grupy, G=(A,B,C,D,...) a g=(u,v,...), Jsou homomorfni, existuje-li zobrazeni
(korespondence) G do g, napriklad,

A—u, (B,C) -wv,...,
takove, ze
AB—uv, AC —uv,...

Je-li zobrazeni jedna k jedné (fady G a g jsou stejné), tyto dvé grupy jsou
izomorfni.

Naptiklad zobrazeni P(3) do P(2),
(E,D,F) =»¢, (AB,C) > A

je homomorfismus. Korespondence premutacni grupy P(3) S grupou symetrie
rovnostranného trojuhelnika je izomorfismus.



Teorie reprezentaci

Homomorfismus nebo or isomorfismus grupy G s grupou ¢tvercovych matic
oznacujeme jako reprezentaci G.

Ke kazdému AeG prifazujeme matici D(A) tak, ze D(AB)=D(A)D(B),

s obvyklym nasobenim matic (“fadek krat sloupec™).

Prikladem homomorfni reprezentace permutacni grupy P(3) is je grupa dvou
jednorozmérnych matic [1], [-1]:

(E,D,F) —[1], (A,B,C) —>[-1].

Tabulka sou¢int této grupy matic je

[1] [-1]
[1] [1] [-1]
[-1] [-1] [1]



Teorie reprezentaci

Jinou reprezentaci grupy P(3), kterou velmi snadno dostaneme je grupa sestavajici
z jediné jednorozmérné matice [1]:

(E,A,B,C, D,F) —[1].

Tabulka soucint je

[1]
[1] [1]

Jednorozmérna reprezentace [1] je reprezentaci kterékoliv grupy.



Teorie reprezentaci

Izomorfni reprezentaci permutacni grupy P(3) je grupa nasledujicich Sesti
ttidimenzionalnich matic:

(tyto matice permutuji prvky sloupcového vektoru s obvyklym pravidlem na nasobeni matic)

100 001

D(E)=|010 D(A)=[001 D(B)=[010
001 010 100
010 001 010
D(C)=[100 D(D)=|100 D(F)=|001
001 010 100

(100 |




Teorie reprezentaci

Jinou izomorfni reprezentaci permutac¢ni grupy P(3) je grupa nasledujicich Sesti
dvojrozmérnych matic:

(srovnat s predchozi transformaci poloh vrcholi rovnostranného trojahelnika)

D(C)=%{1 ﬂ D(D)=%|:_1 ﬂ D(F)=%{l ﬂ



Teorie reprezentaci

Reprezentace jsou obecné tvofeny maticemi s komplexnimi prvky.

Symbol * pouzivame pro komplexni sdruzeni, T pro transpozici, symbol + pro
sdruzenti:

— d — _dll d21 ."_ dll d21
11 Y12 - N -
D" =/d. d D" = d12 d22 E

D=(d, d,, ... |, 12 U - |y

Hermitovska matice je definovana pomoci DT=D", or D*=D.
Unitarni matice pomoci D*=D".
Unitarni matice zachovavaji normu vektoru:

(Dv)*Dv = (v*D*)(Dv) = v*v, kde v je sloupcovy vektor, v* je sdruzeny fadkovy
vektor.

Dimenzionalita reprezentace je dimenzionalita jejich matic (pocet sloupct a radku).



Teorie reprezentaci

Reprezentace nejsou jedinecné. Jednoduchy zpuisob, jak ziskat novou reprezentaci je
vytvoreni matic nasledujicim zpusobem

D,(A) O

D(A) = ,
0" D,(A)

kde D,(A) a D, (A) jsou matice néjaké n— a m—dimenzionalni reprezentace,

a O je matice tvorena nxm nulami. Blokovy tvar matic D(A) nahofe znamena, Ze tvori
reducibini reprezentaci (obsahuje nejméné dv¢ reprezentace). Nulové matice
,,odd€luji* dvé reprezentace ve sloZené matici.

Dale, pouziti podobnostni transformace
UD(A)U

dava novou reprezentaci, oznacovanou jako ekvivalentni.



Teorie reprezentaci

Jestlize né¢jaka podobnostni transformace vede k témuz blokovému tvaru matic,
oznacujeme reprezentaci jako reducibilni; v opaéném piipad¢ je ireducibilni. Jinymi
slovy, ireducibilni reprezentace nemiize byt vyjadiena pomoci reprezentaci mensi
dimenze.

Grupa P(3) ma tfi ireducibilni reprezentace (dvé jedno- a jednu dvojrozmérnou):

symbol rsg\r/eezkeg':;fg | 2 A B C D F
Iy [1] [1] [1] [1] [1] [1]
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1] [1]

10
1y 01

{-10} 11 B3] 11 V3] 1[a 3 ;{-1 «@}
01 2{_\@_1}2\@-1 2{_\/5_1}2\@-1



Teorie reprezentaci

Ptiklad reducibilni reprezentace 7 grupy P(3) je:

Ireducibilni reprezentace v ni obsazen¢ se obvykle uvadé;i ve tvaru:
IR=I+ L+ 1.

E

(100 0 |
0100
0010

0001

A

(1000
0-100
00-10

000 1]




Teorie reprezentaci

Zvlastni dulezitost mezi riznymi reprezentacemi maji ty, ktere jsou tvoreny
unitarnimi maticemi. Kazda reprezentace (D(A), J=1,...,n) s nenulovymi
determinanty muze byt piivedena k unitarnimu tvaru pomoci podobnostni
transformace. Snadno to vidime pomoci Hermitovské matice

n
H=3D,D;.
j=1
ktera mize byt diagonalizovana unitarni transformaci U vytvorenou z
ortonormalnich vlastnich vektort H:

H, =U HU.

VSechny prvky diagonalni matice H, jsou kladné; existuje tedy jeji odmocnina a
pomoci ni mizeme najit hledanou podobnostni transformaci jako:

D, (A) =H U™ D(A,)UH;"”.



Teorie reprezentaci

Nasledujicim vypoctem zjistime, ze matice D, jsou unitarni:

D, (A)D, (A) = H U D(AUH " (H; U "D(A)UH, )"
=H;"*U™D(A)UH,U D" (A UH*

~ H;*2UD(A)U[D U D(A)JUU D" (A)UTU D" (A )UH;?

= H;Y[3 U D(A,)D(A)JUU D" (A)D* (AJUTH, 2 = 1.

kde | je jednotkova matice. Suma v poslednim fadku je diagonalni matice Hy,
nebot’ nasobeni pevnymi maticemi D(A;) pouze preskupuje prvky reprezentace.



Teorie reprezentaci

Ireducibilni reprezentace ma dvé nasledujici vlastnosti ohledné komutacnich
vlastnosti,

MD(A,) = D(A)M, j=1...,n,

s pomocnymi maticemi M (Schurovo prvni a druhé lemma):

1. Jedind matice komutujici se vSemi maticemi ireducibilni reprezentace je
nasobek jednotkove, const.xl. JestliZze existuje nekonstantni komutujici matice,
reprezentace je reducibilni.

2. Jsou-li (D,(Ay), J=1,...,n) a (Dy(A), J=1,...,n) reprezentace dan€ grupy
dimenzionality po fad¢ d, a d,, pak, pokud je matice M (d_xdy) takova, ze

MD, (A )=D,(A)M, j=1..,n,

M musi byt nulova pro d_#d,. Pro d,=d, , M je nenulova pouze pro dvé
reprezentace odliSujici se pouze podobnostni transformaci, tedy ekvivalentni.



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnich reprezentaci

[reducibilni reprezentace (D,(A), J=1,...,n) a (Dy(A)), J=1,...,n) dan€ grupy, s
dimenzemi potad¢ d, a d, spliuji nasledujici
velky teorém o ortogonalité (great orthogonality theorem):

L _ n
Z Da,rs (Aj ) Db,tu (Aj 1) = d 5ab5rt53u 1
j=1

a

kde D, s Je prvek D, z r-tého fadku a s-tého sloupce, o, je Kroneckeriiv symbol:
o,, =1 for a=b and ¢,, =0 for a#b.

Pro unitarni reprezentace se tato relace zjednoduSuje na

n X n
j=1

a



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnich reprezentaci

Ireducibilni reprezentace grupy P(3):

E A B C D F
Iy [1] [1] [1] [1] [1] [1]
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1] [1]

B A R

1. Soucty pro 77 a 77.jsou nulové: stejny pocet matic [1] a [-1], soucet je [O].

n 10
01
Kontrola ortogonality:

2. Soucet pro /7a 75 je nulovy:

e = I 4



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnich reprezentaci

Ireducibilni reprezentace grupy P(3):

E A B C D F
Iy [1] [1] [1] [1] [1] [1]
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1] [1]

R I S E A N

3. Sumav (GOT) pro /7. a 7 je nulova:

g P = i P T



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnich reprezentaci

Ireducibilni reprezentace grupy P(3):

E A B C D
1y [1] [1] [1] [1] [1]
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1]

n 10
01
Soucty v (GOT) pro a=b jsou:

ri [ [+ [ + [+ 1] +[1] =[],

ric [ + [ + A + [ + 1] + 1] =[6].

10 1{1 ﬁ} 1[1 VB3] 1[1 3
{OJ 2|3 -1 2|3 -1 2{\/5_

|

1
2

|

F
[1]
[1]

1 -3
V3 -1

|



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnich reprezentaci

Ireducibilni reprezentace grupy P(3):

E A B C D F
Iy [1] [1] [1] [1] [1] [1]
Iy [1] [-1] [-1] [-1] [1] [1]

SRR EHIE P P E A i

Soucty v (GOT) pro a=b=7>, jsou:

iZDrm(Aj)Dmu(Aj)_ Z rm mu — J

j=1 m=1 a m=1 a

o R e T T



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnich reprezentaci

Relace v (GOT) mohou byt interpretovany nasledujicim zptisobem. Maticové prvky
unitarni ireducibilni reprezentace mohou byt do mnoziny

(sloupcovych nebo fadkovych) vektorti v prostoru dimenze n (fad grupy):

Va,rs - V da / n[Da,rs(Al)’ Da,rs(Ai)""’ Da,rs(Ah)]'

Jednotlivé vektory jsou oznaCeny symbolem reprezentace, a, a indexy r a s fadku a
sloupce. VSechny tyto vektory jsou navzajem ortogonalni (“projekce na zbylé Cleny
jsou nulove”).

Navic, zahrnuti normaliza¢niho faktoru (odmocnina ve formuli nahofe) zarucuje
normalizaci (jednotkovou délku vektoru):

v. v =1,

a,rs'a,rs

Maximalni pocet ortogonalnich vektorti v n-rozmérném prostoru je n.



Teorie reprezentaci - ortogonalita ireducibilnich reprezentaci

Ireducibilni reprezentace 77, /7. a I, grupy P(3) obsahuje nasledujici ortonormalni
vektory:

normalizac¢ni Vq Vs Vg v, Vg Vg
faktor
1/6 1 1 1 1 1 1
1/6 1 -1 -1 -1 1 1
1/3 1 -1 1/2 1/2 -1/2 -1/2
1 0 -1/2 1/2 1/2 -1/2
1 0 -1/2 1/2 -1/2 1/2
1//3 1 -1/2 -1/2 -1/2 -1/2



Teorie reprezentaci - charaktery

Matice (D,(A), J=1,...,n) dané reprezentace jsou velmi uZite¢né pfi zachazeni s
grupou G; jsou ovSem dany az na podobnostni transformaci UD,U-! . Zadouct je tedy
tuto nejednoznacnost odstranit.

Oznacme y,(A;) stopu stopu (trace) matice D,(A;),

7.(A)=Tr{D,(A)} =D, ;

Soubor stop pro vSechny prvky grupy,

Xa(A) Za(A) s 22 (A)

oznacujeme jako charakter reprezentace (D,). Protoze
Tr{UD} = Z(Zquij) Z(ZDKJUJK) Tr{DU},

podobnostni transformace neméni charakter reprezentace.

Tr{UDU —1} =Tr{u(DU —1)} =Tr{(DU —1)u} =Tr{DU ‘1U)} =Tr{D}.

Ekvivalentni reprezentace jsou navzajem svazany podobnostni transformaci, maji
tedy stejny charakter.



Teorie reprezentaci - charaktery

Prvky grupy uvnitt jedné ttidy jsou spojeny sdruzenim, odpovidajici matice
reprezentace jsou spojeny podobnostni transformaci — odpovidajici ¢asti charakteru
libovolné reprezentace jsou stejné.

Tabulka charakterti ireducibilnich reprezentaci grupy P(3):

x(A) %(B) %(C) --

charakter
reprezentace

T 1 1 1
r. -1 -1 -1
I 0 0 0

V Gsporném zapisu vypisujeme pouze tiidy:

class
representation

I 1
I, |
I, 0



Teorie reprezentaci - charaktery

Charaktery ireducibilnich reprezentaci (D,(A), J=1,...,n) a (Dy(A), J=1,...,n)
splnuji relace ortogonality:

ZZa(Aj )Z;(Aj ) = N0y,
=

které jsou dusledkem (GOT) pro matice. Charaktery také splituji druhou relaci
ortogonality, obsahujici sumaci pies reprezentace namisto sumace pies prvky grupy:

ZZa(C )Za(c)— Oy

k

kde 1,(C,) Je (spole¢nd) hodnota z charakteru pro k-tou tfidu, tvoienou n,

prvky, a n. je pocet tfid, ktery je roven poctu neekvivalentnich ireducibilnich
reprezentaci.



Teorie reprezentaci - charaktery

Ortogonalitu fadki v tabulce charakterii ireducibilnich reprezentaci grupy P(3)
muiiZeme snadno proverit:

I 1 1 1
Iaf -1 -1 -1
I 0 0 0

stejné jako ortogonalitu sloupct v tabulce obsahujici tfidy:

tiida
reprezentatace

I 1
I, -1
r 0



Teorie reprezentaci - konstrukce tabulky charakteru

Nejdiiv je tfeba najit tfidy. Pak miZzeme pouZzit nasledujici vlastnosti:

(1) Pocet n, neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci je roven poctu tfid, n.=n..
(2) Soucet ¢tverctu dimenzionalit, dj, J=1,..., n., je roven fadu grupy.

(3) Vzdy je pfitomna identicka reprezentace, ktera dava radek jednicek.

(4) Vzdy je pfitomna tfida obsahujici jednotkovy prvek, ktera dava sloupec se
stopami jednotkovych matic, tedy dimenzionalit.

(5) Plati ortogonalita charaktert, pro fadky i sloupce.



Teorie reprezentaci - konstrukce tabulky charaktert grupy P(3), izomorfni s C;, S
pouzitim Schoenfliesovy notace pro prvky symetrie bodovych grup

E: identita; nutna pro grupu.
C,. rotace 0 2z/n; rotacni ose fikame n-Cetna.

Osa s nejveétsim N, oznacovana jako hlavni, je “vertikalni”.
o : zrcadleni v roving, s ttemi indexy.

o,. zrcadleni v horizontalni roviné.

o,. zrcadleni ve vertikalni rovin€.

oy. zrcadleni ve vertikalni diagonalni roviné.

I: inverze, x<>-X, y«>-Yy, ze>-1.

S, : nevlastni rotace o 27/n; slozena z rotace o 27/,
nasledované zrcadlenim v horizontalni roviné (;,C,).

trida: E 3o,
identita zrcadleni 1
operace symetrie: zrcadleni 2

zrcadleni 3




Teorie reprezentaci - konstrukce tabulky charaktert grupy P(3), izomorfni s C;,

Prvni fadek a sloupec eprezentace 3oy
jsou trivialni: r 1
T
15
Druhy fadek musi byt tfida 36
ortogonalni k prvnimu, s reprezentace '
patfi¢nou hodnotou sumy 1y 1
ctverci: s -1
1y
Druhy a tfeti sloupec
musi byt ortogonalni k reprezemact:ida 30,
prvnimu: r L
I -1
hotovo! L 0




Shrnuti pro grupu C,;, (izomorfni s permutacni grupou P(3))

s prikladem molekuly amoniaku (NH;) (N je mimo rovinu H,):

6 operaci symetrie, 6-ti rozmérny prostor ortogonalnich vektora tvoticich charaktery
3 tfidy sdruzenych prvk, tabulka (3x3) charaktert tfi ireducibilnich reprezentaci

class 3
. o

I 1
r. -1
I 0




