J. Humlicek FKL II

2. Transla¢ni symetrie, reciproka m¥iz, Brillouinovy zény,
hustota stavii

Invariance nekone¢ného krystalu vii¢i translacim

—

T.=na +n,a, +n,a, ,n,n,,n, celé. (1.1)
14 moznych mfizi (Bravaisovy miize). Podle bodové symetrie - syngonie s jednim nebo vice moznymi typy:

triklinicka (prosta),

monoklinicka  (prosta, bazaln€ centrovana),

ortorombickd  (prosta; bazalng, plosné, prostorove centrovana),
tetragonalni (prosta, bazaln€ centrovana),

hexagonalni  (prostd),

romboedrickd  (prostd),

kubicka (prosta; plosné, prostorové centrovana, SC, FCC, BCC).

Jednoelektronové stacionarni stavy

2 2

Hy (F) = B—m +v(r)}w(F) = {—f—mvz +V(F)}w(?) = Ey () (1.2)



s periodickym potencidlem V:
V(r+T,)=V(r). (1.3)

Translace neméni Hamiltonian, hustota pravdépodobnosti vyskytu elektronu v mistech r a 7 +T, je stejna,

2 —
=l @)l - (1.4)

v (F+T,)
VInova funkce se tedy miize liSit ndsobenim komplexni jednickou
_ aio(Ts)
C,=e"", (1.5)

kde @ je skalarni realna funkce vektorového argumentu. Provedeni dvou translaci T, a T, vede k nasobeni
puvodni vinové funkce faktorem c,C., funkce ¢ v piedchozi rovnici (1.5) tedy musi byt linearni kombinaci
slozek vektoru translace, neboli skalarnim souc¢inem:

o(T;) = k- i (1.6)



Vlastni funkce Hamiltonianu je tedy indexovana vektorem K, ktery zarucuje pozadované vlastnosti pfi
translacich o mfiZové vektory:

w, (F)=e"u (F) , kde u_(F +T,) =u (F) . w7

To je Blochova funkce, s rovinnou vinou €* a translaéné invariantni ¢asti u. Vektor k, indexujici Blochovu
funkci, neni uréen jednoznacné. Pficteme-li k nému takovy vektor K, ktery ve skaldrnim soucinu s
translaénimi vektory miize da celo¢iselny nasobek 2 7z, hodnota fazového faktoru C; se nezméni. Hledejme

takové vektory ve tvaru linedrni kombinace trojice vektort

K, =ab; +a,b, +a,b, , 0,,0,,0; celé. (1.8)
Splnéni podminky
Ky T, =27m , m celé, (1.9)
zajist'uji vektory
- 2t . - 2. . = 2.
b= & x@ B =T xd B = A, (110



Q, =4d,-(d, xd;) je objem primitivni buiiky miize vytvotené vektory a. Praméty jednotlivych vektort b do
vektorli a se stejnym indexem maji velikost 2 7z, s riznymi indexy jsou nulové:

—

bq ‘én == 27[5qn y q, n :15 213' (1.11)

—

Vektory K;tvoii reciprokou miizku (vzdalenosti v ni maji rozmér pievracené délky). Konstrukce reciproké
miiZe zajistuje, Ze patii do téZe syngonie jako vychozi (,,pfima*) mtiz. Prosty a bazaln€ centrovany typ se
také zachovava, plosné a prostorové centrované typy pro ortorombickou a kubickou syngonii se navzajem
vymeni.

Vektory indexujici Blochovu funkci jsou ekvivalentni, pokud se 1i$i o vektor reciproké miize — vybirame je z
prvni Brillouinovy zony (Wignerova-Seitzova buiika reciproké miize): zvolime néktery miizovy bod
reciproké miize za pocatek a body v polovi¢ni vzdalenosti k dalSim mfizovym bodim vedeme roviny kolmé
na prislusné spojnice. K nejbliZ§im rovinam zvolené¢ho pocatku je prvni Brillouinovou zoénou (1. BZ).
Skaldrni sou€iny s primitivnimi vektory jsou omezeny na oblast velikosti 2 7,

—r<k-d <7, j=123. (1.12)

Konec¢né rozméry - (cyklické) Bornovy-Karmanovy podminky, s opakovanim hodnot vinovych funkci v
dostatecné velkych vzdalenostech krystalu:



w(r+N;a)=w(r), =123, (1.13)

N;j jsou velka kladna. Oc¢ekavame, Ze pii dostateCné velkych N; budou vlastnosti takoveho krystalu prakticky
stejné jako vlastnosti nekone¢ného nebo ,,dostate¢né velkého* (vzhledem k meziatomovym vzdalenostem)
krystalu. Mluvime o ,,objemovych* (nebo ,,bulkovych*) vlastnostech. Ztejmé zde zanedbavame vliv povrchu
nebo rozhrani k jinym materidlim. Takové ptiblizeni nebyva pouzitelné pro mal€ rozméry krystala (v
,,hanostrukturach®).

Periodické okrajové podminky (1.13) vedou ke ,,kvazikontinuu* moznych hodnot vektoru kK v prvni
Brillouinové z6né&. Jsou to linedrni kombinace primitivnich vektort reciproké mtize,

k = kb, +k,b, + kb, , (1.14)

s koeficienty k; v rozsahu od —'2 do %2 s malym krokem 1/N;.

Klasifikace stacionarnich stavii jednoelektronového Hamiltonianu vektorem k (obvykle nahrazujeme
kvazikontinuum moznych hodnot kontinuem a pouzivame derivovani podle jeho komponent a integrovani
pies n¢) a dalsim diskrétnim indexem (kvantovym ¢islem) S oznac¢enim n. Schroedingerova rovnice (1.2) s
Blochovym tvarem vinové funkce vyjde ve tvaru

=~

U (1) (1.15)

2 2 2 L .
_h_vz+h_ k‘2_|h_kV+V(F) ei .ruk’ (F):EneI '
2m 2m m "



ikF

kde miiZeme rovinnou vlnou €" dé€lit a mame rovnici pro periodickou €ast u. Tu staci fesit v primitivni
bunice a okrajové podminky jsou dany periodicitou U. (Kvazi)spojitd zména energie E pii zméné vektoru k
uvniti 1. BZ pii pevném n vede k rozsahu, oznacovaném jako n-ty pas; zavislost na velikosti K v ur¢itém
sméru v 1. BZ se oznacuje jako disperze energie v tomto sméru. Soustava past pro dany krystal se oznacuje
jako pasova struktura. MiiZze v ni byt interval bez povolenych hodnot energie, ten pak tvoti pas zakazanych

energii (gap).

V nejhrubs$im pohledu miizeme tedy vyznacit rozsahy moznych energii elektront zplisobem znédzornénym
Vv obrazku:



Nejhrubsi znazornéni energiovych past
v polovodic¢i nebo izolatoru s vétSim
(vlevo) a menSim (vpravo) gapem.
Spodni pasy (husté Srafované) jsou
obsazené, horni (fidce Srafované) jsou
neobsazené.

ENERGIE

POLOHA

Ptitomnost pasu zakdzanych energii je pro polovodice a 1zolatory podstatna, proto ma i tento zptlisob svoje
opodstatnéni. Pro bulkovy material je oznaceni ,,polohy* v krystalu nepodstatné. Situace se ale zméni,
sledujeme-li heterostrukturu, t.j. dva odliSné materialy napojené na sebe ,,s atomarni pfesnosti*. V nasich
idealizacich pak zachdzime s ostrym rozhranim mezi dvéma poloprostory, které jsou vyplnény materialy s
riznymi pasovymi strukturami jednoelektronovych stavii. Chovani elektronového systému je pak vyrazné
ovlivnéno usporadanim pasti na rozhrani; neni jedno, je-li energie nejvyssiho obsazené¢ho stavu vEétsi, rovna,
nebo mensi nez tato energie v sousednim materidlu s jinou hodnotou gapu. V hofejSim obrazku dostaneme




jedno z moznych uspoiadani vodorovnym posuvem past takovym, aby se nakreslené dva bloky energiovych
pasii dotkly.

Hustota stavii
Podrobné;jsi informace o pasové struktuie jsou v hustoté staviit D(E). Rozumime zde hustotu vici hodnotam
energie, neboli pocet stavi P(E, E+dE) v intervalu mezi E a E+dE, vydéleny Sitkou tohoto intervalu dE:

P(E, E +dE)

D(E) = = (1.16)

Oznacime-li jako Nn(E) pocet stavii od nejmensi mozné hodnoty energie n-tého pasu (bezpec¢na volba je -0o0)
po argument E, mizeme s pouzitim piedchozich uvah o kvazispojitych intervalech vektori K a energii E
pouzit derivaci této funkce, a hustotu stavii dostaneme jako soucet pies vSechna n:

D(E)=2Dn(E)=Zch;‘éE) - (1.17)

Ukézka hustoty stavili pro Si, Ge a a-Sn je v nédsledujicim obrazku. Do pfedchoziho nejjednodussiho
schématu ji zredukujeme tak, ze vyznacime pas energii od zhruba -13 ¢V do nuly pro vSechny tii materialy
(to jsou energie obsazenych stavil), pak je pas zakazanych energii Sitky zhruba 1.2 eV (Si1), 0.7 eV (Ge) a
nulové sitky pro o-Sn. Navazujici vys$si energie maji v nasi idealizaci neobsazené jednoelektronové stavy.
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Pro prakticky vypocet hustoty stavil je velmi vhodna formule (1.16). Vzhledem ke kvazikontinuu moznych
hodnot vektoru k s ekvidistantnimi odstupy mizeme spocist N,(E) jako objem reciprokého prostoru, ktery je
ohrani¢eny plochou E,(k) = E, vydéleny objemem piipadajicim v reciprokém prostoru na jeden stav.
Prispévek n-tého pasu do hustoty stavti pak dostaneme zderivovanim tohoto podilu podle energie E:

JIJ a

d eh<e N,N,N,Q, d 3|,
D (E)= - = d’k .
(E) dE  (2x)° (27)® dE E{!}[E (1.18)
N, N, N,

Objem ohraniceny ekvienergiovou plochou v hotejSim vztahu miizeme snadno pro nékteré disperzni
zéavislosti snadno spocist. Provedeme tento vypocet pro kvadratickou disperzi energie kolem minima pasu,

m m

*
X y z

2 2 k2 2
En(kx’ky’kz) = EO +%{:]X* T y i kz*]’ m:,m;,m:>0 ' (119)

Toto by byla disperze volného elektronu, kdyby tzv. efektivni hmotnosti m;,m;,m; byly stejné a rovné
hmotnosti elektronu ve vakuu. Krystalovy potencial ale situaci méni, setrvacnost elektronti mize byt riiznd v
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riznych smérech a typicky se 1i$i od setrvacnosti volného elektronu. Ekvienergiové plochy s disperzi (1.19)
jsou elipsoidy, jejichz objem snadno najdeme. S pouzitim transformace

. k. . —~ 3
K; :ﬁ’ j=x%y,2,dk = \ m.m m, d’k (1.20)
m;

je objemovy integral ve vztahu (1.18) objemem t¥rozmé&rmé v koule s kvadratem polomsru 2(E-Eo)/h°, tedy
(4/3)75[2(E-E0)/h2]3/2. Derivovanim podle E tedy dostaneme piispévek pasu (1.19) do hustoty stavii ve tvaru

472N,N,N,Q)
D.(E)= (271rh)23 =20 Jmmm; \JE —E, pro E > E,. (1.18)

Pro energie mensi neZ Eg je hustota stavill nulova (Zadné takove stavy v tomto pasu nejsou).

Parabolickou disperzni relaci maji volné elektrony, pro které jsou navic vSechny tti efektivni hmotnosti
stejné a rovné klidové hmotnosti elektronu ve vakuu, mg. Systém volnych (neinteragujicich) elektronti
muzeme vloZzit no nekonecné slabého periodického potencidlu, ve kterém se disperzni relace nezmeéni, ale
symetrie potencialu se uplatni; to je koncept ,,prazdné miizky* (,,empty lattice*).
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Prazdnéa miizka FCC, se zachovanou symetrii potencialu, ma pasovou strukturu z nésledujiciho obrazku:

5 N Pasova struktura prazdné miizky FCC,
K"l 2.".4 l-: 1 - -
T [A 212 . podle Dresselhaus, Dresselhaus & Jorio,
— | — Group Theory, Application to the
AArAs L Physics of Condensed Matter.
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Fig. 12.1. Fres-electron bands of the empty lattice in a face centered cubie strue-
ture. The labels of the high aymmetry pointz in the FCC structure are given in
Fig, C.5(a) of Appendix C. The band degeneracies can be obtained from the dimen-
glonz of the irreducible representations indicated on thiz disgram, and the energy is
given in units of (A%/2m)(2m/a)*

Jsou zde pouzity standardni symboly pro oznaceni bodli a smérli vysoké symetrie, pfifazené kartézskym
soufadnicim v reciprokém prostoru podle nasledujiciho obrazku:
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Symboly pro body a sméry vysoké symetrie v 1. BZ struktury FCC.

Jaka je energiova zavislost hustoty stavii?
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Podobny rozbor hustoty vibra¢nich stavi, ptiklad fononovych spekter hexagonalniho krystalu 4H-SiC:
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Hoffmann et al., 1994.
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FIG. 4. Phonon dispersion curves for the 2H-, 3C-, 4H-,
and 6H-5iC polytypes along high-symmetry lines in the
hexagonal Brillouin zone. The experimental data from Tables
I and II are represented by circles, triangles, and crosses. At
the M point of the 6H structure additional experimental fre-
quencies from Ref. 38 are also indicated. Solid, short-dashed,
long-dashed, and dot-dashed lines indicate different polariza-
tion states. Their classification follows the transformation
behavior of the phonon eigenvectors with the point-group op-
erations.
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FIG. 5. Density of states of the four polytypes under con-
sideration. Whereas the total one is plotted for 3C-8iC (up-
permost panel), only the deviations from this one are shown
for the hexagonal structures 6, 4H, and 2H (lower panels).

Hoffmann et al., 1994.
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