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V této kapitole zavedeme takovy pojem podprostoru, ktery by
napf. v R3 zahrfioval vSechny ptimky a roviny, tj. nejen ty
prochazejici poCatkem.




ki
Afinni pods:jossttrgr; Body a vektory Spojenti
Afinni podprostory

Abstrakt

V této kapitole zavedeme takovy pojem podprostoru, ktery by
napf. v R3 zahrfioval vSechny ptimky a roviny, tj. nejen ty
prochazejici poCatkem.

Zavedeme tedy definici pojmu afinniho podprostoru nebo téz
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linearnich variet ve vektorovém prostoru.
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V této kapitole zavedeme takovy pojem podprostoru, ktery by
napf. v R3 zahrfioval vSechny ptimky a roviny, tj. nejen ty
prochazejici poCatkem.

Zavedeme tedy definici pojmu afinniho podprostoru nebo téz
linearni variety a pojmu afinniho zobrazeni .

Tézistém kapitoly bude klasifikace vzajemné polohy
linearnich variet ve vektorovém prostoru.

V celé kapitole K oznaCuje pevné téleso, V oznacuje néjaky
pevny, ale jinak libovolny, vektorovy prostor nad télesem K, m,
n jsou pfirozena Cisla.
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V této kapitole zavedeme takovy pojem podprostoru, ktery by
napf. v R3 zahrfioval vSechny ptimky a roviny, tj. nejen ty
prochazejici poCatkem.

Zavedeme tedy definici pojmu afinniho podprostoru nebo téz
linearni variety a pojmu afinniho zobrazeni .

Tézistém kapitoly bude klasifikace vzajemné polohy
linearnich variet ve vektorovém prostoru.

V celé kapitole K oznaCuje pevné téleso, V oznacuje néjaky
pevny, ale jinak libovolny, vektorovy prostor nad télesem K, m,
n jsou pfirozena Cisla.

V pripadé potfeby budeme micky predpokladat, ze
charakteristika naSeho télesa bude riznd od 2, 1. 2- 1 #£ 0.
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Na vektory se divame jako na orientované Usecky s poCatkem
v bodé 0.

Cely prostor chapeme jako homogenni, t. . vSechny body
povazujeme za rovhocenné a nevyclenujeme v ném zadny
privilegovany bod za pocatek.
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Na vektory se divame jako na orientované Usecky s poCatkem
v bodé 0.

Cely prostor chapeme jako homogenni, t. . vSechny body
povazujeme za rovnocenné a nevyclenujeme v ném zadny
privilegovany bod za pocCatek.

Afinnim prostorem nad télesem K rozumime vektorovy
prostor V nad timto télesem (prvky se z vektor( staly opét body
a pocatek, t.j. nulovy vektor, ztratil svoje vysadni postaveni —
stal se z ného bod jako kazdy jiny).
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Presnéji:
Afinnim prostorem A se zaméFfenim V rozumime mnozinu P
spolu se zobrazenim + : P x V — P danym (p,Vv) — p + Vv tak,
Ze plati:
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Presnéji:
Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime mnozinu P
spolu se zobrazenim + : P x V — P danym (p,Vv) — p + Vv tak,
Ze plati:
@ p+0=pprovsechny body p € P
Q p+(v+w)=(p+V)+ wpro vdechny vektory v.w € V,
peP
© pro kazdé dva body p, q € P existuje pravé jeden vektor
v € P takovy, ze p + v = q. Znacime jej pq nebo q — p.

p+v

P V+W p(v+w)
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Presnéji:
Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime mnozinu P
spolu se zobrazenim + : P x V — P danym (p,Vv) — p + Vv tak,
Ze plati:
@ p+0=pprovsechny body p € P
Q p+(v+w)=(p+V)+ wpro vdechny vektory v.w € V,
peP
© pro kazdé dva body p, q € P existuje pravé jeden vektor
v € P takovy, ze p + v = q. Znacime jej pq nebo q — p.

p+v

P V+W p+t+(v+w) p q-p q
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Bézné budeme uzivat znaCeni p € A misto p € P, tj. nebudeme
rozliSovat mezi afinnim prostorem a jeho nosnou mnoZzinou.
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Uvédomme si, Ze mezi vektory z V a body z P existuje
vzajemneé jednoznacna korespondence, miizeme tedy bez Ujmy
na obecnosti ztotoznit V' s P.




Abstrakt

Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Body a vektory |l

Bézné budeme uzivat znaCeni p € A misto p € P, tj. nebudeme
rozliSovat mezi afinnim prostorem a jeho nosnou mnoZzinou.
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na obecnosti ztotoznit V' s P.

Pismeny p, q, r budeme (i s indexy) znacit vylucné body, u, v,
w oznacuji zase vylucné vektory, X, y, Z mohou podle potieby
oznacovat body i vektory.
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Bézné budeme uzivat znaCeni p € A misto p € P, tj. nebudeme
rozliSovat mezi afinnim prostorem a jeho nosnou mnoZzinou.

Uvédomme si, Ze mezi vektory z V a body z P existuje
vzajemneé jednoznacna korespondence, miizeme tedy bez Ujmy
na obecnosti ztotoznit V' s P.

Pismeny p, q, r budeme (i s indexy) znacit vylucné body, u, v,
w oznacuji zase vylucné vektory, X, y, Z mohou podle potieby
oznacovat body i vektory.

Rovnéz se dohodneme, Ze rozdil dvou bodi budeme chapat
jako vektor a soucet bodu a vektoru jako bod.
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Necht p,q € V, p # q. PFimkou prochéazejici nebo téz uréenou
body p, g rozumime mnoZzinu ¢(p, q), kterou dostaneme tak, ze
do bodu p umistime v§echny mozné skalarni nasobky vektoru

q-p.
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Necht p,q € V, p # q. PFimkou prochéazejici nebo téz uréenou
body p, g rozumime mnoZzinu ¢(p, q), kterou dostaneme tak, ze
do bodu p umistime v§echny mozné skalarni nasobky vektoru

q-p.
Typicky bod pfimky ¢(p, q) ma tedy tvar

x=p+ta-p)=(1-1p+tq,

kde t € K, .

Up,g)={sp+1tq;s,tc K&s+t=1} C V.
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Necht p,q € V, p # q. PFimkou prochéazejici nebo téz uréenou
body p, g rozumime mnoZzinu ¢(p, q), kterou dostaneme tak, ze
do bodu p umistime v§echny mozné skalarni nasobky vektoru

q-p.
Typicky bod pfimky ¢(p, q) ma tedy tvar
Xx=p+tHq-p)=(1-1t)p+tq,
kde t € K, .
Up,g)={sp+1tq;s,tc K&s+t=1} C V.

Tento vyraz ma smysl i pro p = q, tehdy vSak nejde o primku
ale o jednobodovou mnozinu 4(p, p) = {p}.



Abstrakt
Afinni podprostory

Body a vektory
Afinni podprostory

Afinni podprostory |l

Spojeni

Z uvedeného tvaru ihned vidime, Ze

{(p.a) = £(q,p)

pro libovolné p,q € V.
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Podmnozinu M vektorového prostoru V nazyvame jeho
afinnim podprostorem nebo téz linearni varietou ve V,
pokud M =+ () a pre vSechna p,q € M plati ¢(p,q) C M.
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foPo + tiP1 + .+ tPp = 2o tiPs,

kdene N, pg,....pp €V, o, t,...,In € K, nazyvdme afinni
kombinaci bodul pgy, py, - - ., P, pokud plati
t()—l-t1 +...+tn:1.
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Afinni kombinaci bodl budeme chéapat jako bod; jiné linearni
kombinace bodu nez afinni se v nasich ivahach nevyskytuji.
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Podmnozinu M vektorového prostoru V nazyvame jeho
afinnim podprostorem nebo téz linearni varietou ve V,
pokud M =+ () a pre vSechna p,q € M plati ¢(p,q) C M.

Linearni kombinaci, t. . vyraz tvaru

foPo + tiP1 + .+ tPp = 2o tiPs,

kdene N, pg,....pp €V, o, t,...,In € K, nazyvdme afinni
kombinaci bodul pgy, py, - - ., P, pokud plati
t()—l-t1 +...+tn:1.

Afinni kombinaci bodl budeme chéapat jako bod; jiné linearni
kombinace bodu nez afinni se v nasich ivahach nevyskytuji.

Afinni kombinaci topy + P4 + - . . + thp, MUzeme chapat jako
tezisté soustavy hmotnych bodu py, .. ., p, s hmotnostmi
to,t1,...,tn.
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my+me+mg+my=1



Abstrakt

Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Afinni podprostory V

Kazda afinni kombinace je neprazdna, t.j. obsahuje alespon
jeden Clen.
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Kazda afinni kombinace je neprazdna, t.j. obsahuje alespon
jeden Clen.

Pro libovolnou neprazdnou mnoZinu M C V jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:
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Kazda afinni kombinace je neprazdna, t.j. obsahuje alespon
jeden Clen.

Pro libovolnou neprazdnou mnoZinu M C V jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) M je afinni podprostor ve V;
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Kazda afinni kombinace je neprazdna, t.j. obsahuje alespon
jeden Clen.

Pro libovolnou neprazdnou mnoZinu M C V jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) M je afinni podprostor ve V;
(i) pro libovolné p,q € M, s € K plati

sp+(1—s)qe M,

(iii) pro kaZzdé n € N a libovolné py, p1,-..,P, € M,
o, ti ..., th € K takové, Ze

b+H+...+t =1, plati
foPo + tiPy + ... + thPy € M.

o
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Necht M C V. Potom M je afinni podprostor ve V pravé tehdy,
kdyz existuje bod p € V a linearni podprostor S C V tak, Ze

M=p+S={p+u;uec S}

V tomto pfipadé pro vsechny q,r € M, u € S plati

q-res, qtueM, M=q+S,
S={x—-q;xeM} ={x—-y; x,ye M}
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Véta 1.2

Necht M C V. Potom M je afinni podprostor ve V pravé tehdy,
kdyz existuje bod p € V a linearni podprostor S C V tak, Ze

M=p+S={p+u;uec S}
V tomto pfipadé pro vsechny q,r € M, u € S plati

q-res, qtueM, M=q+ S,
S={x—-q;xeM} ={x—-y; x,ye M}

Dasledek 1.3

KaZzdy linearni podprostor S vektorového prostoru V je jeho
afinnim podprostorem. Afinni podprostor M vektorového
prostoru V je jeho linearnim podprostorem pravé tehdy, kdyz
0eM.
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Zamérenim nebo téz smérovym podprostorem afinniho
podprostoru M C V nazyvame linearni podprostor

DirtM = {x -y, x,ye M} C V.
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Zamérenim nebo téz smérovym podprostorem afinniho
podprostoru M C V nazyvame linearni podprostor

DirtM = {x -y, x,ye M} C V.

DirM je jediny linearni podprostor ve V takovy, ze
M = p + DirM pro néjaké (pro kazdé) p € M.
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Zamérenim nebo téz smérovym podprostorem afinniho
podprostoru M C V nazyvame linearni podprostor

DirtM = {x -y, x,ye M} C V.

DirM je jediny linearni podprostor ve V takovy, ze
M = p + DirM pro néjaké (pro kazdé) p € M.

Pro kazdé p € M plati

DirM = {x — p; x € M}.
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Afinni podprostory VII

Zamérenim nebo téz smérovym podprostorem afinniho
podprostoru M C V nazyvame linearni podprostor

DitM = {x—-y; x,ye M} C V.

DirM je jediny linearni podprostor ve V takovy, ze
M = p + DirM pro néjaké (pro kazdé) p € M.

Pro kazdé p € M plati
DirM = {x — p; x € M}.

Zejména je tedy kazdy afinni podprostor afinnim prostorem ve
smyslu odstavce 1.
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Pro libovolnou uspofédanou (n + 1)-tici bodl (py, - - -, P,),
vektorového prostoru V, pfipadné pro jeho konecnou
podmnoZinu {py,...,P,} # 0, oznacme

5(P07--~7Pn):
{lopg+---+taPpi lo,....,0neEK&ly+...+th=1}

mnozinu vSech afinnich kombinaci bodu pg, ..., pP,-
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Pro libovolnou uspofédanou (n + 1)-tici bodl (py, - - -, P,),
vektorového prostoru V, pfipadné pro jeho konecnou
podmnoZinu {py,...,P,} # 0, oznacme

5(P07--~7Pn):
{lopg+---+taPpi lo,....,0neEK&ly+...+th=1}

mnozinu vSech afinnich kombinaci bodu pg, ..., pP,-

Z pravé dokazaného tvrzeni vyplyva, ze {(py, - - -, P,) j€
nejmensi afinni podprostor ve V, ktery obsahuje vSechy body
Po, - - -, P; Nazyvame ho afinni obal bodd nebo i afinni
podprostor generovany body py, . ..,P,-
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Afinni podprostory IX

Opét plati, ze ¢(X) je nejmensi afinni podprostor ve V tak, ze
X CUX).

Necht py,p1,....P, € V. Potom

U(Po,P1,---sPn) = Po+ [P1—Pos---sPn—Pol,
Dirl(Pg, P1;---,Pn) = [P1—Pos---:Pn—Pol-
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Afinni podprostory IX

Opét plati, ze ¢(X) je nejmensi afinni podprostor ve V tak, ze
X CUX).

Necht py,p1,....P, € V. Potom

U(Po,P1,---sPn) = Po+ [P1—Pos---sPn—Pol,
Dirl(Pg, P1;---,Pn) = [P1—Pos---:Pn—Pol-

Dimenzi nebo téZ rozmérem afinniho podprostoru M C V,
piSeme dimM, nazyvame dimenzi jeho zamefeni, tedy

dimM = dimDirM.
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Afinni podprostory X

Body pg, P+, - - -, P, vektorového prostoru V nazyvame afinné
nezavislé, pokud vektory p; — Py, - - -, P, — Pg jsou linearné
nezavislé.




Abstrakt
Afinni podprostory

Body a vektory Spojeni
Afinni podprostory
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Body pg, P+, - - -, P, vektorového prostoru V nazyvame afinné
nezavislé, pokud vektory p; — Py, - - -, P, — Pg jsou linearné
nezavislé.

Z nasledujiciho oCividného tvrzeni vyplyva, ze body
Po,P1,---,P, € V jsou afinné nezavislé pravé tehdy, kdyz pro
néjaké (pro kazdeé) 0 < k < nvektory p; — p,, kde 0 <j<na
J # K, jsou linedrné nezavislé.

Body py, P+, ---,P, € V jsou afinné nezavislé pravé tehdy, kdyz

dlmﬁ(POa P, pn) =n.
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Afinni podprostory XI

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou pravé vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.
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Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou pravé vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmeérné afinni podprostory ve V nazyvame primkami.
Kazdéa pfimka ma skutecné tvar ¢(p, q) pro ne€jaké afinné
nezavislé (i.j. rzné) body p,q € V.
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Afinni podprostory XI

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou pravé vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmeérné afinni podprostory ve V nazyvame primkami.
Kazdéa pfimka ma skutecné tvar ¢(p, q) pro ne€jaké afinné
nezavislé (i.j. rzné) body p,q € V.

Dvojrozmérné afinni podprostory ve V nazyvame rovinami.
Samotny prostor V je svym neviastnim afinnim podprostorem.
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Afinni podprostory iﬁgr\l:iap;zl?ptroo'sytory Spojeni

Afinni podprostory XI

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou pravé vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmeérné afinni podprostory ve V nazyvame primkami.
Kazdéa pfimka ma skutecné tvar ¢(p, q) pro ne€jaké afinné
nezavislé (i.j. rzné) body p,q € V.

Dvojrozmérné afinni podprostory ve V nazyvame rovinami.
Samotny prostor V je svym neviastnim afinnim podprostorem.

Pokud dimV = n, tak (n — 1)-rozmérné afinni podprostory ve V
nazyvame nadrovinami.
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Afinni podprostory ifc;gr\l:iap;zl?pts;sytory Spojeni

Afinni podprostory XI

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou pravé vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmeérné afinni podprostory ve V nazyvame primkami.
Kazdéa pfimka ma skutecné tvar ¢(p, q) pro ne€jaké afinné
nezavislé (i.j. rzné) body p,q € V.

Dvojrozmérné afinni podprostory ve V nazyvame rovinami.
Samotny prostor V je svym neviastnim afinnim podprostorem.

Pokud dimV = n, tak (n — 1)-rozmérné afinni podprostory ve V
nazyvame nadrovinami.

Pojmy "bod", "pfimka" a "rovina" jsou absolutni v tom smyslu,
Ze zavisi jen na dimenzi pfislusného afinniho podprostoru.



Abstrakt )
Afinni podprostory ifc;gr\l:iap;zl?pts;sytory Spojeni

Afinni podprostory XI

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou pravé vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmeérné afinni podprostory ve V nazyvame primkami.
Kazdéa pfimka ma skutecné tvar ¢(p, q) pro ne€jaké afinné
nezavislé (i.j. rzné) body p,q € V.

Dvojrozmérné afinni podprostory ve V nazyvame rovinami.
Samotny prostor V je svym neviastnim afinnim podprostorem.

Pokud dimV = n, tak (n — 1)-rozmérné afinni podprostory ve V
nazyvame nadrovinami.

Pojmy "bod", "pfimka" a "rovina" jsou absolutni v tom smyslu,
Ze zavisi jen na dimenzi pfislusného afinniho podprostoru.

Pojem nadroviny je relativni, protoze zavisi na vztahu dimenzi
afinniho podprostoru a celého prostoru.
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Afinni podprostory XII

Pokud dimV = 1 (t.j. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.
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inni podprostory Afinni podprostory

Afinni podprostory XII

Pokud dimV = 1 (t.]. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (t.j. v roving) jsou zase
v8echny piimky.
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Afinni podprostory XII

Pokud dimV = 1 (t.]. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (t.j. v roving) jsou zase
v8echny piimky.

V trojrozmérném prostoru V pojmy roviny a nadroviny splyvaji.
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Afinni podprostory XII

Pokud dimV = 1 (t.]. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (t.j. v roving) jsou zase
v8echny piimky.

V trojrozmérném prostoru V pojmy roviny a nadroviny splyvaji.

V &tyfrozmérném prostoru jsou nadrovinami trojrozmérné
podprostory; atd.




Abstrakt

Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Afinni podprostory XII

Pokud dimV = 1 (t.]. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (t.j. v roving) jsou zase
v8echny piimky.

V trojrozmérném prostoru V pojmy roviny a nadroviny splyvaji.
V &tyfrozmérném prostoru jsou nadrovinami trojrozmérné
podprostory; atd.

V 0-rozmérném (1. j. jednobodovém) prostoru V nejsou primky,
roviny ani nadroviny.




Abstrakt

Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP |

Necht M, N C V jsou afinni podprostory. Potom M N N je afinni
podprostor ve V pravé tehdy, kdyz M n N # 0. V tomto pfipadé

Dir(M N N) = DirM N DirN.
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP |

Necht M, N C V jsou afinni podprostory. Potom M N N je afinni
podprostor ve V pravé tehdy, kdyz M n N # 0. V tomto pfipadé

Dir(M N N) = DirM N DirN.

Neprazdnost praniku M N N mazeme zarucit za predpokladu,
ze linearni prostor DirM + DirN je dostatecné velky.




Abstrakt

Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP |

Necht M, N C V jsou afinni podprostory. Potom M N N je afinni
podprostor ve V pravé tehdy, kdyz M n N # 0. V tomto pfipadé

Dir(M N N) = DirM N DirN.

Neprazdnost praniku M N N mazeme zarucit za predpokladu,
ze linearni prostor DirM + DirN je dostatecné velky.

Necht M, N C V jsou afinni podprostory. Potom

DirtM +DitN =V = MnN N # (.
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP I

Spojenim afinnich podprostord M, N C V, piSeme ML N,
nazyvame afinni obal jejich sjednoceni. Tedy

MUN =¢{(MUN).
Zrejmé M U N je nejmensi afinni podprostor ve V, ktery

obsahuje M i N, a pro linearni podprostory S, T C V plati
SuT=8+T.
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Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP I
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP I

Spojenim afinnich podprostord M, N C V, piSeme ML N,
nazyvame afinni obal jejich sjednoceni. Tedy

MUN =¢{(MUN).
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP I

Spojenim afinnich podprostord M, N C V, piSeme ML N,
nazyvame afinni obal jejich sjednoceni. Tedy

MUN =¢{(MUN).

Zrejmé M U N je nejmensi afinni podprostor ve V, ktery
obsahuje M i N, a pro linearni podprostory S, T C V plati
SUuT=8+T.
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP IV

Necht M, N C V jsou afinni podprostory.
(a) Pokud M N # 0, tak

Dir(M U N) = DirM + DirN,
MUN = M + DirN = N + DirM.

(b) Pokud M N =0, tak prop € M, q € N plati
Dir(MUN) = [q — p]+ DirM + DirN,

MUN=M+([q—pl+DirN) =N+ ([q—p]+ DirM).



Afinni podsg)ssttrgx Body a vektory Spojeni
Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP V

Poznamka Obé rovnosti z (b) jsou spIinéné i za predpokladu
Mn N # (.

V tomto pripadé vSak pro libovolné r ¢ M N N plati

qg-p=(r—p)+(q—r) € DirM + DirN,

takZe vektor q — p mizeme vynechat.




Afinni podsg)ssttrgx Body a vektory Spojeni
Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP V

Poznamka Obé rovnosti z (b) jsou spIinéné i za predpokladu
Mn N # (.

V tomto pripadé vSak pro libovolné r € M N N plati
qg-p=(r—p)+(q—r) € DirM + DirN,
takZe vektor q — p mizeme vynechat.

Dulsledek 1.9

Necht M, N C V jsou konec¢né rozmérné afinni podprostory.
Potom

dimM + dimN — dim(M N N), proMN N # 0,

dim(MUN) = { dimM + dimN — dim(DirM N DirN) +1,pro MN N = (.

v
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP VI

Priklad 1.10

Ve vektorovém prostoru V uvaZujme konec¢né rozmérné afinni
podprostory

M=p+[uq,...,unl, N=q+ [Vq,...,Vn]
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP VI

Priklad 1.10

Ve vektorovém prostoru V uvaZujme konec¢né rozmérné afinni
podprostory

M=p+[uq,...,unl, N=q+ [Vq,...,Vn]
Potom

P+ [us,...,umn Vi, ..., Vpl, pro M N #,

MUN=
{p+[q—p,u1,...,um,v1,...,vn],proMﬂN—(Z),
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP VI

Priklad 1.10

Ve vektorovém prostoru V uvaZujme konec¢né rozmérné afinni
podprostory

M=p+[uq,...,unl, N=q+ [Vq,...,Vn]

Potom
Y, _p+ut, .. um vy, V), pro M N #,
LUN=
P+[q—p,ui,...,Un,V1,...,Vy], proMn N =0,
) _ [dim[uy,...,um,Vq,...,Vp], proMn N #£(,
dlm(MuN)_{dim[qp,u1,...,um,v1,...,v,,],proMﬂN:(D.
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Priinik a spojeni AP VII

Pokud predpokladame, ze jak vektory uy, ..., un, tak vektory
Vi,...,Vpjsou linedrné nezavislé, pak

m+n—K, pro M N # 0,

dim(MI_IN)Z{ m+n—k+1, proMnN =0,

kde k = dim([uy,...,Um] N [Vy,...,Vp]).
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Priinik a spojeni AP VII|

Priklad 1.11

V sloupcovém prostoru R* jsou dané vektory x = (1,2,3,4)7,
y=(0,-3,1,-1)7,z2=(1,1,0,0)7,u = (0,-2,4,3)7,
v=(2,6,2,5",w=(0,0,1,1)" a bliZe neuréené body p, q.

Potom S = [x,y,2], T = [u,V,W] jsou linearni podprostory a
M=p+ S, N=q+ N jsou afinni podprostory v R*.

Najdeme dimenze linearnich podprostord S+ T, SN T a
afinnich podprostori M N N, M U N v zavislosti na p, q.




Afinni podsg)ssttrgx Body a vektory Spojeni
Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP IX

Linearni podprostor S + T je generovany sloupci blokové
matice

1 0 1 0 20
2 -3 1| -2¢620
3 1 0 4 2 1 |
4 -1 0 3 5 1

pricemz sloupce levého bloku generuiji linearni podprostor S a
sloupce pravého bloku linearni podprostor T.
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Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP X

Tato matice je radkové ekvivalentni s nasledujici blokovou
matici

O OO —
o o —+0
w

|
w
|
w-h
— a OO0

ve stupnovitém tvaru, jejiz fadky maji vedouci prvky
ve sloupcich 1, 2, 3 a 6.
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Afinni podprostory

Pranik a spojeni AP XI

Vidime, Ze vektory Xx,y, z tvoii bazi S a vektory x,y, z, w bazi
S + T. Doupravenim pravého bloku na fadkové ekvivalentni
stupnovity tvar

—4

O OO M

0
0
1
0

O ON

se muzeme presvedCit, Ze i vektory u, v, w jsou linearné
nezavislé, tedy tvofi bazi T.
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Afinni podprostory Body a vektory Spojeni

Afinni podprostory

Priinik a spojeni AP XI|

Celkem dimS = dimT = 3, dim(S+ T) = 4.

Odtud dle véty o dimenzi souctu a praniku vyplyva
dim(SNT)=3+3-4=2.

Tedy S+ T = R*. Odtud pak M N # 0.

Proto dim(M N N) = dim(SN T) = 2. Odtud
dim(MUN) =dim(S+T) = 4.
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e Vzajemna poloha afinnich
podprostord
@ Klasifikace




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP |

Polohu netrividlnich vlastnich afinnich podprostoru (linearnich
variet) M, N C V budeme klasifikovat na zakladé dvou kritérii:




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP |

Polohu netrividlnich vlastnich afinnich podprostoru (linearnich
variet) M, N C V budeme klasifikovat na zakladé dvou kritérii:

(A) Pokud plati DirM C DirN Vv DirN C DirM, fikame, ze M, N
jsou rovnobézné a piSeme M || N.
V opacném pripadé, t.j. pokud plati
DirM ¢ DirN & DirN ¢ DirM, fikame, ze M, N nejsou
rovnobézné, a piSeme M |/ N.




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP |

Polohu netrividlnich vlastnich afinnich podprostoru (linearnich
variet) M, N C V budeme klasifikovat na zakladé dvou kritérii:

(A) Pokud plati DirM C DirN Vv DirN C DirM, fikame, ze M, N
jsou rovnobézné a piSeme M || N.
V opacném pripadé, t.j. pokud plati
DirM ¢ DirN & DirN ¢ DirM, fikame, ze M, N nejsou
rovnobézné, a piSeme M |/ N.

(B) Pokud plati Mn N = (), fikdme, Ze M, N se protinaji.
V opacném piipadé, t.|. pokud MN N = (), fikdame, ze M, N
se neprotinaji, neboli, Ze jsou disjunktni.




Vzéjemna poloha

Klasifikace

Vzajemna poloha AP Il

Jsou-li pfimky AB a
CD rovnobézné, tj.,
AB | CD, pak a = §
and g = .
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Vzajemna poloha AP IlI

V roviné mohou byt dvé razné
pfimky Ly a L




Vzéjemna poloha
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Vzajemna poloha AP IlI

V roviné mohou byt dvé razné
pfimky Ly a L

@ rovnobéZzné, nebo
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Vzajemna poloha AP IlI

V roviné mohou byt dvé razné
pfimky Ly a L

@ rovnobéZzné, nebo

X @ riznobézné.
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Klasifikace

Vzajemna poloha AP IlI

V roviné mohou byt dvé razné
pfimky Ly a L

@ rovnobéZzné, nebo
@ riznobézné.

V trojrozmérném prostoru mohou
byt dvé rlizné pfimky Ly a L,




Vzéjemna poloha

Klasifikace

Vzajemna poloha AP IlI

V roviné mohou byt dvé razné
pfimky Ly a L

@ rovnobéZzné, nebo
@ riznobézné.

V trojrozmérném prostoru mohou
byt dvé rlizné pfimky Ly a L,

@ rovnobézné,




Vzéjemna poloha

Klasifikace

Vzajemna poloha AP IlI

V roviné mohou byt dvé razné
pfimky Ly a L

@ rovnobéZzZné, nebo
X @ riznobézZné.

V trojrozmérném prostoru mohou
byt dvé rlizné pfimky L a L,

@ rovnobézné,
@ mimobézné, nebo




Vzéjemna poloha

Klasifikace

Vzajemna poloha AP IlI

V roviné mohou byt dvé razné
pfimky Ly a L

@ rovnobéZzné, nebo
X @ riznobézné.

V trojrozmérném prostoru mohou
byt dvé rlizné pfimky Ly a L,

@ rovnobézné,
@ mimobézné, nebo
@ riznobézZné.




Vzéjemna poloha

Klasifikace

Vzajemna poloha AP IlI

V roviné mohou byt dvé razné
pfimky Ly a L

@ rovnobéZzné, nebo
X @ riznobézné.

V trojrozmérném prostoru mohou
byt dvé rlizné pfimky Ly a L,

@ rovnobézné,
@ mimobézné, nebo
@ riznobézZné.




Vzéjemna poloha
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Vzajemna poloha AP IV

Celkové tedy dostavame Ctyfi moznosti:

(1) M|| N& M N # 0, 1. M, N jsou rovnobézné a protinaji
se.
V tomto pfipadé plati DirM C DirN < M C N a
DirN C DirM < N C M.
Tedy M C N nebo M C N. Rikdme, Ze jedna z linearnich
variet M, N je podvarietou druhé, neboli, ze M, N jsou ve
vztahu inkluze.




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP IV

Celkové tedy dostavame Ctyfi moznosti:

(1) M|| N& M N # 0, 1. M, N jsou rovnobézné a protinaji
se.
V tomto pfipadé plati DirM C DirN < M C N a
DirN C DirM < N C M.
Tedy M C N nebo M C N. Rikdme, Ze jedna z linearnich
variet M, N je podvarietou druhé, neboli, ze M, N jsou ve
vztahu inkluze.

(2) M| N& Mn N = 0,1j. M, N jsou rovhobézné a neprotinaji
se.
Tento pfipad nazyvame vztahem pravé rovnobéznosti.



Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP V

(8) MlYN & MnN N # 0, 1. M, N nejsou rovnobézné a protinaji
se.
Rikame, ze M, N jsou rtiiznobézné.




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP V

(8) MlYN & MnN N # 0, 1. M, N nejsou rovnobézné a protinaji
se.
Rikame, ze M, N jsou rtiiznobézné.

(4) MlYN& Mn N =0,tj. M, N nejsou rovnobézné a
neprotinaji se.




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP V

(8) MlYN & MnN N # 0, 1. M, N nejsou rovnobézné a protinaji
se.
Rikame, ze M, N jsou rtiiznobézné.

(4) MlYN& Mn N =0,tj. M, N nejsou rovnobézné a
neprotinaji se.
V tomto pripadé jesté rozliSujeme dvé dalS§i moznosti:
(4a) Ak DirM N DirN = {0}, fikame, ze M, N jsou mimobézZné.




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP V

(8) MlYN & MnN N # 0, 1. M, N nejsou rovnobézné a protinaji
se.
Rikame, ze M, N jsou rtiiznobézné.

(4) MlYN& Mn N =0,tj. M, N nejsou rovnobézné a
neprotinaji se.
V tomto pripadé jesté rozliSujeme dvé dalS§i moznosti:
(4a) Ak DirM N DirN = {0}, fikame, ze M, N jsou mimobézZné.
(4b) Pokud DirM N DirN # {0}, fikame, ze M, N jsou castecné
rovnobézné.




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP VI

Necht M, N C V jsou ¢astecné rovnobezné linearni variety.
Potom dimM > 2, dimN > 2 adimV > 4.




Vzéjemna poloha
Klasifikace

Vzajemna poloha AP VI

Necht M, N C V jsou ¢astecné rovnobezné linearni variety.
Potom dimM > 2, dimN > 2 adimV > 4.

Na druhé strané v libovolném vektorovém prostoru V dimenze
> 4 neni tézké najit priklady ¢astecne rovnobeznych linearnich
variet. Napf.

M = [eq, e2], N = e, + [e2, €3]

jsou &aste¢né rovnobézné roviny v K*.



Definice Matice zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni

e Afinni zobrazeni
@ Definice
@ Vlastnosti

@ Matice zobrazeni




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad timz télesem K.
Rikame, ze f: V — U je afinni zobrazeni, pokud pro libovolné
body p,q € V a skalar s € V plati

f(sp + (1 — s)q) = sf(p) + (1 - s)f(q).




Afinni zobrazeni Definice Matice zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad timz télesem K.
Rikame, ze f: V — U je afinni zobrazeni, pokud pro libovolné
body p,q € V a skalar s € V plati

f(sp + (1 — s)q) = sf(p) + (1 - s)f(q).

Tvrzeni 3.1

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom
zobrazeni f: V — U je afinni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
n e N, vsechny body py,...,p, € V askalary ty,...,th e K
takové, Ze ty + ... + tp, = 1, plati




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni |l

Posunutim neboli translaci vektorového prostoru V o vektor
u € V nazyvame zobrazeni V — V dané predpisem X — X + U.




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni |l

Posunutim neboli translaci vektorového prostoru V o vektor
u € V nazyvame zobrazeni V — V dané predpisem X — X + U.
Ztejmé kompozici posunuti o vektor u € V a posunuti o vektor
v € V je posunuti o vektor u + v. Kazdé posunuti je bijektivni
zobrazeni; inverzni zobrazeni k posunuti o vektor u je posunuti
0 opacny vektor —u.




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni |l

Posunutim neboli translaci vektorového prostoru V o vektor
u € V nazyvame zobrazeni V — V dané predpisem X — X + U.
Zrejmé kompozici posunuti o vektor u € V a posunuti o vektor
v € V je posunuti o vektor u + v. Kazdé posunuti je bijektivni
zobrazeni; inverzni zobrazeni k posunuti o vektor u je posunuti
0 opacny vektor —u.

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom
zobrazeni f : V — U je afinni pravé tehdy, kdyz existuje vektor
u € U alinearni zobrazeni ¢ : V — U takové, Ze pro kazdé

x € V plati

f(x) = ¢(x) + u.




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni Il

Dusledek 3.3

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom
(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni Il

Dusledek 3.3

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom
(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;
(b) libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U je afinni;




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni Il

Dusledek 3.3

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom
(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;
(b) libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U je afinni;

(c) afinni zobrazeni f : V — U je linearni pravé tehdy, kdyz
f(0) = 0.




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni Il

Dusledek 3.3

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom
(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;
(b) libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U je afinni;

(c) afinni zobrazeni f : V — U je linearni pravé tehdy, kdyz
f(0) = 0.

Ztejmeé vektor u € U a linearni zobrazeni ¢ jsou podminkou
véty urCené jednoznacné. Zobrazeni ¢ = f — f(0) nazyvame
linearni éasti a vektor u = f(0) absolutnim ¢lenem afinniho
zobrazeni f.




Afinni zobrazeni Definice Matice zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni Il

Dusledek 3.3

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom
(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;
(b) libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U je afinni;

(c) afinni zobrazeni f : V — U je linearni pravé tehdy, kdyz
f(0) = 0.

Ztejmeé vektor u € U a linearni zobrazeni ¢ jsou podminkou
véty urCené jednoznacné. Zobrazeni ¢ = f — f(0) nazyvame
linearni éasti a vektor u = f(0) absolutnim ¢lenem afinniho
zobrazeni f.

Piseme téz f = ¢ + u.



Afinni zobrazeni Definice Matice zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni Il

Dusledek 3.3

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom
(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;
(b) libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U je afinni;

(c) afinni zobrazeni f : V — U je linearni pravé tehdy, kdyz
f(0) = 0.

Ztejmeé vektor u € U a linearni zobrazeni ¢ jsou podminkou
véty urCené jednoznacné. Zobrazeni ¢ = f — f(0) nazyvame
linearni éasti a vektor u = f(0) absolutnim ¢lenem afinniho
zobrazeni f.

Piseme téz f = ¢ + u.

Afinni zobrazeni jsou zev§eobecnénim funkci f : K — K tvaru

f(x) = ax + b, kde a, b € K, které (v pfipadé K = R)

v matematické analyze nazyvame linearnimi.
e 4 4444




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni IV

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
g: W —V,f:V — Ujsou afinni zobrazeni. Potom i jejich
kompozice fo g : W — U je afinni zobrazeni.




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni IV

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
g: W —V,f:V — Ujsou afinni zobrazeni. Potom i jejich
kompozice fo g : W — U je afinni zobrazeni.

(fo9)(2) = p(¥(2) + V) +u = (po)(2) + ¢(v) +u.

Pro linearni zobrazeni ¢y : W — V, ¢ : V — U a vektory v € V,
u € U plati

(p+u)o (b +v)=(por)+(p(v)+u).



Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni V

Iy Iy




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni VI

Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K, f : V — U
je afinni zobrazenia M C V, N C U jsou afinni podprostory.
Potom f(M) je afinni podprostor v U a f~1(N) je afinni
podprostor ve V nebo prazdna mnoZina.




Afinni zobrazeni Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni VI

Vlastnosti

Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K, f : V — U
je afinni zobrazenia M C V, N C U jsou afinni podprostory.
Potom f(M) je afinni podprostor v U a f~1(N) je afinni
podprostor ve V nebo prazdna mnoZina.

Protoze kazdé posunuti je bijekce, afinni zobrazeni
f=¢+u:V — Uslinearni ¢asti ¢ je injektivni pravé tehdy,
kdyz ¢ je injektivni. Podobné, f je surjektivni prave tehdy, kdyz
© je surjektivni.



Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni VII

Necht f : V — U je afinni zobrazeni, pficemz V je kone¢né
rozmeérny vektorovy prostor. Potom pro libovolnéy € Imf plati

dimV = dimf~'(y) + dimImf.




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni .
Vlastnosti

Afinni zobrazeni VII

Necht f : V — U je afinni zobrazeni, pficemz V je kone¢né
rozmeérny vektorovy prostor. Potom pro libovolnéy € Imf plati

dimV = dimf~'(y) + dimImf.

Afinni transformaci vektorového prostoru V nazyvame
libovolné afinni zobrazeni f: V — V.




Afinni zobrazeni Definice Matice zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni VII

Necht f : V — U je afinni zobrazeni, pficemz V je kone¢né
rozmeérny vektorovy prostor. Potom pro libovolnéy € Imf plati

dimV = dimf~'(y) + dimImf.

Afinni transformaci vektorového prostoru V nazyvame
libovolné afinni zobrazeni f: V — V.

Dulsledek 3.7

Necht f : V — V je afinni transformace konecné rozmérného
vektorového prostoru V. Potom f je injektivni prave tehdy, kdyz
fe surjektivni.




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni VIII

Tvrzeni 3.8

Necht f : V — U je afinni zobrazeni s linedrni ¢asti ¢ a

u = f(0). Potom f je bijektivni prave tehdy, kdyZz ¢ je bijektivni.
V tomto pfipadé i inverzni zobrazeni f~' : U — V je afinni a
plati =1 = =1 — p=1(u).

Tedy f~' je kompozici linedrniho zobrazeni o~ a posunuti

o vektor —o~ 1 (u).

Necht U, V jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory a «, 3
jsou baze v U resp. ve V. Rozsifenou matici afinniho
zobrazeni f : V — U s linearni ¢asti ¢ a absolutnim ¢lenem u
vzhledem na baze 3, a nazyvame blokovou matici

(Nas = ((P)a,s | (Wa)-
e 4 4444



Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni IX

Pokud dimU = m, dimV = n, A = (¢)a,g j€ matice linearniho
zobrazeni ¢ v bazich 8 = (v4,...,Vp), a aa = (u), je vektor
soufadnic vektoru u v bazi a, tak rozifenou matici afinniho
zobrazeni f v bazich 3, « je blokova matice

(N = ((£(V1))as- - (#(Vn))a | (W)a) = (A]a).




Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni
Vlastnosti

Afinni zobrazeni IX

Pokud dimU = m, dimV = n, A = (¢)a,g j€ matice linearniho
zobrazeni ¢ v bazich 8 = (v4,...,Vp), a aa = (u), je vektor
soufadnic vektoru u v bazi a, tak rozifenou matici afinniho
zobrazeni f v bazich 3, « je blokova matice

(Nap = ((e(V1))as- -+ (¢(Vn))a | (W)a) = (A]a).
Souradnice bodu x € V v bazi 3 a souradnice jeho obrazu
f(x) € U v bazi a jsou tak spojené rovnosti

(fX)a = (¥)as - (X)g + (U)o =A-(X)g +a.

Je-li f linearni zobrazeni, t.j. pokud f = p au =0, nema
vyznam rozS$ifovat matici (¢)q.g 0 nulovy sloupec.



Definice Matice zobrazeni

Afinni zobrazeni )
Vlastnosti

Afinni zobrazeni X

Necht U, V, W jsou konecne rozmérné vektorové prostory nad
télesem K a «, 3, «v jsou ne€jaké baze prostora U, V, resp. W.

(a) Jsou-lig: W — V, .V — U afinni zobrazeni, které maji
v prislusnych bazich rozsifené matice (9)s~ = (B |b),
(flap = (A|a), tak jejich kompozice fo g: W — U ma

v bazich ~, o rozSifenou matici

(fog)ay=(A-B|A-b + a).

v rv

(b) Je-li f: V — U afinni bijekce s rozsifenou matici
(fla,s = (A|a) v bazich 8, «, tak k ni inverzni zobrazeni je
afinni bijekce f~1 : U — V, kterd ma v bazich o, 3
roz$ifenou matici

(f‘1)ﬁ’a:(A‘1|—A‘1~a)._ -
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