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Abstrakt

V této kapitole budeme pokracovat ve studiu struktury
linearnich operatort na kone¢né rozmérnych vektorovych
prostorech. Zavedeme dllezity, jesté v predchozi kapitole
avizovany pojem spektra linearniho operatoru, jakozto i
pojmy algebraické a geometrické nasobnosti viastni
hodnoty, které nam umozni klasifikovat pfipadné prekazky
jeho diagonalizovatelnosti.
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Abstrakt

V této kapitole budeme pokracovat ve studiu struktury
linearnich operatort na kone¢né rozmérnych vektorovych
prostorech. Zavedeme dllezity, jesté v predchozi kapitole
avizovany pojem spektra linearniho operatoru, jakozto i
pojmy algebraické a geometrické nasobnosti viastni
hodnoty, které nam umozni klasifikovat pfipadné prekazky
jeho diagonalizovatelnosti.

Dale si ujasnime, jaky vliv ma feSitelnost polynomickych rovnic
v zakladnim télese na spektrum linearniho operatora. Vhodnym
rozSifenim tohoto pole Ize dosahnout, aby kazdy linearni
operator na n-rozmérném prostoru mél n vlastnich hodnot,
pokud kazdou z nich pocitame tolikrat, jaka je jeji algebraicka
nasobnost.

Budeme pracovat s vektorovym prostorem nad télesem K.
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Abstrakt Spektrum operétoru Spektrum matice

Spektrum linearniho operatoru a matice |

Pfipomenime, Ze polynom f(x) € K[x] déli polynom

g9(x) € K][x], pokud existuje polynom p(x) € K|[x] takovy, ze
a(x) = f(x) p(x). Ztejmé, pokud f déli g, tak stupen f je
mensi nebo rovny stupni g.
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Spektrum linearniho operatoru a matice |

Pfipomenime, Ze polynom f(x) € K[x] déli polynom

g9(x) € K][x], pokud existuje polynom p(x) € K|[x] takovy, ze
a(x) = f(x) p(x). Ztejmé, pokud f déli g, tak stupen f je
mensi nebo rovny stupni g.

Skalar A € K je kofenem polynomu f(x) (t.j. f(\) = 0) pravé
tehdy, kdyZ polynom x — A déli polynom f(x).

Skalar A € K je m-ndasobny koren polynomu f(x) € K|[x],
pokud (x — A\)™ je nejvys$si mocnina polynomu x — A, ktera
jesté déli f(x). Namisto o 1-nadsobném kofenu mluvime o
jednoduchém korenu.
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Spektrum linearniho operatoru a matice |

Pfipomenime, Ze polynom f(x) € K[x] déli polynom

g9(x) € K][x], pokud existuje polynom p(x) € K|[x] takovy, ze
a(x) = f(x) p(x). Ztejmé, pokud f déli g, tak stupen f je
mensi nebo rovny stupni g.

Skalar A € K je kofenem polynomu f(x) (t.j. f(\) = 0) pravé
tehdy, kdyZ polynom x — A déli polynom f(x).

Skalar A € K je m-ndasobny koren polynomu f(x) € K|[x],
pokud (x — A\)™ je nejvys$si mocnina polynomu x — A, ktera
jesté déli f(x). Namisto o 1-nadsobném kofenu mluvime o
jednoduchém korenu.

Polynom f stupné n ma nanejvys$ n kotren(, pokud kazdy z nich
pocitame s jeho nasobnosti.

Pokud A1, ..., Ak jsou vS§echny navzajem r(izné kofeny
polynomu f stupné na my, ..., My jsou jejich nasobnosti, tak
m+...+me<n.
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Spektrum linearniho operatoru a matice |l

Skalar \ € K se nazyva m-nasobna viastni hodnota matice
A € K™ pokud A je m-nasobnym kofenem jejiho
charakteristického polynomu chp (x); fikdme rovnéz, ze
algebraicka nasobnost viastni hodnoty )\ matice A je m.

Namisto o 1-nasobné mluvime o jednoduché viastni hodnoté.
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Spektrum linearniho operatoru a matice |l

Skalar \ € K se nazyva m-nasobna viastni hodnota matice
A € K™ pokud A je m-nasobnym kofenem jejiho
charakteristického polynomu chp (x); fikdme rovnéz, ze
algebraicka nasobnost viastni hodnoty )\ matice A je m.

Namisto o 1-nasobné mluvime o jednoduché viastni hodnoté.

Podobne definujeme i pojem m-nasobné vlastni hodnoty a
algebraické nasobnosti vlastni hodnoty pro linearni operatory
na konecné rozmérnych prostorech.

Matice fadu n ma nanejvys n vlastnich hodnot, pokud kazdy
z nich pocitame s jeji nasobnosti.
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Spektrum linearniho operatoru a matice |l

Skalar \ € K se nazyva m-nasobna viastni hodnota matice
A € K™ pokud A je m-nasobnym kofenem jejiho
charakteristického polynomu chp (x); fikdme rovnéz, ze
algebraicka nasobnost viastni hodnoty )\ matice A je m.

Namisto o 1-nasobné mluvime o jednoduché viastni hodnoté.

Podobne definujeme i pojem m-nasobné vlastni hodnoty a
algebraické nasobnosti viastni hodnoty pro lineérni operatory
na kone¢né rozmeérnych prostorech.

Matice fadu n ma nanejvys n vlastnich hodnot, pokud kazdy
z nich pocitame s jeji nasobnosti.

Spektrem linearniho operatoru ¢ na konecné rozmeérném
vektorovém prostoru nazyvame mnozinu vSech jeho vlastnich
hodnot a oznaCujeme ji Specy. Stejné definujeme i spektrum
matice A € K™ které znacime SpecA.
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Spektrum linearniho operatoru a matice |l

Algebraickou vahou spektra Specy nazyvame soucet
algebraickych nasobnosti vSech vlastnich hodnot A € Specp.

Rikame, ze linearni operator ¢ méa jednoduché spektrum,
pokud se jeho algebraicka vaha rovna poctu jeho prvkd, t.j.
pravée tehdy, kdyz vSechny vlastni hodnoty operatoru ¢ jsou
jednoduché.
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Spektrum linearniho operatoru a matice |l

Algebraickou vahou spektra Specy nazyvame soucet
algebraickych nasobnosti vSech vlastnich hodnot A € Specp.

Rikame, ze linearni operator ¢ méa jednoduché spektrum,
pokud se jeho algebraicka vaha rovna poctu jeho prvkd, t.j.
pravée tehdy, kdyz vSechny vlastni hodnoty operatoru ¢ jsou
jednoduché.

Mnozina v§ech linearnich operatort na vektorovém prostoru V
tvofi vektorovy prostor £(V, V) nad ¢iselnym télesem K, jehoz
prvkem je i identicky operatoridy: V — V.

Proto pro ¢ € L(V, V) a X € Kizobrazeni ¢ — \idy, dané
predpisem X — (X) — AX, je linedrni operator na V.
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Spektrum linearniho operatoru a matice |l

Algebraickou vahou spektra Specy nazyvame soucet
algebraickych nasobnosti vSech vlastnich hodnot A € Specp.

Rikame, ze linearni operator ¢ méa jednoduché spektrum,
pokud se jeho algebraicka vaha rovna poctu jeho prvkd, t.j.
pravée tehdy, kdyz vSechny vlastni hodnoty operatoru ¢ jsou
jednoduché.

Mnozina v§ech linearnich operatort na vektorovém prostoru V
tvofi vektorovy prostor £(V, V) nad ¢iselnym télesem K, jehoz
prvkem je i identicky operatoridy: V — V.

Proto pro ¢ € L(V, V) a X € Kizobrazeni ¢ — \idy, dané
predpisem X — (X) — AX, je linedrni operator na V.

Ziejmé 0 £ v € V je vlastni vektor operatoru ¢ prislusejici
k jeho vlastni hodnoté A pravé tehdy, kdyz v € Ker(p — Aidy).
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Spektrum linearniho operatoru a matice 1V

Linearni podprostor Ker(¢ — Aidy) C V nazyvame viastni
podprostor linearniho operatoru p: V — V prislusejici
k jeho vlastni hodnoté A € K.
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Spektrum linearniho operatoru a matice 1V

Linearni podprostor Ker(¢ — Aidy) C V nazyvame viastni
podprostor linearniho operatoru p: V — V prislusejici
k jeho vlastni hodnoté A € K.

Zfejmé pro vSechny vektory v € Ker(p — Aidy) plati
©(V) = Av, tedy Ker(¢ — Aidy) je invariantni podprostor
operatoru .
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Spektrum linearniho operatoru a matice 1V

Linearni podprostor Ker(¢ — Aidy) C V nazyvame viastni
podprostor linearniho operatoru p: V — V prislusejici

k jeho vlastni hodnoté A € K.

Zfejmé pro vSechny vektory v € Ker(p — Aidy) plati

©(V) = Av, tedy Ker(¢ — Aidy) je invariantni podprostor
operatoru .

Geometrickou nasobnosti viastni hodnoty ) linearniho
operatoru ¢ nazyvame dimenzi dim(Ker(¢ — Aidy)) jeho
vlastniho podprostoru pfislusejiciho k A.

Geometricka nasobnost vlastni hodnoty A matice A € K"™*" se

zfejmé rovna gislu| dimR (A — Al).
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Spektrum linearniho operatoru a matice V

Pripominame, ze R (A — Al) oznacuje podprostor feseni
homogenni soustavy s matici A — \l, takze plati

1 <dimR(A—-XN)=n—-h(A-Al)<n.

Geometrickou vahou spektra linearniho operatoru ¢ na
koneéné rozmérném vektorovém prostoru nazyvame soucet
geometrickych nasobnosti vSech jeho vlastnych hodnot.

A € K je vlastni hodnota praveé tehdy, kdyz
Ker(p — Aidy) # {0}, coz je ekvivalentni s nenulovosti jak
geometrické tak i algebraické nasobnosti A vzhledem k .
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Spektrum linearniho operatoru a matice VI

Lemma 1.1

Necht ¢ je linearni operator na kone¢né rozmérném
vektorovém prostoru VV a S C V je jeho invariantni podprostor.
Oznacme ¢1 = ¢ | S zuZeni linedrniho operatoru ¢ na
podprostor S. Potom charakteristicky polynom ch,,, (x) déli
charakteristicky polynom ch,,(X).

.
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Spektrum linearniho operatoru a matice VII
Priklad 1.2

Necht je zadan linearni operator ¢: R3 — R® pfedpisem

2 00
o(x)=Ax=| 0 2 0 |x
0 0 2

Charakteristicky polynom ch,,(\) je

2-)X 0 0
ch,(\)=| 0 2-x 0 [=(2-)°3
0 0 2-2A\
Tedy \1 23 = 2 je viastni Cislo algebraické nasobnosti 3.

Zaroven
000
Kerf(A—2l)=Ker| 0 0 0 | =R3.

0 0O

Mame pak to, Ze geometricka nasobnost vlastniho Cisla 2 je 3.
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Spektrum linearniho operatoru a matice VI

Necht ) je vlastni hodnota linearniho operatoru ¢ na konecné
rozmérném vektorovém prostoru V. Potom jeji geometricka
nasobnost je mensi nebo rovna jeji algebraické nasobnosti.

Pokud algebraicka nasobnost skalaru A vzhledem k operatoru
v je > 1, tj. pokud X je vlastni hodnota, tak i geometricka
nasobnost A\ vzhledem k ¢ je alespon 1.
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Spektrum linearniho operatoru a matice I1X

Priklad 1.4

Oznacéme d, € K™ ¢tvercovou matici radu n, jejiz prvky na
mistech (i, i + 1) jsou rovné 1 pro1 <i < n—1 a vsechny
ostatni prvky jsou rovné 0. Zfejmé h(J,) = n — 1. Déle

poloZzme
A 0
0 X 1 0
Jn()‘) =AMy +dp = i
00 ... x 1
00 ... 0 X

pro A € K. Tedy J,(\) je tvorfena diagonélou z n lambd,
vedlejsi diagonalou vpravo od ni z n — 1 jednotek a zbytek jsou
nuly.
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Spektrum linearniho operatoru a matice X
Napriklad
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Spektrum linearniho operatoru a matice X

Napriklad
A1
1) = (). 20=(5 1)
A1 0
Js(A\)=[ 0 X 1 |, atd
0 0 X

Kazda matice tvaru J,(\) sa nazyva Jordanova burika fadu n.
Ztejmé i J, = J,(0) je Jordanova burika.

Charakteristicky polynom Jordanovy buriky J,()) je

det(Jn(N) — xl,) = detdn(A — X) = (A — x)".

Tato matice ma jedinou viastni hodnotu x = )\ s algebraickou
nasobnosti n.
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Spektrum linearniho operatoru a matice X

Na druhé strané, podprostor feSeni homogenni soustavy

s matici J,(A) — Al, = J,, je jednorozmérny, generovany
vlastnim vektorem e; = (1,0,...,0)".

Tedy geometricka nasobnost vlastni hodnoty A matice J,()) je
stale jen 1, bez ohledu na to, jak velké je n. Proto J,(\) pro

n > 2 neni podobna se Zadnou diagonalni matici.
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Spektrum linearniho operatoru a matice X

Na druhé strané, podprostor feSeni homogenni soustavy

s matici J,(A) — Al, = J,, je jednorozmérny, generovany
vlastnim vektorem e; = (1,0,...,0)".

Tedy geometricka nasobnost vlastni hodnoty A matice J,()) je
stale jen 1, bez ohledu na to, jak velké je n. Proto J,(\) pro

n > 2 neni podobna se Zadnou diagonalni matici.

Podobné matice maji stejné spektrum, véetné algebraické i
geometrické nasobnosti kazde vlastni hodnoty.
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Spektrum linearniho operatoru a matice XI

Véta 1.6

Necht ¢ je linearni operator na kone¢né rozmérném
vektorovém prostoru V' dimenze n. Potom jsou nésledujici
podminky ekvivalentni:

(i) ¢ je diagonalizovatelny;
(i) geometricka vaha spektra Specy se rovna n;

(iii) algebraicka vaha spektra Specy se rovna n a algebraicka
nasobnost kazdé vlastni hodnoty se rovna jeji geometrické
nasobnosti;

(iv) algebraicka i geometricka vaha spektra Specy se rovna n.

v
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Spektrum linearniho operatoru a matice XI|

Prekazky branici diagonalizaci linearneho operatoru ¢ na
n-rozmérném vektorovém prostoru V' se déli do dvou kategorii:

(1) algebraicka vaha spektra Specy je mensi nez n = dimV,
tj. ¢ ma "malo" vlastnich hodnot v télese K, i kdyz kazdou
z nich pocitame i s jeji algebraickou nasobnosti (pfikladem
je naptiklad rotace o 90°);
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Spektrum linearniho operatoru a matice XI|

Prekazky branici diagonalizaci linearneho operatoru ¢ na
n-rozmérném vektorovém prostoru V' se déli do dvou kategorii:

(1) algebraicka vaha spektra Specy je mensi nez n = dimV,
tj. ¢ ma "malo" vlastnich hodnot v télese K, i kdyz kazdou
z nich pocitame i s jeji algebraickou nasobnosti (pfikladem
je naptiklad rotace o 90°);

(2) geometricka vaha spektra Specy je mensi nez jeho
algebraicka vaha, t.j. geometricka nasobnost nékterych
vlastnich hodnot nedosahuije jejich algebraické nasobnosti,
tj. o ma "malo" vlastnich vektorl jako v pfedchozim
prikladu.

Prekazky druhého typu definitivné vyluCuji diagonalizaci.
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Ortogonalni matice

e Ortogonalni a unitarni
operatory
@ Ortogonalni matice




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Ortogonalni a unitarni operatory |

Necht U a V jsou vektorové prostory se skalarnim soucinem
nad R (resp. nad C).

Zobrazeni ¢: U — V se nazyva ortogonalni (resp. unitarni),
jestlize pro v8echna u, v € U plati

{p(u), p(v)) = (u,v).




Ortogonalni operatory i s

Ortogonalni a unitarni operatory |
Necht U a V jsou vektorové prostory se skalarnim soucinem
nad R (resp. nad C).

Zobrazeni ¢: U — V se nazyva ortogonalni (resp. unitarni),
jestlize pro v8echna u, v € U plati

(p(u), o(v)) = (u,v).
Lemma 2.1
Je-li p: U — V ortogonalni nebo unitarni, pak
[l (u)l] = [lull,
o(u) L p(v) pokudu L v,
@ je proste,

o zobrazuje ortonormalni posloupnost (bazi) na
ortonormalni posloupnost,

<(¢(u), p(v)) = <(u, V) pro ¢ ortogonaini.

© 606066

v

= = =
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Ortogonalni a unitarni operatory |l

Priklad 2.2

OtocCeni roviny okolo pocatku o Uhel « je linearni ortogonalni
operator R,,: R? — R?, ktery ma v kanonické bazi e = (e, €p)

matici| R, = ( cosa —sina > .

sina  Cos«
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Ortogonalni a unitarni operatory |l

Priklad 2.2

OtocCeni roviny okolo pocatku o Uhel « je linearni ortogonalni
operator R,,: R? — R?, ktery ma v kanonické bazi e = (e, €p)
o n (o2 e
sina  Cos

Totiz

(Ra(u),Ra(v)) = (Ra-u)"(Ra-V) =u” - (R] -R.) -V =

ne cosa  sina | [ cosa —sina v

—sina  cosa sina cosa N
ul . (cos a+sina , 0 . >‘v:uT-v:<u,v>.
Cos” & + sIn“ «

v
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Ortogonalni a unitarni operatory |l

Zobecnéni predchazejiciho prikladu:

Necht ¢: R" — R je tvaru ¢(x) = A - x, kde matice A spliuje
AT A=I,

Analogicky jako v predchazejicim pfikladu mame

(p(u),o(v)) = (A-u)T(A-v)=u” - (AT-A)-v = (uv).
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Ortogonalni a unitarni operatory |l

Zobecnéni predchazejiciho prikladu:

Necht ¢: R" — R je tvaru ¢(x) = A - x, kde matice A spliuje
AT A=I,

Analogicky jako v predchazejicim pfikladu mame

(p(u),o(v)) = (A-u)"(A-v)=u" - (AT-A)-v=(uv).
Redlna Ctvercova matice A se nazyva ortogonalni, jestlize

A'=AT |neboli| AT.-A=1,
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Ortogonalni a unitarni operatory |l

Zobecnéni predchazejiciho prikladu:
Necht ¢: R" — R je tvaru ¢(x) = A - x, kde matice A spliuje
AT A=1,
Analogicky jako v predchazejicim pfikladu mame

(p(u),o(v)) = (A-u)"(A-v)=u" - (AT-A)-v=(uv).
Redlna Ctvercova matice A se nazyva ortogonalni, jestlize

r

A'=AT |neboli| AT.-A=1,

\

Komplexni Ctvercova matice A se nazyva unitarni, jestlize

7

A'=A" |neboli| A" -A=1I,

\.

(pruh znamena matici komplexné sdruzenych Cisel).
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Ortogonalni a unitarni operéatory IV

Jak na matici A pozname, Ze je ortogonalni (unitarni)?
- jeji sloupce tvoii ortonormalni bazi v R (C"),
- jeji radky tvofi ortonormalni bazi v R" (C").
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Ortogonalni a unitarni operatory IV

Jak na matici A pozname, Ze je ortogonalni (unitarni)?
- jeji sloupce tvoii ortonormalni bazi v R (C"),
- jeji radky tvofi ortonormalni bazi v R" (C").

Véta 2.3

Necht o = (uq, U, ..., Uuy) je ortonormalni baze v prostoru U a
necht ¢: U — U je linearni operator. Nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

@ ¢: U— Vortogonaini (nad R) resp. unitarni (nad C),

@ (p(uq),o(uz),...,0(uy)) je ortonormalni baze v prostoru
U,

@ A je redlna ortogonalni matice resp. komplexni unitarni
matice, kde (¢)a,o = A.

v
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Ortogonalni a unitarni operatory V

Necht A je ortogonalni resp. unitarni matice. Pak

|detA| = 1.

Specialné je determinant ortogonalni matice +1.
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Ortogonalni a unitarni operatory V

Necht A je ortogonalni resp. unitarni matice. Pak
|detA| =1.

Specialné je determinant ortogonalni matice +1.

Necht ¢ je unitarni operator. Pak
@ Viastni ¢isla operatoru ¢ maji absolutni hodnotu 1.

@ Viastni vektory pfislusné k riznym viastnim cislum
operatoru ¢ jsou na sebe kolmé.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatoru |

Necht o: U — U je unitarni operator. Pak v prostoru U existuje
ortonormalni baze o« = (uq, Uy, ..., u,) tvofena viastnimi
vektory. V této bazi

A O 0 0

0 X 0 0
($)aa = : )

0O 0 ... \p—1 O

o 0 ... 0 A\

kde M\, \o, ..., A\n_1, \n jSOU Viastni Cisla operatoru o tvaru

! Ak = €OS ak +1isin a. !
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Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatoru
Piklad 2.7

Popi$me nyni v8echny ortogonalni operatory ¢: R? — R2.
Kazdy takovy operator ma tvar ¢(x) = A - x, kde A je
ortogonalni matice typu 2 x 2.

Necht prvni sloupec matice A je tvaru ( Z ) :

Nutné musi platit (protoze sloupce ortogonalni matice maji
normu 1) @ + b? = 1. ProtoZe ale fadky ortogonalni matice
maji rovnéz normu 1, mame a;» = +b a a», = +a.

Zaroven mame, Ze prvni sloupec musi byt kolmy na druhy
sloupec, tedy druhy sloupec mé jeden ze dvou nasledujicich

() ()

tvart:




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatoru

(1) Uvazme nejprve piipad A = ( Z _ab ) .

Protoze & + b? = 1, Ize zvolit a = cosa a b = sin «. Pak
A = R, a ¢ je otoCeni roviny okolo pocatku o uhel a.

Pro a # km nema ¢ redlna vlastni Cisla (viz pfedchazejici
kapitola).




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatoru

(1) Uvazme nejprve piipad A = ( Z _ab ) .

Protoze & + b? = 1, Ize zvolit a = cosa a b = sin «. Pak
A = R, a ¢ je otoCeni roviny okolo pocatku o uhel a.
Pro a # km nema ¢ redlna vlastni Cisla (viz pfedchazejici

kapitola).
(2) Uvazme nyni pfipad A = < Z _ba ) . Pak charakteristicky

polynom matice A je tvaru

_ a—x b 2 2 > _ 2
chA(x)_det( b —a—x>_x —a& -b"=x"—-1.

Tedy A ma vlastni hodnoty 1 a —1 s vlastnimi vektory
uq, U, € R?, které jsou na sebe kolmé.



Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatoru Il

Oznacme @1 = ¢ | [U1] zUzeni linearniho operatoru ¢ na
podprostor [U1] a 2 = ¢ [ [Uz] zUZeni ¢ na podprostor [uy].
Pak ¢4 je identita na [u4] (o1(u1) = p(uy) = 1uy = uy) a s je
—identita na [Uz] (p2(Uz) = (uz) = (—1)uz = —up).




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a
unitarnich operatoru Il
Oznacme @1 = ¢ | [U1] zUzeni linearniho operatoru ¢ na
podprostor [U1] a 2 = ¢ [ [Uz] zUZeni ¢ na podprostor [uy].
Pak ¢4 je identita na [u4] (o1(u1) = p(uy) = 1uy = uy) a s je
—identita na [Ug] (802(U2) = QD(UQ) = (—1 )UQ = —Uy).
PoloZzime-li @ = cos2a a b = sin 2« |Ize snadno ovéfit, ze
chceme-li normované (a spravné orientované) us a u,, nutné
bude uy = (cos «, sin ) a Uz = (sin v, — cos ).
Obdrzime pak ndm znamou soumeérnost roviny podle osy
prochazejici po¢atkem a svirajici s osou x uhel o, tj. urené
vektorem uy = (cos a, sin ).
Tedy ¢ je linearni operator S, : R? — R?, ktery ma vzhledem
na kanonickou bazi e = (e4, €2) matici

Sa:<c05204 sin2a )

sin2ac  — cos2a




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatora IV

u; = (cos 135°,sin 135°),

u1:72(_171)7 y u2:§(171)7
/\1 =1 A )\2 = —1
c0s270°  sin 270° E
Stase = <sin270° — cos 270° > : *3.2]

0 -1
Sizse = < 1 0 )
[_23 _3]

up = (—sin 135°, cos 135°)
Preklopeni podle pfimky y = —x



Ortogonalni operatory i s

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatora V
Piklad 2.8

Popi$me nyni v8echny ortogonalni operatory ¢: R® — R3.
Operator ¢ je tvaru p(x) = A - x a jeho charakteristicky
polynom je pak tvaru

chp(x) = —x3+ax?+bx+c,ab,ceR. ]

Protoze jde o polynom lichého stupné, ma alespon jeden realny
kofen A\ o absolutni hodnoté 1 (jedna se o ortogonalni
operator). Tedy Ay € {—1,1}.
A =1 A =1
’A2:A3:—1 wl Ao =1




Ortogonalni operatory i s

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatoru VI

DalSi kofeny charakteristického polynomu mohou byt
komplexni. Je-li A € C kofen polynomu s redlnymi koeficienty, je
i A, tj. komplexné sdruzené &islo k A € C rovnéz kofenem.




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatoru VI

DalSi kofeny charakteristického polynomu mohou byt
komplexni. Je-li A € C kofen polynomu s realnymi koeficienty, je
i A, tj. komplexné sdruzené Cislo k A € C rovnéz korenem.

Totiz, pokud —\3 4+ aX2 +b) +c¢

N +a+br+c
XN +al+br+T
N iravibrtc

0,
0.
0

0.

pak i
Odtud
Tedy celkem

Protoze je A realna ortogonalni matice, je nutné i unitarni.

AA —A.AT— 1,




Ortogonalni operatory i s

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatora VI

Vlastni Cisla matice A v C maji absolutni hodnotu 1. Kazdé
takové Cislo Ize psat jakozto cos o + isin a. Tedy vSechna
vlastni ¢isla matice A jsou

[ +1,cosa +isina,cosa —isina

1i

sin «

-1 _1 cosa 1




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a
unitarnich operatora VIlI

Pro a = 0 mame vlastni &isla ‘ +1,1,1 I

pro a = m mame vlastni Cisla [ +1,-1,-1 ]

pro jina a € (0,7) U (7, 27) mame dvé vlastni Cisla s nenulovou
imaginarni ¢asti. RozliSime dva pfipady.




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a
unitarnich operatora VIlI

Pro a = 0 mame vlastni &isla ‘ +1,1,1 I

pro a = m mame vlastni Cisla [ +1,-1,-1 ]

pro jina a € (0,7) U (7, 27) mame dvé vlastni Cisla s nenulovou
imaginarni ¢asti. RozliSime dva pfipady.
(1) Vlastni Cisla ortogonalni matice A tvaru 3 x 3 jsou

1,cosa +isina,cosa —isina ]

Necht uq # 0 je vlastni vektor k vlastnimu Cislu 1. Pak
R3 = [uy] @ [uy]*. PFitom jak [u4] tak [u4]* jsou invariantni vagi
zobrazeni ¢(x) = A - x. Totiz

(us) =uy auy L [ug]* implikuje o(us) L o([ug]®).



Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatora IX

Toto zobrazeni je tedy v roviné [u{]* = ¢([u4]*) otoéeni o thel
«. Odtud pak v celém RR3 to je otodeni o Uhel a kolem osy dané
vektorem [u4]. Velikost a smér otaCeni urCime tak, ze vezmeme
vektor v € [uy]+, zobrazime ho do ¢(v) a nasledné uréime
odchylku t&chto dvou vektorti. Uhel otaéeni o je

(v, (V)

a = <(v,p(Vv)) = arccos I e




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatoru X

(2) Vlastni Cisla ortogonalni matice A tvaru 3 x 3 jsou

[ —1,cosa +isina,cosa —isina

Opét R = [uy] @ [uy]*, kde uy # 0 je vlastni vektor k vlastnimu
Cislu —1.

Vysledné zobrazeni je pak slozeni symetrie podle roviny

[ui]* = ¢([u1]*) a otoceni kolem osy dané vektorem [uy].
Velikost a smér otaceni uréuiji vektory v, p(Vv) € [uq]* a opét
Uhel otaCeni « je

(v, p(v))

a = <(Vv,p(Vv)) = arccos VI eI




Ortogonalni operatory i s

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a
unitarnich operatoru Xl

Lemma 2.9

Necht ¢: R" — R" je linearni operator zadany matici A, tj.
©(x) = A - x. Tato matice zadava linearni operator

©C: C" — C" stejnym predpisem ©C(x) = A - x prox € C".
Jeslize A = a+ ib je viastni ¢islo matice A nad C s viastnim
vektoremu = uq +ius € C", kde uy,us € R", pak A = a— ib je
rovnéz viastnim éislem s viastnim vektorem u = uy — iuo.




Ortogonalni operatory i s

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a
unitarnich operatoru Xl

Lemma 2.9

Necht ¢: R" — R" je linearni operator zadany matici A, tj.
©(x) = A - x. Tato matice zadava linearni operator

©C: C" — C" stejnym predpisem ©C(x) = A - x prox € C".
Jeslize A = a+ ib je viastni ¢islo matice A nad C s viastnim
vektoremu = uq +ius € C", kde uy,us € R", pak A = a— ib je
rovnéz viastnim éislem s viastnim vektorem u = uy — iuo.

Kazdou ortogonalni matici A mizeme chapat rovnéz jako
unitarni matici, ktera zadava unitarni operéator ©¢: C" — C”,
kde ¢©(x) = A - x pro x € C".



Ortogonalni operatory i s

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a

unitarnich operatora XlI

Lemma 2.10

Necht ¢: R" — R" je ortogonalni operator zadany ve
standardni bazi ortogonalni matici A, tj. o(x) = A - x. Necht
A = a+ ib je viastni ¢islo matice A nad C s vilastnim vektorem
u=uq +ius € C", kdeuqs,u, € R" a X # +1, tj. u je vliastnim
vektorem unitarniho operatoru ¢, p©(x) = A - x prox € C".
Potom plati

Q [jui|[ = [[uzl| auy L up.

© Dvourozmérny podprostorV = [uy,uy] C R” je invariantni
vuci ¢ a o je na tomto podprostoru otocenim o uhel o od
vektoru U, K vektoru uy.




Ortogonalni operatory OriaaarEl mEEE

Vlastni Cisla a vlastni vektory ortogonalnich a
unitarnich operatora XllI

Necht o: U — U je ortogonalni operator. Potom U je direkinim
souctem navzajem kolmych invariantnich podprostort dimenze
1 a 2. V podprostorech dimenze 1 pusobi ¢ jako identita nebo
-identita, v podprostorech dimenze 2 pusobi  jako otaceni.
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