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Abstrakt

V této kapitole budeme pokraCovat ve studiu struktury
linearnich operatort na konecné rozmeérnych vektorovych
prostorech se skalarnim soucinem.
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samoadjungovaného linearniho operatoru a podivame se
na jeho diagonalizovatelnost.




Abstrakt Samoadjungovanost Vlastni vektory

Abstrakt

V této kapitole budeme pokraCovat ve studiu struktury
linearnich operatort na konecné rozmeérnych vektorovych
prostorech se skalarnim soucinem.

Zavedeme pojem adjungovaného zobrazeni a
samoadjungovaného linearniho operatoru a podivame se
na jeho diagonalizovatelnost.

V celé této kapitole bude V bud realny nebo komplexni
vektorovy prostor, tj. pole skalart je K = R nebo K = C.
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Abstrakt Samoadjungovanost Vlastni vektory

Samoadjungované operatory |

Motivace 1: Vlastni vektory a vlastni ¢isla symetrické matice

(4 2)

A—AE|= (1 = A)(2 — A) = A2 — 3\ + 1
=(A- 3+2\@)()‘ - 372\@) =0
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Samoadjungované operatory |

Motivace 1: Vlastni vektory a vlastni ¢isla symetrické matice

1 -1
(5 2)
A= XE|l=(1=X)(2—)) = A2 -3\ +1
= (A =255 0 - 5B) =0

Vlastni &isla jsou Ay = % al = %g

Pro tato vlastni Cisla nalezneme vlastni vektory v a V.

3 5 3 5
(1—é——\é_)X1—X2:O,(1—§+—\/2_)y1—y2:0

B 1 V6.7, 1 V5.7

V1—(17—§—7) ,V2—(1,—§+7)

Tyto vektory jsou na sebe navzajem kolmé.
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Samoadjungované operatory |l

Tedy k symetrické matici

(h2)

existuje ortogonalni baze tvorena vlastnimi vektory.
Toto neni nahoda.
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Samoadjungované operatory |l

Tedy k symetrické matici

1 —1
-1 2 )
existuje ortogonalni baze tvorena vlastnimi vektory.

Toto neni nahoda.

druha slozka v, Xoa

prvni slozka v4

d
/ .
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Samoadjungované operatory |l

Motivace 2: Kolma projekce

Bud' U vektorovy prostor se skalarnim soucinem, V jeho
konecCné rozmeérny vektorovy podprostor a Py : U — U kolma
projekce na podprostor V.
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Motivace 2: Kolma projekce

Bud' U vektorovy prostor se skalarnim soucinem, V jeho
konecCné rozmeérny vektorovy podprostor a Py : U — U kolma
projekce na podprostor V.

Ukazeme, ze plati| Yu,v e U: (Py(u),v) = (u, Py(v))

(Pv(u),v) = (Pv(u),(v = Py(v))+ Py(v)) = (Py(u), Pv(v))
ev eve ev




Abstrakt Samoadjungovanost
Jungovanos Vlastni vektory

Samoadjungované operatory |l

Motivace 2: Kolma projekce

Bud' U vektorovy prostor se skalarnim soucinem, V jeho
konecCné rozmeérny vektorovy podprostor a Py : U — U kolma
projekce na podprostor V.

Ukazeme, ze plati| Yu,v e U: (Py(u),v) = (u, Py(v))

(Pv(u),v) = (Pv(u),(v = Py(v))+ Py(v)) = (Py(u), Pv(v))
ev eve ev

Pak fikame, Zze Py je samoadjungované zobrazeni.
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Samoadjungované operatory IV

Definice 1

Necht ¢: U — V je linearni zobrazeni unitarnich
(euklidovskych) prostort. Adjungovanym zobrazenimk o se
nazyva linearni zobrazeni * : V — U takové, Ze pro vSechny
vektoryu € U av € V plati

(p(u),v)v = (U, p*(V))u-
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Samoadjungované operatory V

Priklad 1.1

Bud ¢: C" — CX linearni zobrazeni, ¢(x) = A - x. Hledame
adjungované zobrazeni ¢* : CK — C" ve tvaru ¢*(y) =B -y.
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Samoadjungované operatory V

Priklad 1.1
Bud ¢: C" — CX linearni zobrazeni, ¢(x) = A - x. Hledame
adjungované zobrazeni ¢* : CK — C" ve tvaru ¢*(y) =B -y.
Musi platit

(p(X),¥)ck = (X, 0*(¥))en

(A-X.¥)cxk = (X,B-y)er

(A-x)"-y = x"-(B-y)

xT.AT.v = xT.E.V
Odtud| B=A' je matice adjungovaného zobrazeni ¢* k
®.




Abstrakt Samoadjungovanost

Vlastni vektory

Samoadjungované operatory VI - Soufadnicové

zobrazeni

Necht a = (Uy, ..., Up,) je ortonormalni baze v unitarnim
(euklidovském) prostoru V dimenze n. Pak soufadnicové
zobrazeni (—)o: V — C" ((—)a: V — R”) je unitarni
(ortogonalni) zobrazeni, tj.,

[ U, v)v = (U)o, (V)a)or (U, V)v = ((U)a; (V)a)mn)- ]
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Vlastni vektory

Samoadjungované operatory VI - Soufadnicové

zobrazeni

Necht a = (Uy, ..., Up,) je ortonormalni baze v unitarnim
(euklidovském) prostoru V dimenze n. Pak soufadnicové
zobrazeni (—)o: V — C" ((—)a: V — R”) je unitarni
(ortogonalni) zobrazeni, tj.,

[ U, v)v = (U)o, (V)a)or (U, V)v = ((U)a; (V)a)mn)- ]

Totiz, prou = "1, cujav = 37, du; mame
(uvyv =0 o, X0 dupy =307 YL ciur,u)vd
=YL ci{unu)ydi =YL, cid;

:(U);— ) m = <(u)aa (V)a>(C"'



Abstrakt Samoadjungovanost

Vlastni vektory

Samoadjungované operatory VI - Soufadnicové

zobrazeni

Necht a = (Uy, ..., Up,) je ortonormalni baze v unitarnim
(euklidovském) prostoru V dimenze n. Pak soufadnicové
zobrazeni (—)o: V — C" ((—)a: V — R”) je unitarni
(ortogonalni) zobrazeni, tj.,

|y = (@ hder (@90 = (@ Wbeo). |
Totiz, prou=>",cu;av= Zf:1 diu; mame
(U )y = (L cui Xy dwjy = 370 3o ciui wj)vd)
=YL ci{unu)ydi =YL, cid;
=Wl - (V)a = {(Ua; (V)a)en.

Tedy i inverzni zobrazeni (—);': C" — V ((—)a: R" = V) je
unitarni (ortogonalni) zobrazeni.




Abstrakt SEWEGTl t
Jungovanos Vlastni vektory

Samoadjungované operatory VIl

Véta 1.2

Necht « je ortonormaini baze v V, 3 je ortonormalini baze v U,
¢ U — V je linearni zobrazeni unitarnich (euklidovskych)
prostort, A = (). Potom k @ existuje prave jedno
adjungované zobrazeni o* a matice adjungovaného zobrazeni
¢* V. — U matvar

(9 )50 = A’ v unitarnim pfipads,
e AT v euklidovském pfipadé.

Obréaceneé, je-liv) : V — U linedrni zobrazeni a (¢)p o = ZT,
pak ¢ = ¢~
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Samoadjungované operatory VIII
Definice 2

Linearni operator ¢ : U — U na unitarnim (euklidovském)
prostoru U se nazyva samoadjungované zobrazeni, jestlize
pro v8echny vektory u,v € U plati

(p(u),v)u = (u,p(V))u

tj. pokud p* = .

Véta 1.3

Operator p : U — U na unitarnim (euklidovském) prostoru U
je samoadjungovany praveé tehdy, kdyZ pro jeho matici v
ortonormaini bazi o plati

AT v euklidovském pfipads.

—T o ) . 5
(P)ae =A= { A vunitarnim pripade,



Abstrakt Samoadjungovanost
Jungov Vlastni vektory

Samoadjungované operatory IX

Maticim A, které splfiuji podminku A = AT se nazyvaji
hermitovské. Dale budeme znagit A* = A
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Samoadjungované operatory IX

Maticim A, které splfiuji podminku A = AT se nazyvaji
hermitovské. Dale budeme znagit A* = A

Prikladem hermitovské matice je matice

1 1+i 243i
A= 1—i 3 —5i
2—3i 5i 0
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Samoadjungované operatory IX

Maticim A, které splfiuji podminku A = AT se nazyvaji
hermitovské. Dale budeme znagit A* = A

Prikladem hermitovské matice je matice

1 1+i 243i
A= 1—i 3 —5i
2—3i 5i 0

Podobné samoadjungované operatory na euklidovskych
prostorech (specialné na R”) jsou uréeny symetrickymi
maticemi.
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Samoadjungované operatory X

Priklad 1.4

Bud' nyni U konecné rozmérny vektorovy prostor se skalarnim
soucinem, V jeho vektorovy podprostor a Py: U — U kolma
projekce na podprostor V. Necht oo = (Uy,...,U,) je
ortonormalni baze U a (uy, ..., Ux) je baze V. Pak matice
kolmé projekce je 10 O .. 00

0 1 0O ... 00O

o0 1 . 0 ...0

Pr=100 0 o° 00

: : 0 0 . 0

Oo0 0o 0 o0 0

00 0O O O 00O




Abstrakt Samoadjungovanost
Jungovanos Vlastni vektory

Samoadjungované operatory Xl

Necht linearni operétor o : U — U na unitarnim
(euklidovském) prostoru U je samoadjungovany s invariantnim
podprostorem V. Pak V* je rovnéz invariantni.




Abstrakt Samoadjungovanost
Jungovanos Vlastni vektory

Samoadjungované operatory Xl

Necht linearni operétor o : U — U na unitarnim
(euklidovském) prostoru U je samoadjungovany s invariantnim
podprostorem V. Pak V* je rovnéz invariantni.

Véta 1.6

Necht ¢ : U — U je samoadjungovany operator na unitarnim
(euklidovském) prostoru U. Pak plati:

Vs

@ Viastni ¢isla zobrazeni y jsou redlna.

© Viastni vektory pfislusné k riznym viastnim ¢islum jsou
navzajem kolme.




Abstrakt Samoadjungovanost
Jungovanos Vlastni vektory

Samoadiunaované operatory Xl|
Véta 1.7
O spektralnim rozkladu. Pro kazdy samoadjungovany
operator p : U — U na unitarnim (euklidovském) prostoru U
existuje ortonormalni baze o prostoru U tvorena viastnimi
vektory, v niz ma ¢ diagonalni matici s realnymi viastnimi ¢isly
na diagonadle.




Abstrakt Samoadjungovanost

Vlastni vektory

Samoadiunaované operatory Xl|
Véta 1.7
O spektralnim rozkladu. Pro kazdy samoadjungovany
operator p : U — U na unitarnim (euklidovském) prostoru U
existuje ortonormalni baze o prostoru U tvorena viastnimi
vektory, v niz ma ¢ diagonalni matici s realnymi viastnimi ¢isly
na diagonadle.

Dusledek 1.8

Bud' ¢ : U — U linearni operator na unitarnim (euklidovském)
prostoru U. Pak ¢ je samoadjungovany operator pravé tehdy,

kdy2

0 =MP1+XoPo+ -+ Py,
A1, ..., Ak jSou vSechna navzajem rizna vilastni ¢isla operatoru
pahPy,..., Py jsoukolmé projekce do navzajem kolmych

viastnich podprostort Ker(p — A\jidy), i =1,... k.
e 4444




Abstrakt Samoadjungovanost
Jungovanos Vlastni vektory

Samoadjungované operatory XII|

Dalsledek 1.9

Pro kazdou redlnou symetrickou matici A existuje ortogonalni
matice P tak, Ze matice

[ P"AP =P 'AP

je diagonalni.




Abstrakt Samoadjungovanost

Vlastni vektory

Samoadjungované operatory XII|

Dalsledek 1.9

Pro kazdou redlnou symetrickou matici A existuje ortogonalni
matice P tak, Ze matice

[ P"AP =P 'AP

je diagonalni.

v

Dasledek 1.10

KaZda kvadraticka forma na euklidovském prostoru U dimenze
n ma ve vhodné ortonormalni bazi analyticky tvar

n
f(x) =) Nixf.
i=
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Samoadjungované operatory XIV

90 + 6
V2, [[ve|| =1 Vi, vl =1

2A

d

> :
7

Y




Rozklad matice

Singularni Pseudoinverzni

e Rozklad matice
@ Singularni rozklad
@ Pseudoinverzni matice




Rozklad matice

Singularni

Singularni rozklad matice |

Pseudoinverzni

Priklad 2.1

Je-li A realna matice typu m x n, pak matice
A'A

je reélna symetricka matice typu n x n.

Snadno pak ovéfime néasledujici rovnost

(AT-A)T =AT. (AT =AT. A

k

k




Rozklad matice . P q -
Singularni Pseudoinverzni

Sinaularni rozklad matice I
Piklad 2.2

Je-li A komplexni matice typu m x n, pak matice

A*A
je komplexni hermitovsk& matice typu n x n.
Snadno pak ovéfime nasledujici rovnost

(A" A =A" - (A") =A"-A. &

/ < A |

A A" -A




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice Il

Necht ¢: U — V je linearni zobrazeni mezi prostory se
skalarnim soucéinem. Pak p* o p: U — U (@apop*: V — V)
jsou samoadjungované, pozitivné semidefinitni, tj.

[ weuir oo |

s

Specialné, vsechna viastni Cisla jsou nezaporna a plati

[ Ker(o* o ¢) = Ker(p). ]




Rozklad matice . o . .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice IV

Véta 2.4
Necht A € Matm,xn, kde K = R nebo K = C. Pak existuji
unitarni (pfipadné ortogonalni nad R) matice P typu m x ma Q
typu n x n takove, Ze
A=P.S Q°,

kde A

o1 0 00 ... 0

dNe2 O 0 acislaocy > op > -+ > oy
. 0 0 010 0 | jsou druhé odmocniny kladnych

8 8 %f 8 = 8 viastnich &isel hermitovské ma-

o tice A* - A.

0 o 0o 0

0 0 ... 0|0 ... 0

— —




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice V

[ A=P-S.Q
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Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice V

[ A=P.S.Q°,

uq u, Uriq Unm

o1

ar

) col(A) - 7Ker(A*)7

[ A-Q=P-S, Ker(A*) L col(A),Ker(A) L row(A) ]




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice VI

-
A-Q=P.-S,P*-P=1,Q -Q=1l,
P S aQ*
Uy uy Uriq Um,
o r T o
o1 1
}row(A)
or v/
0 v;r+1
Ker(A)
0 vi

) col(A) - 7Ker(A*)7
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Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice VI

-
A-Q=P.-S,P*-P=1,Q -Q=1l,
P S aQ*
Uy uy Uriq Um,
o r T o
o1 1
}row(A)
or v/
0 v;r+1
Ker(A)
0 vi

) col(A) - 7Ker(A*)7

[ A- vy :O‘1U1,A-V2:O‘QUQ,...,A'Vr:O‘rUr,O‘,‘:||A-V,‘||. ]




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice VI

-
A-Q=P.-S,P*-P=1,Q -Q=1l,
P S aQ*
Uy uy Uriq Um,
o r T o
o1 1
}row(A)
or v/
0 v;r+1
Ker(A)
0 vi

) col(A) - 7Ker(A*)7

[ A- vy :O‘1U1,A-V2:O‘QUQ,...,A'Vr:O‘rUr,O‘,‘:||A-V,‘||. ]




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VII - Interpretace

Sloupce matice P se nazyvaji levé singularni vektory a
sloupce matice Q se nazyvaji prave singularni vektory.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VII - Interpretace

Sloupce matice P se nazyvaji levé singularni vektory a
sloupce matice Q se nazyvaji prave singularni vektory.

SKJ 01Uy AS

Obrazek 1: Transformace jednotkové kruznice na elipsu




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VIII - Nastin dikazu

@ A"-A=Q-5"-5-Q7,




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VIII - Nastin dikazu

@ AAA=Q-S"-S-Q,
@ kazdé a]? musi byt vlastni ¢islo hermitovské matice A* - A,
1<7<n,




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VIII - Nastin dikazu

@ AAA=Q-5-S5-Q,

@ kazdé a]? musi byt vlastni ¢islo hermitovské matice A* - A,
1<7<n,

@ S-S je ¢tvercova diagonalni matice podobna s A* - A,




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VIII - Nastin dikazu

Q@
Q@
Q@
Q

A“-A=Q-S-S-Q,

kazdé a]? musi byt vlastni ¢islo hermitovské matice A* - A,
1<7<n,

S* .- S je Ctvercova diagonalni matice podobna s A* - A,

zvolime pak tedy za vy, ..., v, ortonormalni vlastni vektory

matice A* - A pfislu$né k vlastnim &islim o2, ..., o2,

0,...,0 matice A* - A,




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VIII - Nastin dikazu

Q@
Q@
Q@
Q

A“-A=Q-S-S-Q,

kazdé a]? musi byt vlastni ¢islo hermitovské matice A* - A,
1<7<n,

S* .- S je Ctvercova diagonalni matice podobna s A* - A,

zvolime pak tedy za vy, ..., v, ortonormalni vlastni vektory

matice A* - A pfislu$né k vlastnim &islim o2, ..., o2,

0,...,0 matice A* - A,

polozimeu; = L - (A-v;), 1 <i<r,

i

©




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VIII - Nastin dikazu

Q@
Q@
Q@
Q

A“-A=Q-S-S-Q,
kazdé a]? musi byt vlastni ¢islo hermitovské matice A* - A,
1<7<n,

S* .- S je Ctvercova diagonalni matice podobna s A* - A,

zvolime pak tedy za vy, ..., v, ortonormalni vlastni vektory
matice A* - A pfislu$né k vlastnim &islim o2, ..., o2,
0,...,0 matice A* - A,

polozimeu; = L - (A-v;), 1 <i<r,

i

© ©

u,..., U, tvofi ortonormalni posloupnost lezici
v podprostoru col(A) L Ker(A*),




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VIII - Nastin dikazu

Q@
Q@
Q@
Q

A“x -A=Q-S5-S-Q,

kazdé a]? musi byt vlastni ¢islo hermitovské matice A* - A,
1<j<n,

S* .- S je Ctvercova diagonalni matice podobna s A* - A,
zvolime pak tedy za vy, ..., v, ortonormalni vlastni vektory
matice A* - A pfislu$né k vlastnim &islim o2, ..., o2,
0,...,0 matice A* - A,

polozimeu; = L - (A-v;), 1 <i<r,

i

© ©

u,..., U, tvofi ortonormalni posloupnost lezici
v podprostoru col(A) L Ker(A*),

rozsSifime uq,...,u, o vektory U, 1, ..., up, tvorici
ortogonalni bazi Ker(A*),



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice VIII - Nastin dikazu

Q@
Q

A“-A=Q-S-S-Q,

kazdé a]? musi byt vlastni ¢islo hermitovské matice A* - A,
1<7<n,

S* .- S je Ctvercova diagonalni matice podobna s A* - A,

zvolime pak tedy za vy, ..., v, ortonormalni vlastni vektory
matice A* - A pfislu$né k vlastnim &islim o2, ..., o2,
0,...,0 matice A* - A,

polozimeu; = L - (A-v;), 1 <i<r,

i

© e

u,..., U, tvofi ortonormalni posloupnost lezici
v podprostoru col(A) L Ker(A*),

rozsSifime uq,...,u, o vektory U, 1, ..., up, tvorici
ortogonalni bazi Ker(A*),
oveéfime A-Q=P-S.

© & ©6e6



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice IX - Aplikace

Abychom lepe pochopili, co je singularni rozklad matice,
predstavme si matici A o rozmérech m x n jako m bodu
{a)}™ . v n-rozmérném prostoru R” a feme problém nalezeni
nejlepsiho r-rozmérného podprostoru vzhledem k témto m

bodim. aS” ag) o af,”
) (@) (2)
a a <.+ ap
Am><n = 1 2

alm g™ ... afm




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice IX - Aplikace

Abychom lepe pochopili, co je singularni rozklad matice,
predstavme si matici A o rozmérech m x n jako m bodu
{a)}™ . v n-rozmérném prostoru R” a feme problém nalezeni
nejlepsiho r-rozmérného podprostoru vzhledem k témto m

bodim. aS” ag) o af,”
) (@) (2)
a a <.+ ap
Am><n = 1 2
aﬁm) aé’") . af,'")

V tomto kontextu je nejlepsi prostor s minimalni vzdalenosti k
témto bodim. Alternativnim problémem je problém nejlepSi
aproximace, ktery se obvykle fesi pomoci nejmenSich Ctvercu.
Problém nejlepsi aproximace minimalizuje vertikalni chybu,
zatimco problém nalezeni nejlepSiho podprostoru
minimalizuje kolmou vzdalenost k bodum.



Rozklad matice

Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice X - Aplikace

Obrazek 2: Minimalizace chyby
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Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XI - Aplikace

Uvazujme primét bodu x() do podprostoru V prochazejiciho
pocatkem:

n
D)2 = (1) + (W02,
k=1
kde /1) je velikost pramétu 1) bodu x() do podprostoru V a h(")
je velikost kolmice h) od bodu x() k podprostoru V.

h()
x()

1)

(hD)2 = o0y (xi )2 = (102
e 4 4444



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XII - Aplikace

Definujme nyni singuléarni vektory matice A« . Pfedstavte si
primku prochazejici po¢atkem. Predpokladejme, ze v je
jednotkovy vektor podél této primky. Délka projekce vektoru a(’)
(i-ty Fadek matice A) na podprostor [v] je pak |a() - v|.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XII - Aplikace

Definujme nyni singuléarni vektory matice A« . Pfedstavte si
primku prochazejici po¢atkem. Predpokladejme, ze v je
jednotkovy vektor podél této primky. Délka projekce vektoru a(’)
(i-ty Fadek matice A) na podprostor [v] je pak |a() - v|.

To ukazuje, ze soucet Ctvercl projekce muze byt reprezentovan
jako ||Av||?. Proto bude nejlepsi pfimka ta, ktera maximalizuje
||Av||? (podle Pythagorovy véty) a podle toho pak minimalizuje
soucet Ctvercu vzdalenosti od bodl k pfimce.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XII - Aplikace

Definujme nyni singuléarni vektory matice A« . Pfedstavte si
primku prochazejici po¢atkem. Predpokladejme, ze v je
jednotkovy vektor podél této primky. Délka projekce vektoru a(’)
(i-ty Fadek matice A) na podprostor [v] je pak |a() - v|.

To ukazuje, ze soucet Ctvercl projekce muze byt reprezentovan
jako ||Av||?. Proto bude nejlepsi pfimka ta, ktera maximalizuje
||Av||? (podle Pythagorovy véty) a podle toho pak minimalizuje
soucet Ctvercu vzdalenosti od bodl k pfimce.

Na z&kladé predchozich Gvah definujeme prvni viastni vektor
v{ matice A, coz je sloupcovy vektor, jako nejlepsi primku
zadanou timto vektorem pro m bodud v n-rozmérném prostoru.

V¢ = argmax ||Av||
[Iv]|=1



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XIII - Aplikace

Hodnota o1(A) = ||Av4]|| se nazyva prvni singularni hodnota
matice A.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XIII - Aplikace

Hodnota o1(A) = ||Av4]|| se nazyva prvni singularni hodnota
matice A.

V&imnéme si také, Ze o2 je soucet tvercll projekci bodu
{a)}™, na pfimku danou vektorem v;.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XIII - Aplikace

Hodnota o1(A) = ||Av4]|| se nazyva prvni singularni hodnota
matice A.

V&imnéme si také, Ze o2 je soucet tvercll projekci bodu
{a)}™, na pfimku danou vektorem v;.

Hladovy algoritmus na nalezeni 2-rozmérného podprostoru
pro matici A vybere vy jakozto prvni zakladni vektor a najde
nejlepsi 2-rozmérny podprostor obsahujici v;.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XIII - Aplikace

Hodnota o1(A) = ||Av4]|| se nazyva prvni singularni hodnota
matice A.

V&imnéme si také, Ze o2 je soudet &tverci projekci bodu
{a)}™, na pfimku danou vektorem v;.

Hladovy algoritmus na nalezeni 2-rozmérného podprostoru
pro matici A vybere vy jakozto prvni zakladni vektor a najde
nejlepsi 2-rozmérny podprostor obsahujici v;.

Pro jakykoli dvourozmérny podprostor je soucCet druhych
mocnin souradnic projekci bodl roven souctu Ctvercl
souradnic projekci bodu na vy plus souctu druhych mocnin
souradnic projekci bodu na v,. Neni pfedem zaruceno, ze
pfistup pomoci hladového algoritmu pfinese nejlepsi feSeni, ale
v tomto pfipadé tomu tak bude.



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XIV - Aplikace

Druhy singularni vektor najdeme takto:

Vo = argmax ||Av||
vLvy,[|v]|=1

Hodnota o0,(A) = ||Avz|| se nazyva druha singularni hodnota
matice A.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XIV - Aplikace

Druhy singularni vektor najdeme takto:
Vo = argmax ||Av||
v_Llvy,||v]|=1
Hodnota o0,(A) = ||Avz|| se nazyva druha singularni hodnota
matice A.

V§echny zbyvajici bazové vektory n-rozmérného prostoru
najdeme podobné:

Vier =  argmax  [|AV]]
VLVy,., Vg V] |=1




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XV - Aplikace

Véta 2.5 (Korektnost hladového algoritmu)

Necht A je realna matice typu m x n, kde v+, ..., V, jsou vyse
uvedené singularni vektory. Pro1 < k < r necht' Vy je
podprostor generovany zakladnimi vektory vy, ..., Vx. Pak pro
jakékoli k je Vi nejlepsi k-rozméerny podprostor radkového
prostoru matice A.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XV - Aplikace

Véta 2.5 (Korektnost hladového algoritmu)

Necht A je realna matice typu m x n, kde v+, ..., V, jsou vyse
uvedené singularni vektory. Pro1 < k < r necht' Vy je
podprostor generovany zakladnimi vektory vy, ..., Vx. Pak pro
jakékoli k je Vi nejlepsi k-rozméerny podprostor radkového
prostoru matice A.

Duikaz. Dikaz provedeme indukci. Pro k = 1 toto tvrzeni
zjevne plati.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XV - Aplikace

Véta 2.5 (Korektnost hladového algoritmu)

Necht A je realna matice typu m x n, kde vy, ...,V, jsou vyse
uvedené singularni vektory. Pro1 < k < r necht' Vy je
podprostor generovany zakladnimi vektory V1, ...,Vk. Pak pro
jakékoli k je Vi nejlepsi k-rozmérny podprostor radkového
prostoru matice A.

Duikaz. Dikaz provedeme indukci. Pro k = 1 toto tvrzeni
zjevne plati.

Predpokladejme, Zze V,_1 je nejlepsi (k — 1)-rozmérny
podprostor a ze W je nejlepSi k-rozmérny podprostor.



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XV - Aplikace

Véta 2.5 (Korektnost hladového algoritmu)

Necht A je realna matice typu m x n, kde vy, ...,V, jsou vyse
uvedené singularni vektory. Pro1 < k < r necht' Vy je
podprostor generovany zakladnimi vektory V1, ...,Vk. Pak pro
jakékoli k je Vi nejlepsi k-rozmérny podprostor radkového
prostoru matice A.

Duikaz. Dikaz provedeme indukci. Pro k = 1 toto tvrzeni
zjevne plati.

Predpokladejme, Zze V,_1 je nejlepsi (k — 1)-rozmérny
podprostor a ze W je nejlepSi k-rozmérny podprostor.

Ukazme, Ze existuje vektor v # 0 tak, ze v e Wy N Vit ;.



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XVI - Aplikace

Zvolime tedy ortonormalni bazi wy, ..., wy prostoru W tak, aby
wy byl kolmy k V,_4. Pak

k k—1
ST IAW2 < 37V + [ Aw ]2,
i=1 i=1

protoZze Vi _1 je optimalni (k — 1)-rozmérny podprostor.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XVI - Aplikace

Zvolime tedy ortonormalni bazi wy, ..., wy prostoru W tak, aby
wy byl kolmy k V,_4. Pak

k k—1
ST IAW2 < 37V + [ Aw ]2,
i=1 i=1

protoZze Vi _1 je optimalni (k — 1)-rozmérny podprostor.

Protoze wy je kolmy na vy, ..., vk_+, pak podle definice vk
mame: ||Awg|[?> < ||Avg|[?.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XVI - Aplikace

Zvolime tedy ortonormalni bazi wy, ..., wy prostoru W tak, aby
wy byl kolmy k V,_4. Pak

k k—1
ST IAW2 < 37V + [ Aw ]2,
i=1 i=1

protoZze Vi _1 je optimalni (k — 1)-rozmérny podprostor.

Protoze wy je kolmy na vy, ..., vk_+, pak podle definice vk
mame: ||Awg||?> < ||Avk|[?. Tim padem

K k
> lAw[2 <> ||Avi|,
i=1 i=1

coz ukazuije, ze Vj je pfinejmensim stejné dobré jako Wy, a
tedy optimalni.



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XVII - Aplikace

V&imnéme si, Ze vektor Av; Ize popsat souborem délek
prametd fadkl matice A do podprostoru [v;].




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XVII - Aplikace

V&imnéme si, Ze vektor Av; Ize popsat souborem délek
prametd fadkl matice A do podprostoru [v;].

Podivejme se na singularni hodnotu [|Av;|| = o;(A) matice A
jakozto na nejakou slozku matice A podél vektoru v;.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XVII - Aplikace

V&imnéme si, Ze vektor Av; Ize popsat souborem délek
prametd fadkl matice A do podprostoru [v;].

Podivejme se na singularni hodnotu [|Av;|| = o;(A) matice A
jakozto na nejakou slozku matice A podél vektoru v;.

Aby tato interpretace davala smysl, je nutné, aby soucet
druhych mocnin prvkd vSech vektor( Av; byl roven souctu
druhych mocnin prvkd matice A.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XVII - Aplikace

V&imnéme si, Ze vektor Av; Ize popsat souborem délek
prametd fadkl matice A do podprostoru [v;].

Podivejme se na singularni hodnotu [|Av;|| = o;(A) matice A
jakozto na nejakou slozku matice A podél vektoru v;.

Aby tato interpretace davala smysl, je nutné, aby soucet
druhych mocnin prvkd vSech vektor( Av; byl roven souctu
druhych mocnin prvkd matice A.

To ve skutecnosti plati a je to maticova analogie rozkladu
vektoru z hlediska sloZek ortogonalni baze.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XVIII - Aplikace

Uvazujme fadek a; matice A. Protoze vy, ..., Vv, tvofi linearni
obal v8ech fadkd matice A, pak vv L vy,...,v, 1 a;- v = 0. Tedy
pro kazdy vektor a; plati rovnost >-/_,(a; - vj)* = ||aj|[*.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XVIII - Aplikace

Uvazujme fadek a; matice A. Protoze vy, ..., Vv, tvofi linearni
obal v8ech fadkd matice A, pak vv L vy,...,v, 1 a;- v = 0. Tedy
pro kazdy vektor a; plati rovnost >-/_,(a; - vj)* = ||aj|[*.

Sedétenim vSech fadklt dostaneme:

S laillf = 27712; 1(ai'Vj)2:Z/m1ZF1(ai‘Vj)2
= YL lAv[[2 =30 (A2 = 1 o2 (A).




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzn

Singularni rozklad matice XVIII - Aplikace

Uvazujme fadek a; matice A. Protoze vy, ..., Vv, tvofi linearni
obal v8ech fadkd matice A, pak vv L vy,...,v, 1 a;- v = 0. Tedy
pro kazdy vektor a; plati rovnost >-/_,(a; - vj)* = ||aj|[*.

Sedétenim vSech fadklt dostaneme:

Silaillf = X, Z; (@i-v)2=37", Z,n 1(aj - v))?
= 2l lIAv[[Z =30 [JAv)|2 = 3074 oF (A).
Je tfeba vzit v Gvahu, Ze Y°/7, |[aj|[* = Y12 YoiL4 & je soucet
druhych mocnin v&ech prvkd matice A.

Tedy soucet druhych mocnin singularnich hodnot matice A je
ve skute€nosti roven souctu druhych mocnin v8ech prvku
matice A.



Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XIX - Aplikace

Definujeme pak Frobeniovu normu matice A, oznacovanou

IAllF= [> &
V7

||A||g, jakozto




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XIX - Aplikace

Definujeme pak Frobeniovu normu matice A, oznacovanou

||A||g, jakozto
IAllF= [> &
i\j

Duasledkem vySe uvedenych vypoctu je tvrzeni, ze soucet
druhych mocnin singularnich hodnot matice A se rovna druhé
mocniné Frobeniovy normy.

> of(A) = ||AlIZ
j




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XX - Aplikace

Matici A Ize pIné popsat tim, jak transformuje vektory v;.




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XX - Aplikace

Matici A Ize pIné popsat tim, jak transformuje vektory v;.

Jakykoli vektor v mUze byt reprezentovan jako linearni
kombinace vektor( vy, ..., v, a vektoru kolmého ke véem v;.
Vektory Avy, ..., Av, tvofi zakladni sadu vektort spojenych s
matici A. Po normalizaci dostaneme:

1
= — AV, 1<i<r.
u; U,’(A) Vi, 1 SIS r




Rozklad matice . o .
Singularni Pseudoinverzni

Singularni rozklad matice XX - Aplikace

Matici A Ize pIné popsat tim, jak transformuje vektory v;.

Jakykoli vektor v mUze byt reprezentovan jako linearni
kombinace vektor( vy, ..., v, a vektoru kolmého ke véem v;.
Vektory Avy, ..., Av, tvofi zakladni sadu vektort spojenych s
matici A. Po normalizaci dostaneme:

1
= — AV, 1<i<r.
u; U,’(A) Vi, 1 SIS r

Staci pak jen dokazat

.
A=> ouv/ a uLuc prois#k.
p



Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice |

Motivace &. 1: Bud ¢: K" — KX linearni zobrazeni, t;.
o(x) = A-x,x € K". Plati

K" = Ker(¢) ® Ker(o)*, KK = Im(o) @ Im(p)*,
o[ Ker(p)*: Ker(o)t — Im(p).




Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice |

Motivace &. 1: Bud ¢: K" — KX linearni zobrazeni, t;.
o(x) = A-x,x € K". Plati

K" = Ker(¢) ® Ker(o)*, KK = Im(o) @ Im(p)*,
o[ Ker(p)*: Ker(o)t — Im(p).

Linearni zobrazeni o | Ker(y)* je prosté (jeho jadro je trivialni)
ana (Im(¢) = Im(¢ | Ker(p)+) z divodu stejné dimenze). Tedy
k ¢ | Ker(¢)* existuje inverze.




Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice |

Motivace &. 1: Bud ¢: K" — KX linearni zobrazeni, t;.
o(x) = A-x,x € K". Plati

K" = Ker(¢) ® Ker(o)*, KK = Im(o) @ Im(p)*,
o[ Ker(p)*: Ker(o)t — Im(p).

Linearni zobrazeni o | Ker(y)* je prosté (jeho jadro je trivialni)
ana (Im(¢) = Im(¢ | Ker(p)+) z divodu stejné dimenze). Tedy
k ¢ | Ker(¢)* existuje inverze.

Ma-li byt B pseudoinverzni matice k A, polozme ¢ (y) =B -y.
Pak ¢: KK — K" a urgité by kompozice

[ Yol Ker(p)t: Ker(p)t — Ker(p)t ]

méla byt identita na Ker(yo)*.



Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice Il

Tedy linearni zobrazeni ¢ o p: K" — K" by mélo byt kolmou
projekci na podprostor Ker(o)*.




Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice Il

Tedy linearni zobrazeni ¢ o p: K" — K" by mélo byt kolmou
projekci na podprostor Ker(o)*.

Podobné by linearni zobrazeni ¢ o 1: KK — KX mélo byt
identita na podprostoru Im(¢y), tj. kompozice

@ Ker(p)t ovp: Im(p) — Im(p)

by méla byt identita na Im(y).
Tedy linearni zobrazeni ¢ o ¢: KK — KX by mélo byt kolmou
projekci na podprostor Im(¢).



Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice Il

Ker(;) Im(p)*




Rozklad matice

Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice IV

Motivace €. 2: Necht A je matice typu n x n, ktera je
invertibilni. Pro jeji singularni rozklad plati

A=P.S.Q%

a a D
——
sy 0 0
0 s 0
S= ,8 >0
0 O 0
0 O Sn




Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice IV

Motivace €. 2: Necht A je matice typu n x n, ktera je
invertibilni. Pro jeji singularni rozklad plati

1)
——
sy 0 0
0 s 0
A=P-S.-Q", S = ,8i >0
0 O 0
0 0 ... s,

Pak pro inverzni matici k A plati:
Af1 — (P .S. Q*)—1 — (Q*)—1Sf1pf1 _ (Q*)*Sf1 p*

s;' 0 ... 0
0 s’ ... 0
= Q. _ P,
0 0 0
0 0 .. s,



Rozklad matice . A A -
Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice V

Necht' A je matice typu k x n se singularnim rozkladem

510...0
0s...0

A:P-( D | 0o >~Q*,D: 2 .5 >0
0nfr,r 0nfr,nfr . 0
00...s

Potom se matice

A(—1):Q.( D~ ‘ 0r.n-r >.p*

0n—r,r 0n—r,n—r

typu n x k nazyva pseudoinverzni matice k matici A.

v




Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice VI - Zakladni vlastnosti

@ Je-li A invertibilni, je AT = AT,
(A( ”)( V_a

A" . AaA- A" jsou samoadjungované matice.
Bud ¢: K" — KX linearni zobrazeni tvaru ¢(x) = A - x,
x € K". Dale polozme o(-D(y) = AV .y y e Kk a
definujme tak linearni zobrazeni o(-"): KK — K”. Pak
kompozice ¢(—1) o ¢ tvaru

(7D oR)(x) = A A X

©6 ©

je kolma projekce K" do podprostoru (Ker(p))* (viz
Motivace 1) a kompozice ¢ o (=) tvaru

(ot ) (y)=A-ACD .y
je kolma projekce K* do podprostoru Im(y).



Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice VIl - Zakladni vlastnosti

@[ A-ACD . A=A ][ ACD A ACY = A1) ]

@ Dualezita pro pocitani:

[ ACYD = (A A) D A%

@ Dusledek (6) a (1): Existuje-li k matici A* - Atypu n x n
inverzni matice, pak

ACYD — (A*. AT A"

Vlastnost (7) Ize ¢asto pouzit pfi pocitani, kdyz n < k.



Rozklad matice

Pseudoinverzni matice VIlI

Singularni Pseudoinverzni

Priklad 2.6
1 2
Spoctéte AC") kmaticiA=| 1 0 |. Plati
0 1
1 2
AA= (P T 0Ny 0 )=(22) deta A
2 0 1 0 1 5

ww-(33)(

ACTD = (A* AT A*

W= W= W= W=

N PN _ NN
7N\
N —
O —

5
6
1
3
S
6
1
3

- O
N~




Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice I1X - Aplikace (opakovani)

Necht A € R™" b € R™. Uvazujme soustavu linearnich
rovnic

A-x=b
aoznatme S = [s1(A), ..., S,(A)] linearni podprostor v R"”
generovany sloupci matice A.




Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice I1X - Aplikace (opakovani)

Necht A € R™" b € R™. Uvazujme soustavu linearnich
rovnic

A-x=b
aoznatme S = [s1(A), ..., S,(A)] linearni podprostor v R"”
generovany sloupci matice A.
Podle Frobeniova kritéria ma naSe soustava néjaké reseni
x € R" pravé tehdy, kdyz b € S. Slozky feseni
X =(Xy,...,xn)T € R"jsou pak koeficienty linearni kombinace

x1S1(A)+ ...+ xpsp(A) =A-x=Db.

Ale i v pfipadé, kdy b ¢ S, tj. feSeni soustavy neexistuje, se
vektorem z podprostoru S. Takto ziskana novéa soustava uz ma
feSeni, které mizeme pravem povazovat za nejlepsi mozné
priblizné feseni plvodni soustavy.



klad matice . A -
Roz : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice X - Aplikace

Véta 2.7

Prox € K" funkce| ||Ax —b|| |nabyva svého minima

vbodé| x=AC"b | BodyvK", kde||Ax — b|| nabyva

svého minima, tvofi afinni podprostor

ACYb 4+ {zc K" | Az = 0}.
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Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice X - Aplikace

Véta 2.7

Prox € K" funkce| ||Ax —b|| |nabyva svého minima

vbodé[ x=A"p ] Body vK", kde ||Ax — b|| nabyva

svého minima, tvofi afinni podprostor

[ ACDb + {ze K" | Az = 0}.

V Ulohach linearni regrese mame zadané hodnoty y1,...,¥m
neznamé funkce f v bodech xi, ..., xn jejiho defini¢niho oboru,
ziskané vétSinou méfenim. Funkci f chceme aproximovat
linearni kombinaci funkci fy, . .., f,, které zname, Ci alespon
jsou nam zname jejich hodnoty a; = f;(x;) v bodech x4, ..., Xm.



Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice Xl - Aplikace - opakovani

Obvykle je m podstatné vétsi nez n. V optimalnim pfipadé se
nam muze podafit sestrojit funkci f = ¢1fi + ... + cpfy pfimo
jako linearni kombinaci funkci f; tak, aby f v bodech x; nabyvala
predem predepsané hodnoty y;, {j.

yi = f(x;) = Z cifi(x) = Z a;ic;.




Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice Xl - Aplikace - opakovani

Obvykle je m podstatné vétsi nez n. V optimalnim pfipadé se
nam muze podafit sestrojit funkci f = ¢1fi + ... + cpfy pfimo
jako linearni kombinaci funkci f; tak, aby f v bodech x; nabyvala
predem predepsané hodnoty y;, {j.

yi = f(x;) = Z cifi(x) = Z a;ic;.

Pokud oznagime A = (g;) € R™", y = (y1,...,¥m)" € R™,
c=(cy,...,cn)" €R", vidime, Ze vlastné hledame fedeni ¢
soustavy

A.-c=y.
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Pseudoinverzni matice Xl - Aplikace - opakovani

Obvykle je m podstatné vétsi nez n. V optimalnim pfipadé se
nam muze podafit sestrojit funkci f = ¢1fi + ... + cpfy pfimo
jako linearni kombinaci funkci f; tak, aby f v bodech x; nabyvala
predem predepsané hodnoty y;, {j.

yi = f(x;) = Z cifi(x) = Z a;ic;.

Pokud oznagime A = (g;) € R™", y = (y1,...,¥m)" € R™,
c=(cy,...,cn)" €R", vidime, Ze vlastné hledame fedeni ¢
soustavy

A.-c=y.

Tato soustava je v typickém pripadé nefeSitelna.



Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice XII - Aplikace

Uvazme nésledujici tlohu: Pfredpokladejme, Zze mezi veliCinami
Xx ay je vztah
y =a+ bx.

Naméfime hodnoty (X1, 1), (e, ¥2), - - -, (Xn. Yn) PIO X; Kj, i # J.
Chceme najit a a b tak, aby soucet Ctvercu
(yi —a—bxi)> + (ya—a—bxa)? + - + (Yo — a— bxn)?

200
o
0.60 - Vaha + 130.2

180

Vyska (cm)

byl minimalni.

160

40 60 80 100
Véha (kg)



Rozklad matice

Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice XIII - Aplikace

To vede k feSeni soustavy




Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Pseudoinverzni matice XIV - Aplikace

Tedy a najdeme jako vektor (pseudoreseni nasi soustavy)
b

—1
X4 =0 Vi
X2 Y2
X3 | Y3
1 Xxp Yn

Nutné A* - A je matice typu 2 x 2, kterd je invertibilni. Odtud

)4
Yo

(Z):(A*-A)‘.A*. y:3

Yn




Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Polarni rozklad matice |

Motivace: Na polarni rozklad matice se mizeme divat jako na
zobecnéni exponencialniho tvaru komplexniho cCisla.
Vezméme linearni zobrazeni ¢: C — C, p(2) = (a+1ib) - z,

abeR. Pak[ a+ib=r-(cosa+isina), r>0 ]

Na tuto rovnost se miizeme divat jako na vyjadreni bodu z
komplexni roviny v polarnich soufadnicich. Odtud zfejmé nazev
polarni rozklad.
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Singularni Pseudoinverzni

Polarni rozklad matice |

Motivace: Na polarni rozklad matice se mizeme divat jako na
zobecnéni exponencialniho tvaru komplexniho cCisla.
Vezméme linearni zobrazeni ¢: C — C, p(2) = (a+1ib) - z,

abeR. Pak[ a+ib=r-(cosa+isina), r>0 ]

Na tuto rovnost se miizeme divat jako na vyjadreni bodu z
komplexni roviny v polarnich soufadnicich. Odtud zfejmé nazev
polarni rozklad.

Matice typu 1 x 1 s prvkem cos v + isin v je vZdy unitarni,
matice typu 1 x 1 s prvkem r € R je samoadjungovana, pro
r > 0 pak pozitivné definitni. Totiz,

(cosa +isina) - (cosa +isina)*= (cos o +isina) - (cos o — isin «)
=cos0 —isin0 =1
re=r.



Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Polarni rozklad matice Il

Véta 2.8

Véta o polarnim rozkladu matice Necht A je Ctvercova matice
nad R nebo C. Pak existuje samoadjungovana (R = R*)
pozitivné semidefinitni ((Rx,X) > 0) matice R a unitarni matice

Utak,z'e[ A=R-U ]

Navic plati, 2 R> = A - A* (p/’éeme[ R=VA. A

Je-li A invertibilni, je tento rozklad jednoznacny.




Rozklad matice _— A -
Singularni Pseudoinverzni

Gramuv-Schmidtuv OP a QR-rozklad | - opakovani

Necht A je invertibilni Ctvercova matice nad R nebo C. Tedy jeji
sloupce A-eq,A-e5,...,A-e,jsou linearné nezavislé vektory.
Vime, ze pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizacniho
procesu mizeme najit ortogonalni (a tedy nenulové) vektory
U,...,U,tak, ze

A-ei=u; = Rjjuy
A - e; = Riouq + AUy
A - e3=Rj3uq + Ra3Up + Aszu3

A -e;=Ripuq + RopUz + RszUz + -+ - + Applp




Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Gramuv-Schmidtuv OP a QR-rozklad Il - opakovani

Ri1R12R13. . .Rin

0 AooRo3...A2p
(A-elA-eyA-e3... .A-e;)=(ujpUs,...up)- [ O 0 FAss..Fan| =

0 0 0. Ry

(lu1[[R11) (||uzl|R12) (Ius|[R13) . (Ilunl[R15)

0 [luz|[Rz2 (||ug||R23) - - - (Iunl|Rzn)
U U U U 0 0 Rs) ... (| [unl| R
(ot Mg T+~ ) . O (ellRea)-(lulFion
Q : % % : c
0 0 0 .([unllAm)

A = Q- R, Q unitarni nebo ortogondlni matice, R horni trojuhelnikova
matice.




Rozklad matice . A -
Z : Singularni Pseudoinverzni

Gramuv-Schmidtav OP a QR-rozklad Il - opakovani

Aplikace QR-rozkladu:
Plati

A-x=b—Q -R-x=b<—R - x=Q*-b.

Posledni rovnice Ize snadno spocitat bez pouziti Gaussovy
eliminace, protoze R je horni trojuhelnikova matice.
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