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Abstrakt

V této praci se vénujeme Jordanové vété a jejim dvéma riznym dikazim. V prvni
kapitole nejdiive vyslovime Jordanovu vétu pro endomorfismy a pro matice, a postupné se
definovanim potfebnych pojmi a dokazovanim pomocnych vét propracujeme ke geomet-
rickému dikazu Jordanovy véty, ve kterém jsou klicové kofenové podprostory pro vlastni
C¢isla. V druhé kapitole se zabyvame algebraickym diikazem, ktery se odkazuje na rizné
algebraické struktury vyuzivajici polynomy. Na zavér kapitoly uvedeme algoritmus pro
nalezeni Jordanova kanonického tvaru, ktery demonstrujeme na piiklade¢.

Abstract

This thesis deals with Jordan theorem and two of its different proofs. In the first
part, Jordan theorem for endomorphisms and matrices is formulated. Then, by defining
necessary terms and proving auxiliary theorems, we provide geometric proof of Jordan
theorem, in which root subspaces are crucial. In the second part, we deal with algebraic
proof, which refers to various algebraic structures where polynomials are applicable. Then,
algorithm for finding Jordan canonical form is shown, which is subsequently demonstrated
on an example.
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Uvod

Podobnost matic a Jordanova veta o kanonickom tvare patria do zdkladu kurzu linedrnej
algebry a geometrie. Studenti matematiky sa tak na za¢iatku svojho $tidia naudia nie-
len znenie tejto vety, ale aj jeden z algoritmov hladania Jordanovho kanonického tvaru.
Podrobny dokaz existencie Jordanovho kanonického tvaru a jeho jednoznacnosti je uz na-
ro¢nejSou témou, na ktort kvoli jej rozsiahlosti v prednédskach Casto neostdva Cas. V tejto
préci sa preto budeme detailne venovat prave dvom roznym dokazom Jordanovej vety. Prvy
bude vyuZzivat skdr geometrické pojmy, budeme sa pohybovat vo vektorovych priestoroch
a podpriestoroch, kde vyuzijeme znalosti o invariantnych podpriestoroch, ¢i refazcoch vek-
torov, ktoré sa danym endomorfizmom zobrazuji do seba. Tento pristup pontka pomerne
jednoduchy ndvod na ndjdenie Jordanovho kanonického tvaru pomocou vlastnych vekto-
rov a na nich nadvézujucich refazcov v jednotlivych korefiovych podpriestorov, ktory je
sucasfou kurzu Linedrni algebra a geometrie Il na Masarykovej univerzite. Tento spdsob sa
vSak zna¢ne komplikuje pri vysSich dimenzidch. V druhej kapitole si ukdZeme algebraicky
dokaz Jordanovej vety, ako aj vSeobecne uzito¢nejsi algoritmus pre ndjdenie Jordanovho
kanonického tvaru, ktory pouziva modifikdciu Gaussovej eliminacnej metody pre matice
s polynémami. V literatdre sa Castokrat stretdvame s rozpracovanim len jednej verzie do-
kazu a z neho vyplyvajuiceho algoritmu. Ako sme uz vysSie spomenuli, podrobny dokaz
Jordanovej vety je rozsiahly a ¢asovo ndrocny, pretoZe vyuziva velké mnoZstvo r6znych
pojmov z linedrnej algebry a geometrie. Preto aj v nami pouzivanej literatire su niektoré
Casti iba naznacené. V naSej praci sme vSak suvisiace podrobnosti doplnili. V niektorych
usekoch budi postupy tychto dvoch typov dokazovania rovnaké, v§eobecne vSak vyuZzivaju
rozliéné matematické inStrumenty. Urcite je vSak zaujimavé porovnaf tieto zhody a roz-
diely, ¢o bezne ucebnice venujice sa linedrnej algebre a geometrii z vysSie spomenutého
dévodu neponukaju.

—IX—



Kapitola 1

Geometricky dokaz Jordanovej vety

V tejto kapitole si na zaciatku pripomenieme zdkladné pojmy suvisiace s témou Jorda-
novho kanonického tvaru, ktoré pozname z kurzu linedrnej algebry a geometrie. Prejdeme
k formul4cii Jordanovej vety a po nej sa budeme zaoberaf geometrickym dokazom, vy-
uzivajicom rdzne vlastnosti niektorych typov endomorfizmov. Této Cast ¢erpa najmé z 5.
kapitoly textu Jana Slovdka Linedrni algebra [4], ale v ivodnej Casti si pomOZeme aj 18. a
19. kapitolou knihy Pavla Zlatosa Linearna algebra a geometria [6].

1.1 Formulacia Jordanovej vety

Na dvod upresnime, Ze sa budeme pohybovat vo vektorovych priestoroch U nad telesom T.
Linedrne zobrazenie priestoru U do seba samého sa nazyva endomorfizmus. Symbolicky
zapisujeme ako ¢ : U — U. Matica endomorfizmu v danej baze a = (uy,uy,...,u,) je
matica tvaru n x n, kde i—ty stipec tvoria sdradnice zobrazeného i—teho vektoru bazy o
opdf v tejto baze, matematicky zapisané ako

(@)aa = ((@(u1)) e, (@(u2))ts - - (@ (ttn)) )

Velmi dolezitou sucasfou témy Jordanovho kanonického tvaru, budeme tiez pouZivaf
skratku JKT, su vlastné Cisla, pripadne oznacované aj ako vlastné alebo charakteristické
hodnoty. Vlastné ¢islo endomorfizmu ¢ je skaldr A, pre ktory plati, Ze vo vektorovom
priestore U existuje nenulovy vektor u taky, ze

o) = Au.

Tento vektor nazyvame vlastny vektor endomorfizmu ¢ prislichajici vlastnej hodnote A.
MnoZinu vSetkych vlastnych ¢isel endomorfizmu ¢ oznacujeme pojmom spektrum endo-
morfizmu. Vlastny podpriestor prislusny vlastnému ¢islu A je podpriestor v U definovany
ako jadro endomorfizmu ¢ — Aid. Determinant matice A — AE, kde matica A je maticou
endomorfizmu ¢ v nejakej baze, definujeme ako charaktericticky polyném endomorfizmu
¢. Maticu A — AE oznaCujeme pojmom charakteristickd matica matice A. Charaktericky
polyném je uréeny jednoznacne, CiZe nezdvisi od vyberu bazy a mnoZina jeho korenov
je rovnd spektru endomorfizmu ¢. Nasobnost korefia A charakterického polynému ozna-
Cujeme pojmom algebraickd ndsobnost vlastného ¢isla A. Dimenziu jadra endomorfizmu

_J]_
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¢ — Aid definujeme zas ako geometrickd ndsobnost. Pripomenime tieZ pojem podobnosti
matic. Dve matice A a B nazveme podobnymi, ak existuje invertibilnd matica P tak4, Ze
plati A =P~! BP. Nech o a 8 sti dve rozne bézy priestoru U. Potom matica endomorfizmu
A = (@)a,a bude podobnd matici B = (¢)g g, kde P = (id)g  je maticou prechodu.

Definicia 1.1. Maticu J(A) v tvare

A1 0 0
0 A 1 0
L) =[0 0 2 0
000 ... 2

nazyvame Jordanova bunka radu k prislu$nd vlastnému ¢&islu A. O matici J hovorime, Ze
je v Jordanovom kanonickom tvare, pokial je blokovo diagondlna s Jordanovymi bunkami
na diagonéle.

Veta 1.2 (Jordanova veta pre endomorfizmy). Nech endomorfizmus ¢ : U — U md siicet
algebraickych ndsobnosti viastnych cisel rovny dimenzii U. Potom existuje takd bdza o
priestoru U, v ktorej bude mat endomorfizmus ¢ maticu v Jordanovom kanonickom tvare.
Tdto matica je aZ na poradie buniek urcend jednoznacne.

Veta 1.3 (Jordanova veta pre matice). Nech charakteristicky polynom matice A tvarun x n
md vrdtane ndsobnosti n koreriov. Potom existuje invertibilnd matica P takd, Ze matica
J =P~ 'AP je v Jordanovom kanonickom tvare. Tdto matica je aZ na poradie buniek
urcend jednoznacne.

Tieto dve vyjadrenia Jordanovej vety st ekvivalentné.

Dokaz. Ekvivalenciu medzi vlastnymi ¢islami endomorfizmu a korefimi charakteristického
polynému sme spomenuli v tivode tejto podkapitoly. Podrobny dokaz mozno néjst pri vete
18.3.1. v [6].

Jordanova veta pre endomorfizmy implikuje Jordanovu vetu pre matice: Nech A je matica
n x n takd, Ze sucet algebraickych ndsobnosti koreniov charakteristického polynému je
n. Uvazujme @ : T" — T” definované v Standardnej baze € predpisom @(x) = Ax. Teda
(@)e,e = A. Podla Jordanovej vety pre endomorfizmy existuje baza o takd, ze (¢)g,q =J
je matica v JKT. Teda

(@)aa = (id)oe(@)ee(id)e,
a preto
J=P 'AP.
Vidime, Ze A je podobnd matici J v Jordanovom kanonickom tvare.
Jordanova veta pre matice implikuje Jordanovu vetu pre endomorfizmy: Majme ¢ : U — U
a vezmime nejaki jeho bazu 8 = (u1,ua, ..., u,). Potom (¢)g g = A je matica, ktord spliiuje
predpoklady Jordanovej vety pre matice. Teda existuje matica J v JKT taka, ze

J=P AP
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Uvédzme bazu o = (vi,va,...,vn) = (u1,u2,...,u,)P. V tejto béze je
((P)Ot,a = (id)a,ﬁ((p)ﬁ,ﬁ (id)ﬁ,a

=P '(9)p P
—P'AP=].

1.2 Korenové podpriestory

V tejto Casti si zadefinujeme pojem koreniovych podpriestorov. Tieto podpriestory su rozsi-
renim vlastnych podpriestorov a viazu sa vZdy k jednému vlastnému Cislu. ESte pripometfime
pojem invariantného podpriestoru endomorfizmu ¢ : U — U, ktory oznacuje podpriestor
v U, ktory sa prostrednictvom ¢ zobrazuje sdm do seba.

Definicia 1.4. Majme vektorovy priestor U a na iom endomorfizmus ¢: U — U. Nech 4
je vlastnym ¢islom endomorfizmu ¢. Potom podpriestor

Ry, ={ucU;3jeN: (¢—Aid)/(u) =0}

nazveme korefiovym podpriestorom vlasného ¢&isla A.

Nech %5 md bazu (u1,us, ... ,u;), kde us € Ker(¢ — Aid)’s. Oznaéme m =
= max(ji, j2,. .., jk). Potom

X = U Ker(¢ — Aid)/ = U Ker(¢ — Aid)’ = Ker(¢p — Aid)"™,
j=1 j=1

pretoZze kazdé u € % je tvaru u = Z’S‘ZI agsitg a preto

k
(¢ — Aid)"™(u) = (¢ — Aid)™ Zaus Z (¢ — Aid)™ (us) = 0.

Lema 1.5. Majme endomorfizmy ¢ a y. Nech plati
oy =yoo,
potom Ker @ je invariantny podpriestor pre endomorfizmus .
Dékaz. Nechv € Ker ¢, potom @(y(v)) = y(@(v)) = y(0) =0ateda y(v) € Ker . [
Predchddzajicu lemu aplikujeme na endomorfizmy (¢ — Aid) a (¢ — pid), kde u € T.
Tym dokédZeme, Ze lema plati aj pre dvojicu endomorfizmov (¢ — Aid)" a (¢ — pid).
(¢ —Aid)o (¢ — uid) = (po @ — Aido @ — @ o uid + Aid o uid)
=(po@—@oAid— pido ¢+ pido Aid)
= (¢ — pid) o (9 — Aid)
Vidime, Zze %), je invariantny pre endomorfizmus (¢ — pid) a teda aj pre endomorfizmus

Q.
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1.3 Direktny sucet podpriestorov

Pripomenieme si pojem direktného stictu podpriestorov a niektoré jeho vlastnosti.

Definicia 1.6. Sucet podpriestorov Uy, Us,..., U, C U je podprietor
U+Uy+...4+U={u1+ur+...ux € U, kde u; € U;}.

Definicia 1.7. Sucet podpriestorov Uy, Us,. .., Uy C U je direktnym stictom, ak pre kazdé
u €U+ U+ ...+ Uy existuje prave jedna k-tica (uy,us,...,ux) € Uy x Up X ... x Uy tak,
ze

U=uy+uy+...+ u.
Direktny sucet znacime nasledovne

UaU,®...aU.

Lema 1.8. Siicet podpriestorov Uy + Uy + ...+ Uy, je direktny, prdve ked pre vSetky k-tice
up,uy, ..., ux € Uy xUs x ... X Uy rovnost

up+uy+...+u,=0

implikuje
uy=upy=...=u;=0.

Dokaz. Nech Uy + U, + ...+ Uy je direktny a nech uy +upy + ... +up = 0. Pretoze 0 €
U+ U+ ...+ U, amdzme ju rozpisaf ako

0+0+...40=0,
tak z jednoznacnosti plynie
uy =0,up =0,...,u; =0.
Ostéava dokdzaf opa¢nu implikaciu. Nech
u=ur+uy+...+u, u; U

u=vi+wv+...+vp v,eU,.
Potom odd¢itanim dostaneme
(u1 —v1)+(u2—vz)+...—|—(uk—vk) =0.
Odtial
Up—vi=ur—vy=...=u—vw =0,

a preto
uy =viy,up =va,...,Uj = Vg.

Z toho plynie jednoznac¢nost definujica direktny sucet. ]
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Lema1.9. NechU,,U,...,U, sipodpriestoryv U. Nasledujiice podmienky sii ekvivalentné
1. sicet podpriestorov Uy,U, ..., U, je direktny
2. UNnU+...4Ui14+ U1 +...4U,) =0 pre 1l <i<n.

Dokaz. (1) implikuje (2) dokdZzeme obmenou implikdcie. UvaZujme nenulovy vektor u €
UnNnU+...4Ui—14+Uit1+ ...+ Uy,), kde 1 <i < n. Potom mdZme u napisat dvoma
spdsobmi ako

u=u;
u=uy+...tui—1 +ui+1+...+ug,

pre nejaké uy € Uy,ur € Uy, ..., u, € U,. Odtial od¢itanim dostdvame
ur+...+ui—y —ui+ui1+...+u, =0,
a teda podla predchadzajicej lemy 1.8
Uy =...=uj|1=—Uj=ujy| =...=uy =0.

To je ale spor s predpokladom, Ze u # 0.
(2) implikuje (1) dokaZeme takisto obmenou implikacie. Ak sucet nie je direktny, tak podla
lemy 1.8 mdzme vektor 0 napisaf ako

O=uj4+ur+...+u,
pre nejaké u; # 0. Potom
—ui=urtuy+...+uji—1 +uip1+...+u,

Z tejto rovnice vidime, Ze nenulovy vektor —u; lezi aj v U;, aj v sucte podpriestorov
U +...4Ui_1 +Ujs1 + ...+ U,, Cize sme dokézali, Ze ked neplati tvrdenie (1), neplati
ani tvrdenie (2). ]

1.4 Definicia a vlastnosti kvocientu

V tejto podkapitole si najskor definujeme pojem kvocient a odvodime niektoré jeho vlast-
nosti, ktoré budud pre nés dolezité. Prejdeme k definiciam polorozpadnutej a rozpadnute;j
matice, a ukdzeme stvislosti medzi kvocientom s invariantnym podpriestorom V a maticou
endomorfizmu @ v polorozpadnutom stave. VSimnime si, Ze tieto poznatky nds postupne
priblizuju k blokovo diagondlnemu tvaru matice endomorfizmu, ¢o je jednym z naSich
cielov.

Definicia 1.10. Nech V je vektorovy podpriestor v U. Pre u € U definujeme mnoZinu

u+V={(u+v)eU,veV}.
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Lema 1.11. Nech u;,u; € U. Potom rovnost
u+V=u+V
plati prave vtedy, ked uy —up €'V.
Dokaz. Rovnost u; +V = up 4V znamena, ze pre kazdé v € V existuje v € V také, Ze
Ul +vy =up+v.
Odtial
uy—up=vy—vi €V.

Naopak pokial u; —u, € V, potom pre kazdé v € V je
ur+v=up+ (uy —up +v),

kde u; —ur +v € V aodtial vidime, ze u; +V Cuy + V.
Analogicky dokdzeme u, +V C u; +V. [

Definicia 1.12. Kvocient
U/V={u+VuecU}
s operdciami s¢itania
(u1 +V) —l—(u2+V) = (u1 +up)+V
a nasobenia
c(u+V)=(cu)+V

je vektorovy priestor.

Najprv ukdzeme, Ze definicia sictu a ndsobku je korektna.

Chceme dokazat, ze ked

u+V =u+V

u+V =u+V,
potom

(ur+ux)+V = (ur+u)+V

cur+V =cui+V.
V prvom pripade nastane rovnost podla lemy 1.11 préave vtedy, ked (u; +up) — (1 +uz) €
V.

(w1 +up) — (ur +uz) = (uy —ur) + (u2 — u2),

kde u; —uy € Vaup, —u; €V, €o vyplyva z predpokladu a teda aj ich sucet lezi vo V.
V druhej rovnici rovnako pouZijeme lemu 1.11, podla ktorej rovnost plati, ak cu; —cuy € V.

cuy — ciy = c(uy —uy),
kde u; —uy € V podra predpokladu, ¢ize aj c(u; —uy) € V.

Vlastnosti s¢itania a ndsobenia na U /V plynd z vlastnosti s¢itania a ndsobenia na U.
Definicia je korektnd. (U /V,+,-) je vektorovy priestor.
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(0 8)

kde A a B st nejaké nenulové matice nazveme rozpadnutou maticou. Maticu tvaru

(o 5)

kde A, B a C st nejaké nenulové matice nazveme polorozpadnutou maticou.

Definicia 1.13. Maticu tvaru

Veta 1.14. Majme priestor U a endomorfizmus @ : U — U. Nech U je direktnym su-
¢tom dvoch invariantnych podpriestorov: U = Uy & U,. Potom existuje v U bdza o =
(uy,uz,...,uy), v ktorej je matica endomorfizmu @ rozpadnutd.

Doékaz. Nech o' = (uy,uy,...,u;) je bdzou invariantného podpriestoru U
aad” = (ugi1,Us2,---,Uy) je bdzou invariantného podpriestoru U,. Maticu endomorfizmu
@ vbaze o = (uy,...,ug, gy, ..,u,) piSme v tvare

(P)aa = (ﬁ g) :

kde A je tvaru k x k, C je tvaru k X (n—k), D je tvaru (n — k) x k a nakoniec B je tvaru
(n—k) X (n—k). Vektory z bazy o’ zobrazime takto:

O(u;) = arur +agiun + . . .+ agjug + diy 1 itgy 1 + - - .+ dnitty

pre 1 <i < k. KedZe vieme, Ze podpriestor U; je invariantny, tak koeficienty i—teho
stlpca matice D budu nulové pre vSetky i. Rovnako postupujeme aj pre bazové vektory
invariantného podpriestoru U;, kde vo vztahu

¢(u;) = criug +cour + . ..+ cittk + b1t 1 + - . .+ bty

pre k+ 1 < i < nbudu koeficienty matice C nulové, ked’Ze stoja pri vektoroch, ktoré nelezia
A% Uz. O

Veta 1.15. Nech ¢ : U — U je endomorfizmus a V C U invariantny podpriestor. Predpo-
kladajme, Ze bdza o = (uy,uz,...,uy) priestoru U vznikla rozSirenim bdzy (uy,uz, . .., uy)
podpriestoru V. Definujme endomorfizmus @ : U /V — U /V nasledovnym spésobom

O(u+V)=0(u)+V.

Potom

(9)ao = (18 g) :

Navyse plati, Ze & = (1 +V,...,uy +V) je bazou U [V a (@)z 5 = B.



Kapitola 1. Geometricky dokaz Jordanovej vety 8

Dokaz. Najprv overime korektnost definicie endomorfizmu @(u+V) = @(u) + V. Nech
u+V =u+V.Potom u—u € V.Z invariantnosti podpriestoru V plynie, Ze

ou)—ou)=9u—-u)ev

ateda
ou)+V=0p@m+V.

Tvrdenie o polorozpadnutom tvare matice (@)q,q sa dokdZe podobne ako predchddzajica
veta 1.14. KedZe podpriestor V dimenzie k je invariantny, tak sa prvych k vektorov bazy o
zobrazi opif do podpriestoru V. To vysvetluje nulovi maticu tvaru (n — k) x k pod maticou
A, pri¢om matica A je maticou endomorfizmuzV — V.

Dalej dokdZeme tvrdenie o baze vektorového podpriestoru U /V. Vektor u € U mdZme
rozpisat ako linedrnu kombinéciu vektorov bazy U :

n
u = Z a;u;.
i=1

Potom mozme rozpisaf aj vektoru+V € U /V:

n

n k n n
u+V:Zaiui+V:(Za,~ui+ Z a,-ui) +V = Z aiui +V = Z ai(ui+V)
] i=1

i=1 i=k+1 i=k+1 i=k+1

podla lemy 1.11. Vidime, Ze prvky wugi1+ V,ugs2 +V,...,u, +V generuji podpriestor
Uu/v.
Ostdva dokazaf, Ze vSetky tieto prvky su linedrne nezévislé v U /V. Nech

n
Y ai(ui+V)=0+V.
i=k+1

Potom
n

Z aiu;+V = O—l—V,
i=k+1

n
Z aiu;—0€V,
i=k+1

n k
Z a;u; = Zaiui
i=1

i=k+1
pre nejaké ay,ay,...,a; € K ateda
—ajuy —acuy + ... —aguy + g g1 + ... +apu, =0.
Vieme, Ze uy,...,u, su linedrne nezavislé a preto

a1:...:ak:ak+1:...:an:0.
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Posledné tvrdenie, ktoré treba dokézaf, je o tvare matice endomorfizmu (@)g 5. UZ sme
ukdzali, Ze matica (), o ma tvar (f‘) g) Matice C a B si pre lepSiu predstavu rozpiSeme.

C11 €12 --- Clp—k b bin ... Dby

€21 €2 ... Copk b1 byn ... by
c=| . . . . B= . . .

Ckl Ck2 -+ Chkn—k bu—x1 bu—i2 .. by_in—k

Maticu (@)g 5 spocitame podra definicie. Pre 1 <i <n—k je

O(upyi+V) = @(uyi) +V
= cyiuy + ...+ cpitte + i1 + o+ Dy gy +V
=b1i(up1+V) + ...+ bpgi(un + V).

Koeficienty z matice C prispievaji len do podpriestoru V a preto matica endomorfizmu v
indukovanej baze & zodpoveda matici B. [

Lema 1.16. Nech U je vektorovy priestor s bdzou (uy,uy, ..., uy,), ktord je rozsirenim bdzy
(u1,uz, ... ,ux) podpriestoru V. Potom

dimU/V =dimU —dimV.

Dékaz. Nech dimU = n a dimV = k. Podla vety 1.15 md podpriestor U/V bézu a =
(g1 +V,upo+V, ... ,u,+V) arovno vidime, Ze tito bazu tvori n — k prvkov. O

1.5 Rozklad priestoru na direktny siicet korenovych pod-
priestorov

Predchadzajice podkapitoly sa venovali niektorym vSeobecnym néstrojom linedrnej al-
gebry a geometrie. V nasledujicej Casti ich kone¢ne vyuzijeme a ukdZeme prvy dolezity
krok k dokazu Jordanovej vety. Doteraz nadobudnuté znalosti ndm umoznia rozloZzit vek-
torovy priestor U na direktny suicet korefiovych podpriestorov, o ktorych vieme, Ze si
invariantné vzhladom k endomorfizmu ¢, o v praxi znamend, Ze existuje bdza tohto
priestoru, v ktorej nadobudne matica endomorfizmu ¢ blokovo diagondlny tvar, pri¢om
jednotlivé bloky budu urcené vlastnymi ¢islami a ich algebraickou ndsobnostou. To ndm
vSak poZadovany Jordanov kanonicky tvar neprinesie a preto sposob hladania tejto bazy
podriadime eSte podrobnejSiemu rozkladu jednotlivych korefiovych podpriestorov, comu
sa ale bude venovaf d’alSia Cast tejto prace.

Veta 1.17. Majme endomorfizmus ¢ : U — U taky, Ze siicet algebraickych ndsobnosti jeho
vilastnych cisel je dimU = n. Potom v U existuje bdza o, pre ktori plati, Ze

AMoox % *
0 Aiz * *
(@)ga=|0 0 A *
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Dokaz. Dodkaz urobime indukciou podla dimU = n. Pre dimU = 1 veta zjavne plati.
Nech plati pre dimU = n — 1. Vektor u; nech je vlastnym vektorom k vlastnému &islu A} a
nech @ = (uy,uy,...,uy,) je baza priestoru U. Polozme V = [u;]. Potom ako sme dokézali
vo vete 1.15 je @ = (up +V,u3+V,...,uy +V) bézou priestoru U /V. Endomorfizmus ¢ :
U/V — U/V,kdeV C U je invariantny podpriestor vzhfadom k endomorfizmu ¢ : U — U
sme si definovali v predchddzajicej Casti nasledovnym sposobom

Oo(u+V)=0(u)+V.
Charakteristicky polyném ¢ : U — U je
det((Q)oa —AE) = (A = A)1 - (= A)2 .- (A = A)%,

kde j; + ...+ j; = n. Matica endomorfizmu v badze o ma podl'a vety 1.15 tvar

Moap ain

0 ax asy,
(P)aa =

0 ap Ann

pritom matica endomorfizmu (@)z 5 : U/V — U/V je

ann . ary

ann . Qnn

Charakteristicky polyném matice endomorfizmu (¢)¢,q moéZme rozpisat ako

det(((p)ma —}LEH) = (/11 —l)det((N&j&) —A,En_l)
D=2V (D= A
=ML -1 —l)jl*l SR (lk—l)js,

kde ji +...+ j, = n. Vidime, Ze j; —1+...+ j;=n—1 a teda endomorfizmus ¢ :
U/V —U/V,kde dimU/V = n— 1, spliiuje predpoklady vety a teda podla indukéného
predpokladu existuje baza B v U /V takd, ze

Ay x o
0 A *

(9)55=
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B = (V2+V,V3+V,...,Vn—|—V).

Vezmeme béazu B = (uy,vy,...,v,) a v nej maticu endomorfizmu
/ A‘l * \ )Ll * *
0 A, =x
(@)pp = = =10 0 A
(95 5) . 3
0 Ak

]

Veta 1.18. Majme vektorovy priestor U a endomorfizmus @ : U — U. Nech sicet algeb-
raickych ndsobnosti jeho vlastnych Cisel je dimU = n. Potom plati

U :‘@ll @%M EB"‘EB‘%M’

kde Ay,..., A sii vSetky viasmé Cisla. Navyse pre vSetky vilastné Cisla plati, Ze vektorovy
podpriestor 9?% md dimenziu rovnii algebraickej ndsobnosti prislusného vilastného cisla.

Doékaz. Dodkaz urobime postupne. Najprv indukciou podla poctu s¢itancov dokaZeme, Ze
sicet je direktny. Predpokladajme, Ze veta plati pre k — 1 s¢itancov. Majme vektory u; € %,
také, ze u; +up + ... +u; = 0. Zvol'me m také, ze

(¢ — Aid)" (ur) =0

a poloZme
— ((p — Akid)m(ui) pre 1 S 1 S k

Pre yy, plati, Ze
vk = (¢ — Add)™ (uy) = 0.

Preto
k

Z%—pr Mid)™ (u;) = (@ — A4id)™ <Zul)

i=1
Podla lemy 1.5 lezia vektory y; pre 1 <i < k— 1 opif v prisluSnych korefiovych podpries-
toroch a teda podl'a indukéného predpokladu a lemy 1.8

vi=y2=...=y-1=0.

DokéZeme, Ze endomorfizmus ¢ — A;id : Z,, — %, je izomorfizmus prei=1,2,...,k—1.
Potom je izomorfizmom aj endomorfizmus (¢ — Aid)™ : %, — %,,. Preto bude

u1:u2:...:uk_1:0

a teda aj u; = 0 a dokaz bude hotovy.
Nech u € %), \ {0} a nech

(¢ — Axid) (u) = 0.
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Odtial dostdvame rovnost
o(u) = Au.

Nech p je také &islo, Ze (¢ — Aiid)P (1) = 0, ale (¢ — A;id)P~1 (u) # 0.
Pocitajme

(¢ — Aid)” (1) = (@ — Aiid)? " (¢ — Asid) (w)
= (@ —Aid)"" " (¢ (u) — Aju)
= (@ — Xiid)? ! (At — Aiur)
= (lk — l,) ((p — liid)pil (Lt) 75 O,
lebo Ay — A; # 0 a tiez (¢ — A;id)?~ 1 (u) # 0, €o je ale spor s predpokladom. Preto musi
platif u = 0, ¢o sme potrebovali dokazat.

Ostava dokazaft, Ze
U= L@M @%&2 D... @‘@lk'

Vieme urcite, Ze
Ky, DKy, ... ©I, CU.

PretoZe sucet #), & X%y, D ... DXy, je direkiny, tak z lemy 1.9 a vety o dimenzii prieniku
a suctu plati:

dim(%’;tl @%;Lz @"'@%lk) = dim%’;“ —|—dim%12 +...+dim<%’lk.

K rovnosti
L@;Ll EB;@MEB...@L@M =U

nam staci dokazat, Ze
dim %), +dim%;, +...+dim%; = dimU.

Podrla vety 1.15 existuje v U bdza o = (uy,uy, ..., u,) takd, ze

M oapn ais . ain
0 A an .. azp
0 A *
0 A
. Appn—1
0 . 0 Ak

a A; sa vyskytuje v tejto matici prave j;—krat, ¢o je jeho algebraicka nasobnost. Potrebujeme
dokazat, ze
dimZ A > ] 1-
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Pokial dokaZzeme, Ze prvych j; vektorov bazy o lezi v korenovom podpriestore vlast-

ného ¢isla A;, dokaz bude hotovy. Bazové vektory s totiZ linedrne nezavislé, Cize ak
U, u,. .. uj leZia v %) , tak dim%,, > ji. Pretoze

0 app az aln
0 0 anx ap
. *
(¢ —Aiid)g,a= | 0 : :
A —N
0 M — M

je
((p — 7(.11(1)(141) =0.

Preto u; € %, . Pre up dostdvame

(@ — Aiid)*(u2) = (¢ — A1id) (9 — Auid) (u2)
= (@ —Aid)(aiour) =0

Teda uy € %,,. Analogicky dokdZzeme, Ze u3,u4,...,u;, € %, . O

1.6 Rozklad priestoru pomocou cyklickych endomorfiz-
mov

Tato Casf sa venuje rozkladu nejakého vektorového priestoru W, na ktorom mame de-
finovany nilpotentny endomorfizmus y : W — W. Najskor riadne zadefinujeme pojmy
cyklického a nilpotentného endomorfizmu. VSimnime si, Ze endomorfizmus ¢ — Aid zd-
Zeny na koreniovy podpriestor %, je nilpotentny, ¢iZze pod endomorfizmom y : W — W si
mozme predstavif endomorfizmus ¢ — Aid : %) — %, . Tuto konkretizaciu vSak vyuZijeme
az v dalSej kapitole a teraz sa uspokojime so vSeobecnejSim vyjadrenim.

Definicia 1.19. Endomorfizmus ¢ : U — U sa nazyva nilpotentny, ak existuje k € N také,
7e @* = 0. Najmensie & s touto vlastnosfou nazyvame stupei nilpotentnosti.

Definicia 1.20. Endomorfizmus ¢ : U — U sa nazyva cyklicky, ak v U existuje bidza @ =
(uy,up, ... uy)takd, ze @(uy) =0, @(uz) =uy, ..., @(u,) = u,—1. Matica endomorfizmu
v tejto badze m4 tvar

010 . 0

0 0 1 0
(P)aa = :

000 1

[e]
o
o
o
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Veta 1.21. Majme endomorfizmus ¢ : W — W, ktory je nilpotentny. Potom W je direktnym
suctom invariantnych podpriestorov
W=VieWne...aV,
takych, Ze Ww|V; : V; — V; sii cyklické endomorfizmy.
Dokaz. Nech k je stupeii nilpotentnosti endomorfizmu y. Teda y* = 0.
O =Imy*CImy* ' CImy*2C..CImy CImy’ =Imid=W.
Dokazeme, Ze pri inkliziach nenastane nikdy rovnost. Keby
Im y' =Tm y'~" % {0},
potom
y(Im y') = y(Im y' )
Im l//"le =Im l//i.
Odtial vidime, ze
{0} =Imy*=Imy* ' = .. . =Imy' =Im y' ! £ {0},

¢o je ale spor. Preto bude platif, Ze obrazy jednotlivych iterdcii endomorfizmu y sud
vlastnymi podmnoZinami iteracii niZSieho radu

{O)=Imy*cImy* 'cImy*2c..ciImycimy’=Ww.
Pre jednoduchost ozna¢ime Im y' ako W;. Cize
{O}ZWkCWk_l CWerC...CWoCWCWy=W.

Postupne skonStruujeme bazu priestoru W podla jednotlivych podpriestorov
Wi—1,Wi—2,...,Wi.

Nech (u’l‘*1 , u’;l, e ufl*l) je baza Wy_ = y(W;_,), ktorej vektory sa zobrazuji do nuly.
Urobime schému, kde $ipky symbolizuji aplikdciu endomorfizmu y.

0 0 0
k—1 k-1 k—1
uy Uy U,
k=2 k=2 k—2
uy Uy u,
k=2 k=2 k—2 . s . p
Vektory uy " u; °,... N7 Wi_» sa zobrazia do vysSie uvedenych vektorov bazy W;_ ;.
Dokazeme, ze ulf_l , ué_l, ey uf-‘l_l , u]{_z, ug_z, ey uf-‘l_z su linedrne nezavislé a teda mozu

byt sicastou bazy Wj_,, ktord hladdme. Na rovnost

alu]f_l —i—azug_] +. ..—I-ailuffl_] +b1ulf_2+b2u§_2—|— ... —|—b,~1ufl_2 =0
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aplikujeme endomorfizmus y a dostdvame
blulf_] +b2u§_] +... —l—biluﬁ_] =0.

To su vSak bazové vektory podpriestoru Wi_1, Co znamend, Ze by = by = ... = b;, = 0.
Dosadenim do povodnej rovnice dostdvame opéf len kombindciu vektorov bazy Wy_; s
koeficientami ay,ay,...,a;, ktoré sa preto nutne musia rovnaf nule a tym sme dokazali
linedrnu nezévislost vSetkych 2i; vektorov. Ostava doplnif bazu Wy_, vhodnymi vektormi.
Najprv ndjdeme nejaké vSeobecné vektory uf‘ +21 , uf.‘lfz, . ,ﬁf{z, ktorymi doplnime bazu a
tie potom upravime tak, aby sa zobrazovali do nuly. Vieme, Ze pre vSetky i1 +1 < j <ip sa
vektor ﬁl]‘._z zobrazi do W;,_; a teda sa da napisat ako linedrna kombindcia jeho bazovych

vektorov, teda Ze

—k 2 chruk l.

Preto od¢itanim linedrnej kombindcie vektorov u’l‘ 2 u’é 2,...,uf1_2

’J‘ 2 ziskame hfadany vektor bazy Wj_», ktory endo-

so ziskanymi koefi-

cientami cj1,¢j2,...,Cj;; od vektoru u
morfizmus ¥ zobram do nuly.

i
V() = v(@ ) (Z"ﬂ“k 2): Y ! Zcﬁ”k =0
r=1

Schéma hladanej bazy W;_, bude vyzeraf nasledovne

0 0 0
T T T
k=1 k—1 k—1
uy Uy u;, 0 0
k=2 k=2 k=2 | k=2 k—2
Uy i) u, Ui+ u;,
Overime, Ze vektory uk L ,uﬁ*l,ulfz, e ,uf.‘*z su linedrne nezavislé. Rovnost

Zl k1+zbuk2+zduk220

J=ii
mozZme napisaf ako

Zaj k= l—FZ’b uk 24 Z dj_k 2 Z chjruk 2-0.

j=i1+1 Jj=i1r=
To su ale vektory pévodnej bazy Wj_, s koeficientami

ajpre Vektory uk ! kde 1 < j<i
Z djc, pre vektory ulﬁ_z kde 1 <r<i
Jj=irt+l

d; pre vektory uk 2 kdeij +1<j<ip
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Z toho vyplyva, Ze vSetky koeficienty a;,b; aj d; si nutne nulové a linedrna nezavislost je
dokdzana.

Rovnakym spdsobom urc¢ime bazu W;_3. Bude pozostavat z vektorov bazy W;_,, dalej

z takych, ktoré sa zobrazia do ull‘_z, ...,u’"? a nakoniec z vektorov u];-_3 zobrazujucich sa

1)
do nuly, ktoré ziskame podobne ako v predchddzajicom pripade z nejakych ahko doplni-

telnych vektorov ﬂ];._3 do bazy W;_s:

k—3 & k—1 2 k—2

l[/(ﬂj_ ) = Z Cjr, ~ + Z dj,ur_ ,
r=1 r=1

i in
k-3 _ —k-3 k=2 k-3
u; =1 _Zflcﬂur Z«ldﬂur .
r= r=

Takymto sposobom zostavime postupne bazu priestoru W:

0 0
T T
ulfl uf.‘*l 0 0
1
k—2 k/l\2 kTZ kTZ
ul uil i1+1 uiz O O
k—3 kT 3 kT3 k—3 kT?) kT 3
I/tl ui] uil+1 - l/li2 Mi2+1 I/tl-3
0
! Lol Lol l i
I/t] ... ’/lil uil+1 LTI ul'2 ui2+1 .« e ui3 DY I/tl'p
Vi . Vi | Vie . Vi Vi . Vi v,

V takto zvolenej baze vidime, Ze pre vSetky 1 <i < p je endomorfizmus Y ziZeny na
podpriestore V;, ktory je linedrnym obalom vektorov i—teho stipca, cyklicky. 0

1.7 Dokaz Jordanovej vety

Mame riadne zadefinované vSetky sivisiace pojmy a dokdzané vSetky potrebné vety a lemy
na to, aby sme mohli prejst k dokazu Jordanovej vety.

Dokaz Jordanovej vety pre endomorfizmy. Vidime, Ze podla predpokladu o spektre vlast-
nych ¢isel a vete 1.18 mo6Zme vektorovy priestor U napisat ako direktny sticet koretiovych
podpriestorov jednotlivych vlastnych Cisel:

U :%M EB%M@...@%M.
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Dalej vieme, Ze endomorfizmy (¢ — Aid)* definujice korefiové podpriestory K, $4 nil-
potentné so stuptiom nilpotentnosti k;. Korefiové podpriestory %, potom mdZme podla
vety 1.21, kde za y berieme ¢ — A;id, rozlozif na direktny sicet podpriestorov:

Ty, =Vip ®Vau, . BV,

kde je ziZenie endomorfizmu (¢ — A;id) na podpriestor V; ;. cyklické pre vSetky 1 < j <
pi- To znamend, Ze existuji bazy «;,, v ktorych md matica endomorfizmu na tychto
podpriestoroch jednotky nad hlavnou diagonélou a nuly vSade inde. Preto mézeme zostavit
maticu endomorfizmu ¢ naV; ;.:

A1 0 0
0 A 1 0
((p|vjski)ajvli’ajwli - - :
0 ... 0 A 1
o 0 ... Ai

Podpriestory V; ;. sd invariantné vzhladom k endomorfizmu ¢, lebo vektory bazy sa zo-
brazuju len do linearnej kombindcie svojho A;—ndsobku a d’alSieho bazového vektora.
Preto podla vety 1.14 md6Zme maticu endomorfizmu v baze o poskladanej zo vSetkych
baz a; ;. pre 1 < j < p;al < i<k napisaf ako blokovo diagonalnu maticu s Jordanovymi
bunkami zodpovedajucimi jednotlivym maticiam endomorfizmu na zuZenych endomorfiz-

moch (¢ Vi )%‘ﬂi i

Ostdva nam dokdazaf, Ze tdto matica endomorfizmu je urCend jednoznacne azZ na pora-
die buniek. To znamend, Ze JKT nezavisi na baze, ¢ize v kazdej baze bude mat rovnaky
pocet buniek velkosti k;, k; — 1,. .., 1 pre vSetky vlastné ¢isla A;, ktoré su uréené jednozna-
¢ne nezavisle od bazy.

Podla vety 1.21 ziskame bazu pre JKT, ked' polozime y = ¢ — Ajid|, a podpriestor
W = %,,, ktord zodpovedd schéme zo strany 16. Prislu$né podmnoiinly Wii—1, Wi,—2,
.., Wo, kde Wy, _; =Im(¢ — A;id)%—1, sii definované nezavisle od bazy. Preto ak ukdZeme,
Ze pocet buniek urcitej velkosti zavisi len od dimenzii Wy, _1, Wy, 2, ..., Wy a nie od vyberu
ich baz, potom bude dokaz hotovy.

Pri pohlade na schému bazy W = %, z predchddzajicej strany vidime, Ze poCet buniek
velkosti k; pre vlastné ¢islo A; sarovnd i; = dimWj,_;. PoCet buniek velkosti k; — 1 je rovny
ir — iy = dimWy,_, —2dimW,,_;. PoCet buniek velkosti k; — 2 je dim W, _3 —2dimW,_, +
dim W, _;. Tu sa vzfah ustéli a vSeobecne bude maf tvar

dikai,j,1 — 2dikai,j + dikai,jJrl

pre pocet buniek velkosti k; — j, pricom j =2,3,...,k; — 1. Takymto sp6sobom uréime po-
Cty buniek jednotlivych velkosti vo vietkych podpriestoroch % prei=1,2,...,l. Vidime,
Ze vSetky skutocne zdvisia len od dimenzii prisluSnych podpriestorov Wy, _1,Wy._2,..., Wy
a nie od zvolenych baz, ¢o sme chceli dokézat. L]



Kapitola 2

Algebraicky dokaz Jordanovej vety

V druhej kapitole sa budeme venovat dokazu Jordanovej vety, ktory vyuZziva algebraické
nastroje, najmi polynémy. Budeme postupovat rovnako ako v prvej kapitole. To znamena,
Ze najskor si v tematickych celkoch zadefinujeme dolezité pojmy a vyslovime ddleZité vety,
ktoré ndm pomdZu postupne sa prepracovat az k samotnému dokazu Jordanovej vety. V nie-
ktorych krokoch upozornime na paralely s geometrickym dokazom. Pri dokaze existencie
Jordanovho kanonického tvaru budeme v tejto kapitole Cerpaf z knihy Ladislava Bicana
Linearni algebra a geometrie [1], kde sa tejto téme podrobne venuje 16. a 17. kapitola.
Dokaz jednoznacnosti a sposob ndjdenia JKT ndm pomoZze ozrejmif 5. kapitola u¢ebného
textu Martina Cadka Linedrni algebra a geometrie ITI [2]. Na za&iatku predstavime niekolko
podstatnych viet o polynémoch, ktoré uvedieme bez dokazu, pri¢om sa budeme odkazovat
na knihu Jifitho Rosického Algebra [3].

2.1 Vety o polynémoch

Ako sme spomenuli v tivode kapitoly, algebraicky dokaz Jordanovej vety je zaloZeny najmé
na prici s polyndmami. Preto si zadefinujeme suvisiace pojmy ako najvicsi spolocny
delitel, ¢ normovany a ireducibilny polyném. Dalej vyslovime doleZité vety o rdznych
vlastnostiach a vzfahoch medzi polynémami, bez ktorych by sme k dokazu Jordanovej
vety nemohli pristipif. MnoZinu vSetkych polynémov jednej premennej x s koeficientami
z telesa T budeme oznacovaf symbolom T|x].

Definicia 2.1. Polyném s vedicim koeficientom rovnym jednej sa nazyva normovany
polyném.

.....

némov nenulového stupiia sa nazyva ireducibilny polyném.

Veta 2.3. Nech f,g sii polynomy z T|x], pricom f # 0. Potom existujii jednoznacne urcené
polynomy o, B € T|x] také, Ze g = fa+ B, pricom st B < st f.

Dokaz. Ddkaz mozno néjst v [3], veta I1.5.16. ]

_18—
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Veta 2.4. Nech f € T[x| je polyném kladného stupria. Potom moZme tento polyném rozloZit
na sucin f = af{qffz . .frk’, kde a €T, f1, f>,..., fr si rozne normované ireducibilné po-
lynomy z Tx| a ki, ky, . ..k, sii kladné celé Cisla. Koeficient a € T a polynomy f1, fa, ..., fr
su urcené jednoznacne.

Dokaz. Dékaz mozno v [3], veta I1.5.27. L]

Definicia 2.5. Nech fi,f2,...,fr st polynémy v T[x]. Normovany polyném d € T|x]
budeme nazyvaft najvicsim spoloénym delitefom (NSD) polynémov f1, f2,..., f, ak bude
spliiat nasledujiice podmienky:

1. d deli f; pre vSetky i = 1,2,....r,
2. pre kazdy polyném k € T|[x], ktory deli f; pre vetky i = 1,2,...,r plati, Ze k deli d.

Veta 2.6 (Bezoutova veta). Nech f,g sii dva nenulové polynémy z T|x]. Potom existuje

Vv

prdve jeden ich najvicsi spolocny delitel d. NavySe v T|x| existujii polyndmy B a y také, Ze
plati
d=Bf+ys

Dokaz. Dodkaz mozno ngjst v [3], vety 11.5.20. a 1.3.3. [

Veta 2.7. Nech f1, f2,..., [ si polyndmy v T|x]. Potom existuje prdve jeden ich najvicsi
spolocny delitel d. Navyse v T|x| existujii polyndmy oy, 0, . .., Q, také, Ze plati

d=ofi+amfr+...+0f.

Dokaz. Dodkaz urobime indukciou podla r. Pre r = 1 je tvrdenie zrejmé. Nech plati pre
r—12>1anech NSD(f1, f2,..., fr) =d. Plati

d =NSD(f1, fo,...,f,) =NSD(NSD(fi,..., fr_1), f.)-

VyuZzijeme Bezoutovu vetu a rozloZime d na sucet

d= YINSD(flw")fr*l)—{_/}/Zfr' 2.1

VyuZzijeme indukény predpoklad a rozpiSeme

NSD(fi, /2, fr=1) =Bifi+Bofo+ ...+ Br—1fr-1.

Dosadime do (2.1) a dostavame

d=npfi+nbfat...+nbr-1fi-1 + 0t
Polozime 7181 = a1, 7182 = o, ..., 71B—1 = 01,7 = Q, a ddkaz je hotovy. O
Nasledujuce dve tvrdenia vyplyvaju prave z Bezoutovej vety.

Veta 2.8. Nech f a g z T[x| sii dva polyndmy také, Ze f je ireducibilny a nedeli g. Potom
v T[x| existujii polynomy B a y také, Ze f3 +gy = 1.
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Dokaz. Veta vyplyva priamo z Bezoutovej vety 2.6, kde jedinymi delitelmi polynému f
st polyném nultého stupiia a on sdm, zatial ¢o z prepdokladu vidime, Ze f nie je delitelom
g. TakZe NSD je polyném nultého stupiia, ktory sa v normovanom stave rovnd jednej. [

Veta 2.9. Nech polynom f € T[x| je kladného stupria. Podla vety 2.4 ho mézZme rozloZit
na sucin koeficientu 7 T a normovanych ireducibilnych polynomov z T[x| takto: f =
a lk ! é‘z o ff Pre i=1,2,...,r oznacime symbolom f; siicin vietkych polynémov f]l.(j
okrem fl.ki . Potom

f=1T

a navyse plati:

1. pre kazdé i =1,2,...,r existujii v T|x] polynomy B;,: také, Ze plati rovnost fl-ki Bi +
fiv=1

2. vT[x] existujii prvky oy, 0a, . . . , O také, Ze plati rovnost fioq + fa0p + ...+ fro, = 1.

Dokaz. Dokaz prvého bodu vychddza z Bezoutovej vety 2.6, kde fl.ki a f; nemajt podrla
definicie spolo¢ného delitela a preto ich NSD je rovny 1.

Dokaz druhého bodu vychddza z vety 2.7, kde z definicie f; vidime, 2e NSD(f1, f>,..., f) =
1. [

2.2 Vektorovy priestor s endomorfizmom ako T[x]-modul

Nasledujtica podkapitola sa venuje definicii modulu. Ukdzeme ako pomocou endomorfizmu
¢ : U — U mdzme na U definovaf Struktdiru T[x]-modulu. Najskor si vSak pripomeiime
niektoré zakladné pojmy z algebry, vdaka ¢omu sa budeme lepSie orientovat v réznych
Struktdrach. Struktdru (R, +,-, 1) nazyvame okruh s jednotkovym prvkom, pokial (R, +)
je abelovskou grupou a v (R, -) plati asociativita a existuje v nej jednotkovy prvok, pri¢om
v okruhu je nédsobenie distributivne vzhladom k scitaniu. Pripomefime, Ze v abelovske;j
grupe plati medzi prvkami asociativita a komutativita, a existuje v nej nulovy aj opaény
prvok. Komutativnym okruhom nazveme okruh, kde operdcia ndsobenia je komutativna.
Komutativny okruh s inverznym prvkom nazyvame telesom a oznacujeme T. MnoZina
vSetkych polynémov T[x]| s koeficientami z telesa T tvori komutativny okruh. MnoZina
vSetkych matic Mat,(T) s prvkami z telesa T tvori nekomutativny okruh. Abelovski grupu
M nazveme lavy R—modul, pokial existuje zobrazenie R x M — M s vlastnostami:

. (l’] +r2)m =rim—+rom
o r(mi+mp) =rmy+rmy
o ri(rym) = (rir)m

e lm=m
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Definicia 2.10. Pokial U je vektorovy priestor dimenzie n nad telesom T a ¢ : U — U je
endomorfizmus na tomto priestore, tak na U mdzme definovat Struktdiru T[x] — modulu,
v ktorom sa nasobenie polynémom f = Y" ;a;x' definuje

m
fu= Zai(pl(u).
i=0
Podmodul T[x]-modulu U je podpriestor V taky, Zze fv € V pre vietky f € T[x] av e V.

Ekvivalentne to znamena, Ze V je @ —invariantny podpriestor.

Definicia 2.11. Nech u € U \ {0}. Normovany polyném m, najmensieho mozného stupria,
pre ktory plati m,u = 0, sa nazyva minimalny polyném vektoru u. Normovany polyném
my o najmensieho moZného stupiia, pre ktory plati my ou = 0 pre vSetky u € U, sa nazyva
minimdlny polyném endomorfizmu ¢ na priestore U.

Veta 2.12. Bud U vektorovy priestor dimenzie n nad telesom T. Potom plati:

1. pre kaZdy vektor u € U existuje minimdlny polynom my,

2. gu =0 pre nejaky polynom g € T|x]|, prave ked m,,|g,

3. existuje minimdlny polynom my ¢ priestoru U,
4. gu = 0 pre nejaky polynom g a pre kaZdé u € U, prdve ked my ¢|g.

Dokaz. 1. Nech U je vektorovy priestor dimenzie n. Majme Tubovolny vektor u € U.
preto Y a;¢' (1) = 0 pre nejaké nie vietky nulové ag,aj, ... ,a,. Potom je polyném f =
Y oax nenulovy a fu =YY" a;¢'(u) = 0. Sta¢{ ndjst normovany polyném najmensieho
stupnia spliiujici podmienku fu = 0.

2. Najprv ak my,|g, tak g = my,h pre nejaky polyném h € T|x] a gu = hm,u = 0. Naopak
ak gu = 0, tak podla vety 2.3 existuji polynémy g, r € T|x], pre ktoré plati g = m,q+r
a st r <st m,. Po vynasobeni oboch stran vektorom u a drobnych upravach dostaneme
ru = gu — gmyuu = 0, odkial vidime, Ze r = 0, lebo v opacnom pripade by mal tento
polyném niZs{ stuperi ako m,, ¢o je v spore s definiciou. Preto g = m,,q a teda m,,|g.

3. Nech (uy,uy,...,u,) je baza priestoru U a nech polyném f = my, my,, ...my, = mymny,,.
Lubovolny vektor u € U mdZme napisaf ako u = Y. | a;u;. Potom fu=Y" | f(au;) =
Y mymy,(aiu;) =0,ked’ze my,u; =0 pre vSetky i = 1,2,.. ., n. Staci opéf ndjst normovany
polyném s najniz§im stupfiom s danou vlastnostou.

4. Tento dokaz je analogicky s dokazom 2. bodu. [

Veta 2.13 (Zornova lema). Pokial v (¢iastoc¢ne) usporiadanej mnoZine ku kaZdej line-
drne usporiadanej podmnoZine existuje maximdlny prvok, potom v tejto mnoZine existuje
maximdlny prvok.

Dokaz. Dodkaz mozno ngjst v [5], tvrdenie 11.8.1. []

Definicia 2.14. Najmensi T x| —podmodul modulu U obsahujici vektor u definujeme ako

(uy ={sueU, se T}
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Lema 2.15. Nech f je nejaky ireducibilny polyném v T|x] a k nejaké prirodzené Cislo.
Polozme M C U ako
M= {ucU| ffu=0}.

Potom M je T [x]—podmodul.

Dékaz. Nech vektor u leZi v M a nech g je nejaky polyném z T|x], potom

frgu=gf'u=g0=0
apreto gu € M. 0

Veta 2.16. Nech f je ireducibilny normovany polynom nad telesom T. Majme nenulovy
podpriestor M C U, ktory je T|x]-podmodulom a plati preri:

"M = {ff'w; weM}=0 (2.2)

kde k je prirodzené Cislo. Potom v M existujii vektor u a podmodul N také, Ze moZme M
rozloZif na direktny sticet
M= (u)®N.

Ak vezmeme najmensie k s vliastnostou (2.2), moZeme u € M zvolitf ako vektor s vlastnostou
F*Yu =0 a podmodul N ako maximdlny podmodul v M neobsahujiici vektor f*u.

Pozndmka. Podmodul N existuje vdaka Zornovej leme 2.13.

Lema 2.17. Zvolme f,M,k,u a N rovnako ako v predchddzajiicej vete 2.16. PoloZme
v = f*lu. Pre lubovolny polynom s sii nasledujiice tvrdenia ekvivalentné

1. svEN,
2. fdelis,
3. sv=0.

Dokaz. (2) implikuje (3): ak f deli s, tak s m6Zme napisaf ako s = hf. Potom sv = hfv =
hf*u=0.

(3) implikuje (1) je zrejmé.

(1) implikuje (2) dokdZeme obmenenou implikdciou. Ak f nedeli s, potom vdaka iredu-
cibilite f pouzijeme rovnost B f + ys = 1 z vety 2.8. Vieme teda, Zze v = B fv+ ysv = ysv,
kedZe Bfv= B f*u=0. Ak by sv € N, tak potom by aj v = ysv € N, ¢o je spor s definiciou
V. [

Dokaz vety 2.16. Najskor dokazeme, ze
(uyNN =0.
K tomu stadi ukézat, Ze ak a € (u) NN, tak

fla=0
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postupne pre i = k,k—1,...,0. Pre i = k je platnost zrejmd. Nech plati tieZ pre 0 < i < k.
Vektor a lezi v (u) NN, €o znamend, Ze ho mézme napisaf ako a = ru pre nejaké r € T|[x]
a zaroven vieme, ze tento vektor lezi v N, Cize

a=ruecN.

Ak fla =f ru = 0, tak podla vety 2.12 o vlastnostiach minimalneho polynomu plati, Ze
f deli fir, o znamend, Ze fir = f*t, kder € T[x]. Po tiprave dostaneme vzfah r = f*~if.
S jeho pomocou uz l'ahko dokdZzeme, Ze f i—14 =0, lebo

fiila = fiilru = fiilfk*"tu = fkiltu =tveN

aru € N. Ak pouZijeme lemu 2.17, dostaneme, e f'~la =1tv=0.

Ostava dokazat, ze

M = (u)+N.
Tuto Cast dokdZeme sporom. Predpokladajme, Ze (u) + N je vlastnou podmnoZinou M.
Hraddme prvok b € M\ ((u) +N) taky, Ze fb € (u) +N.Necha € M\ ((u) +N). Z definicie
2.16 vieme, Ze f*a = 0 a teda urcite existuje prirodzené &islo / také, Ze fla € (u) +N a
f'la ¢ (u) +N.Polozme f'~'a = b. Mdme teda pozadovany prvok taky, ze b € M\ ({u) +
N) a fb € (u) + N, ktory mdZme napisat ako

fb=tu+w
pre nejaké w € N at € T|x]. Preto
0=fb= i+ fFlw=rmv+

¢o ndm ddva rovnost rv = — f*~lw € N. Preto podla lemy 2.17 f deli ¢ a teda t = fq pre
nejaké g € Tx], o vyuZzijeme vo vzfahu fb = tu+w anahradime ho rovnicou fb = fqu+w.
Dostdvame

f(b—qu)=weN, (2.3)

pri¢om vektor b — qu nelezi v (u) + N, kedze b ¢ (u) + N. Potom logicky b — qu nemdze
lezat v N. Preto N je nutne vlastnou podmnoZinou (b —qu) + N a kedZe je zédrovei
maximalnym podmodulom modulu M vzhfadom k v ¢ N, tak dostdvame v € (b —qu) +N.
Vektor v md6Zme napisat ako

v=p(b—qu)+w (2.4)
pre nejaké p € T[x] aw’ € N. UvaZujme teraz dva pripady - prvy, Ze f deli p a druhy, 7e f
nedeli p. V prvom rozkladdme p na stcin fr pre nejaké vhodné r € T[x]. Potom pomocou
(2.3) a (2.4) dostaneme, Ze

v=fr(b—qu)+w =rw+w,
kde w,w’ € N, ¢o znamend, ze v € N a dostdvame spor. V druhom pripade ak f nedeli p,
tak s vyuzitim ireducibility f je podla vety 2.8 fB + py =1 pre vhodné B,y € T[x], ¢o
spolu s (2.3) a (2.4) vyuZijeme k uprave vzfahu b — qu.
b—qu=Bf(b—qu)+yp(b—qu)=Pw+y—m,
kde v € (u) aw,w € N, apreto b—qu € (u) + N, o je spor s tym, ze b ¢ (u) +N. O
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2.3 Definicia a vlastnosti A-matic

Ako sme spomenuli v predchddzajicej Casti, R = Mat,(T) tvori nekomutativny okruh a
v R[A] dostdvame polyndmy s koeficientami v tvare matic. Kazdy takyto polyném

AQ) =Ag+2AA; +...+AFA;
mdzme sticasne chdpaf ako maticu n X n s prvkami, ktoré si polynémami z T|[x]. Plati
Mat,(T)[A] = Mat,(T[A]).

Prikladom takéhoto polynému je charakteristickd matica A — AE, kde absoldtnym ¢lenom
jematica A a veducim koeficientom (koeficient u najvy$Sej mocniny) polynému so stupfiom
1 je diagondlna matica s —1 na diagondle. UkdZeme vlastnosti takychto polynémov a
spdsob ako upravovat matice, ktorych prvkami sd prave polynémy. Definujeme si pojmy
ako ekvivalencia matic a kanonickd matica, ktoré pouzijeme k ddkazu jednoznacnosti
Jordanovho kanonického tvaru.

Definicia 2.18. Stvorcovd matica A(1) = (a;;(A)), kde prvky a;;(A) st nejaké polynémy
s neznamou A nad telesom T sa nazyva A — matica nad telesom T. Takidto maticu mézme
rozloZzif na sucet

AL) =Ag+ A +A%A + ... +AFA,

kde Ag,Aq,...,A; st matice nad telesom T. Pre Tubovolnd Stvorcovi maticu B m6zme
definovat maticu L, (B) nad telesom T, ktord vznikne dosadenim matice B do polynému
A(A) za A zlava.

LA(B)=Ao+BA | +...+BfA;.

Analogicky definujeme
Po(B)=A¢g+AB+...+AB
pre dosadenie matice B do A(A) sprava.

Lema 2.19. Stuperi siicinu dvoch nenulovych polynomov s maticami ako koeficientami sa
rovnd suctu ich stupriov, pokial v aspori jednom polynome je vediici koeficient reguldrna
matica.

Dokaz. Je zrejmé, Ze stupenn sucinu dvoch nenulovych polynémov sa rovnd sictu ich
stupniov, pokial sucin veducich koeficientov, v naSom pripade nenulovych matic A a B pri
veducich ¢lenoch, nie je nulovd matica. Dokaz urobime sporom. Nech sic¢in matic AB = 0.
Predpokladajme, Ze A je reguldrna, z ¢oho vyplyva, Ze k nej existuje inverznd matica A~!.
Zaroven plati

B=A'(AB)=A"'0=0,
¢o je ale spor s predpokladom. Analogicky dokdZeme pre B reguldrnu. [

Veta 2.20. Nech A(A) je stvorcovd A-matica so stupriom aspori 1 nad telesom T a B je
lubovolnd matica nad telesom T, potom existuje prdve jedna A-matica C(A) a prdve jedna
matica D nad telesom T tak, Ze

A(A) = (B—AE)C(1) +D,

pricom D = LA (B). Analogicky veta plati pre ndsobenie polynémom B — AE sprava,
pricom D =Py (B).
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Dokaz. K dokazu vyuZijeme formulu a—b=(a—b)d ' +a2b+...+ab">+ b1,
ktoru aplikujeme na vyraz B' — A'E, ¢o m6zme, ked’Ze B a E komutuju.

B —AE=B-AE)(B '+ AB 2+ A’B >+ ... + A B+ A E).
Odtial po od¢itani L (B) od A(A) dostdvame
k k

A)~La(B)= Y AiA— Y BiA = -

i=1 i=1 i

(B'—A'E)A; = (B—AE)C(A)

~-

1

pre vhodnd A —maticu C(A). Ostdva dokdzaf jednozna¢nost. Uvazujme, Ze
A(A)=(B—AE)C(A)+La(B)

a zaroven

A(1) = (B—AE)C;(A) +D.

Po od¢itani tychto dvoch rovnic dostdvame
D —LA(B) = (B—-AE)(C(4) - Ci(4)),

kde vidime, Ze na lavej strane rovnice mdme A —maticu stuptia 0, pricom podla lemy 2.19

.....

0, ked’Ze vedicim koeficientom v polynéme B — AE je matica s —1 na diagondle, ktord
je reguldrna. Musi teda platif C(A) = C;(A) a odtial tieZ plati D = L (B). Analogicky
dokazeme pre nasobenie B — AE sprava. 0

Veta 2.21 (Hamiltonova-Cayleyova). Nech A je stvorcovd matica s prvkami z telesa T a
g(L) = |A — AE| je jej charakteristicky polyném. Potom po dosadeni matice A za A do
polynomu g(A) plati g(A) = 0.

Dékaz. Maticu g(A)E mdZzme podla predchadzajiicej vety napisaf ako
g(A)E = (A—AE)C(1) +g(A).

Pokial za C(A) zvolime adjungovani maticu k A — AE, tak z vlastnosti adjungovanej
matice (A —AE)C(A) = det(A — AE)E = g(A)E a z jednoznacnosti dokazanej vo vete
2.20 vyplyva rovnost g(A) = 0. N

Definicia 2.22. Riadkové a stipcové elementarne tipravy A-matic definujeme nasledovne:
1. vynasobenie riadku (stipca) nenulovym &islom z telesa T,
2. vymena riadkov (stipcov),

3. pri¢itanie polynomidlneho ndsobku j—teho riadku (stipca)k i—temu riadku (stipcu),
pricom i # j.
Riadkové elementérne operdcie mozme realizovaf ndsobenim maticou P(1) zlava, pricom

detP(1) € T\ {0}. O matici s touto vlastnosfou hovorime, e je invertibilnd. Stipcové
operdcie mozme realizovaf zasa nasobenim invertibilnou maticou Q(A) sprava.
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Definicia 2.23. Matica A(A) je ekvivalentnd s maticou B(A), pokial maticu B(14) dosta-
neme z matice A(A) elementarnymi operdciami, ¢iZe existujd invertibilné matice P(1) a
Q(A) také, ze

B(1) =P(1)A(1)Q(4).

Veta 2.24. Matice A a B sii podobné prdve vtedy, ked matice A — AE a B — AE sii
ekvivalentné.

Dokaz. Nech si matice A a B podobné. Potom existuje invertibilnd matica P tak4, Ze
B =PAP!
atiez
AE=P(AE)P !

Odtiar
B-AE=P(A—-AE)P .

Nech st matice A — AE a B — AE ekvivalentné. Potom existujd invertibilné matice P(1) a
Q(2) také, ze
B—AE=P(1)(A—AE)Q(Q).

Podra vety 2.20 rozpiSeme
P(A)=(B—AE)P, +Py

Q(4) = Qi(B—1E) +Qu.
Pomocou poslednych troch rovnic postupne upravujeme vyraz
Po(A—AE)Qy = (P(A) — (B—AE)P,) (A — AE)(Q(A) — Qi (B— AE))
= (P(A)(A-2E)Q(1)) — ((B—AE)P;(A—AE)Q(2))—
— (P(A)(A—2AE)Q|(B—AE)) + ((B—AE)P;(A— AE)Q; (B — AE))
=(B—AE)— ((B—AE)P;P '(1)(B—AE))—
—((B—2E)Q"'(1)Qi(B—AE) + ((B—AE)P; (A~ AE)Q; (B — AE))

—B-2B)(E- (PiP(1) - Q' (A)Qu + Pi(A - AE)Q: ) (B 1)
KedZe povodny vyraz Po(A — AE)Qp je A —matica so stupiiom 1, rovnako ako aj matica
B — AE, tak vyraz vo velkej zatovrke v poslednom kroku musi maf stupeti 0. To plati iba

v pripade, Ze v jeho druhom séitanci maticu B — AE so stupiiom 1 vyndsobime nulovou
maticou a ostane v ilom iba jednotkova matica, odkial dostaneme rovnost

Py(A—AE)Qy=B— AE.
Po rozndsobeni a porovnani koeficientov pri A° a 4! dostaneme
PpAQo =B

a dolezitt rovnost
POQO - E7
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kde vidime, ze Qo =P, "ateda plati dokazovany vztah podobnosti matic A a B

PoAP,' =B.

Definicia 2.25. O A —matici K(A) hovorime, Ze je v kanonickom tvare, pokial

pi(A) 0 0 0
0 p(d) O 0
KA)=| 0 0 n(A) ... 0],
0 0 0
0 0

kde / < n a nenulové polynémy p;(A4) st normované a plati pre ne, Ze p;(A) deli p;1(A)
prei=1,2,...,1—1.

Lema 2.26. KaZdii Stvorcovii A—maticu mézme pomocou riadkovych a stlpcovych elemen-
tarnych vprav previest na maticu v kanonickom tvare.

Dokaz. Najdenie kanonického tvaru matice je modifikdciou Gaussovej elimina¢nej me-
tédy. Dokaz urobime indukciou.

Pre maticu 1 x 1 je platnost lemy zrejmd. Nech tvrdenie plati pre (n— 1) x (n—1). Uva-
Zujme nenulovd maticu A(A) tvaru n x n. Pomocou elementdrnej operdcie vymeny riadkov
vynulujeme vietky prvky na zvysnych poziciach v prvom stipci matice. Bud’ sii tieto po-
lynémy a;;(A) delitefné polynémom a;;(A) a stali iba od¢itaf prislusny ¢(A)-ndsobok
prvého riadku matice, alebo deliteIné nie su a vtedy vyuZijeme vztah

a,-l(/”L) = q(l)an(?t) —l—ﬁll(}l,),

pricom st aj;(A) < stajj(A). Od i—teho riadku od¢itame g(A)—nédsobok prvého riadku
a potom tieto riadky vymenime. Na pozicii i = 1, j = 1 mdme novy nenulovy polyném
najmensSieho stupiiaaj (A ). Postup opakujeme, kjm polyném v Favom hornom rohu nedeli
polyném a;;(A). Potom pokracujeme uZz spominanym postupom od¢itania prislu§ného
q(A)— ndsobku prvého riadku od i—teho riadku a na pozicii a;;(A) dostivame nulu.
Rovnako vynulujeme aj prvy riadok pre j # 1. Dostadvame maticu

/an(k)‘ 0 0\
0

: AQ)

0

Rovnako postupujeme pre maticu A. Najskor viak musime oSetrif doleZitd vlastnost ka-
nonického tvaru — delitelnost polynému p; polynémom p;_;. Staci, aby prvok aj; delil
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vietky nenulové prvky matice A(A). Z doterajsieho postupu je zrejmé, Ze bud a; i=0
alebo st ayj(A) < a;;(A) pre vSetky a;;(A) z A(A). Pre druhy pripad opif vyuZijeme, Ze
a;j(A) = q(A)ar(A) +ap(A). Pokial @;;(A) # 0, tak tento polyném uZ spominanymi
tipravami dostaneme na poziciu i = 1, j = 1, vynulujeme 1. riadok a 1. stipec a postup
opakujeme, kym a1 (1) nedeli vietky nenulové prvky matice A(A).

Teraz u? mdzme pouif indukény predpoklad a takymto spdsobom upravif maticu A(A).
Dostaneme maticu v tvare

p(A) 0 0 0
0 p(A) O 0
K(A) = pi(4) :
0
0 T

kde p; deli p;,1 prei=1,2,...,1— 1, kedZe aj; = p; delilo vetky nenulové prvky A(A)
a musi ich teda delif aj po elementdrnych upravich. Takze p; deli p, a vd’aka indukcii
modZme tento vzfah zobecnif. 0

Veta 2.27. Stvorcové matice A(A) a B(A) velkosti n sii ekvivalentné prdve vtedy, ked majii
rovnaky kanonicky tvar.

Dokaz. Ozna¢me najvacsi normovany spolo¢ny delitel’ vSetkych minorov stupiia k v matici
A() ako d{, pritom v pripade, Ze si vSetky minory nulové sa df = 0. Z definicie
kanonického tvaru matice l'ahko zistime, Ze ak je matica A v kanonickom tvare, tak

p1=d}
o A
Pr = dA—k, pokial & | # 0,
k—1

pe=0  prave vtedy, ked dff =0

lebo df = NSD(p1,p2,---,p1,0), teda podla definicie to bude priave polyném pi. Pre
dg‘ = NSD(pip;,0), kde najmensim bude minor matice z prvych dvoch riadkov a stlpcov

A
p1p2, odkial dostdvame p, = Z—ﬁ. Rovnakym sp&sobom postupujeme pre dlA azdoi=1I.

1
Ak dokdZeme, Ze d? = d,lf pre vSetky k = 1,2,...,/, tak ich kanonicky tvar bude rovnaky.
Staci teda dokazat, Ze elementdrne operdcie nemenia d,‘?. Kedze d? je normovany polynom,
tak vyndsobenie riadku (stlpca) skaldrom alebo vymena dvoch riadkov (stlpcov) ho urcite

nezment. Pri pri¢itani ¢(A )-nasobku jedného riadku (stipca) k druhému mozme Tubovolny
minor stupiia k takto vzniknutej matice, oznacime ju Aj, rozlozif na sucet

detM + g(A)detM;,

kde minory detM a detM; si minormi stupiia k pdvodnej matice A. d,‘? deli oba s¢itance
a preto deli aj ich stcet. To znamena, Ze d,ﬁ‘ musi delif aj d,?z. Podobnymi elementarnymi
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operdciami prevedieme maticu A na povodny tvar A, pricom rovnako bude platit, Ze d?z
delf df}. Odtial
A A
d k 2 = d k*
]

Definicia 2.28. Nenulovy normovany polyném m € T[A]| nazveme minimdlnym polyné-
mom matice A # 0, pokial prei platia nasledujice podmienky

1. m(A) =0,

2. pre vietky f(A) € T[A] také, ze f(A) = 0 plati, Ze st m(A) < st f(A).
Pozndmka. Minimélny polyném endomorfizmu ¢ my o, mdzme chapaf aj ako minimélny
polyném matice A endomorfizmu @, kedze my o sme definovali ako normovany polyném

najnizSieho stuptia my o = Y| a;ix’ taky, ze my ou = Y1 a;¢'(u) = 0 pre vietky u € U,
a@(u)=Au.

Veta 2.29. Nech m(1) je minimdlny polyném nenulovej matice A tvaru n x n. Potom m(Q)
Jje rovny poslednému polynému p, (1) na diagondle kanonického tvaru jej charakteristickej
matice A — AE.

Dokaz. Najskor dokdzeme, Ze p,(A) = 0. Vieme, Ze
(—1)"det(A — AE) = djy *E = (=1)"p,(A)d2—E.

Oznac¢me B(4) ako transponovanti maticu algebraickych doplnkov matice A — AE. Potom
plati
(A—AE)B(1) =det(A — AE)E.

Kedze dfjlm je NSD vsetkych minorov matice A — AE velkosti n — 1, tak maticu algeb-
raickych doplnkov mozme rozpisaf ako B(A) = dfl‘__fhEC().), kde NSD vsetkych prvkov
matice C(A) je 1. Odtial dostavame
(—1)"pa(A)dA~EE = (—1)"det(A — AE)E = (—1)"(A — AE)B(A)
= (~1)'(A=AE)d)~}*C(1),

odkial plynie rovnost p,(A)E = (A —AE)C(4), kde po dosadeni A za A v p,(A) dosta-
vame pozadovanu rovnost p,(A) = 0.

Z poslednej rovnosti plynie, Ze p,(A) = g(A)m(A) pre nejaké g(A) € T[A]. Pokial do-

kdzeme, Zze g(A) = 1, dékaz bude hotovy. Podla vety 2.20 vydelime polyném m(A)E
polynémom (A — AE) a dostaneme

m(A)E=(A—AE)Q(1) +R,
kde R =m(A) = 0. Odtial dostdvame

(A—AE)C(A4) = pa(1)E = g(A)m(A)E = g(1)(A - AE)Q(A),
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kde po uprave vidime, Ze
(A—AE)(C(4) —q(1)Q(4)) = 0.

Veduci koeficient matice A — AE je reguldrna matica, z ¢oho podla lemy 2.19 vyplyva,
Ze sucin sa bude rovnat nule iba v pripade, Ze sa druha zatvorka bude rovnat nule. KedZe
NSD vsetkych prvkov matice C(A) je 1, tak zo vzfahu

dostavame pozadovani rovnost g(A) = 1. O

Lema 2.30. Nech g je charakteristicky polynom matice A endomorfizmu ¢ : U — U v ne-
Jakej bdze o. Potom minimdlny polynom my ¢ deli g.

Dokaz. Dokaz plynie z definicie kanonického tvaru a predchddzajiicej vety. Charakteris-
ticky polyném matice A je sucinom vSetkych prvkov na diagondle kanonického tvaru
matice A — AE, pricom poslednym prvkom je prave minimalny polyndm my; . [

2.4 Dokaz Jordanovej vety

Predchadzajice poznatky vyuZijeme k algebraickému dokazu Jordanovej vety. Nech U je
vektorovy priestor dimenzie n s bazou o = (uy,us,...,u,), na ktorom definujeme endo-
morfizmus ¢ : U — U s prislu§nou maticou endomorfizmu (¢)q ¢ = A vzhlfadom k baze
a. V T[x]—module nad priestorom U existuje podla vety 2.12 minimalny polyném my ¢,
ktory mdézme podla vety 2.4 rozlozif na suicin ireducibilnych normovanych polynémov
nasledovne

k1 ok k
my ¢ :fllfzz-Hfrr:

kde k; su prirodzené Cisla.

Lema 2.31. Nech g je charakteristicky polynom endomorfizmu @, ktory md sticet algebraic-
kych ndsobnosti vilastnych cisel rovny dimU = n, f je ireducibilny, normovany polynom
deliaci my g a A prei=1,2,...,n sii viastné Cisla endomorfizmu @. Potom

f=x—%
pre niektoré viastné Cislo A;.
Dokaz. Charakteristicky polyndm napiSeme ako
g=(x—A)(x—=2A2)2 ... (x—A,). (2.5)

Vieme, Ze my ¢|g a teda z predpokladu, Ze f|my o vidime, Ze f|g. Podla vety 2.4 vieme,
Ze rozklad polynému na ireducibilné, normované polynémy je jednoznacny. Preto z (2.5)
vidiet, Ze f = x — A; pre niektoré i. O
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Veta 2.32. Majme vektorovy priestor U s endomorfizmom ¢ : U — U. Nech minimdlny
polynommy o = ]k : fz ... f&r, kde vietky f; sii ireducibilné normované polynémy, pre ktoré
definujeme T x]—podmoduly M; nasledovne

Mi:{ueUmk"uzo}.
Potom U je direktny siicet tychto podmodulov
U=M M, &...OM,.

Pozndmka. Pripometime, Ze koretiovy podpriestor %, sme definovanovali v 1.18 tak, Ze
pouzitim kone¢ného poctu iterdcii endomorfizmu ¢ — A;id na vektory z tohoto podpries-
toru ich zobrazime do 0. V§imnime si paralelu s definiciou T'[x] —podmodulov M;, ktorych
vektory sa tieZ po koneCnom pocte ndsobenia polyndmom f; zobrazia do 0. Ak pripojime
poznatky z definicie T[x]—modulu 2.10 a podla lemy 2.31 vezmeme ireducibilny normo-
vany polyném f = x — A; deliaci minimdlny polyném my ¢, tak dostaneme pri koeficientoch
a1 = 1,ap = —A; vzfah

fu=(x—A)u=xu—Adu= @(u) —Aiu= (¢ — Aid)u.

Vidime, Ze existuje prirodzené k také, Ze pre vietky u € %, plati f*u = (¢ — A;id)*u =0
a preto mdzme zobraf T|x]—podmoduly M; definované pomocou polynémov (x — A;)
takych, 7e (x — A;)%u = 0 pre u € M; za koretiové podpriestory definované vzfahom
(p— liid)ki u = 0. Predchadzajica veta, ktord nardba s pojmom podmodulov M;, hovori
o rovnakom rozloZeni vektorového priestoru U na direktny sucet ako veta 1.18 o rozklade U
na korefiové podpriestory %,., pricom pocet takychto podpriestorov oznac¢eny pismenom
k v prvej kapitole sme v predchddzajicom vyjadreni oznacili pismenom r. Zaroveii si vSak
v§imnime, Ze veta 2.32 je vSeobecnejSia, kedZe sa neobmedzuje len na polynémy v tvare
(x — A;)%i. TaktieZ jej dokaz je odlisny od dokazu vety 1.18.

Dokaz. Veta plati, pokial sucet podpriestorov M; tvori cely priestor U a zaroveni podla
lemy 1.9
-
M;N Z M = 0.

j=1

i#]
Nech vektor u € M; ) M;, kde j # i. Potom fik"u = 0. Zaroven vSak aj fiu=0, kedZe
vektor u € M; MY, M lezi urCite v niektorom M; pre j # i a polyném f; je podla vety 2.9
nasobkom polynému fjk /, Cize fu=f, f;(j u =0, kde f’; dostaneme vydelenim polynému
f; polynémom fjl.(j . Podra prvého bodu vety 2.9 existuji v T[x]-module polynémy f; a ¥

také, 7e f1B + F% = 1. Odtial u = B f¥u + yf;u, kde obi dva s¢itance sd rovné 0 a teda
dostdvame, Ze u = 0. Preto M;NY M; = 0 pre j # i.
Podra druhého bodu vety 2.9 existuji v T[x] polynémy ¢, 0, ..., o, také, Ze

u—= (X171M + (Xz?zll + Otr]_‘ru. (26)

Pretoze my o = fl-kifi je minimalny polyném, je f;u € M; a teda vietky scitance z (2.6)
leZia v prislu§nych podpriestoroch M; a preto ich kombindcia bude leZaf v )| M;.
O
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Veta 2.33. Lubovolny podmodul M; 7 vety 2.32 moZme rozloZit na direktny siicet podmo-
dulov

M; = <u1>@<u2)@...@<ul>.

Pozndmka. Rovnako ako sme v geometrickom dokaze korenové podpriestory delili dalej
na direktny sucet podpriestorov s cyklickym endomorfizmom a znacili sme ich V;, tak
aj predchadzajica veta 2.33 hovori o takomto rozklade. Na kazdom T[x]—podmodule
(korefiovom podpriestore %,,) mame opif T [x| —podmodul uréeny vektorom u € M; takym,
7e pre nejaké prirodzené k sa ffu =0, ale f*~'u # 0, pricom vsetky prvky fiu, kde
0 <i < kocividne lezia v M; a opakovanym ndsobenim polynémom f; vytvorime cyklicky
refazec, na konci ktorého sa povodny vektor u po k iteraciach, teda po k vyndsobeniach
polynémom f;, bude rovnat nule. Podstatny rozdiel medzi vetou 2.33 o rozklade koretiového
podpriestoru podla cyklickych endomorfizmov a predchddzajicou vetou je v tom, Ze tento
algebraicky pristup rozdeluje M; priamo na refazce generované prave jednym vektorom,
pricom geometricky dokaz pracoval s rozkladom podla obrazov endomorfizmu s dimenziou
nie nutne rovnou jednej. Tieto jednoznac¢ne ur¢ené dimenzie ndim neskdr pomohli dokézat
jednoznacnost JKT, ¢o v tomto pripade vyuZif nemdzme.

Dokaz. Kazdy podpriestor M; mdZme vdaka vete 2.16 rozloZif na direktny sucet
<Lt1> @ N;.

Pripomenime, Ze u; je taky vektor v M;, ze fiki 1y # 0 a podmodul N; € M; je maximalnym
podmodulom neobsahujicom vektor fl.ki _lul. Potom v Nj existuje vektor u, taky, Ze pre
nejaké prirodzené k' < k; sa fl.k/u =0 a zéroven fl-k/*lu # 0 a k takémuto vektoru existuje
v N aj maximélny podmodul N, taky, Ze vektor fl-k/_luz nelezi v podmodule N,. Potom

N = <u2> DN>.

Postupne mdzme celé M; rozlozif na direktny stcet T [x] —podmodulov generovanych vzdy
jednym prvkom
M= (u1) ® (u2) ® ... (up),

kde plati, 7e f¥(u;) =0 pre j=1,2,...,p. O

Lema 2.34. Nech f =x— A. Nech u € U je také, Ze fku =0a fkflu #£ 0 pre nejaké
prirodzené k. Potom T|x|—podmodul (u ) md bdzu {u, fu,..., f*1u}.

Pozndmka. Zatial o v geometrickom dokaze sme bdzu podpriestoru %), rozloZeného na
direktny sucet invariantnych podpriestorov s cyklickym endomorfizmom dostali priamo
pri dokaze vety 1.21 o tomto rozklade, tak vo vys$Sie uvedenej vete 2.33 sme urcenie
bazy opomenuli. Predchddzajica lema 2.34 sa vSak tomuto problému venuje a vidime,
Ze Tubovolny podpriestor V; zo schémy na strane 16 s bdzou urcenou prisluSnym j—tym
stipcom, ¢iZe refazcom zobrazeni vektoru u ; endomorfizmom y = ¢ — A;id, sa zhoduje
s niektorym T[x]—podmodulom (u;) z lemy 2.33 s bazou (u;, fuj,..., f* 1u;).
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Dokaz. Pripomenime, Ze aby bola mnoZina bidzou nejakého priestoru, v naSom pripade
T[x]—podmodulu, musi ho generovat a byf linedrne nezdvisld. Aby bola linedrne nezévisla,
musia v rovnosti

a1u+a2fu+...+akfk_1u:0 2.7)

byt vietky a; rovné nule. Po vyndsobeni (2.7) polynémom f*~! dostaneme
ap fkflu =0,

¢o plati iba ak a; = 0. Postupujeme indukciou podlai=1,2,...,k—1, kde predpokladame,
7e ay = ay = ... =a; = 0 a po vynasobeni (2.7) polynémom f*~~! dostavame

k—1
ai+1f M:O,

odkial nutne a;1 | = 0. Postupne dokazeme, Ze a; = 0 pre vSetky i = 1,2,...,k a teda nasa
mnoZzina je linedrne nezavisla.

Ak mnozina vektorov generuje T[x]—podmodul (u ), tak to znamend, Ze Tubovolny nenu-
lovy prvok gu € (u ), kde g € T|x], mdZme napisaf ako kombindciu prvkov nasej uvazovanej
mnoZiny. Polyném g m6Zme rozpisat ako

n n . n .
g= Z ajx! = Zaj((x—/l) —l—?L)j = Z bi(x—A),
j=0 j=0 j=0
kde vyuzijeme vzfah z lemy 2.31 f = x — A a dostaneme nalsedujici tvar polynému

g=) bif’
j=0

J

Po aplik4cii na vektor # mame
n
gu = Z bjflu,
j=0
kde pre j > k je f/u = 0 a preto dostdvame gu v pozadovanom tvare
k=1 ,
gu = Z biflu.
j=0

]

Dokaz Jordanovej vety pre endomorfizmy. Nech U je vektorvy priestor s dimenziou rov-
nou n a s endomorfizmom ¢ : U — U, ktorého stcet algebraickych ndsobnosti vlastnych
¢isel je rovny n. Vektorovy priestor U mdzme podla vety 2.32 rozloZif na direktny su-
et T'[x]—podmodulov M; uréenymi ireducibilnymi normovanymi polynémami f; = x — A,
deliacimi minimalny polyném my ¢, Cize

U=M &M &...OM,.

Podmoduly M; m6zme zas podla vety 2.33 rozlozif na direktny stcet T|[x]—podmodulov
generovanych jednym prvkom (u)

M; = (u) ® (u2) ® ... D (up).
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Podla lemy 2.34 je endomorfizmus ¢ — A;id cyklicky na kaZzdom (u;). Ndjdeme bazu
v kazdom takomto T|[x]—podmodule (u;), tieto bizy zjednotime a vdaka direktnému
suctu dostaneme bdzu celého M;. Rovnako po zjednoteni bdz vSetkych M; dostaneme
bazu celého T[x]—modulu. Matica endomorfizmu bude maf vdaka invariantnosti M; a
T[x]—podmodulov v nich podrla vety 1.14 blokovo diagondlny tvar. Sta¢i ndm ndjst bazy
jednotlivych T[x]-podmodulov (u;), pre ktoré bude mat matica endomorfizmu ¢, tvar
Jordanovej bunky. Vd’aka vzfahu f; = x — A; ukdZeme, Ze baza

o = (u, fut,..., {5 u)

z lemy 2.34 spliia poZadovant vlastnost:

Q) = xu = Aiu+ fiu
o(fiu) = xfiu = Aifu+ fru
o(f2u)= xfou  =hiffu+fu

o0 = xftu = hf Pt
(p(fl.k_lu): xfl-k_lu :lifik_]u—kfiku:liff_lu.

Ked zostavime pomocou tejto schémy maticu endomorfizmu q)\<u ) v baze o, dostdvame
Jordanovu bunku s prisluSnymi vlastnymi ¢islami A; na diagondle a jednotkami nad hlavnou
diagonalou.

K dokazu jednoznacnosti Jordanovho kanonického tvaru vyuzijeme kanonicky tvar matice
endomorfizmu. Dve r6zne matice endomorfizmu ¢ si podobné, ¢o znamend, Ze matica
v Jordnaovom kanonickom tvare, ktord nazveme J, bude podobnd s T'ubovol'nou maticou
endomorfizmu v nejakej inej baze. Podla vety 2.24 si ich charakteristické matice A — AE
a J— AE ekvivalentné, ¢o zas podla vety 2.27 znamend, Ze maju rovnaky kanonicky
tvar K(A). Sta¢i ndm ndjst algoritmus, ktory preukdze jednozna¢nost medzi kanonickym
tvarom matice A — AE, a teda aj matice J — AE, a Jordanovym kanonickym tvarom matice
endomorfizmu — maticou J, ktord bude podobna vSetkym maticiam endomorfizmu ¢ bez
ohladu na vyber bdzy. Tento algoritmus si ukdZeme na prikladoch jednotlivych moZnych
situdcii.

1. Ur¢ime kanonicky tvar A —matice J — AE, kde J je Jordanova bunka velkosti k
s vlastnym ¢islom A;.

Mol 0
0 A I 0
0 0 A 0
J: . .
o .. Al
0 .. 0 A

Najmensi nenulovy spolo¢ny delitel dlj je urcite rovny 1. Rovnako vSetky nenulové
minory velkosti 2 budi maf NSD=1, ¢o si minory submatic nad hlavnou diagonélou
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( 111_ 2 (1)) Tymto spdsobom zistime, Ze najvacsi spolocny delitel minorov r6znych
velkosti bude rovny jednej aZ po d,{_ ;- V pripade d,{ ide o determinant nasej matice,

ktory po tdprave na normovany tvar je rovny (A — A;)*. Kanonicky tvar Jordanovej
bunky velkosti k bude mat preto tvar K(1) = diag(1,1,...,1,(A — A;)).

2. Ur¢ime kanonicky tvar A —matice J — AE pozostavajiicej z dvoch Jordanovych buniek
velkosti k a m, kde k < m, s vlastnym ¢islom A;. Pre jednoduchost zvolme napriklad

k=3am=4.
M0
0 A 1 0
0 0 A
A1 0 0
0 A 1 0
0 0 0 4 1
0 0 0 A

Nad hlavnou diagondlou mame 5 jednotiek, z coho podla predchddzajiceho prikladu
vidime, Ze dij =1prei=1,2,...,5 Pre i = 6 bude NSD prisluSnych minorov
(A — A1)? reprezentujiici maticu po vyskrtnuti 4. stipca a posledného riadku. Pre
i = 7 ide opif o normovany determinant matice rovny (A — A;)”. V dokaze vety 2.27
sme dokdzali vzfah medzi polynémami z kanonického tvaru a najva¢simi spoloénymi
delitelmi

dy

Pk =7
dk—l

Vdaka tomu uréime kanonicky tvar K(A) = diag(1,1,...,1,(2 — 4;)%, (2 — 4;)*).

3. Ur¢ime kanonicky tvar A —matice J — AE pozostavajicej z dvoch Jordanovych bu-
niek velkosti k a m, kde k < m, s dvoma roznymi vlastnymi ¢islami A; a A,. Pre
jednoduchost zvolme napriklad k =3 am = 4.

A 10
0 A 1 0
0 0 A
J= AL 1 0 0
0 4 1 O
0 0 0 A 1
0 0 0 A&

Podobne ako v predchddzajicom bode bude dij =lprei=1,2,...,5. Pre i =6
neexistuje spoloény delitel okrem 1, ked’Ze nenulové minory velkosti 6 st aj (A; — A )3
po vyskrtnuti 4. stipca a posledného riadku, aj (A, — A )* po vyskrtnuti prvého stipca
a 3. riadku. ¢ je normovany determinant matice J — AE rovny (A —41)*(A — A2)*.
Preto kanonicky tvar bude K(A) = diag(1,1,...,1,(A — 4;)3(A — A)%).
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Majme teda kanonicky tvar matice A — AE

p1(A) 0 0
K(2) = 0 p2(4) ) 0 ’
0 pn()t)

Polynémy p; rozpiSeme nasledovne

P1 = (ﬂ, —lﬁkl(l —lz)ll
pr=A—-2)A =)k ..

pn= (4 —M)k’l(ﬂt —lz)l” e
KedzZe p; deli p;;1, tak urcite plati

ki <k, <...

IN

kn,

L<h<...

IA

In,

pre vSetky vlastné ¢isla A;. Plati, Ze Jordanove bunky prislusné vlastnému ¢islu A; maji
rozmery ki,kp,...,k,, Jordanove bunky pre vlastné ¢islo A, majd rozmery [y,0,...,1, a
takymto spdsobom ndjdeme velkosti a pocty vSetkych Jordanovych buniek v JKT. [

2.5 Algoritmus hFadania Jordanovho kanonického tvaru

Majme Tubovol'ni maticu A endomorfizmu ¢. Vieme, Ze jej charakteristickd matica A — AE
je ekvivalentd s maticou J — AE, ¢o znamend, Ze maji rovnaky kanonicky tvar. Tieto po-
znatky vyuZzijeme pri hfadani JKT a matice prechodu medzi A a J. V prvom rade prevedieme
maticu A — AE riadkovymi a stipcovymi elementarnymi tipravami na kanonicky tvar

A—AE |E K(1) | P(A)
E Q@ ’
pri¢om plati, Ze K(1) = P(1)(A — AE)Q(A). Z kanonického tvaru matice vieme jedno-
znacne urcif maticu v Jordanovom kanonickom tvare a teda aj jej charakteristicki maticu.

T opif riadkovymi a stlpcovymi elementarnymi operaciami prevedieme na kanonicky tvar

J-AE|E _ KA [ P(A)
E C o Q(A) | ’

pri¢om plati, 7e K(1) = P(1)(J — AE)Q(A).

Z rovnosti K(A) dostdvame po dprave rovnicu

J-AE=P '(A)P(A)(A—AE)Q(A)Q '(A).
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(A)P(A) pre jednoduchost nahradime vyrazom P(A). Rovnako poloZime
Q(A) =Q(A)Q ' (1). Dostaneme rovnost

J—AE=P(1)(A—AE)Q(A).

Postupujeme rovnako ako v dokaze kritéria ekvivalencie 2.24. Vdaka vete 2.20 rozloZime
PaqQ:
P(A)=(J—AE)P;+P

Q1) =Qi(J-2E)+Qo

a postupnymi Upravami s vyuZitim predchddzajicich troch rovnic, rovnako ako v spome-
nutom ddkaze, dostaneme vztah

J—AE =Py(A—1E)Qy,
odkial po porovnani koeficientov pri 4! a A dostaneme
J=PoAP, .

Vsimneme si, Ze Py dostaneme dosadenim matice J do polynému P(A) zlava, ¢o déava
jednoduchy navod na vypocitanie Py.

Priklad 2.35. UkaZeme si na priklade ako ndjdeme Jordanov kanonicky tvar J a maticu
prechodu P. Majme maticu

3 2 =3
A=14 10 —12
36 -1

Riadkovymi a stipcovymi elementirnymi operdciami Ju upravujeme na kanonicky tvar,
pri¢om sa ndm z jednotkovych matic formuji aj matice P(1) a Q(4).

3-4 2 3 (100 4 10—-A 12 |0 1 0
4 10-A —12 |0 1 0 3 6 —7-A1]0 0 1
3 6 —7-1]0 0 1 3-1 2 -3 (100
1 0 0 ~ 1 0 0 ~
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

1 4-4 —5+1]0 1 —1
3 6 -7-2100 1
3-4 2 -3 (10 0
~ 1 0 0 ~
0 1 0
0 0 1
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1 42 —5+A 0 1 —1
0 —32-21) 42-2) |0 -3 4
0 2-A)(A—=5) (A-2)(A—6)|1 A—-3 3-21
1 0 0 ~
0 1 0
0 0 1
1 0 0 0 1 1
0 -32-1) 42-1) |0 -3 4
0 2—A)(A—=5) (A-2)(A—6)|1 A—3 3—A
A 1—4 5-1 ~
0 1 0
0 0 1
1 0 0 0 1 ~1
0 2-1) 42-A) |0 -3 4
0 2-1) A=2)A—6)|1 A—3 3—A
A I 1 5-1 ~
0 1 0
0 1 1
1 0 0 0o 1 -1
0 1A—2 0 0 -3 4
0 0 (A-22|1 A —-1-21
A B 1—A
0 1 4
0 1 -3

Kanonickd matica je tvaru

1 0 0 1 —1 11 1-2A
0 0 (A-2)?2 1 A —1-2 01 -3

—P(2)(A - AE)Q(A).

(]

Z kanonickej matice jednoducho dostaneme Jordanov kanonicky tvar, kedZze vidime,
Ze ma dve Jordanove bunky, obe s vlastnym ¢islom A = 2, jednu velkosti 1 a jednu velkosti

: o

SO
SN O
N = O
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Teraz rovnakym sposobom z matice J — AE vyjadrime kanonicky tvar, priCom ndjdeme

P(1)aQ(A).

2-2 0 0 |1 00 0 0 2-Al1 00
0 2-2 1 (010 1 2-2 0 |010
0 0 2-A10 0 1 2-1 0 0 |0 01
1 0 0 ~ 0 0 1 ~
0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0
1 2-12 0 |0 10 1 2-2 0 |0 1 0
0 0 2-Al1 00 0 0 2-A|1 0 0
2-42 0 0 [0 0 1 0 —(2-4)? 0 |0 A-21
~ 0 0 1 ~ 0 0 1 ~
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0
1 0 0 |0 1 0 1 0 0 0 1 0
0 0 2-A11 0 0 0 A—2 0 1 0 0
0 —(2-1)? 0 |0 A-21 0 0 (A-2%|0 A-21
~ 0 0 1 o 0
0 1 0 0 0 —1
1 A-2 0 1 0 2-1

Kanonicky tvar matice J — AE je rovnaky ako u A — AE. Vyratali sme matice prechodu
PaQ.

1 0 0 0 1 0 0 —
KA)=10 A-2 0 =({1 0 O0|J-2E)[0 0 -1
0 0 (A-2)? 0 1 0

—P(1)(J - LEQ(A).
Z oboch rovnosti pre K(A4) dostdvame vzfah

1 ~ ~ ~—1

(A)P(1)(A-2E)Q(2)Q

Cize dopocitame P(A), rozpiSeme ho do tvaru polynému s maticami ako koeficientami a
dosadime maticu J do tohto polynému za A zlava, ¢im dostaneme maticu Py taku, Ze

J-AE=P (1) =P(1)(A - AE)Q(A),

J=PoAP,".
N o 10\ /0 1 -1 0 -3 4
PA)=P ' AWPA)=| 1 o0o0|-[0o -3 4 |=[0o 1 -1
2-2 0 1) \1 2 -1-2 1 2 -3
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Vidime, Ze je to A—matica so stuptiom rovnym 0, ale vSeobecne si ukdZeme, ako by
sme postupovali, keby ndm v matici P ostali aj nejaké A a teda by mala stupenl rovny 1.
Vyjadrime

00O 0 -3 4
PA)=A-10 0 OJ+(O0 1 —1
00O 1 2 -3
a po dosadeni J za A dostaneme
200 00O 0 -3 4 0 -3 4
Po=Lp(J)=(0 2 1 00O0|+10 I —-1]=1(0 1 -1
00 2 00O 1 2 -3 1 2 -3
111
P,'=[1 40
1 30
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