4. domaci dloha ze seminare z matematiky II, 19. 3. 2024

1. Necht funkce f : (a,b) — R je spojitd a nenulovd. Pak rovnéz funkce 1/f(z) je
spojitd v kazdém bodé intervalu (a,b). Dokazte. Pied dukazem spojistostii v bodé
¢ € (a,b) dokazte

(3K >0) (30 >0) Ve € (c—0,c+96) |f(x)] > K.
Budete to potiebovat.

2. Necht [a,, b,] pro n € N je systém do sebe vlozenych intervalu

[an—i-la bn-l—l] g [CLn, bn]
Pomoci suprema vhodné mnoziny dokazte, ze prunik vsech téchto intervalu je neprazdny,
tj.
N> [an, by # 0.

Ukazte, ze tvrzeni neplati pro oteviené intervaly.

3. Necht U = {a + bW3 € Ria,b € Q}. Dokazte, ze to je vektorovy prostor nad
racionalnimi ¢isly QQ, najdéte néjakou jeho bazi a dokazte, ze je to skutecné baze.

4. Cauchyova nutné a postacujici podminku pro existenci vlastn{ limity lim, ,, f(z)
je
(Ve >0) (30 > 0) (Vz,y € (a —d,a+0) —{a}) [f(z) — f(y)| <e.
(1) Dokazte, ze je to podminka nutna.
(2) Pomoci této podminky dokazte, ze
lim sin —
z—0 x
neexistuje.

5. Necht U je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem a necht P : U — U je kolm4
projekce na podprostor V' C U. Dokazte, ze

(1) Po P =P ( symbol o znamen4 skldadani zobrazenf).
(2) Pro vsechna u,v € U plati

(Pu,v) = (u, Pu).

({u,v) znaci skaldrni soucin.)



