5. domaci tloha ze seminare z matematiky II, 2. 4. 2024

1. Napiste si presna znéni téch tvrzeni, kterd jsme v seminéri dokazali na zdkladé
axiomu o supremu. Néktera z nich muzete pouzit pri feseni nasledujicich tloh.

2. Pro kazdé n € N mdme uzavreny interval [c,, d,,]. Necht
< len, dn]) = 0.
Potom existuje £ € N takové, ze
NF_len, dn] = 0.
Dokazte.

3. Cauchyova nutné a postacujici podminku pro existenci vlastni limity posloupnosti
lim,, o0 T, Tika
(Ve >0) (Ip e N) (Vk,n>p) |z, — x| <e.
(1) Dokazte, ze je to podminka nutna.
(2) Dokazte, ze je to podminka postacujici.

4. Necht spojitd funkce f : [a,b] — R mé derivaci ve viech bodech otevieného intervalu
(a,b) a f(a) = f(b). Dokazte, ze pak existuje bod ¢ € (a, b) takovy, ze derivace funkce
f v bodé ¢ je

f'(c) = 0.
Ndvod: Pokud f nenf na [a, b] konstantni, uvazujte bod, v némz nabyva svého maxima
nebo minima.

5. Rekneme, ze redlnd funkce f : R — R je lokdlné konstantni v bodé ¢, jestlize
existuje § > 0 takové, ze f je konstantni na intervalu (¢ — J,c + ). Dokazte, je-li f
lokalné konstantni v kazdém bodé, je konstantni na celém R.

Ndavod: Ukazte, ze f je konstantni na kazdém uzavieném intervalu [a, b].



