Obsah

1 Rovnice prvniho fadu

Jednorozmérnd rovnice kontinuity . . . .. ..o o000
1.1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych . . . . .. .. ... ... ..
1.1.1 Linedrni rovnice . . . . . . . . . .. ...
Reseni rovnice a(z, y)u, + b(z,y)u, =0 . . ... . ... ...

1.1.2  Kanonicky tvar a feSeni rovnice linedrni v prvnich derivacich
1.1.3 Okrajovétdlohy . . . .. .. ... ..
Okrajova tloha pro rovnici a(z, y)u, + b(x, y)u, = f(z,y,u) .

Okrajova tloha pro obecnou rovnici . . . . . . ... ... ..
Quasilinearni rovnice a jeji geometricka interpretace . . . . .

1.2 Rovnice v n nezavisle proménnych . . . . ... . ... .00
Rovnice linearni v derivacich s nulovou pravou stranou . . . .
Quasilinearni rovnice . . . . . ... ... L

Okrajova tloha pro obecnou rovnici . . . . . . ... ... ..

Cviceni . . . . . . e

2 Rovnice druhého Fadu linearni ve druhych derivacich

2.1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych . . . . . . .. .. ... ...
2.1.1  Charakteristiky a kanonicky tvar rovnice. . . . . . . ... ..
Hyperbolickd rovnice . . . . . . . .. .. ... ... ......

Parabolickd rovnice . . . .. ... oo oo

Eliptickd rovnice . . . . . . ... oo o

2.1.2  Kanonicky tvar linearni rovnice s konstantnimi koeficienty . .

2.2 Rovnice v n nezavisle proménnych . . . .. ... ... ..

3 Hyperbolické rovnice

Kmitdni struny . . . .. . . oL o
3.1 Rovnice v jedné prostorové proménné . . . .. ... .. .. ... ..
3.1.1 Pocatecni iloha pro rovnici na primce a d’Alembertuv vzorec
Homogenni rovnice s obecnymi pocatetnimi podminkami . .
Nehomogenni rovnice s nulovymi poc¢atecnimi podminkami .

Obecné pocatecni uloha a jednoznacnost feseni . . . . . . . .

3.1.2 Pocatecni iloha pro rovnici na polopfimece . . . . . . . .. ..
Pevny konec . . . ... oo

Volny konec . . . . . . . .. Lo

3.1.3 Pocatecni iloha pro rovnici na tseéce . . . . ... ... L.

Dva pevné konce — uziti d’Alembertova vzorce . . . . .. ..

3.1.4 Obecné okrajova tloha — metoda separace proménnych . . .
Homogenni Robinovy okrajové podminky . . .. .. ... ..
Nehomogenni Robinovy podminky . . . . ... ... ... ..

Klasicka aplikace: Kmity strun hudebnich néstroja . . . . . . .. ..

R W W

13

17
22
25
26
31
33
34

37
37
38
38
41
42
44
46



4 Parabolické rovnice
Jednorozmeérnd rovnice diftize / vedeni tepla . . . . . . ... Lo Lo L

4.1

Specidlni piipady a okrajové podminky . . . . . ... ... L oL
NejjednoduSsi feSeni . . . . . o o oL Lo
Rovnice ve dvou proménnych, evoluéni rovnice v jedné prostorové proménné . . . .
4.1.1 Homogenni dlohy pro homogenni rovnici na pfimee . . . . . . .. ... ...

Periodické okrajové podminky . . . . . ... ... oo

Podminky integrovatelnosti . . . . . . .. ... oL 0oL
4.1.2 Homogenni ulohy pro homogenni rovnici na polopiimece . . . . .. ... ..
4.1.3 Homogenni dlohy pro homogenni rovnici na tsec¢ce . . . . . . .. ... ...
4.1.4 Homogenni dlohy pro homogenni rovnici — shrnuti . . . . . ... ... ...
4.1.5 Ulohy pro nehomogenni rovnice . . . . . . . . ... oo

Nehomogenni Robinovy podminky . . . . .. .. .. ... . ... ...,
4.1.6  Uloha bez pocateénich podminek . . . . . ...
Klasicka aplikace: Teplotni viny . . . . . . . . .. .. ... .. ... .. .. ...,

5 Eliptické rovnice

5.1

5.2

Rovnice ve dvou proménnych . . . . . .. .00 oo
5.1.1 Okrajova iloha na obdélniku . . . . . . ... .. ... ... ... ...
Nehomogenni rovnice s homogennimi okrajovymi podminkami . . . . . . .
Homogenni rovnice s jednou homogenni okrajovou podminkou . . .. ...
Homogenni rovnice s nehomogennimi okrajovymi podminkami . . . . . ..
5.1.2  Dirichletova tloha pro Laplaceovu rovnici na kruhu. . . . . . .. ... ...
Kruhova inverze . . . . . . . .. .. L
5.1.3 Jednoduché harmonické funkce . . . . . . .. .. ...
Rovnice v m proménnych . . . . . . . ... L oo
5.2.1 Jednoznac¢nost feseni okrajovych tuloh pro Poissonovu rovnici . . . . . . ..
5.2.2 Harmonické funkce . . . . . . ...
Fundamentalni harmonické funkce . . . . . . .. ... ... ... ... ...
Integralni reprezentace dvakrat diferencovatelné funkce. . . . . . . . . . ..
Vlastnosti harmonickych funkei . . . . . ... o000
5.2.3 Greenovy funkce . . ... L
Greenova funkce pro Dirichletovu tilohu na specidlnich oblastech . . . . . .
5.2.4  Vlastni cisla a vlastni funkce Laplaceova operatoru . . . . . . .. ... ...
Pro Dirichletovu tlohu na obdélniku . . . . . . . ... ... .. ... ....

A Distribuce
A1 Zakladni pojmy . . . . ...
A.2 Konvergence v prostoru distribuci . . . . . ... Lo

A.2.1 d-vytvorujici posloupnosti . . . . . .. Lo o

A.3 Derivovani distribuci . . . . . oo oL
CVICENT . . o o o e e e

B Okrajové tlohy pro obycejné linearni rovnice druhého fadu
B.1 Formulace tloh . . . . . . . . ..

Diferencidlni operator . . . . . . .. . ..o
Okrajové podminky . . . . . . .. .o
Symetricky diferencidlni operator . . . . . . .. ... oL 0oL

B.2 Homogenni okrajova tloha s parametrem . . . . .. .. .. ... oL

Sturmova-Liouvilleova tloha . . . . . . . . . ... ...

B.3 Nehomogenni rovnice s homogennimi okrajovymi podminkami . . . . .. ... ...

Fourierova metoda . . . . . . . . .. e
Metoda variace konstant . . . . . . . . .. e
Greenova funkce . . . . ... L

ii

81
81
84
86
88
89
90
92
98
100
103
103
107
109
111

113
113
114
114
117
120
122
126
127
129
129
130
131
135
137
139
142
144
146

149
149
153
153
154
159



B.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami . . . . .. ... .. ... ... ..
Cviceni . . . . . e e

C Neékteré diferencialni a integralni identity

C.1 Transformace Laplaceova operatoru. . . . . . . . .. ... ... . ...
C.2 Integrace per partes a Greenovy vVZorce . . . . . . . . . v v v v v v v v v i i

il



Kapitola 1

Rovnice prvniho radu

Jednorozmeérna rovnice kontinuity

Uvazujme néjakou kapalinu proudici v dlouhé tenké trubce. Predpokladejme, ze v kazdém misté
a v kazdé chvili zndme rychlost proudéni. V kapaliné navic mohou probihat néjaké procesy, které
meéni jeji mnozstvi; kapalina muze napiiklad unikat prasklinami ve sténé trubky, nebo jeji soucdsti
mohou byt néjaké bakterie nebo tasy, které se mnozi, takze se mnozstvi kapaliny zvétsuje a
podobné. Predpokladejme, Ze i tyto procesy zname. Chceme popsat, jak se méni mnozstvi kapaliny
v libovolném bodé uvazované trubky.

Ponévadz trubka je ,dlouhd a tenka“, muzeme ji povazovat za jednorozmérny prostor; v ose
trubky je umisténa osa x. Mnozstvi kapaliny budeme vyjadifovat pomoci délkové hustoty o, hmot-
nosti vztazené k délce. Hustota muze byt v kazdém ¢asovém okamziku a v kazdém bodé jind, tedy
0 = o(t,z). Mnozstvi m = m(t, o, 5) kapaliny mezi libovolné zvolenymi body « a 8 v ¢asovém
okamziku ¢ je s hustotou p svdzana vztahem

B

m(t, o, B) :/Q(t,x)dz.

(03

Rychlost proudéni v také muze byt v kazdém casovém okamziku a v kazdém bodé jind, tedy
v = v(t,x). Pokud v bodé = a v ¢ase t proud{ kapalina zleva doprava, bude v(¢,x) > 0, pokud
zprava doleva, bude v(t,z) < 0. Rychlost proudéni vyjadiuje skutecnost, ze mnozstvi kapaliny
= pu(t, 7, ), které protece pies bod z za ¢asovy interval od ¢t do ¢t + 7 je ddno integrdlem

t+7

wu(t,m,x) = /v(s,x)g(s,x)dT.

t

Ttetim procesem je ptibyvani nebo mizeni kapaliny. To také muze byt rizné v ruznych casech a
v ruznych bodech. Navic muze zdviset i na hustoté kapaliny; hustsi kapalina méné unika praskli-
nami a podobné. Proces zmény mnozstvi kapaliny vyjadifme ,hustotou zmeény“ f = f(¢,z, 0);
pokud je f > 0, jedna se o prirustek, pokud f < 0, jednd se o tbytek. Veli¢ina f vyjadiuje, ze
celkovy prirustek nebo ibytek mnozstvi kapaliny v = v(t, 7, «, 5) v tdseku od « do § v ¢asovém
intervalu od ¢ do t + 7 je ddn dvojnasobnym integralem

t+7

B
V(t,T,a,ﬂ):/ f(s,x,g(s,z))dz ds.

t a

Nyni uz muzeme vyjadiit mnozstvi kapaliny v tiseku od v do 8 po uplynuti ¢asu 7 od okamziku
t. Kapaliny tam bude tolik, kolik ji tam bylo, plus kapalina kterd pritekla pfes bod «, minus



kapalina, ktera odtekla ptes bod 3, plus nebo minus kapalina, kterd v prislusném casovém intervalu
v tomto dseku ,vznikla“ nebo ,zmizela“. Formélné

m(t + Taaaﬁ) = m(taaaﬁ) + /J/(t,T,Oé) - IU/(taTa 5) + V(taT7a75)'

Jednotlivé ¢leny této ,bilan¢ni rovnice” jsou jiz vyjadieny pomoci integrala.
O ,hustoté zmény* f budeme predpokladat, ze je spojitd. Pak také integral

B
/ F (5,2, o(s, 2))do

je spojitou funkci proménné s a podle véty o stfedni hodnoté integralniho poctu existuje ¢islo
% € [0, 1] takové, ze

t+7

B B
/ /f(s,x,g(s,z))d:c ds:T/f(t+1917,:c,g(t+1917',z))dz.

t

Je-1i funkce p spojité diferencovatelnd ve tfeti proménné, muzeme ¢leny vyjadiujici piitok a odtok
prepsat pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule ve tvaru

B B t+7
0 0
it 8) = nttereo) = [ Luttraoe = [0 | [ ool | .
« @ t

Opét podle véty o stiedni hodnoté integralnfho poctu existuje ¢islo ¥o € [0, 1], ze

t+1
/ v(s,z)o(s,x)ds = Tv(t + Va1, x)0(t + Vo7, ).

t

Je tedy
B

w(t,7,0) — pt,7,a) =7 / aﬁv(t + Yo7, x)o(t + Vo7, x)dz.
r

»Bilanéni rovnici“ tak muzeme prepsat do tvaru

= ot

B
/(Q(t—i—T,:E) —o(t,x) 0 (t + Dor, 2)0(t + V27, 7) —f(t+1917-,x,0(t+1917,x))) dz =0

[e3

Pokud predpokladame, ze integrovana funkce je spojita, posledni rovnost muze byt splnéna pouze
tehdy, kdy# je tato funkce nulové, nebot body a a 3 byly zvoleny libovolné. Musi tedy platit

t —o(t 7]
olt+7.2)—oltia) | O

= axv(t + 97, 2)0(t + Vo7, ) = f(t + 17, 2, 0(t + V17, 2))

a limitnim prechodem 7 — 0 dostaneme

do

E(t’ x) + EU(t,gc)g(ﬁ, z) = f(t,z, olt, x)),

ox

nebo po rozepsani derivace soucinu vo

0o 0 ov

%8t ) + v(t,x)a—i(t,z) = —olt,x) 5 (t,2) + f (t.2,0(t,2)).



To je rovnice pro hledanou hustotu o, v niz se objevuji prvni parcialni derivace hledané funkce, tato

funkce a néjaké dalsi znamé funkce nezavisle proménnych ¢, x a pripadné p. U diferencialnich rovnic

byvé obvyklé, ze u hledané funkce se nepisi nezavisle proménné; ty jsou dany proménnymi, podle
v

kterych se parcidlné derivuje. Pokud jesté pro zjednoduseni zapisu oznacime w(t, ) = —%(t, x),
dostaneme rovnici kontinuity ve tvaru
% + v(t,x)% =w(t,z)o+ f(t,z,0).
1.1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych
Jednd se o rovnice tvaru
F(z,y,u,%,%) =0, (1.1)

kde F je spojitd funkce péti proménnych definovand na néjaké mnoziné G C R® s neprazdnym
vnittkem G°.

Klasické (silné) teseni rovnice (1.1) je funkce u definovand na mnoziné Q C R? takové, ze
Q = Q°, piitom funkce u je na vnittku mnoziny Q diferencovatelnd, na uzavéru mnoziny Q je
spojita a splnuje vztahy

u(z,y) Ou(z,y)
oxr = Oy

<x7y,u(z,y)7 du(z, y) 3U(z,y)> 0

)60 a F<x,y,U(fE,y), or ' oy

pro vsechny body (z,y) z vnittku mnoziny €.
Graf feseni rovnice (1.1) se nazyvé integrdlni plocha této rovnice.

1.1.1 Linearni rovnice

Linearni rovnice je tvaru

a(z, y)us + bz, y)uy + c(z, y)u = g(z,y), (1.2)

kde a, b, c, g jsou spojité funkce dvou proménnych definované na podmnoziné € prostoru R?, ktera
mé vlastnost Q = Q°. O funkcich a,b budeme navic piredpokladat, ze jsou v kazdém bodé Q°
nenulové.

Kdyby totiz byla naptiklad funkce a nulova, rovnice by nabyla tvaru

b(z, y)uy + c(z,y)u = g(z,y)

a mohli bychom ji povazovat za rovnici oby¢ejnou — proménnou y bychom chapali jako nezavisle
proménnou, proménnou x bychom povazovali za parametr.
Pokud je funkce g na pravé strané rovnice (1.2) nulové, tj. pokud rovnice je tvaru

a(z, y)ug + b(x, y)uy + c(z, y)u =0, (1.3)

fekneme, ze tato rovnice je homogennd. Mnozina feseni rovnice (1.3) spliwje princip superpozice:
Linedrn{ kombinace feseni rovnice (1.3) je opét FeSenim této rovnice. Podrobnéji:

e Je-li funkce u fesenim rovnice (1.3) a « je libovolné redlné ¢islo, pak také funkce au je fesenim
této rovnice.

Diikaz: Ponévadz
O(au) ou O(au) ou

or  “or oy B a(’?_y’
plati
d(au) O(au) B Ou  Ou B
o 5 +clau) =« aa +ba +cu) =0



O

e Jsou-li funkee uy, us feSenim rovnice (1.3) se stejnym definiénim oborem, pak také funkece uy 4 s
je TeSenim této rovnice.
Dikaz: Ponévadz

Our +uz) _ Ouy  Ouy - Owatup) _ Our | Ous
Ox - Ox  Ox Ay Oy dy’
plati
a(ul +’LL2) a(ul +’U,2) o
g VT gy Telmtwe)=
Ouy Ouy 2 Oug _ _
GJ% ba—y+cu1+aa—+ba—+cu2f0+0—

Protoze funkce u = 0 je ziejmeé FeSenim rovnice (1.3), plyne z principu superpozice, Ze mnozina
vsech Fesenf rovnice (1.3) definovanych na jedné mnoziné Q tvoii redlny vektorovy prostor.

Nyni se podivejme na strukturu mnoziny feseni nehomogenni rovnice (1.2). Pro ni plati:

e Jsou-li funkece uy a us FeSenim nehomogenni rovnice (1.2), pak jejich rozdil je fesenim homogenni
rovnice (1.3).

Diikaz:

o(u; —u o(u; —u

a (1695 2)+b ( 16y 2)+C(U1*u2):
0 0 0 0
a%+baiyl+cul <a%+b%+cu2>99

e Je-li funkce uy Fesenim nehomogenni rovnice (1.2), pak pro kazdé reseni uy homogenni rovnice
(1.3) je soucet funkei uny + up také Fesenim nehomogenni rovnice (1.2).

Dikaz:
0 0
a (un +um) b (un + um) + cluw +um) =
ox dy
oun oun oup Oupy
aax + oy +CUN+aaz + 2y +cug =g+ g

O

Mnozinu feseni nehomogenni linedrni rovnice (1.2) tedy muzeme chépat jako afinni prostor.
Piesnéji, reseni nehomogenni rovnice (1.2) jsou body afinnfho prostoru, jehoz zaméfenim je vek-
torovy prostor viech fesen{ linedrni homogenni rovnice (1.3).

Reseni rovnice a(r,y)u, + b(z,y)u, =0

Tato rovnice je specidlnim piipadem linedrni homogenni rovnice. Predstavme si, ze jeji feSeni
zndme. Necht tedy funkce u = u(z,y) je FeSenim rovnice

a(z, y)ug + b(x, y)u, = 0. (1.4)

Tuto funkci dvou proménnych miizeme zndzornit pomoci vrstevnic. Necht vrstevnice funkce u
maji parametrické vyjadieni tvaru

r=a(s),
( (1.5)



kde parametr s probiha néjaky realny interval I. Ponévadz funkce u je diferencovatelna, jsou jeji
vrstevnice hladké kiivky, tj. funkce = x(s), y = y(s) jsou diferencovatelné. (Poznamenejme,
ze pokud ma funkce u ostré lokalni extrémy, pak v bodech téchto extrému vrstevnice degeneruje
v jediny bod; tato skuteénost vsak dalsi ivahy neovliviiuje.) Na vrstevnicich plati

u(xz(s),y(s)) = const
(pro libovolnou hodnotu parametru s € I). Derivovdnim této rovnosti podle parametru dostaneme
rovnost

Ou(a(s).y(s)) da(s) | Du(r(s).(s)) dy(s),
Ox ds oy ds ’

pouzili jsme Fetézové pravidlo pro derivovani slozené funkce. Porovnédnim s rovnici (1.4) vidime,
ze posledni rovnost bude splnéna, pokud

dz(s) dy(s)

#(5) = 22 = a(a(s) (), () = T = b(a(s), (5)).

0= %u(z(s),y(s)) =

Toto pozorovéni vede k rozhodnuti, ze k parcidlni diferencidlni rovnici (1.4) piifadime dvou-
rozmérny autonomni systém obycejnych diferencialnich rovnic

v’ =a(z,y),
y’:b(ﬂc,y). (16)

Tento systém se nazyva charakteristicky systém prislusnyg k rovnici (1.4), jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (1.4). Charakteristiky jsou vrstevnicemi feSenf u rovnice (1.4).
Délenim rovnic charakteristického systému (1.6) dostaneme charakteristickou rovnici prislus-
nou k rovnici (1.4); charakteristickd rovnice mé tvar
dy _ b(z,y) (1.7)
dz  a(x,y)
a je to obycejna diferencidlni rovnice prvniho fadu. Budeme predpokladat, ze tato rovnice ma
feSeni. Ponévadz se jednd o rovnici prvniho fadu, zavisi jeji obecné feSeni na jedné konstanté.
Tuto konstantu osamostatnime na pravé strané rovnosti vyjadiujici feSeni charakteristické rovnice
(1.7) a dostaneme
v(z,y) = const; (1.8)

pritom v je diferencovatelna funkce definovand na mnoziné 2. Tuto skute¢nost muzeme vyjadiit
také jinak: charakteristickou rovnici (1.7) pfepiSseme ve tvaru

b(x,y)dz — a(z,y)dy = 0; (1.9)

funkce v je tedy kmenovou funkei diferencidlu na levé strané. Funkce v se nazyva proni integrdl
rovnice (1.4).

Prvni integral rovnice (1.4) lze také najit eliminaci parametru s v feSeni charakteristického
systému (1.6), jinak fe¢eno pievedenim parametrické rovnice kivky na rovnici obecnou. Vrstevnice
fesen{ u parcidlni diferencidlni rovnice (1.4) maji tedy implicitni vyjadreni (1.8), konstanta na pravé
strané predstavuje hodnotu funkce u na ptislusné vrstevnici. Ozna¢me tuto hodnotu symbolem
®(v(z,y)).

Provedenymi tvahami jsme vlastné nasli algoritmus hledani feseni parcidlni diferencidlni
rovnice (1.4): K rovnici pfifadime charakteristicky systém (1.6) nebo charakteristickou rovnici
(1.7), ktery (nebo kterou) vyfesime a najdeme prvni integral rovnice (1.4) ve tvaru (1.7). Pak
vezmeme libovolnou diferencovatelnou funkci ® jedné proménné a polozime

u(z,y) = ®(v(z,y)). (1.10)

Jesté je potieba udélat zkousku, ze takto nalezend funkce u je skuteéné fesenim parcidlni rovnice
(1.4). Jinak Feceno, dokazat nasledujici:



Tvrzeni 1. Necht v : Q — R je diferencovatelnd funkce takova, Ze rovnost (1.8) je implicitnim
zépisem trajektorii charakteristického systému (1.6) (nebo ekvivalentné: implicitnim zapisem Fesen{
charakteristické rovnice (1.7)). Je-li @ libovolnd diferencovatelnd funkce jedné proménné takovs,
ze jeji definiéni obor obsahuje obor hodnot funkce v, pak funkce u definovana vztahem (1.10) je
fesenim rovnice (1.4).

Dikaz: Pro feseni © = x(s), y = y(s) charakteristického systému plati
v(2(s),y(s)) = const.
Derivovanim této rovnosti podle parametru s dostaneme
ov(z(s),y(s)) da(s)  Ov(x(s),y(s)) dy(s)
O = — =
dsv(x(s), y(s)) Oz ds * dy ds

= Wa(w(g?)ay(s» + Tb(w(s),y(s))a

strucne
G(SC, y)UI (ZL', y) + b(l‘, y)vy(za y) = 0
Dale
w(x 0P (v(x, , u(r, )
0 ((%,y) _ CI)(a(x y)) — P (v(x,y))vm(x,y)’ %yy) - & (U(x,y))vy(x,y),
takze
a(x, y)% + b(x,y)%zy’y) = (a(m,y)vz(x,y) + b(z, y)vy (z, y))@’ (v(x,y)) =0.

O

Dostali jsme mnozinu fesen{ rovnice (1.4) ve tvaru (1.10). Prvky této mnoziny zavisi na dife-
rencovatelnych funkcich, nikoliv na konstantach, jak tomu je v ptipadé obyc¢ejnych diferencialnich
rovnic. Odtud plyne, ze (vektorovy) prostor feseni linedrni homogenni parcidlni diferencidlni rov-
nice nemuze mit konec¢nou dimensi. Navic zatim nevime, zda rovnice (1.4) nemé néjaké dalsi fesend,
které neni uvedeného tvaru.

Priklad.

Uy — 62%u, = 0.
Charakteristicka rovnice je j—y = —622 a jeji feSeni je bezprostiedné ddno integraci pravé strany,
y = —2x° + const. Prvni integgcrél dané rovnice tedy muzeme zapsat ve tvaru

223 + Yy = const

a jeji feseni je dano rovnosti
u(z,y) = ®(22° + ),

kde @ je libovolna diferencovatelna funkce.

Zkouska:
ou(z,y) 7] 3 I3 2 ou(z,y) 0 3 (o3
I (2 = d'(2 . — 7 = —P(2 =®(2
5z 2 (227 + y) (227 4+ y) - 627, oy 99 (22° +y) (22 +y)
takze

8u(m, y) _ 6562 8u(m, y)

5 oy - 622" (22° +y) — 627®'(22° +y) = 0.



1.1.2 Kanonicky tvar a feSeni rovnice linearni v prvnich derivacich

Uvazujme parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu ve tvaru

a(@,y)us +b(z, y)uy = f(z,y,u). (1.11)

Budeme hledat néjakou transformaci nezavisle proménnych, ktera tuto rovnici néjak zjednodusi.
Soucasné budeme chtit, aby tato transformace nebyla pfilis komplikovand. Ponechame tedy prvni
soutadnici (nezdvisle proménnou ) beze zmény a transformujeme pouze souradnici druhou (ne-
zévisle proménnou y). Jinymi slovy, puvodni soufadnice z,y transformujeme na nové souiadnice
&, n tak, ze

E=x, n=v(z,y), (1.12)
Pritom v je diferencovatelna funkce dvou proménnych. Aby se jednalo skutec¢né o transformaci
prostoru R? do R2, musi byt zobrazeni ¢ : R? — R2, definované vztahem

o= (5) = (o)

regularni (invertovatelné). Existuje tedy inversni zobrazeni ¢ ' : R? — R?; jeho druhou slozku
oznacime Yy, je to diferencovatelna funkce dvou proménnych. Pfitom funkce v a x spliuji rovnosti

x(&,n) =y, v(z,y) = n, podrobnéji
(@ o(z,y) =y, v(&x(En) = (1.13)

Poznamenejme, ze k tomu, aby zobrazeni ¢ bylo regularni, staci, aby funkce v méla nenulovou
parcidlni derivaci podle druhé promeénné, tj. v, # 0.

Nyni budeme rovnici (1.11) transformovat do novych nezédvisle proménnych pomoci transfor-
mace (1.12). Parcidlni derivace hledané funkce u podle puvodnich proménnych vyjadiime v novych
proménnych pomoci ,fetézového pravidla® pro derivovani slozenych funkei:

ou 0¢  Ou dn ou 9 Oudn
= T = Ug T UV, Uy =

Yo = e ar | oy oz

===+ = UpUy.

o0& 0y On oy Y
Po dosazeni do levé strany resené rovnice (1.11) tedy dostaneme
auy + buy, = aug + (avy + buy)u,.

Pokud funkce v bude takova, ze vyraz v zavorce vymizi, dand rovnice se transformuje na rovnici,
v niz vystupuje pouze jedna parcidlni derivace. Pozadujeme tedy av, + bvy = 0, tj.

b Vg

a Uy

v
Vyraz —— ovéem vyjadiuje obyéejnou derivaci funkce y = y(z) zadané implicitné rovnici
Uy

v(x,y) = const.

Funkce y = y(z) zadand touto rovnici tedy mé derivaci tvaru

dy _ b(z,y)
dz  a(z,y)

Porovnénim s (1.7) vidime, ze transformaéni funkee v souc¢asné implicitné vyjadiuje charakteristiky
rovnice (1.4).
Transformovand rovnice mé tvar aug = f. Funkce a je podle pfedpokladu nenulové, proto
muzeme rovuici dale upravit, vyjadrit parcialni derivaci wue:
f

U = —U.
¢ a



Dostavame tak prvni zaveér: Transformace nezdvisle proménnych (1.12), kde funkce v predstavuje
implicitni zépis (1.8) charakteristik rovnice (1.4), pFevad{ rovnici (1.11) na rovnici

ug = F(&n,u); (1.14)
pritom
F(& X&), u
F(§n,u) = 76 x(& . )
a(&,x(&m)
kde funkce x je definovdna rovnostmi (1.13). Rovnice (1.14) se nazyva kanonicky tvar rovnice
(1.11).

V rovnici (1.14) neni derivace hledané funkce u podle proménné 7. Hledanou funkci tedy
muzeme chépat jako funkci jedné nezavisle proménné £ a jeji parcidlni derivaci ue chapat jako
derivaci obycejnou. V tomto pojeti bude nezavisle proménna n mit roli parametru. Hledame tedy
feSeni obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu s parametrem 7

du

d_§ = F(&a m, u)
Pokud se ndm podafi tuto rovnici vyf¥esit, tj. najit funkci u = u(&, n), kterd ji spliuje, dostaneme
zpétnou substituci nezdvisle proménnych Feseni puvodni rovnice (1.11). Pfitom je potfeba mit na
paméti, ze integra¢ni konstanta objevujici se pti feseni obycejné rovnice, bude zaviset na parametru
7. Ve vyjddreni feseni rovnice (1.11) se tedy bude vyskytovat néjakd neurcend funkce promeénné 7,
tj. v puvodnich nezdvisle proménnych néjakd funkce argumentu v(z, y). To je v souladu s vysledky
uvedenymi v 1.1.1.

Priklad

Hledejme feseni rovnice yu, + zu, = u? + 1 v kladném kvadrantu.

Prislusna charakteristicka rovnice je
dy =

de vy

2= const. Transformace

a jejf fesenf je implicitné ddno rovnosti 2 — y
_ 22
=z, n=a" -y

prevede danou rovnici na kanonicky tvar

VEX —nue =u?+1.

Tuto rovnici budeme povazovat za obycejnou. Upravime ji na tvar explicitni oby¢ejné diferencialni
rovnice s parametrem 7
du u? 41

d¢ £
a vidime, Ze se jednd o rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji feSeni je implicitné dano rovnosti
/ du d¢
u?+1 Ve —n
Integraci dostaneme implicitni tvar feSeni rovnice

arctgu = ln’§+ VE? *77’ +C(n),

kde C' je integracéni konstanta, kterd zavisi na parametru 7. V tomto piipadé muzeme funkci u

vyjadrit explicitné,
u(gm) = tg (Cn) +Inf¢+ V& =1)).
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Névratem k puvodnim proménnym x,y dostaneme feseni dané rovnice ve tvaru
u(z,y) = tg (C(a? —y*) + In(z +y)),

kde C' je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné.
Zkouskou se muzeme piesvédcit, ze se skuteéné jedna o feseni dané rovnice. Parcidlni derivace
nalezené funkce u jsou'

1 122 ;
U (2, ) = cos? (C(z% — y?) + In(z +y)) (ch A e ery) ,

1 2 .2 1
y(@,y) = cos? (C(z? —y?) + In(z +y)) (_ch s x+y) ’

takze plati

1
yua(@,y) + wuy(@,y) = cos? (C(22 — %) + In(z +y))
- sin® (C(2% — y?) +In(z + y)) + cos® (C(2? — y?) + In(z + y))
cos? (C(x? —y?) + In(z +y))

=tg> (C(2®> —y*) +In(z +y)) + 1 =u’+1

a rovnice je splnéna. [ |

Reseni v = u(&,n) rovnice (1.14) v kanonickém tvaru obecné nelze explicitné vyjadfit. V nékte-
rych pripadech, napt. jedna-li se o rovnici se separovatelnymi proménnymi nebo o rovnici exaktni,
muzeme jeji FeSeni vyjadiit alesponi implicitné. Takové feSeni zdvisi na integracéni konstanté O,
kterd oviem sama zavisf na parametru 7. Resenf rovnice (1.14) tak zapiseme ve tvaru

Y€ m,u) = @(n);

pritom 1 je diferencovatelna funkce tii proménnych, @ je diferencovatelnd funkce jedné promeénné.
Névratem k puvodnim nezdvisle proménnym x,y dostaneme implicitn{ tvar feseni rovnice (1.11)

1/)(:0, v(z,y), u) = @(v(:c, y))

Nejjednodussi je situace v pifpadé linedrn{ rovnice. Kanonicky tvar rovnice (1.2) je

ug = P(§,n)u+ Q& n); (1.15)
pritom ( ) ( )
_ & x@&m) _ 9 x(Em)
PO ="t xen) Y7 dexen)

kde funkce y je definovédna rovnostmi (1.13). Hleddme tedy feseni obycejné linedrni diferencidlni
rovnice prvnfho fddu s nezavisle proménnou ¢ a parametrem :

du
Fr P&, nu+ Q(&,n).

Jeji feseni je tvaru

€ € €
u(&,m) = const - exp /P(O’, n)do +/Q(s,7}) exp /P(O’, n)do | ds.
o o

S

1Poznamenejme, ze zépis sin? a oznacuje druhou mocninu funkéni hodnoty goniometrické funkce sinus v bodé

«, nikoliv dvakrat iterovanou funkci sinus; podobné pro funkce cosinus a tangens.



Integracéni konstanta samoziejmé muze zdviset na parametru n, proto ji zapiseme jako ®(n). Regeni
linedrn{ parcidlni diferencidlni rovnice v kanonickém tvaru (1.15) je tedy déno formuli

€ € S
u(&,m) = ®(n) exp /P(a, n)do +/Q(s,77) exp /P(a, n)do | ds, (1.16)
o o s

kde ® je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné, &, je néjaké redlné ¢islo; ve vétsiné
piipadu lze polozit £ = 0.

Reseni linedrni rovnice (1.2) dostaneme z formule (1.16) navratem k pivodnim nezévisle
proménnym z,y pomoci rovnosti (1.13). Vysledek nyni muzeme zformulovat ve tvaru véty:

Véta 1. Nechf v : Q — R je diferencovatelnd funkce takovd, Ze rovnost (1.8) je implicitnim
zapisem trajektorii charakteristického systému (1.6) (nebo ekvivalentné: implicitnim zdpisem Te-
Seni charakteristické rovnice (1.7)) a x : Q@ — R je funkce takovd, Ze jsou splnény podminky (1.13).

Oznacéme
c(s,x(s,v(m,y))) g(s,x(s,v(m,y)))
a(s,x(s,v(x,y)))’ a(s,x(s,v(z,y)))'

Je-li @ diferencovatelnd funkce jedné proménné, jejiz definiéni obor obsahuje obor hodnot funkce
v, pak funkce u definovand rovnosti

q(z,y,s) =

p(ﬂﬁ,y, 8) =

x x x

u(z,y) = @(v(z,y)) exp /p(x,y,a)da +/q(z,y,s) exp /p(x,y,a)da ds

0 Zo s

je resendm rovnice (1.2); ¢islo xqg je libovolné takové, Ze integrdly na pravé strané jsou konecné
pro viechny dvojice (x,y) € ).

Dukaz neni potieba provadét, véta plyne z predchozich vypoctu. Lze ji ovsem také dokazat
primym vypoctem. Je to pékné cviceni na derivovani vicendsobné slozenych funkci vice promén-
nych. O

Vypocty provedené pied Vétou 1 ukazuji, Ze z existence Feseni charakteristické rovnice (1.7)
plyne existence fesen{ linedrni parcidlni rovnice (1.2) a toto feSeni ma tvar uvedeny ve Vété 1.
Existence feSeni linedrni parcialni rovnice v tomto tvaru je tedy dusledkem existence feseni ptislus-
né charakteristické rovnice, tj. obycejné diferencidlni rovnice.

Disledek 1. Linedrni nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty u prvnich derivaci, tedy
rovnice

auy + buy, + c(z,y)u = g(x,y)

md rTe§eni definované rovnosti

- Ic(z—a, —(b/a)o)de 1 z . 1 SC(Z_U, —(b/a)o)do

x

0
1 b 1 Ic(xfa, —(b/a)o)do —%fc(z—a, —(b/a)o)do
= @(ay—bx)—l——/g(x—s,y——)e ! ! ds|e "0 ! ,
a a
0

kde @ je libovolnd diferencovatelnd funkce.

Dukaz. V tomto piipadé je charakteristicka rovnice tvaru

dy _b

dz  «a

10



1
a jeji feSeni v implicitnim tvaru je ay — bx = const. Tedy v(z,y) = ay — bz, x(&,n) = E(bf +1n),

takze

(5. x(5,0(x,9))) = ¢ <s Los oy - bx)> —. (s,y S s)> ,

9(s,x(s,v(z,9))) =9 <Sy e S)) :

a

Dale plati

[t ar= [e(s=cn-Lo)an

0 0

x

b —1 [ e(oy—(b/a)o)do
/g(s,y—(xs))e { ! ds =
a

0
[ b _% f c(o,y—(b/a)(x—o)do
:/g xr—S8,Yy——=5 e r—s dS:
a
0

[olemso=g)”
= [gle—s5y——s]e
a

0

O =u

c(z—o,y—(b/a)o)do
S.

O

Pii tfeseni konkrétni linedrni parcidlni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou nezavisle
proménnych s nekonstantnimi koeficienty u prvnich derivaci byva prehlednéjsi rovnici transfor-
movat na kanonicky tvar, rovnici v kanonickém tvaru vyfesit a zpétné transformovat nezavisle
proménné, nez pouzivat vzorec z Véty 1.

Priklad.
YUy — TUy = =2+ y2

Rovnici budeme uvazovat na mnoziné G = {(z,y) eER%2:2>0,y> 0}, na jejimz vnitiku jsou

oba koeficienty a(x,y) =y, b(z,y) = —z nenulové. Pislusnd charakteristickd rovnice je
dy =
de gy’

Je to obycejna diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi a jeji feSeni je implicitné dano
rovnosti 2 + y? = const. Zavedeme tedy transformaci

E=x, n=2"+y
Pak na mnoziné G je
y=vn—-£8, &=1 & =0, n=20=2 mn,=2y=2yn-E,

takze
Uy = Uy + UpNy = Ue + 280y, Uy = uey + upny = 2/ — 2 uy,.

Po dosazeni do fesené rovnice dostaneme
Vi — €2 (ug 4 28uy) — 26y/n — Euy = & + 1 — &

11



a odtud snadnou tpravou ziskame kanonicky tvar
_n
Vv — &

Tuto jednoduchou obycejnou rovnici fesime integraci podle proménné &,

Ug =

u = / Ld{ = narcsini + const.
Vi — & Vi
Integracni konstanta zavisi na parametru 7, feSeni rovnice v kanonickém tvaru je

u(§,n) = narcsin % +2(n),

kde 7 je libovolna diferencovatelnd funkce jedné proménné. Navratem k puvodnim proménnym
dostaneme TeSeni dané rovnice ve tvaru

x
u(z,y) = (2% + y?) arcsin ——— + ®(z? 4 y?).
/.’L'2 + y2
Jesté muzeme vyuzit skutecénosti, ze pro z > 0, y > 0 je
. T x
arcsin ————— = arctg —,

VErE ey
a vysledek zapsat v trochu kratsim tvaru
u(z,y) = (2% +y?) arctgg + ®(z? + o).

a(z,y) =y, blx,y)=—z, cz,y)=0, g(z,y)=2"+y"

Implicitni z&pis feseni charakteristické rovnice je 22 + y2 = const a tedy
v(z,y) = 2 + 9%
Tvar funkce y dostaneme ze druhé rovnosti (1.13). M4 platit
n=v(&x(En) =& +x(&n)?

takze x(&,n) = /n — €2. Déle p(x,y,s) =0 a

s y.s) = LX) 52 Fxloo@y)’ P oy =) iy
'Y, a(s, x(s,v(z,y))) x (s, v(z,y)) Vo, y) — 2 NZEET

Zvolime xy = 0 a feSeni dané rovnice rovnice dostaneme podle Véty 1 ve tvaru

x

2 2
2, .2 "ty 2, .2 2, .2 . z
u(z,y) =" +y°) + | ——=——=ds = P(2z* + y*) + (x° + y*) arcsin ——,
o) = ¥ 1)+ [ e = 0 ) i
tedy az na poradi s¢itancu ve stejném, jako pii piredchozim zpusobu feSeni rovnice. [ |

Rovnici (1.11) jsme transformovali do novych nezévisle proménnych tak, ze jsme ponechali
prvni soufadnici nezménénu a za druhou jsme vzali funkci vyjadiujici charakteristiku rovnice. To
nenf jedind moznost, jak parcidlni rovnici (1.11) transformovat na kanonicky tvar, tj. na oby¢ejnou
rovnici s parametrem. Stejné dobfe muzeme ponechat druhou soutadnici a prvni nahradit charak-
teristikou.
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Piiklad.
2ugy + 3uy —xu =0

Charakteristicka rovnice je
dy
de

njw

jeji teseni y = %x + const muzeme piepsat ve tvaru
3x — 2y = const;
to je zapis charakteristiky. Zavedeme transformaci

§=3r—-2y, n=y.

Pak u; = 3ug, uy = —2ug + Uy, v = %(«E + 27n). Leva strana dané rovnice se tedy transformuje na
tvar
2ugy + 3uy — 2u = 6ug — 6ue + 3uy — (€4 2n)u =3 (uy — §(E+ 2n)u) .

Kanonicky tvar dané rovnice je

ou

o sE+2n)u.

Tato rovnice ma reSeni

du

= %/(E + 2n)dn, tj. Inu = £(&n +n®) + const, neboli u = const - es (Entn®),

5 . ) . 1 p . . S
Resenf rovnice v kanonickém tvaru je tedy u = ¥(€)es”(¢+") a ndvratem k piivodnim proménnym
dostaneme feseni dané rovnice

u(z,y) = U(3z — 2)es¥Gr=2HY) — W (3z — 2y)Vedoy—v® =
= U(3z — 2y)e~ 3 (=30 =127) _ (35 — 2y)e— s (230" do”,

o

Podle Dusledku 1 Véty 1 je feSeni dané rovnice dano formuli

x
1fa'do’ 2

u(z,y) = ®(2y — 3z)e§ 0 = o2y — 3x)eiz )

Vidime, ze se obé vyjadieni shoduji, ®(£) = U(—&)e 36

1.1.3 Okrajové tulohy

Resenf rovnice (1.11), které lze najit pomoci transformace nezavisle proménnych, je vyjadieno
pomoci néjaké diferencovatelné funkce ® jedné proménné. Jednd se tedy o mnozinu feSeni dané
rovnice. Néjaky prvek z této mnoziny, partikuldrni reseni, dostaneme konkrétni volbou funkce ®.
V této casti budedeme hledat feSeni, které spliuje néjakou predem danou podminku.

Okrajova uloha pro rovnici a(z,y)u, + b(z, y)uy, = f(x,y,u)

Uvazujme parcidln{ diferencidlni rovnici (1.11) linedrni v prvnich derivacich a jednu konkrétni cha-
rakteristiku rovnice (1.4) s nulovou pravou stranou; tato charakteristika mé parametrické vyjadreni
(1.5) a je partikuldrnim Fesenim autonomniho systému obycejnych diferencidlnich rovnic (1.6),
které spliuje podminky

z(0) =20,  y(0) = yo.
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Necht funkce u je fesenim rovnice (1.11). Pak na uvazované charakteristice plati

(61, 9) = e (w061, 9) 5+ o5, 0(6) P

= a(@(s),y(s))ux (2(s),y(5)) + b(x(s), y(5))uy (x(s), y(s)) = f(2(s), y(s), u((s), y(s)))-

Odtud vidime, ze prostorova kfivka, jejiz parametrické vyjadieni je feSenim autonomniho systému

dx

& —a(.’L‘,y),

dy

A X 1.17
35 = @), (1.17)
du

& —f(x,y,u)

s pocatecnimi podminkami

z(0) = zo, y(0) = vo, u(0) = ug = u(xo, Yo), (1.18)

je incidentni s grafem FeSenf rovnice (1.11), tj. lez{ na grafu funkce w.

Zadame-li tedy hodnotu ug FeSeni u rovnice (1.11) v néjakém bodé (xo,yo) charakteristiky,
méme hodnoty feSeni u rovnice (1.11) ve vSech bodech této charakteristiky jako feseni auto-
nomniho systému obyéejnych diferencidlnich rovnic (1.17) s poc¢dteénimi podminkami (1.18). Sys-
tém (1.17) charakterizuje feSeni rovnice (1.2), proto se nazyvé charakteristicky systém prislusny
k rovnici (1.2), jeho trajektorie muzeme nazvat charakteristické krivky rovnice (1.11).

Jedno konkrétni feseni (partikuldrni feseni) rovnice (1.11) ziskdme tak, ze na kazdé charak-
teristice zaddme pravé jednu funkéni hodnotu. Jinak fe¢eno, zaddme hodnoty feSeni na néjaké
rovinné kiivce, kterd protind kazdou charakteristiku praveé jednou. Takové kiivce fikame okraj pro
rovnici (1.11).

Okraj muze byt zaddn parametricky rovnicemi

r=X(0),

y=Y(o),
kde parametr o probiha néjaky interval J. Pro kazdou hodnotu parametru o € J zaddme hodnotu
feseni u = g(o). Rovnosti

x=X(0), y=Y(o), u=g(o), ceJ (1.19)

Ize interpretovat jako parametrické vyjadieni prostorové kiivky, kterd md lezet na grafu feseni u
rovnice (1.11). Tyto rovnosti nazyvéame okrajovd podminka pro rovnici (1.11).

Okrajovd tloha pro rovnici (1.11) je tloha najit feSeni u = u(x,y) rovnice (1.11), které spliuje
okrajovou podminku (1.19), tj. FeSeni, pro které plati

u(X(0),Y(0)) = g(o)

pro kazdou hodnotu parametru o € J.

Okrajovou ulohu muzeme tesit tak, ze metodami popsanymi v 1.1.2 najdeme feSeni rovnice
zavisejici na obecné funkci ® a dosadime do ného okrajovou podminku. Dostaneme tak funkcionalni
rovnici pro neznamou funkci ®; tuto funkci lze v nékterych pripadech z prislusné rovnice uhodnout.

Priklad

Hledejme feseni rovnice
2ug + 3uy = U,
které splnuje podminku
u(z,0) =
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pro kazdé x € R. Zaddvame tedy hodnoty feseni na ose z. Okrajovou podminku muzeme parame-
tricky zapsat jako

r=o0, y=20, u:02, o eR.

Reseni dané rovnice jsme nasli v piikladu na str. 13 ve tvaru
u(z,y) = ¥ (3x — 2y)\/9 e3ry—y?,
Aby toto feSeni splnilo okrajovou podminku, musi platit

22 = u(z,0) = U(32)Ved = ¥(3x).

2

Funkce U je tedy fesenim jednoduché funkciondlni rovnice ¥(3x) = z* a snadno uhodneme, ze

1

funkei ¥ muzeme zadat predpisem (&) = (55)2 = %52. Pro feseni dané okrajové ulohy tak

u(e,y) = §(3z — 2)* V7.

dostavame formulku

Resen{ funkcionalni rovnice viak obecné nenf snadnd tloha. Proto miize byt vihodné pii fesen{
okrajové tlohy (1.11), (1.19) postupovat jinak.

Najdeme konkrétni charakteristiku, kterda protind okraj v bodé daném konkrétni hodnotou
parametru o. To znamend, ze rovnosti v (1.19) chédpeme jako pocateéni podminky pro autonomn{
systém obycejnych diferencidlnich rovnic (1.17), tj. najdeme feSeni systému rovnic

dz dy du
E —a(.’L',y), E —b($,y), E_f(xayau)

s pocatecnimi podminkami

2(0) = X(0), y(0) =Y(0), u(0)=g(o).

Takové teseni pocateéni tilohy pro autonomni systém obycejnych diferencidlnich rovnic tedy zévisi
na nezavisle proménné s a na parametru o, je obecné tvaru

x=ux(s,0), y=y(s,0), u=u(s o).

Pro feseni okrajové tlohy predstavuje parametr o i nezavisle proménné s pouze pomocné para-
metry, které je potieba eliminovat. Proto budeme prvni dvé rovnosti chapat jako dvé rovnice pro
dvé nezndmé s a o; tyto neznamé vyjadiime pomoci proménnych z,y, tj. najdeme s = s(x,y),
o= o(x,y), a dosadime je do tiet{ rovnosti. Dostaneme tak feseni okrajové tlohy ve tvaru

u(@,y) = u(s(z,y), o(z,y)).

Priklad
Hledejme feseni rovnice
YUy — LUy = x? + y2,

(coz je linedrni rovnice fesend v piikladu na str. 11) s okrajovou podminkou
u(z,0) = z2, x> 0.

Zadavame tedy hodnoty feseni na kladné poloose x. VSechny funkce, které se objevuji v dané

rovnici, jsou definovény na celém prostoru R?. Budeme hledat Feseni, které je definované na co

nejvétsi podmnoziné R?, nikoliv pouze v prvnim kvadrantu jako v zminéném piikladu.
Parametrické vyjadreni okrajové podminky je



Resime charakteristicky systém
dr
-
dy
PR

Y,

2 2
— =x®+
ds 4

s pocatecnimi podminkami
z(0) =0, y(0)=0, u(0)=oc"

Prvni dvé rovnice predstavuji linedrni systém obycejnych diferencidlnich rovnic pro neznymé
funkce = a y. Tento systém vytesime a feSeni dosadime do tfeti rovnice, kterou pak vyresime
prostou integraci. Dostaneme tak feSeni charakteristického systému ve tvaru

x:osin(s+g), y:ocos(s+g), u=(s+1)o° (1.20)

Prvni dvé rovnosti nejprve umocnime na druhou a sec¢teme, dostaneme

2 2 2
o° =z +y°,

poté je vydélime a dostaneme

~—

T sin(s+%
Y cos(erg

=t (s-i—z)

Tato jednoduchd goniometrickd rovnice pro neznamou s + 5 ma feSeni

~—

s—l—g:arctgf—l—kﬂ', kde k € Z,
Y

x
tedy s = arctg ; + (2k — 1)%. Dosazenim do pravé strany tieti rovnosti v (1.20) dostaneme

(2% +47) <1 + (2k = 1) + arctg f) .
y

V tomto vyjadieni vSak zustdva neurceny parametr k a navic tato formule je pro y = 0 nedefino-
vand, dokonce ani nemé limitu pro y — 0. Pro = > 0 totiz plati

. X m . x
lim arctg— =— a lim arctg— = ——.
y—0+ y 2 y—0— Y 2

Aby byla splnéna okrajovd podminka, mélo by pro x > 0 platit

z? = yl_ifg_‘_ (z° +¢°) (1 + (2k — 1)% + arctg%) = z? (1 + (2k — l)g + g) = 2%(1 + k),

tedy k = 0, a soucasné
2= lim (2 +¢°) (1+ (2k— I)E + zaurctg;E =2?(1+ (k—1)m)
y—0— 2 Yy ’
tedy k = 1. Jinak feceno, na mnoziné {(ac, y) ER2: >0,y > 0} je TeSeni dané okrajové tlohy
tvaru

u(z,y) = (¢° +y°) (1 - g + arctg E)
y
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Obrézek 1.1: Reseni rovnice yug, — zu, = 2% + y* s okrajovou podminkou u(x,0) = 2%, = > 0.
Resen{ je ddno parametricky rovnostmi (1.20), hodnoty parametru na obrdzku jsou s € [—6, 6],
ocelo,]

a na mnoziné {(ﬂc,y) ER?: x>0,y < O} tvaru

u(z,y) = (ag2 + y2) (1 + g + arctg%) .

Tato vyjadieni lze jednotné zapsat formuli

u(z,y) = (ac2 + yz) (1 + arctg L gsgny> .
Y

Takto definovand funkce je Fesenfm dané okrajové tlohy na mnoziné R? \ {(z,0) : = < 0}.

Podivejme se jesté jednou na parametrické vyjddieni feseni dané tlohy. Rovnosti (1.20) jsou
parametrickym vyjadienim plochy v prostoru, kterd muze pripominat Sroubovou plochu s osou
groubovani u (pfi fixované hodnoté o se jednd o sroubovici, tj. prostorovou kiivku, kterd ,,obih&*
osu u, celou ji obéhne pii nartstu parametru s o hodnotu 27 a po jedné ,otocce“ vystoupd
o hodnotu ¢2). Plocha je zndzornéna na Obrazku 1.1

Reseni charakteristického systému s pocateénimi podminkami tedy vyjadiuje diferencovatelnou
varietu, kterd je lokalné grafem feSeni rovnice, kiivka vyjadiujici okrajovou podminku pfitom na
této varieté lezi. |

Okrajova tuloha pro obecnou rovnici

Budeme hledat teseni rovnice (1.1) s okrajovou podminkou (1.19). Abychom zjednodusili zpis,
zavedeme oznacen{

ou Ju
=, = 1.21
p=5 =3, (1.21)
a rovnici zapiSeme jako
F(I7y7u7p7 Q) = 0. (122)

Pro feseni rovnic linearnich v prvnich derivacich se ukéazal jako uzitetny pojem charakteristiky.
Je to rovinnd kiivka s parametrickym vyjadienim

x=ux(s), y=uy(s), sel,

kterd je resenim charakteristického systému, tj. autonomniho systému obycejnych diferencialnich
rovnic

dr dy _

g = a(lE,y), ds - b(il?,y)
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V pripadé rovnice (1.4) je na charakteristice Feseni konstantni. V pfipadé rovnice (1.11) s nenu-
lovou pravou stranou jsme zavedli charakteristickou kiivku v prostoru. Je to kiivka, kterd lezi
na grafu fesenf rovnice (1.11) a jeji prumét do roviny soufadnic x,y je charakteristikou. Jinak
feceno, charakteristicka kiivka urc¢uje v kazdém bodé (m(s), y(s)) charakteristiky funkéni hodnotu
u(xz(s),y(s)) Feseni rovnice (1.11). Charakteristickd kiivka je trajektorif autonomniho systému

d_:c dy du

P a(z,y), P (z,y), e fz,y,u)

Rovnici (1.11) linedrni v derivacich prepiSeme s pouzitim oznaceni (1.21) ve tvaru

a(:v,y)p + b(x,y)q - f(x,y,u) = 0.

V piipadé této rovnice je tedy F(z,y,u,p,q) = a(x,y)p + b(z,y)q — f(z,y,u) a plati

oF oF
a@w%:aj%%mnwvb@w%ZEg@wmmﬂ%

z ¢ehoz déle plyne

Fo00) = D (01 0) + 0 (o),

nebot je splnéna rovnice (1.11). Charakteristicky systém piislusny k rovnici (1.11) tedy muzeme

strucneé zapsat
dx dy du
ds p ds q ds p P + q q ( )
Tyto vysledky zobecnime pro rovnici (1.1).
Reseni obecné rovnice vyjadiime tak, ze kazdému bodu charakteristiky prifadime hodnotu
feSeni u a hodnoty obou parcialnich derivaci p a g. Dostaneme tak kiivku v pétirozmérném pro-

storu, kterd ma parametrické vyjadieni
v=u(s), y=y(s), u=uls), p=p(s), a=q(s), sl (1.24)
nazyvame ji charakteristicky pruh rovnice (1.1). Ten samoziejmé splituje rovnici (1.22), tj.
F(x(s),y(s),u(s),p(s),a(s)) = 0, (1.25)

a budeme pozadovat, aby funkce z = x(s), y = y(s), u = u(s) také splnovaly systém obycejnych
diferencidlnich rovnic (1.23). Derivovénim rovnosti (1.25) podle parametru s dostaneme

d dx dy du dp dq
0=—F =F,—+F,—>+F,—+F—+F—=
dS (z(s)7y(s)7u(s)7p(s)7Q(S)) dS + yds + dS + pds + qu
dp dg
:Fer+Fqu+Fu(pr+qu)+FPE+FQ$ =
dp dgq
= | F, F,+— | F, F, F,+— | F,.
( +p +ds) p+<y+q +ds> q
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz
dp dg
— = —(F, F,), — =—(F, F,). 1.26
P (Fu + pFy) P (Fy +qlu) (1.26)

Provedené uvahy naznacuji, ze za charakteristicky systém prislusnyg k rovnici (1.22) muzeme
povazovat systém obycejnych diferencidlnich rovnic (1.23), (1.26).

Jesté uréime pocatecéni podminky tak, aby feseni charakteristického systému vyjadiovalo feseni
pocatecni tlohy (1.1), (1.19). Stejné, jako v pripadé rovnice linedrni v derivacich polozime

2(0) =z = X(0), y(0) =yo=Y(0), u(0)=muo=g(0).
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Pocatecni hodnota charakteristického pruhu musi spliovat rovnici (1.22), tj.

F(z9,Y0,uo, po, q0) = 0. (1.27)

Dale pro pocatecéni hodnoty soutadnic p a g charakteristického pruhu plati
Po = uz(x()v yO) = Uy (X(U)a Y(U))v qdo = uy(SCOv yO) = Uy (X(U)a Y(U)) .

Nyn{ prepiseme tieti rovnost z okrajové podminky (1.19) ve tvaru g(o) = u(X(0),Y (0)) a zderi-
vujeme podle parametru . Dostaneme

g'(0) = poX'(0) + qoY'(0). (1.28)

Dosazené vysledky muzeme shrnout jako algoritmus pro hleddn{ feseni okrajové tlohy (1.1),
(1.19): Rovnici piepiSeme do tvaru (1.22) a prifadime ji charakteristicky systém obycejnych auto-
nomnich rovnic (1.23), (1.26) s po¢dtecnimi podminkami

-T(O) = To = X(U)a y(o) = %Yo = Y(U)a U(O) = Up = g(U), p(o) = Po, q(o) = qo,
kde hodnoty pg a g jsou fesenim soustavy rovnic (1.27), (1.28). Prvnf tii slozky
x=ux(s,0), y=uy(s,0), u=u(s,o) (1.29)

fesen{ pocatecni tlohy pro charakteristicky systém vyjadiuji parametrické vyjadreni (grafu) feseni
u dané okrajové tlohy. Pokud lze z prvnich dvou rovnosti (1.29) vyjadfit parametry s, o pomoci
soufadnic x,y, tj. vyjadiit s = s(z,y), 0 = o(x,y), dosadime tyto vyrazy do tieti rovnosti (1.29)
a dostaneme tak explicitni vyjadfeni feSeni dané okrajové tilohy.

Priklad

Budeme hledat feseni rovnice

které splnuje okrajovou podminku
u(coso,sino) = cos 20

V tomto ptipadé je
F(z,y,u,p,q) = p* — ¢" — 4u,
takze
Fm:FyZO’ Fu:_4a F;D:2pa Fq:_QQa

pF, +qF; =2p* —2¢°, F,+pF,=—4p, F,+qF, =—4q.
To znamena, ze charakteristicky systém je

d d
T _, dy _

g, Qv

dr g
s P g &g - N

=2(p* — ¢*), 5 g e

Dvé posledni rovnice jsou oby¢ejné linearni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem. Jejich
feSeni s obecnymi poc¢ateénimi podminkami tedy je

p=p(s) = poe™, q=q(s) = qoe™.
Tyto vyrazy dosadime do prvnich t¥i rovnic charakteristického systému. Dostaneme

4s du 2

Y
— = 2poe™’, FP —2qoe™", F 2(pg — ag)e*



a po integraci
r=z0+1po (e —=1), y=wo—1qo(e" —1), u=wuo+ 33 —a}) (e —1). (1.30)

Parametrické vyjadreni poc¢éteénich podminek je X (o) = coso, Y (o) = sino, g(o) = cos 20, takze
pocatecni hodnoty xg, yo a ug jsou dany rovnostmi

To = coso, Yo =sino, wuy= cos2c (1.31)

a pocdteéni hodnoty pg a go spliuji rovnice (1.27), (1.28), konkrétné

4cos20 = pi — q5, 2sin20 = pgsino — qp cos o. (1.32)
Bezprostiednim dosazenim ze tfeti rovnosti (1.31) a prvni rovnosti (1.32) do t¥eti rovnosti (1.30)

dostaneme
u = e cos 20. (1.33)

Soustava rovnic (1.32) je tvorena jednou linedrni a jednou kvadratickou rovnici pro dvé nezndmé
po a qo- Ma tedy dvé feSeni.

Prvni feseni soustavy (1.32) je pg = 2cos o, go = —2sino. Dosazenim do prvnich dvou rovnosti
(1.30) dostaneme

r=ecoso, y =e*sino.

Umocnénim téchto rovnosti na druhou a jejich odectenim dostaneme

8

z? —y? = e cos 20.

Porovnanim se vztahem (1.33) vidime, Ze jedno FeSeni dané okrajové tlohy je ddno vyrazem

u(z,y) = 2% — 2.

Druhé feseni soustavy algebraicko-goniometrickych rovnic (1.32) je

2coso(1 + 2sin’ o)

2sino(1 + 2cos? o)
cos 20 ’

cos 20

Po = ) qo =

Po dosazeni téchto vyrazu a vyrazu (1.31) do rovnosti (1.30) dostaneme

(2 (1+2sin*0)e),

.2
x:cosa(l— 14 2sino (648—1)) _ coso

cos 20 cos 20

14 2cos? o
cos 20

(e — 1)> _ sing (=2 + (1 +2cos® 0)e*) .

Yy =sino <1 +
cos 20

Spolu s rovnosti (1.33) tak mame vyjaddreno druhé reseni dané dlohy v parametrickém tvaru.
Vzhledem k tomu, Ze ve jmenovateli zlomku je vyraz cos 20, omezime se na hodnoty parametru o

z intervalu (7%7‘(, iﬁ).
Obé feseni dané tlohy jsou znazornény na Obrazku 1.2. Tento piiklad také ukazuje, ze okrajova
tloha nemusi byt jednoznac¢né fesitelna. |

Priklad (geometricka aplikace obecné rovnice)

Najdeme plochu, kterd prochézi pirimkou zadanou obecnymi rovnicemi
r+y=1, z=1,

a kterd ma vlastnost: prusecik roviny soufadnic xy a normély k této ploSe v néjakém bodé M a
prumeét bodu M do roviny zy méa konstantni vzdalenost a.
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2_
T

podminka je vyznacena ¢ernou kiivkou na ,sedle®, tj. na grafu feseni daného rovnosti u = == — y°.

Obrazek 1.2: Reseni rovnice u uZ = 4u s okrajovou podminkou u(cos o, sin o) = cos 20. Okrajova

2,2
Hledanou plochou bude graf funkce z = z(x, y), pro kterou plati
z(x,1—2)=1. (1.34)

7 geometrie vime, ze smérovy vektor normély v bodée M = (x, y, z(x, y)) mé souradnice

0z 9:
8z’3y’ ’

takze parametrickd rovnice normaly v bodé M je dana parametrickymi rovnicemi

0z

X=u+ 24
z+8:v ’

0z
Y = —t
y+8y )

Z =z —t,

kde t je parametr. Prusec¢ik normély s rovinou xy je bod této piimky, kde Z = 0, tj. t = z. Prumét
bodu M do roviny xy md soufadnice (z,y,0). Pro euklidovskou vzdélenost téchto bodu ma platit

92\’ 92\’ 9

To uz je parcidlni diferencidlni rovnice pro hledanou funkci z = z(z,y). Piislusnd okrajovéd
podminka je (1.34). Resen{ této tilohy je vSak ponékud obtizné, proto zavedeme novou nezndmou
funkci u = u(x,y) = 2(x,y)?. Pak

ou 0z ou 0z
=2z— — =2z—

dr oz’ oy oy

a ulaha (1.35), (1.34) se transformuje na tvar

2 2
(%) +(g—Z) =4a® u(z,1—2z)=1.
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Méme tedy
F(z,y,u,p,q) =p° +¢* —4a®, F,=F,=F,=0, F,=2p, F;=2q,

charakteristicky systém s poc¢ate¢nimi podminkami je

d

_di =2p, z(0)=0
dy

-2 =9 0)=1-
I~ 2 y(0) o
QU o2y og2 u(0)=1
dS_ p qa -
dp

-~ =0 0)=
dS ) p() Po
dq

<=0 0) = qo:
ds 5 q() q0;

piitom p2 4+ ¢2 = 4a%, po — qo = 0, tedy po = qo = £v/2a. Odtud a z poslednich dvou rovnic
dostaneme p(s) = ¢(s) = +v/2a a déle

r=0+2v2as,
y=1—0+22as,
u=1+ 8a?s.

7 prvnich dvou rovnosti vyjadiime

r+y—1

r+y=1+4v2as, tj. s=+
Y J 1y

a dosazenim do posledni rovnosti dostaneme

u=1+aV2(z+y—1).

Vratime se k puvodni proménné z, pripomeneme si, ze z(z, 1 —x) = 1 > 0 a dostaneme, Ze hledand
plocha je dédna jednou ze dvou rovnosti

z:\/lia\/i(x—i—y—l).

|
Quasilinearni rovnice a jeji geometricka interpretace
Vyznamnym specidlnim ptipadem obecné rovnice (1.1) je rovnice tvaru
ou Ju
alz,y,u)— + b(x,y,u)— = f(z,y,u), 1.36
(y)az(y)ayf(y) (1.36)

kde a, b jsou spojité funkce tii proménnych. Koeficienty a,b u prvnich parcidlnich derivaci hle-
dané funkce na této funkci zévisi. Proto vyraz na pravé strané rovnice (1.36) nevyjadiuje linedrn{
operator na mnoziné diferencovatelnych funkci dvou promeénnych, ale je pouze ,linedrnimu po-
dobny“ nebo ,jakoby linedrni“. Proto se rovnice (1.36) nazyva quasilinedrny.

V piipadé quasilinedrni rovnice (1.36) je

F(zayvuapv Q) = a(z,y,u)er b(z,y,u)q - f(zayvu)a
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takze F), = a(z,y,u), Fy = b(z,y,u), pFp + ¢F; = f(x,y,u). Prvni tii rovnice charakteristického
systému (1.23) prislusného k rovnici (1.36) jsou proto tvaru

dz dy du
— =al(x,y,u), — =b(z,y,u), - =
3 = Yy I A P
Tyto rovnice nezdvisi na (pomocnych) soufadnicich p,q charakteristického pruhu. Pro feseni
quasilinedrni rovnice (1.36) tedy nepotfebujeme rovnice (1.26). Reseni rovnice (1.36) s okrajo-
vou podminkou (1.19) v parametrickém tvaru tedy dostaneme jako feseni systému obycejnych
diferencidlnich rovnic (1.37) s poc¢dteénimi podminkami

2(0) = X(0),  y(0)=Y(o),  u(0)=yg(o)

(x,y,u). (1.37)

Priklad
Budeme hledat feseni rovnice

ou

(y+u)%+(u+z)a—y

=z+y,
ox Ty

které splnuje okrajovou podminku
u(x, —x) = 2.

Charakteristicky systém feSené rovnice je tvaru

dz .
dS_ y u,
d

d—Z:z + u,
%—x-i-

ds Y-

Jednd se tedy o systém linearnich obycejnych diferencialnich rovnic s konstantni matici

0 1
A=11 0
11

O ==

Jeji vlastni ¢isla a prislusné vlastni vektory jsou

1 0 1
)\1,2 = —1, )\3 = 2, V1 = 0 s Vo = 1 5 V3 = 1
—1 -1 1

To znamena, ze obecné feseni charakteristického systému je

x(s) = Ae* + Be™*,
y(s) = Ae?* + Ce™?,
u(s) = Ae?* — (B + C)e~s.

Okrajovou podminku piepiseme do tvaru x = o, y = —o, u = 20, ze kterého dostaneme pocatecni
podminky pro charakteristicky systém

z(0) = o, y(0) = —o, u(0) = 20.

Regeni charakteristického systému s témito pocateénimi podminkami je

x(s)=20e* 4 Lo =foe " (203 + 1),
y(s)= %ae25 — gae_s = %ae_s (2638 — 5) ,
2 1
3 3

ge?s 4 %ae_s =zoe % (2% 4+ 4).
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7 prvnich dvou rovnosti postupné vyjadiime

203 = —5x+y’ 10" = T~y
r—y 6

a dosadime do rovnosti tfeti. Po Upravé pak dostaneme reseni dané ulohy
3x —y
2 m

u(z,y) =

Necht G je diferencovatelnd funkce tif proménnych takova, ze v kazdém bodé defini¢niho oboru
je aspon jedna z jejich parcidlnich derivaci nenulova. Z véty o implicitni funkci pak plyne, Ze rovnost

G(z,y,z) =c (1.38)
vyjadiuje soustavu ploch v prostoru. Normalovy vektor k nékteré z téchto ploch v jejim libovolném
bodeé (zo, Yo, 20) mé soutradnice

oG

oG oG
VI = (%(IEanOaZO)a a_y(-ranO;ZO)) E(‘TanOaZO)) .

Uvazujme nyni dalsi plochu danou rovnosti

z=g(x,y), (1.39)

tj. graf funkce g dvou promeénnych, kterd také prochézi bodem (zo, yo, 20). Normélovy vektor k této
plose mé souradnice

o 0
1/; = (a—z(wo,yo)a a—g(woaQO)’ _1) :

Pokud v]vy = 0, pak plocha (1.39) protind plochu ze soustavy (1.38) kolmo. Pokud tedy v kazdém
pripustném bodé (x,y) plati

oG 0 oG g 8_G (
0z

o5 (@ v.9(z, y))a—ggg(z, y) + o9 (2,9, 9(x, y))a—y(x,y) = —(z,y,9(z,9)),

pak plocha (1.39) proting kazdou plochu ze soustavy (1.38) kolmo.
Jinak feceno: Integralni plocha quasilinearni rovnice

ou ou
Gz(zayvu)% + Gy(zayvu)a_y = Gu(xvyau)

protind kolmo soustavu ploch (1.38).

Priklad
Najdeme plochu, ktera kolmo protina plochy soustavy
TYz = ¢

a prochazi primkou y = 2z, z = 0.
Podle ptredchoziho je hledand plocha integralni plochou quasilinearni rovnice
u n ou
U— +TU— ==
L dy 4

s okrajovou podminkou u(x, 2x) = 0. Piisludny charakteristicky systém s po¢atecnimi podminkami
je

dx dy du

— =yu =zu, —=u=x
s 7Y 4 " ds ¥

24



Obrazek 1.3: Plocha ortogonalni k soustavé ploch zyz = ¢ prochazejici pfimkou o parametrickych
rovnicich z = 0, y = 20, z = 0. Zelené je zobrazena plocha odpovidajici ¢ = 1.

z(0) =0, y(0)=20, u(0)=0.
Vydeélenim prvnich dvou rovnic se zahrnutim pocateénich podminek dostaneme pocatecni ilohu

dy =
=== y(o) =20
iy y(o)
Jeji feseni je implicitné dano rovnosti

y? — 2% = 302 (1.40)

Podobné ze druhé a treti rovnice s po¢ateénimi podminkami dostaneme lohu

d
= g, u(20) =0
dy wu
s FeSenim
u? —y? = —4o?. (1.41)

Vydeélenim rovnosti (1.40) a (1.41) dostaneme implicitni vyjddieni hledané plochy ve tvaru

2 2
ut -yt
= -3,

ju2=4,2_1
neboli u* = 5z 3Y

2

y2 — 22
a z ného dvé explicitni vyjadieni
u(x,y) = &4/ 522 — %yQ.

Reseni dané tlohy je znizornéno na Obrazku 1.3. |

1.2 Rovnice v n nezavisle proménnych

Budeme se zabyvat rovnici

=0, (1.42)

F(Z‘l,IQ,..., au au ﬂ)

P77 0xy Oxs T Oxpy
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kde F je spojitd funkce 2n + 1 proménnych definovans na néjaké mnoziné G C R?"*!, kterd m4
neprazdny vnitiek. Pii oznaceni vektoru nezdvisle proménnych? & = (1,22, ...,7,)" a gradientu

T
Gun (L0 o)

Oy’ Dy
muzeme rovnici (1.42) zapsat uspornéji
F (x,u,Vu) = 0. (1.43)

Klasické (silné) resend rovnice (1.42) je spojité diferencovatelnd funkce u definovand na mnoziné
Q C R™ takové, ze 2 = Q°, pritom funkce u je na vnitiku Q° mnoziny 2 diferencovatelna, na
uzaveru 2 mnoziny §2 spojitd a pro vsechny body x € 2 plati

(z,u(z), Vu(z)) € G a F(z,u(z), Vu(z)) = 0.

Rovnice linearni v derivacich s nulovou pravou stranou

Rovnice
0 0 0
ay(x1, 22, ... ,xn)a—;l + as (21, 29, . .. ,xn)a—; t ot ap (@, T, ,xn)i =0,

strucnéji

Zn: @)% g (1.44)

a; = .

: 0x;

1=1
nebo ve vektorovém zapisu

a(x)"Vu=0

je nejjednodussim specidlnim pripadem obecné rovnice (1.42). Jedné se o bezprostiedni zobecnén{
rovnice (1.4) do vicerozmérného prostoru. Proto budeme jeji fesen{ hledat zpusobem, ktery je
analogii metody charakteristik popsané v 1.1.1. Rovnici (1.44) pfifadime autonomni systém n
obycejnych diferencidlnich rovnic tvaru

dl‘i
ds

:ai(l'l,l'g,...,xn), i:1,2,...,7’L. (145)

Tento systém se nazyva charakteristicky systém prislusny k rovnici (1.44) a jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (1.44). Charakteristika je hladkd kiivka v n-rozmérném prostoru,
Ize ji zapsat parametrickymi rovnicemi

x; =xi(8), sel, 1=1,2,...,n, (1.46)

kde I je néjaky redlny interval. Necht funkce v = u(xy, 22, ..., x,) je fesenim rovnice (1.45). Pro
derivaci funkce u na charakteristice (1.46) podle parametru s plati

d = Ou(x(s),a(s), ..., an(s)) day
gu(xl(s),:cg(s), . ,zn(s)) = Z oz, P

=1

To znamend, ze na charakteristikdch je feseni rovnice (1.44) konstantni. Odtud plyne, ze FeSeni
rovnice (1.44) muzeme ziskat tak, ze na kazdé charakteristice zaddme hodnotu funkce w.

2Pokud budeme n-tici redlnych éisel povazovat za vektor, vzdy pijde o vektor sloupcovy.
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Charakteristika rovnice (1.44) je hladkou kfivkou v n-rozmérném prostoru. Takovou kiivku
muZzeme zapsat bud parametricky rovnostmi (1.46) nebo obecné jako prunik n — 1 nadploch (tj.
(n — 1)-rozmérnych diferencovatelnych variet) v n-rozmérném prostoru, tedy rovnostmi

vi(T1, T2, ..., Tn) = Ci, 1=1,2,...,n—1, (1.47)

kde v; jsou diferencovatelné funkce n promeénnych. Rovnosti (1.47) nékdy muzeme ziskat z para-
metrického vyjadieni (1.46) charakteristik eliminac{ parametru s.

Jind moznost, jak ziskat obecné vyjddieni (1.47) charakteristik rovnice (1.44) spocivd ve
vydéleni rovnic charakteristického systému (1.45); dostaneme tak n — 1 oby¢ejnych diferencidlnich
rovnic, napf.

d.TH_l ai+1(x1,x2, P ,xn)
= , n=12....,n—1,
dxi 04'(501,:02,...,1'”)
nebo
dz;  ai(xr,x2,...,20)
= , n=2,3,...,n.
dl‘l a1($1,$2, e ,xn)

Obecné teseni téchto systému rovnic, které zavisi na n — 1 konstantach, zapiseme v implicitnim
tvaru (1.47). Predchozi obycejné diferencidlni rovnice muzeme také jednotné zapsat ve tvaru rov-
nosti diferenciala
dz dz dx
1 _ 2 — = n ) (1.48)

a1(x1, @, ..., xy)  ag(x1,29,...,2,) an(x1, T2, ..., Ty)

Hodnotu funkce u, kterd je fesenim linearn{ rovnice (1.44), vyjadifme na charakteristikach pomoci
diferencovatelné funkce @, kterd je funkci n — 1 proménnych. Reseni rovnice (1.44) tedy piseme ve
tvaru

u(x) = (vi(x),v2(x), ..., vn-1(x)). (1.49)

Provedené uvahy ukazuji, ze pro rovnici (1.44) lze zformulovat vysledek, ktery je bezprostied-
nim zobecnénim Tvrzeni 1 platného pro rovnice ve dvou nezavisle proménnych.

Tvrzeni 2. Nechf funkce v; : Q = R, i =1,2,...,n — 1, jsou diferencovatelné funkce takové, ze
rovnosti (1.47) jsou implicitnim zapisem trajektorii charakteristického systému (1.45) prislusného
k rovnici (1.44) (nebo ekvivalentné: implicitnim zépisem Feseni sytému obycejnych diferencidlnich
rovnic (1.48)). Je-1i ® libovolnd diferencovatelnd funkce n — 1 proménnych takova, ze jeji definiéni
obor obsahuje kartézsky soucin oboru hodnot funkei v;, pak funkce u definovand rovnosti (1.49)
je fesenim rovnice (1.44).

Diikaz: Na teseni (1.46) charakteristického systému (1.45) jsou splnény rovnosti (1.47). Tedy
pro kazdy index j plati

4 - i (wa(s), ma(s), - wn(s)) day(s)
0= EUJ‘(SCl(S),-%Q(S);---axn(s)) —; ox; ds
"L 0vi(x1(s), 22(s), ..., xn(s
:Z j( ( ) a(xz) ( ))ai(wl(s)?x2(8)""’xn(s))’
strucné
" Ovj(x)
Z oz, ai(x) =0
Dale
du(z) 0 e 02 (vi(@), va(@), . vpma () Quy ()
axi = a_xzq)(vl (:13),’02($), : ’vn*l(m» - Z avj aZEi ,



takze

Y 0@ S @ 3 22 (“1(””’“2(;0); - oent(2) 9 (=) _

_ z_: P (v1 (), v2(x), ..., vp-1(x)) Z ai() ovj(x)

a’Uj (9:6Z =0

i=1

O

Povsimnéme si, ze na levé strané rovnice (1.44) je skaldrni soucin vektoru a s gradientem
hledané funkce u. Gradient je linedrni zobrazeni, skalarni sou¢in také. Slozeni linearnich zobrazeni
je linedrni. Odtud plyne, ze rovnice (1.44) také spliiuje princip superpozice: Jsou-li uy, ua,. .., u
feseni rovnice (1.44), pak také jejich libovolnd linedrni kombinace je FeSenim této rovnice. Jinak
feceno, mnozina vsech feseni rovnice (1.44) tvoii redlny vektorovy prostor.

Priklad
Ju Ju ou
— 27 — 22)— — 2y +22)— - — =0
(y =20 —22)- + (@ -2y + Z)aer(fc Yty
Piislusny charakteristicky systém
d
d—i =22+ y-— 2z,
d
d—z = x—2y+2z,
dz n
—= - z
ds 4

je linedrni homogenni systém obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantni matici. Muzeme tedy
explicitné napsat jeho Teseni

(2As + 2B)e~",
(—2As 4 2C)e*,
(—2As+C — B — A)e™?;

T
Y
z

pritom A, B, C jsou integracni konstanty. Druhou rovnost vydélime rovnosti prvni a dostaneme

y —As+C . z+y B+C

x As+ B’ J: xr  As+ B’

treti rovnost vydélime prvni a dostaneme

z —2As+C—-B-A t r+z C+B-A

r As+ B Uy :2(A5+B)’

tyto rovnosti navzajem vydélime a dostaneme

xr+y
x4+ z

= const.

Analogicky (prvni a tiet{ rovnost tentokrét délime druhou) dostaneme

Tty

=Y

= const.

Resenf je tedy tvaru u(z,y) = ® (i—iz, zf;’), kde @ je libovolnd diferencovatelnd funkce dvou

proménnych. |
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Na charakteristikdch je fesen{ rovnice (1.44) konstantni. Proto konkrétni feseni (partikuldrni
fesen{) této rovnice muzeme ziskat tak, ze na ,zacatku“ kazdé charakteristiky uréime funkéni
hodnotu feSeni. ,,Zacatky* charakteristik lze urcit tak, ze v prostoru zavedeme néjakou nadplochu
((n—1)-rozmeérnou varietu), kterd proting kazdou charakteristiku pravé jednou; prusecik této nad-
plochy s charakteristikou budeme povazovat za ,zacatek charakteristiky“. Nadplocha s uvedenou
vlastnosti se nazyva okraj pro rovnici (1.44).

Okraj muze byt zaddn parametrickymi rovnicemi; ponévadz se jednd o (n — 1)-rozmérnou
nadplochu, zavisi na n — 1 parametrech. Parametrické rovnice okraje tedy jsou

xi:Xi(015023"'30n—1)5 i:132a"'7n5

kde parametry o1,09,...,0,—1 jsou z néjaké podmnoziny prostoru R"~!, kterd m4 neprazdny
vnitiek. Prusecik konkrétni charakteristiky s okrajem je urcen konkrétni sadou parametru. Hod-
noty fesen{ u rovnice (1.44) tedy zaddvédme pro tuto sadu parametru. Jinak feceno, zaddvame
okrajovou podminku ve tvaru

’U,(Xl(O'l,O'Q, .. .7O-n71)7X2(0-170-27 .. .,O'nfl), N ,Xn(O'l,O'Q, e ,O’nfl)) =
=g(o1,09,...,0n-1). (1.50)

Okrajovou tlohu, tj. rovnici (1.44) s podminkou (1.50), fesime tak, ze k charakteristickému systému
(1.45) priddme pocateéni podminky

SCZ'(O):Xi(O'l,O'Q,...,O'nfl), i:1,2,...,n. (151)

Jednotlivé slozky reseni Cauchyovy tilohy (1.45) zdvisi na nezdvisle proménné s a na parametrech
01,02,...,0n—1, tj.
x; = xi(8,01,02,...,0n-1). (1.52)
Rovnosti (1.52) a rovnost (1.50) piepsand do tvaru u = g(o1, 09, . . ., 0, ) predstavuji parametrické
vyjadreni (grafu) feseni okrajové dlohy (1.44), (1.50).
Na rovnosti (1.52) se také muzeme divat jako na systém n rovnic pro n nezndmych, kterymi

jsou parametry s,01,03,...,0,_1. Pokud se z ného podafi explicitné vyjadrit parametry okraje
01,09,...,0,_1 vV zavislosti na soutadnicich x1, xo,..., 2y, tj.
oj =0j(x1,22,...,2,), j=12,...,n—1,

pak je lze dosadit do okrajové podminky (1.50). Takovym zpusobem dostaneme feSeni okrajové
ulohy (1.44), (1.50) ve tvaru

u(xy, o, ..., xn) = g(ol(xl,...,xn),...,Jn,l(zl,...,xn)).

Priklad
Budeme hledat feseni rovnice

ou ou ou
(z+y—z)—+(E+r—y)o-+

Ox oy 25:0

s okrajovou podminkou
u(z,y,a) = 4a'zy,

kde a je néjaka realnd konstanta.
Charakteristicky systém (1.45) je v tomto piipadé tvaru

dz +y+
— =—x z
ds YTz,
d

dz

— = z.
ds
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Jedn4 se o linearni homogenni systém obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty,
jeho obecné Feseni je tvaru

x=Ae® + Be % + C,

y=Ae® — Be 2% 4 C,

z= Ae®.

Pocatecni podminky (1.51) odpovidajici dané okrajové podmince jsou
z(0) =01, y(0) =02, 2(0)=a.

Pro integracni konstanty A, B, C' tak dostdvame soustavu linedrnich rovnic

A+B+C=Ul,
A—B+C =09,
A =a,

kterd ma fesenf A = a, B = 1 (01 — 02), C = 1 (01 + 02) — a. Reenf (1.52) Cauchyovy tlohy pro

charakteristicky systém je

J::aes—i—%(al —0’2)6_284-%(0’1 + 03) — a,
y=ae® — 1 (o1 —03)e 2"+ % (01 + 02) —a,
z=ae’.

Bezprostiedné vidime ae® = z a tedy e~2* = a?/22. Po dosazen{ do prvnich dvou rovnost{ dosta-
neme systém rovnic pro parametry oy, oy ve tvaru

a?(oy —03) o1+ 09

rEEt T Ty e
a*(oy —02) o1+ 02
L L S

nebo po upravé
(22 4+ a?)oy + (22 — a®)oe =22%(x — 2 + a),
(22 —a®)o1 + (22 + a?)oe =22%(y — 2z + a).

Determinant této soustavy linedrnich rovnic je roven 4a?22, takze pro a # 0 dostaneme

((z 4y — 22+ 2a)a® + (z — y)z?), o2 L((Jc +y—2z+2a)a® — (z — y)2°).

g1 =
2a2

" 2a2
Parametrické vyjddieni okrajové podminky (1.50) je
u(oy,09,a) = 4a’oy04.

Do této rovnosti dosadime vypocitané hodnoty parametru o1, 02 a dostaneme feSeni dané 1lohy
ve tvaru
_ 4 2 2. 4
w(@,y,2) =a" (x+y—2z+2a)" — (x—y)°2".

Tato funkce je fesenim ulohy pro nenulovou hodnotu parametru a. V piipadé a = 0 je feSenim
nulova funkce, u = 0. |

Priklad

Najdeme obecné FeSeni rovnice

o e, 2, S o, (1.53)
X X X



Charakteristicky systém je v tomto pripadé

1s =x; ,i=1,2,...,n.

To vlastné neni systém, ale n nezdvislych rovnic. Jeho feseni je z;(s) = C;e®. Z toho vidime, ze
pro kazdé i = 2,3, ..., n plati
z;1(5) - Ci—1
x;(s) C;

takze obecné feseni dané rovnice je tvaru

Ty T2 Tn—1
u(zl,xg,...,xn)@(— =, ..., ,

Ty T3’ Tn

= const,

kde ® je néjaka diferencovatelna funkce n — 1 proménnych.
To ovSem neni jediné mozné vyjadieni feseni dané parcialni rovnice. Stejné snadno muzeme

7z FeSeni charakteristického systému odvodit, ze pro libovolnou hodnotu j € {1,2,...,n} a kazdy
indexi=1,2,...,5— 1,7+ 1,74+ 2,...,n plati
xi(s C;
i(s) = —' = const,
zi(s)  Cj
takze feseni dané parcialni diferencidlni rovnice je tvaru
T T Tj_1 X x
u(er, @) = U (____+_)
SCj SCj SCj SCj SCj

kde ¥ je opét néjaka diferencovatelnd funkce n — 1 proménnych.
Nyni muzeme k rovnici (1.53) pridat okrajovou podminku

u(l, 2,23, . .., &Ty) = ToZz - Tp. (1.54)
Dosadime-li tuto rovnost do druhého vyjadieni feSeni rovnice (1.53), v némz zvolime j = 1,
dostaneme

Towg -+ Ty = V(xo, X3, ..., Tp).

7 toho snadno vidime, Ze za funkci ¥ muzeme vzit funkci danou predpisem

U1, 8, 8n—1) =162 6n

a FeSeni tlohy (1.53), (1.54) dostaneme ve tvaru

XToX3 Ty
u(ry, T2, ..., Ty) =~
1
Z prvniho uvedeného feseni rovnice rovnice (1.53) neni Feseni okrajové tlohy vidét. |
Quasilinearni rovnice
Reseni rovnice
0 ou ou
a1 (x1, .y T, u)=— + a2(X1, . Ty W) —— F - Fan (X1, T, u)=— = f(21,..., 20, u),
(9:61 81'2 axn
neboli

pripadné ve vektorovém zapisu



budeme hledat v implicitnim tvaru
V(x,u) =0, (1.56)
kde V' je néjakd diferencovatelnd funkce n 4+ 1 proménnych.
Budeme si predstavovat, Ze feSen{ zname. Nechf tedy u = u(x) je TeSeni rovnice (1.55), které
je implicitné popsdno rovnosti (1.56). Pak plat{
V(z, u(x)) = 0.
Tuto rovnost parcialné zderivujeme podle kazdé z proménnych z;. Dostaneme
oV (z, u(x)) N oV (x,u(x)) du(x)
0z; Ju ox;

=0, i=1,2,...,n

Dale vynasobime i-tou rovnost vyrazem ai(a:,u(a:)) a vysledné rovnosti secteme. Vysledkem je
rovnost

- oV (x, u(x) - ou(x) \ IV (z,u(x)
Zai(m,u(m))% + ai(:c,u(:c)) ai)> ( ™ ) =0
i=1 g i=1 g
a ponévadz funkce u je FeSenim rovnice (1.55), muzeme tuto rovnost upravit na tvar
- oV (x, u(x) oV (z, u(x)
i=1 ¢

Vidime, ze funkce V je feSenim rovnice v n+ 1 nezavisle proménnych, ktera je linearni v derivacich
a ma nulovou pravou stranu. Struéné: funkce V, kterd rovnosti (1.56) implicitné popisuje feseni
quasilinedrni rovnice (1.55), je FeSenim parcidlni diferencidln{ rovnice

;ai(m,u)g—:‘; + f(w,u)z—z = 0.

To je rovnice, kterou jsme se zabyvali v predchozi ¢asti. Mame tedy nasledujici algoritmus pro
hledéni feseni quasilinedrni rovnice (1.55).

K rovnici (1.55) prifadime charakteristicky systém obycejnych autonomnich diferencidlnich
rovnic

dz; .
dx =a;i(r1,...,xn,u), 1=1,2,...,n,
° (1.57)
du_ (x Ty 1)
dS_ 1y-ceydn, .

Jeho trajektorie vyjadiime v obecném tvaru jako prunik n nadploch
vi(z1,22,...,p,u) =c¢j, j=1,2,...,n.
Resenf rovnice (1.55) je pak implicitné ddno rovnosti
<I>(vl(ac1, ey Ty W), V2 (T Xy )y O (2, ,:I:n,u)) =0,
kde ® je libovolna diferencovatelnd funkce n proménnych.

Rovnici (1.55) s okrajovou podminkou (1.50) Fesime tak, ze najdeme Feseni charakteristického
systému (1.57) s poc¢atecnimi podminkami (1.51) doplnénymi o podminku

u(0) = g(o1,09,...,0n_1).

Toto TeSeni zavisi na nezavisle proménné s a parametrech oq,09,...,0,_1, tj.
xi=xi(8,01,09,...,0,), 1=1,2,...,n
u=u(s,01,02,...,00).

Témito rovnostmi je parametricky zaddno Feseni okrajové tilohy (1.55), (1.50). V nékterych jedno-
duchych pripadech lze parametry s, 01,09, ...,0,—1 eliminovat a feseni ulohy vyjadrit explicitné.

Povsimnéme si, ze algoritmus feseni okrajové tlohy (1.55), (1.50) je bezprostrednim zobecnénim
postupu pii feseni dlohy (1.36), (1.19) pro funkci ve dvou nezédvisle proménnych.
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Okrajova tloha pro obecnou rovnici

Dosud provedené tivahy napovidaji, ze FeSeni obecné rovnice (1.42) pro funkci w v n nezévisle
proménnych s okrajovou podminkou (1.50) by bylo mozné hledat stejnym postupem, jako Feseni
ulohy (1.22), (1.19).

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme oznaceni

ou . .
pi:az_aZ:ZaQa"'an7 p:(plaPQa"'apn)T:vua
4

o= (01,09,...,001)", X(o)=(X1(0), Xs(a), ..., Xn(c))".

Rovnice (1.42), nebo ekvivalentni rovnice (1.43), s okrajovou podminkou (1.50) je pak tvaru

F(z,u,p) =0, u(X(o))=g(o). (1.58)

K rovnici pritadime charkteristicky systém obycejnych diferencidlnich rovnic

dx;
dS Fpl(m’u7p)7 7::1,2,...,7L,
du
= :Zpini(wvu,p), (1.59)
d =1
%:7Fmi(mau7p)7piFu(m,U,p), i:1,2,...,n.
S

Véta 2. Necht © = x(s,0), u=u(s,0), p = p(s,o) je reseni charakteristického systému (1.59)
splnugici pocdtecni podminky

zz(o):Xz(U)v i:1725"'7n5
u(0) =g(Xi(o)), (1.60)
pz(o) = Poi, i:1725"'7n5
kde hodnoty po1, o2, - - -, Pon JSOU Tesenim soustavy rovnic
F(X .o yDon) =0, i =1,2,...,n—1. (1.61
(X (o), 9(),po1,po2; - - - s Pon) GUJ ZPO ( ) J n (1.61)

Dadle necht funkce F je spojité diferencovatelnd a funkce g je spojitd. Pak prvnich n + 1 slozek
Teseni pocdteéni ulohy (1.59), (1.60) je parametrickym vyjddirenim teseni okrajové dlohy (1.58)
v okoli okrage.

Drikaz: Nechf feSeni uvedené pocdtecni tilohy (1.59), (1.60) s parametry o je definovdno na
intervalu [0, §). Polozme
Q={z(s,0) eR": 0< s<d}.

Tato mnozina mé ziejmé vlastnost Q = Q° pozadovanou pro definiénim obor Fegeni rovnice (1.42).
Ze spojitosti pravych stran systému (1.59) plyne, ze vSechny slozky feseni tohoto systému
(jakozto funkce proménné s) jsou spojité diferencovatelné a z toho déle plyne, ze funkce u je na
mnoziné §) spojitd a uvnitf této mnoziny diferencovatelna.
Z pocatecéni podminky (1.60) a z prvn{ rovnosti (1.61) plyne, ze

F(2(0,0),u(0,0),p(0,0)) =0

a déle z (1.59) dostaneme

d n dl d ; n n
d—F:Z;Fdi +Z e = ;FF+F;pF ZF (Fa, +piFy) = 0.
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To znamen4, ze F(a:(s, o),u(s,0),p(s, o’)) = 0 pro vSechny piipustné hodnoty proménné s. [

Prvnich n+ 1 slozek fesen{ pocédteéni tlohy (1.59), (1.60) jsou funkce jedné proménné s an—1
parametru o1, 09,...,0,—1. Jako parametrické vyjadreni reSeni okrajové ulohy (1.58) vsak tyto
funkce povazujeme za funkce n proménnych,

21 =21(8,01,02,...,0n-1),
X9 =x2(8,01,02,...,0n-1),
T =Tn(8,01,02,...,0n-1),
u =u(s,01,09,...,05-1).

Cviceni
V tlohéach 1-6 najdéte obecné feseni rovnice.
1. 2%uy + y*u, =0

2. (14 2%)uy +ayu, =0

3. z uerLuwazQuz =0
T—y y—x
PRI LA K L
' 8 201y 38:03 "Oxy

S, YUy — Ty =9y? —2?

6. Tuuy, + yuuy +xy =0
V tlohéach 7-12 najdéte feseni okrajové ulohy.
7. 2ug + 3uy, =0, u(0,y) =4y
8. (z—ylug + (x — 2)uy + (y — x)u, =0, u(0,y,2) =yz

9. U(-T + u)ug — y(y + U)“y =0, “(L y) = \/g

10. (z + wug + yuy =u+y?, u(z,1) =2
11 w2 —ul =u, u(l,y) =1
12, up = —(ugz)?, u(0,2) = ax
Vysledky:

1. u(x,y):®<x7y>

Yy

2

Y
2 u(x7y):q)<1+x2>
3 u(x7y7z)=<1>x+y7(x—y) lnz)

1 1 1 1 1 1
4 n)=®| —+Inw, i i yeees =T — -
U(x17x27 , L ) < N +Inzy 2 % T2 31.4 2ZE§ (']’L*l)l’n 1 (n2)x2_?>

5. u(z,y) = vy + (z? + %)
6. P <§,xy + u2> = 0 (implicitn{ popis)

7. u(z,y) =4y — 6z
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8. u(z,y,2) =zy+yz+zx

cu(z,y) = /Ty
z+y*lny
cu(w,y) = W

- (du— (z— 3)2) (4u — (z — 1)2) = 0 (implicitni popis)

. u(t,z) = ax — a’t
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Kapitola 2

Rovnice druhého radu linearni ve
druhych derivacich

2.1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

0%u 0%u 0%u Ou Ou
A — +2B — — =F —, — 2.1
(5.0 5 + 2B ) g+ Cla) 3 = F (o g 5. (2.1)

kde A, B,C jsou spojité redlné funkce definované na néjaké mnoziné G C R? s neprazdnym
vnitikem a funkce F je definovédna na mnoziné G x R3. Piitom budeme pfedpokladat, ze pro
kazdy bod (z,y) € G plati

|A(z, y)| + |B(z,y)| + |C(x, y)| >0,

tj. funkce A, B, C nejsou soucasné nulové. Pro kazdy bod (z,y) € G muzeme zavést matici
Az, B(x,
M(z,y) = ( (z,y) ( y)) )

Tato matice je evidentné symetricka.
Necht (z0,y0) € G. Rovnice (2.1) se nazyva

hyperbolickd v bodé (xo,yo), je-1i matice M(zg, yo) indefinitni,
parabolickd v bodé (xg, yo), je-li matice M(xg, yo) pozitivné nebo negativné semidefinitni,
eliptickd v bodé (xq,yo), je-li matice M(xo,yo) pozitivné nebo negativné definitni.

Ze zndmych vét z linedrni algebry plyne, Ze rovnice (2.1) je

hyperbolicka B(x0,90)* > A(zo,%0)C (20, %0),
parabolickd v bodé (z¢,y0) € G pravé tehdy, kdyz B(x0,90)? = A(0,90)C(x0,%0),
eliptickd B(z0,90)* < A(z0,%0)C (w0, yo)-

Rovnice (2.1) se nazyva hyperbolickd, resp. parabolickd, resp. eliptickd, na otevrené mnoziné
H C G, je-li hyperbolicka, resp. parabolicka, resp. elipticka, v kazdém bodé mnoziny H.
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2.1.1 Charakteristiky a kanonicky tvar rovnice

Budeme hledat transformaci nezévisle proménnych, kterd rovnici (2.1) prevede na néjaky jed-
nodussi tvar; v idedlnim piipadé na takovy, aby bylo mozné najit néjaké jeji feseni.
Necht H C G je oteviend mnozina. Bud'te déle o, : H — R takové funkce, ze

Qo (@, y) by (,y) — oy (@, y)¢e(2,y) # 0
pro vsechna (x,y) € H. Pak transformace
E=¢(xy), n=4v(y) (2.2)

bijektivné zobrazi mnozinu H na otevienou podmnozinu R? a rovnici (2.1) transformuje na tvar
(vyuzivdme formule pro druhé parcidlni derivace slozené funkce)

a(§, nuge + 2b(€,m)ugy + (&, n)uny = F(f, 1, W, Ug, Un), (2.3)
kde
2
a = Ap?+2Boyoy+Cpl =2 A(—&) - 2B (—ﬁ) +C|,
Py Py
b = Apats + Blpatby + @ytha) + Coyidy, (2.4)
— 2 2 _ 42 d}z : wz .
c = Ay +2BYby +Cy =9y | Al —— | —2B(—— | +C|;
Uy Py
naznacenou ipravu vyrazu pro funkce a nebo c lze samoziejmé provést pouze v ptipade, ze ¢, # 0
nebo 1, # 0.

Pii hledan{ inversni transformace k transformaci (2.2) fesime soustavu rovnic (2.2) pro nezndmé
x, y. Pfitom prvni, resp. druhou, z rovnic je implicitné dédna funkce y; = y1(z), resp. y2 = ya2(x),
pro jejiz derivaci plati
;P ;o (2
Y= ——, TI€Sp. Yy =———

Py Py
(podle vzorce pro derivaci implicitné zadané funkce, viz napt. Z Dosld, O Dosly: Diferencidind
pocet funkci vice proménngch. MU 1999, str. 96).
Oby¢ejnd diferencidlni rovnice v implicitnim tvaru (neroziesend vzhledem k derivaci)

2
Az, y) (j—i) - 2B(x,y)j—z +C(z,y) =0 (2.5)
se nazyva charakteristickd rovnice parcidlni diferencidlni rovnice (2.1). Jeji TeSeni se nazyvaji
charakteristiky této rovnice.

Rovnice (2.5) je vlastné kvadratickou rovnici pro neznamou y’. Tato kvadratickd rovnice ma
dva redlné riizné koteny, pokud B2 > AC, tj. pokud je rovnice (2.1) hyperbolickd; m4 dvojndsobny
redlny kofen, pokud je (2.1) parabolickd; nem4 redlny koten, pokud je rovnice (2.1) eliptické.

Hyperbolicka rovnice

V tomto piipadé se implicitni diferencidlni rovnice (2.5) rozpadd na dvé rovnice explicitni

g = By HVB@y? - Awy)Cley) -, _ Bley) —V(B.y))? - Al.y)C(x.y)

A(z,y) A(Z‘,y)

(2.6)
Jsou-li p(z,y) = const a ¥ (x,y) = const implicitni popisy Feseni téchto obycejnych diferencidlnich
rovuic, tedy jsou zépisem charakteristik hyperbolické rovnice (2.1), pak

38



jsou kofeny charakteristické rovnice (2.5), takze v (2.4) dostaneme a = ¢ = 0. Kanonicky tvar
hyperbolické rovnice (2.1) je

Ugn = Fl(ga 1, u, ug, ’U,n).
Priklad

Uvazujme rovnici
2, 0%u 5 0%

Co Y oy

= 0. (2.7)

V této rovnici je A(z,y) = 2%, B(x,y) = 0, C(x,y) = —y>. To znamena, Ze pro kazdou dvojici
(z,y) € R? takovou, ze xy # 0, plati

B(ZL', y)2 =0> 71‘2y2 = A(ZL', y)c(x7y>

a rovnice je tedy hyperbolickd na vnitiku kazdého z kvadrantu.
Charakteristicka rovnice piislusna k rovnici (2.7) je tvaru

dy 2

2 2

— | —y“=0.
(&)

7 ni vyjadiime derivaci a dostaneme dvé explicitni rovnice

d
dy _ .y

dx T

které maji separované promeénné a jejich feseni jsou implicitné dana rovnostmi
In|y| F In |z| = const.
Charakteristiky tedy spliuji rovnosti
o(x,y) = xy = const, P(x,y) = % = const.
Zavedeme proto nové nezavisle proménné &, n vztahy

E=zy, n= (2.8)

8] |<

Uvnitt prvniho kvadrantu je x > 0, y > 0 a pro tyto hodnoty je také & > 0, n > 0. Transformace
(2.8) tedy prevadi vnitiek prvniho kvadrantu na sebe. Inversni transformace je ddna rovnostmi

§
T = \/;7 y=VEn.
Dale plati

9% _ . _ o8 _ 8 om__y__fnonm_1_ /n
axiyi\/?’ ayz\/;’ or 22 " £’ oy « \¢&

takze podle Tetézového pravidla je

8u_@8£ auan /— ﬁ@
oxr 0 81' ondx £on’
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7 = o (Vo - an)_ a7 (Vegg - 235)22
(-ﬁ?—é” e + f Wt anag)
*( %%' %% VP ”f%%( J)

o 0%u 1 0% n? Ou
21> + 20 o 2
577 ag2 oo €0 ¢ on

auiauﬁf 6u877
oy~ ocay amoy
2 g%ﬁ@_u o _
3 URZS §on a77 dy
1 1 Ou 582 n
et rae % fanag
a £d 1 ou n 0%u n_
U 8&977 573_+\/7<977 &

£ 0%u ?u  ndu
Tyto vyrazy dosadime do rovnice (2.7)

~uoe " ogon o
2 2 3 2 2 2 2 2
g< Gu_gp 0 +—a—+2"—@>gn<§a Lo O QQ)O

"oez = gean T € o T € an noez " “ogon € o

a upravime

0%u ou
—4577@ + 2778_77 = 0,
0%u 1 0u
ocon 269
Tato rovnice je kanonickym tvarem dané rovnice (2.7). Zavedeme v ni substituci v = 5_77 a dosta-
neme
ov 1
9 iv.
Tuto parcialni diferencidlni rovnici mtizeme povazovat za obyéejnou, nebot se v ni objevuje jedina
derivace podle proménné £. Reseni této obycejné linedrni homogenni rovnice je v = /€ d(n);

pritom ¢ je ,integraéni konstanta“, kterd nezavisi na proménné &, ale muze zaviset na proménné

7. Dostavame tak rovnost
Ju
- VEb(n)

kterou zintegrujeme podle proménné n a dostaneme

u=/E®(n) + ()

Funkce ® je primitivni k funkci ¢ a funkce ¥ je ,integraéni konstanta®, kterd muze zaviset na
nezavisle proménné .
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Névratem k puvodnim proménnym dostaneme obecné Fesenf rovnice (2.7) ve tvaru

u(w,y) = Vaye (£) + w(ay);

pritom ®, ¥ jsou libovolné dvakrat diferencovatelné funkce jedné proménné. |

Parabolicka rovnice
V tomto piipadé se implicitn{ oby¢ejna diferencidlni rovnice (2.5) redukuje na jednu explicitni

rovnici Ble.y)
L,y
y = 1 . (2.9)
(z,y)
Pokud je v tomto ptipadé feseni rovnice (2.9) implicitné zapsano rovnosti ¥(x,y) = const, pak v
rovnostech (2.4) dostaneme ¢ = 0 a déle plati

Y. B . _ B
*w—y =71 tj. Y = A7/)y

Je-li tedy o(z,y) libovolnd funkce nezavisla na funkci v, pak v rovnostech (2.4) dostaneme

B B? AC — B?
b= *szwy +B <<Px7/)y - Z@ywy) + C@ywy = (C - 7) Sﬁyﬂ/)y = T%vﬂ/)y =0,

nebot B% = AC. Vétsinou staéf volit p(x,y) = x nebo p(x,y) = y. Kanonicky tvar parabolické
rovnice (2.1) je )
Uge = FQ(é—) n,u, ue, u’r])'
Piiklad
Uvazujme rovnici
5, 0%u 0%u L , 0% . ou L ou 0
rr— — 2z — o — =0.
0x? yazay 4 oy? ox yay

V této rovnici je A(x,y) = 22, B(z,y) = —zy, C(z,y) = y?, takze

B(z,y)? = 2%y = A(z,y)C(x,y)
a rovnice je parabolicka. Ptislusna charakteristicka rovnice je tvaru

dy 2 dy
2 —J 2 et 2 —
. (dz) + xydx+y 0

(pozor na znaménko koeficientu u prvni derivace). Z charakteristické rovnice vyjadiime

dy _

dx T
Tato obyc¢ejna diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi ma feSeni dané implicitné rov-
nosti xy = const. Zavedeme tedy nové nezavisle proménné &, n vztahy

E=y, n=xY.

Pak je
% _

o€
dr oy

y =, 0, oy e

a dale
ou_ o ou_ou nou
oxr "oy’ oy 06  £0n’
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20 0%u  Ou 0%u  0%u

Pu 0% 0%u 5 n
73 =& 53 =¢ N5+ 5 a5 = a4 T27
ox an 0x0dy 8«5677 an on dy o€ £

Po dosazeni do rovnice a tpravé dostaneme kanonicky tvar dané rovnice

n* 0%u
+ .
«5577 £2 on?

9%u 10u

e o

Tuto rovnici miizeme povazovat za obyéejnou diferencidlni rovnici, nebot se v ni vyskytuji derivace
podle jediné proménné . Polozime

ou
T
a dostaneme
v 1
e~ e
Tato rovnice mé reseni
v= %‘I’(n),
takze o )
U
7€ E‘I’( n)-
Integraci podle proménné £ dostaneme u = ®(n)Iné + ¥(n). Ndvrat k puvodnim proménnym da

feSeni dané rovnice ve tvaru
u(r,y) = ®(ry) Iny + ¥(zy),

kde ® a ¥ jsou dvakrat diferencovatelné funkce jedné proménné. |

Elipticka rovnice

Pokud je rovnice (2.1) eliptickd, nemd realné charakteristiky. Pro zjednoduseni zdpisu nejprve
oznacime redlnou a imaginarni ¢ast kotenu piislusné charakteristické rovnice symboly

- o \/A(x,y)C(x,y) - (B(‘Tay))2
HED = Hay VY= ) |

Déle necht ®(x,y) = Cy, resp. ¥(x,y) = Cy, je implicitni popis Feseni rovnice

y = p(x,y) +iv(z,y), resp. y' = p(x,y) —iv(z,y),

t].
P v
*Qﬁz = p+iv, —\Ij—z = p—iv;
Funkce ® a ¥ jsou komplexnimi funkcemi redlnych nezavisle proménnych = a y. Nyni zavedeme
nové nezavisle proménné

1
5290:5(‘1"*“1’), Uzlﬂ:E(@—‘I’)-

Pak plati

1 1 . . 1 1
R 5(4)93 +U,) = 5(—u®y —iv®, —p¥, +ivd,) = EI/(Q)y -U,) - §M(<I)y +0,) = vy — ey,

1 1 . . 1 1
Yy = ﬂ(@zf\llz) = ﬂ(—u@yfll/@ynLu\I/y—w\Ily) = —ﬂu(@yf\lly)f?/(@fr\lly) = — by —Vipy.
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Dosazenim téchto vyjaddieni do rovnosti (2.4) dostaneme

a = Ap} 4+ 2Bp.p, + Cpl = A (V7 — 2uppythy + p2y) + 2B (voythy — pel) + Coy =
= (Ap® = 2Bp+ C)p; + Ay + 20(B — Ap)pythy =
AC — B?

B? B? , AC-DB? , 2 2
= (7 727 +C) oy + leerQV(B*B)@yi/)y =T a4 (s +¥y)

b= A‘mez + B(‘Pw"/’y + (waz) + C‘Py"/’y =
= —A (v — 1P oyby + V2 hy oy — el + B (VU] — ppyty — ppyty — vl) + Coythy =

= (A — B)vy: + (B — Ap)vi;, + (Ap® — Av® = 2Bp+ C) gyt =

B? AC-B? 2B? AC
= (B - B) (ve, —vipy) + (I_T_T—'—T) Pyty =0,

¢ = A2 + 2By + O = A (pP)) + 2uvipypy + 1202) — 2B (uap2 + vipyiby ) + CYl =
= APy + (Ap® = 2Bu+ C) ¢y, + 2v(Ap — B)pyh, =
AC-B? , (B® _B? , AC—-B?, ,
tedy a = ¢, b = 0. Kanonicky tvar eliptické rovnice (2.1) tedy je

Uge + Upn = Fg(&,T},U,Ug,Un) .

Priklad
Najdeme transformaci prevadéjici rovnici
0%u 0%u ou ou
l+2) =+ (1+y) s +2—+y— =0
(Itaf)gm +(+y)gs +ag. +v

na kanonicky tvar.
V tomto pripadeé je charakteristickd rovnice tvaru

(1+2%) (%)2+(1+y2):0

d 2
dy _ gy 1Y
dz 1+ 22

To znamend, ze dana rovnice je eliptickd. Posledni rovnice je obycejna diferencidlni rovnice se
separovanymi proménnymi, ktera ma reseni

I (y+V1+7) Filn (y+v/1+5?) = const.

Podle obecného zduvodnéni pred pitkladem tedy mame transformaci puvodnich soufadnic z,y do
novych &, ve tvaru

a ma komplexné sdruzené koteny

§:ln(y+\/1+y2), n:ln(erm)_

Plati tedy!
1 1

D e ) Uy = Ut —F——,
Tixa2 U S T2

1Pouzity zapis je ,,08klivy“; na jedné strané rovnosti ,michd* staré a nové proménné. Ovsem je to zépis dsporny
a (v&fim, ze) srozumitelny.

Uy = U
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1 1 2z 1 x
e = Upp—= + U —= = Upp — —F/——=1U s
77771+y2 77( 2(1+SC2) /1+:L'2) 1+$2(7777 /1+SC2 77)
TR M e )

Po dosazeni téchto vyrazu do dané rovnice dostaneme

T Y -

€z Y
Uppy — —F—="Up + Ugg — Ue + Uy + Ue =
nn M+ 22 n 33 \/1+y2 3 V1t 22 n /—1+y2 3

a po trividlni ipravé mame kanonicky tvar dané rovnice

Uge + Uyy = 0.

Nyni nas nenapada zadny trik, jak tuto rovnici vyftesit. ]

2.1.2 Kanonicky tvar linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Jednd se o rovnici

0% 0% 0%u ou ou
9= — =d— — 2.1
Yoz T P00, t a2 = Yas T4, + fu+g(z,y), (2.10)

kde a,b,c,d,e, f € R a g:R?> — R. Transformace popsand v 2.1.1 pfevede tuto rovnici na néktery
7 tvaru

ugn =diue + eruy + fru+g1(§,m), pokud b2 > ac, tj. rovnice je hyperbolick4,
uge = daug + eauy + fou+ g2(€,n), pokud b* = ac, tj. rovnice je parabolickd, (2.11)
Uge + Uny = d3ug + esu, + fsu+ g3(€,n), pokud b? < ac, tj. rovnice je elipticka.
Zavedeme novou neznamou funkci v vztahem
u=uv e/\£+/m’
kde A a p jsou zatim neurcené konstanty. Pak je
Ug = e/\§+“’7()\v + ’Ug), Uge = eMethm ()\2’0 + 2)\’[)5 + ’U&:),
Uy =N (o + vy, gy = TR (A + pvg + Avy + vey),
Uy = TN (120 + 200, + vy ).

Dosadime do rovnic (2.11) a vykratime vyrazem e #7 =£ (. Dostaneme

(
ven = (d1 — p)ve + (€1 — Ny + (A +erpp — A+ fr)v + g1(€,m),
Vge = (d2 — 2X)ve + a0y + (daX + eapn — N + fo)v + Ga(€,m),
Vge + Uy = (d3 — 2X\)vg + (e3 — 2p)vy + (dsA + eap — N> — p® + fz)v + g3(&,m),

pro hyperbolickou, parabolickou a eliptickou rovnici (v tomto poradi). Konstanty A a p pak zvolime
tak, aby pravé strany téchto rovnic byly co nejjednodussi. Konkrétné:

e Pro hyperbolickou rovnici 4 = dy, A = e;. Dostaneme
vey = (erdy + f1)v+ g1(€,n).

d 4
e Pro parabolickou rovnici A = ?2, w= f24+ . Dostaneme
€2

vee = eavy + G2(&, 7).
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d e
e Pro eliptickou rovnici A = ?3, w= 53 Dostaneme

d% + €3+ 4f;

4 ’U+§3(€a77)

Vee + Uy =

Pii feseni konkrétni tilohy neni potieba pouzivat odvozené formule, staci transformovat nezavisle
proménné a pak napsat obecné novou zavisle proménnou. Konkrétni hodnoty A a p jiz vyjdou
dosazenim do puvodni rovnice.

Priklad

Najdeme kanonicky tvar rovnice

Pu, Ou v, g
0x%2  Oxdy Ox “="

Piislusna charakteristicka rovnice je
dy 2 dy 0
dx de

a jakozto kvadratickd rovnice méa dvé realnd ruznd reSeni

dy |1,

dz 0;
dan rovnice je tedy hyperbolicka. Reseni predchozich obyéejnych diferencidlnich rovnic je déno
implicitné rovnostmi

y —x = const, Yy = const.
Zavedeme tedy nové nezavisle proménné vztahy
E=y—x, n=y.
Pak je
Uy = —Ug, Ugy = —Uge — Ugy,  Ugz = Uge
a po dosazeni do dané rovnice
Ugn = U — Ug.
Nyni polozime u = ve+#7, Dostaneme
ug = U£e>\£+un o+ et — (ve + )\U)ekﬁﬂm,

Ugy = (Ve + vy + pg + pv)e S TH.

Tyto vysledky dosadime do transformované rovnice a upravime. Z vysledné rovnice
Ven + Ay + (1 + p)ve — (1= A= Ap)v =0

vidime, ze staci volit A = 0 a u = —1, aby koeficienty u prvnich derivaci byly nulové, tedy aby
vysledna rovnice byla tvaru

Ven = V.
Vysledek muzeme nyni shrnout tak, ze transformace

E=y—=xz, v=ue

prevadi danou rovnici na rovnici
0%
9Edy

V.
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2.2 Rovnice v n nezavisle proménnych

Jednd se o rovnice

0%u A 0%u
ZAi(z1;z27---7xn)@+2Z Z Bij(l'l,l'Q,...,:En) =

0x;x;
i=1 j=i+1 v

ou 0Ou ou
=F —_— ..., — 2.12
(-T1;$2; y Ln,y U, 81'1, 8502, aaxn) B ( )

kde A;, Bij, i = 1,2,...,n, j =i+ 1,1 + 2,...,n, jsou spojité redlné funkce n proménnych
definované na néjaké mnoziné G C R"™ s neprazdnym vnitikem a funkce F' je spojitd a definovana
na mnoziné G x R, Budeme piedpoklddat, ze pro kazdy bod (x1,2,...,2,) € G plati

n

S A, e, )+ Y By, 22, x| | >0,

i=1 j=it+1

tj. v kazdém bodé mnoziny G je alespoii jedna z funkef na pravé strané rovnice (2.12) nenulova.?
Pii oznaceni @ = (z1, 22, ..., xy) lze rovnici (2.12) strucénéji zapsat ve tvaru

iA.( )@4_22": zn: Bij( )ﬂ_p( Vu)
- i(x 022 ij (@ 8zi8zj_ x,u, Vu).

i=1 j=i+1

Pokud z koeficientu rovnice (2.12) sestavime matici

A1($) Blg(w) Blg($) . Bln(.’B)
Blg(w) A2 (IB) BQg(IB) e Bgn(IB)
M= M(x) = (mij(w))zjzl = Bl3-(w) ng,.(:c) A3.(:c) B?m-(m)
Bun(z) Bon(x) Bon(x) ... Ay (@)

vevs

= 0%u
mi; () =——— = F(x,u, Vu). 2.13
D my(@) g g = F ) (2.13)
7,7=1

Matice M je evidentné symetrickd. To znamenad, ze touto matici je definovana néjaka kvadra-
tickd forma x : R™ — R. Ta je dana formuli

Al(:c) Blg(w) Bl3(:c) e Bln(IB) P1

Blg(IB) Ag(w) BQ3($) SN Bgn(IB) P2
K(p1.p2.--pn) = (01 P2 ps ... pa) | P13 z) Ba(x) As(@) ... Ban(@) || ps |

Bun(@) Bon(@) Ban(@) ... Au(@)) \pu

nebo struéné x(p) = p' Mp.

Z linedrni algebry je znamo, ze plati Sylvesteruv zakon setrvacnosti kvadratickych forem, ktery
muzeme v nasi situaci formulovat: K symetrické matici M existuji reguldrni matice V typu n x n
a jednozna¢né urcend prirozend cisla k,m spliujici nerovnosti 0 < k < m < n, tak, ze pfi
transformaci

p=Vq, tji.q=V'p

k—1
2Jesté pripomeneme konvenci, ze klademe 3 a; = 0.
i=k
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plati

n n n n t k m
H(P) = Z mi;jpip; = Z mij ZviSQS Zvjtqt = Z MijVisVjtqsqt = qu - Z qi2-
ij=1 ij=1 s=1 =1 ig,s,t=1 i=1 i=k+1
(2.14)
Tato skute¢nost umoziuje klasifikovat rovnice tvaru (2.12) nebo (2.13):
Necht xg € G. Rovnice (2.12) se nazyva

eliptickd m=nake{0,n},
hyperbolickd m=nakéec{ln-—1},
ultrahyperbolicka v bodé xg € G, jestlize m=na2<k<n-—2,
parabolickad m<n,
parabolickd v uzsim smyslu m=n—1lak=0,nebok=m=n—1.

Neéekdy se pouziva i ponékud jind terminologie: Rovnice (2.12) se nazyva eliptickd v bodé xy € G,
pokud je matice M(xg) definitni, nazyva se hyperbolického typu v bodé xy € G, pokud je matice
M reguldrni a indefinitni, nazyva se parabolického typu v bodé o € G, pokud je matice M(xg)
singularni.

7 linedrni algebry je také zndmo, ze symetrickd matice mé pouze realné vlastni hodnoty. Cislo
k také vyjadiuje pocet kladnych vlastnich hodnot, ¢islo m — k pocet zadpornych vlastnich hodnot
a ¢islo n — m pocet nulovych vlastnich hodnot. Z této vlastnosti symetrickych matic plyne:

Tvrzeni 3. Rovnice (2.12), ekvivalentné (2.13) je v bodé xy € G

— eliptickd prave tehdy, kdyz jsou vSechny vlastni hodnoty matice M(xo) nenulové a maji
stejné znaménko;

— ultrahyperblickd pravé tehdy, kdyz jsou vechny vlastn{ hodnoty matice M(zg) nenulové a
alespon dvé z nich maji ruzna znaménka;

— hyperbolickd prévée tehdy, kdyz pravé jedna z vlastnich hodnot matice M(xy) mé opacné
znaménko, nez vSechny ostatni;

— parabolickd préve tehdy, kdyz matice M(xp) mé aspon jednu nulovou vlastni hodnotu;

— parabolickd v uzssim smyslu prave tehdy, kdyz matice M(xg) mé pravé jednu nulovou vlastnf
hodnotu a ostatni vlastni hodnoty maji stejna znaménka.

Uvedenad klasifikace je pouze lokélni, uréuje typ rovnice v jednom konkrétnim bodé xg € G. Lze
ji v8ak snadno rozsitit i na oteviené mnoziny: Rovnice (2.12) se nazyva eliptickd, hyperbolickd, ...
v otevrené mnozine H C G, je-li eliptickd, hyperbolickd, ... v kazdém bodé = € H.

Jesté zduraznéme skutecnost, ze matice V pouzita k transformaci kvadratické formy x zavisi
na bodu, ve kterém je definovdna piislusnd symetrickd matice M = M(x). Proto ji nelze pouzit
k néjaké globaln{ transformaci rovnice (2.12) ani v oteviené mnozing, v niz je jednoho typu.

Priklad

Urcéime typ rovnice
82u+2 , 02 n 0%u
72— + 2z TY—=
Y2 or2 Oyoz Yoz2
Aby se jednalo o rovnici druhého tadu, musi platit x # 0 nebo yz # 0. Za tohoto predpokladu
budeme provadét vsechny vypocty. Matici M a ptislusnou kvadratickou formu k zapsat ve tvaru

=0.

yz 0 0
M(z,y,2)=| 0 0 a?|, k(p.qr)=yzp*+ 22 q +ayr’.
0 22 xy
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Kvadratickou formu s upravime ,,doplnénim na ¢tverec“. Je-li xy > 0, pak

2 2 2 z® 2 z? 2 2 z? z? 2
Ii(p,q,T):yzp + | zyr® + 22 q7’+?q *?q =yzp~ + | Vayr+ ?q *?q =

(\/y_zp)QJr(\/@rﬁL\/%q) ( x—;q> , yz > 0,
O N R
<x/$_y7“+ §q> —(ﬁq) —( IyZIP)Q, yz <0,

)2 = (g-1)%) =
Vi) + (Gata+n) — (Garla-n),  w#0,yz>0,

je-li zy = 0, pak

<

k(p,q,r) = yzp* + 222 ((g +

( )
- (%x(q-l—r))Q—(%ﬂU(Q—r))Q_( IyZIP)Q, z#0, yz <0,

(\/?JZP)2, z=0, yz >0,
2
_(\/@p) , z=0, yz <0,

a je-li xy < 0, pak

ZCs ZCs
k(p,q,7) = yzp° — (—wyr2 — 20%qr — ?ff) - —q = yzp’ — <\/|ny Ay q) - —q =
2
(Vyzp)” + <\/|xy|r+1/ ( q) yz >0,
3

- <\/@T+ ‘% q>2< (J), yz =0,

(\/MTJF\/@(])Q( q>2( |y2|p)2, yz < 0.

7Z téchto vysledku vidime, ze v piipadé z # 0, y # 0, z # 0 je dand rovice hyperbolickd a v ostatnich
piipadech parabolickd (v §irsim smyslu).

Typ dané rovnice muzeme podle Tvrzeni 3 urcit také podle vlastnich hodnot matice M(z, y, z).
Jeji charakteristicky polynom je

©|Hw v

3

yz—A 0 0
0 - 2 | =(yz— ) (A —ayr —2?)

a ma tedy kofeny

M =yz, Aogz= % (acy + /22y + 4,7:4) .
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Pokud je yz # 0 a zy # 0, jsou vSechny vlastni hodnoty nenulové a A\s a A3 maji opacna znaménka.

Dana rovnice je tedy hyperbolickd. V opa¢ném pripadé je alespon jedna z vlastnich hodnot nulova
a rovnice je parabolického typu.

Odpovéd na danou otdzku jsme nasli dvéma zptisoby, v obou je tato odpovéd stejnd. U piikladu
ale jesteé chvili zustaneme a pro ilustraci teorie se podivime na transformaé¢ni matici V = V(z,y, 2).

V prvnim oktantu, tedy pro x > 0, y > 0, z > 0 bezprostfedné z tvaru ,iplného ctverce”
vidfme matici V(z,y, 2)~! a z nf snadno spoéitame matici V(z,y, 2),

/Ty 0 0 1
. 23 NG
Vo il
V(z,y,2)" ! Y y |, V(x,y,z) = 0 0 — %
V z

0 —/= 0 o JYv oy [y
v

Podobné muzeme postupovat ve vsech ostatnich pripadech. |
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Kapitola 3

Hyperbolické rovnice

Kmitani struny

Uvazujme tenkou strunu napjatou podél osy x silou 7. Chceme popsat malé kmity této struny,
tj. odchylku kazdého bodu struny od rovnovazné polohy v kazdém case. Aby tento problém byl
relativné snadno zvladnutelny, piijmeme nékolik zjednodusujicich predpokladi:

e Vychylky struny jsou tak malé, Ze jeji délku muzeme povazovat za konstantni.
e Struna neklade odpor vuci ohybéni, je dokonale pruzna.
e Kazdy bod vykonava pohyb pouze ve sméru kolmém na osu x, tj. kmity jsou pti¢né.

Ozna¢me u(t, ) vychylku bodu o souradnici 2 v ¢asovém okamziku t. Uvazujme sily, které
pusobi na usek struny mezi body « a .

Na strunu muze pusobit néjaka vnéjsi sila. Vzhledem ke tietimu predpokladu sta¢i uvazovat
jejl slozku F, kolmou na osu z. Tato sila muze byt v kazdém bodé struny jind a také se muze
ménit s ¢asem. Proto ji vyjadifme pomoci jeji hustoty g = g(¢,x); hustota sily je definovdna tak,
ze vnejsi sila Fi(t) pusobici na uvazovany usek struny v ¢ase ¢ je rovna

B

E.(t) = / o(t.€)de.

(03

Tahova sila T' pusobi v bodé a ve sméru teény ke struné v tomto bodeé. Jeji slozka F, kolmé
na osu x ma velikost =7 sin,, kde ¢, je uhel, ktery svird osa x s tecnou ke struné v bodé a.
Ponévadz ale kmity povazujeme za malé, je thel ¢, také maly, takze sin g, ~ tgp,. Hodnota
tg pq je soucasné smeérnici teény k funkei u(t, - ) v bodé . Silu F, v ¢ase t tedy muzeme vyjadrit
jako

9]
F,(t) = —Tau(t, @).

Podobné slozku tahové sily pusobici na strunu v bodé g vyjadiime jako

Celkova sila plisobici na tsek struny mezi body a a f je tedy dana souctem F, + Fz + F,, ktery
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upravime s vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule:

B
FO) = (0 + F0) + Fal0) = [0.86 4T (Fule.9) - Fate.e) =

[e3

_ 7 ot e+ T i & e, ) = i (Taa—;u@,«s)w@,«s)) a€ (31)

[e3

Silu pusobici na uvazovany tsek struny vsak muzeme také vyjadiit pomoci zdkona sily. K tomu
oznac¢ime p = p(z) linedrni hustotu struny v bodé z. Linedrni hustota je definovdna tak, ze
hmotnost tseku struny mezi body « a 8 je dana integralem

B

/ 0(€)de.

(03

Hmotnost kratkého tseku struny mezi body x a x + Az je tedy podle véty o stiedni hodnoté
integralntho poc¢tu rovna
rz+Azx
Am = / 0(§)d¢ = o(x + YAx)Awx,
xr

kde ¢ € [0, 1] je n&jaké ¢islo. Zrychlen{ bodu struny o soufadnici x + ¢Ax je rovno

82
Silu pusobici na uvazovany kratky usek struny tedy muzeme vyjadrit jako sou¢in tohoto zrychleni

a hmotnosti Am,
2

o(z + 0Am)%u(f, x + 9Ax)Ax

a celkovou silu pusobici na usek struny mezi body a a § jako soucet

2
Z o(x + ﬁAx)%u(t, x + 9Az)Ax,

kde s¢itdame pres vSechny useky struny mezi body «, 8. Tento soucet je integralnim souctem funkce
2

Q(-)wu(t, -), takze pro Az — 0 dostaneme sflu F'(t), pusobici v ¢ase ¢ na tsek struny mezi body

« a B, vyjadienu Riemannovym integralem

Fi) = [ ol6) dutt. 0z 652)

[e3

Vyrazy (3.1) a (3.2) vyjadiuji dvéma zpusoby celkovou sflu ptisobici na tisek struny mezi body «
a (. Musi se tedy sobé rovnat a z této rovnosti jednoduchou tpravou dostaneme

; 02 02
[ (et€) 50006 - Tutt9) - g(0.6) ) ag 0.
Tato rovnost muze byt pro libovolné hodnoty « a (8 splnéna jen tak, Ze integrovana funkce je

nulova, tedy
2 2

o(x) —u(t,z) = T%u(t, x) + g(t, x).
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Nyni polozime

T g(t,x)
a=a(x)=\—, [=f(tz)
o(x) o(z)
a dostaneme rovnici kmitani struny
0%u 0%u
Froie a(z)Qﬁ + f(t, ). (3.3)
Uvazujme nejjednodussi piipad — struna je homogenni, tj. o(x) = const a nepusob{ na ni

zédnd vnéjsi sila, tj. g(t,x) = 0. Je tedy také a(z) = a = const a f(t,z) = 0. Rovnice kmitani
struny nyni nabyva tvaru
u 0%
oz~ ¢ a2
Ozna¢me délku struny ! a uvazujme, ze struna je v krajnich bodech 0 a [ upevnéna, nevykonava
v téchto bodech zddny pohyb. K rovnici (3.4) tak dostavdme okrajové podminky

(3.4)

u(t,0) = u(t,1) = 0 (3.5)

pro kazdy ¢as ¢t > 0. Strunu rozkmitame tak, ze ji v po¢atetnim okamziku ¢ = 0 vychylime z jeji
rovnovazné polohy a vypustime. Struna mé tedy v ¢ase ¢t = 0 néjaky tvar a nulovou rychlost, tj.
funkce u splnuje pocdteéni podminky

u(0,z) = p(x), %U(O, x)=0 (3.6)

pro kazdy bod x € [0,1]. Poc¢atecni funkce ¢ samoziejmé musi spliiovat podminku ¢(0) = ¢(1) = 0.

Reseni rovnice (3.4) s podminkami (3.5), (3.6) ,slysime“: zni zékladni tén a tény alikvotni.
Struna tedy vykondva harmonicky pohyb o néjaké zakladni frekvenci w a také harmonické pohyby
s frekvencemi, které jsou nasobky zakladni. Muzeme proto hadat, ze feSeni by mélo byt tvaru

[e ]
E sm nwt + cn g an sm Cy, COS NWt + €oS ¢y, sin nwt)

Z ) cos nwt + by, () sin nwt);

Oznagcili jsme a, (x) = ap () sin ¢y, by () = @ (x) cos ¢ ; séitdme pro n az do nekoneéna, abychom
néjak umeéle neomezovali pocet alikvotnich ténu. Pokud budeme predpokladat, ze

an(0) = an(l) = b,(0) = by (1) = 0, (3.7)
budou splnény okrajové podminky (3.5). Funkce u musi spliiovat rovnici (3.4), tedy

fz an(z)n’*w? cosnwt + by, (z)n’w? sin nwt) 7a22 " () cos nwt + bl (x) sin nwt)

n=1
neboli
o0
Z aall(z) + n*wan(x)) cosnwt + (a®bl)(x) + n*w?b, (x)) sin nwt] .
Ponévadz funkce cos nwt a sinnwt jsou linedrné nezavislé, musi platit
a*all +n*w?a, =0, a®b!! 4+ n*w?b, =0
pro vSechnan = 1,2,3,.... Prvni z téchto obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu upravi-

me na tvar )
nw
ay + (—) a, = 0.
a

53



Tato linearni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty mé feseni
nw . nw
an(x) = Cq cos —x + Co sin —x.
a a

Chceme, aby byla splnéna prvni z podminek (3.7), tedy
0= Qp, (O) = Cl.

Odtud déle dostaneme N
0=a,(l) = Cysin —I.
a

Ta
Tato rovnost je splnéna pro w = - libovolnou konstantu Cs. Oznac¢ime Cy = A,, a funkci a,

zapiSeme ve tvaru
. nwa . onT
ap(x) = A, sin —ax = A, sin —u.
al l
Podobné dostaneme

bn(2) = By sin nl—ﬂx

Tyto funkce dosadime do vyjadieni funkce u a dostaneme
= nmwa nmwa nw
u(t,z) = Z (An cos Tt + B, sin Tt) sin .z
n=0
Tato funkce formélné splituje rovnici (3.4) a okrajové podminky (3.5). Jesté uréime konstanty A,
a B, tak, aby byly splnény pocatecni podminky (3.6). M4 platit

Tuto rovnost muzeme chépat jako vyjadreni funkce ¢ ve tvaru sinové rady. Je tedy

l
2
A, =7 [ elsin Teae
0

pro kazdé n =1,2,3,.... Déle plati

7] >, nma nm
0=——u(0,z) = — B, sin —u.
ot Om)=2 Lt
n=0
Odtud a ze zndmé véty o jednoznacnosti Fourierovych fad dostaneme, ze B,, = 0 pro vSechna
n=1,2,3,....
Reseni rovnice (3.4) s podminkami (3.5) a (3.6) timto zpusobem dostadvdme ve tvaru

l
/(p(f)sin ?«fd«f cos @tsin Tx:
0

u(t,z) = Z

n=1

~I o

l

l

= /gp(g) (%;sin nl—ﬂfsin nl—ﬂxcos #t) d¢. (3.8)

0

Jesté poznamenejme, ze zakladni frekvence kmitajici struny nam vysla jako
ma 7w |T
w=—= — —,
l I\ o

o4

coz je formulka zndma ze stfedni skoly.



3.1 Rovnice v jedné prostorové proménné

Budeme se vénovat linedrni parcialni hyperbolické evoluéni rovnici druhého adu s konstantnimi
koeficienty, tj. rovnici
2 2

%:a2%+bl%+b2%+cu+]"(t,z), (3.9)
kde a, b, ¢ jsou realné konstanty, a # 0, f je funkce dvou proménnych a u je hledand funkce. Rovnice
se nazyva evolucni proto, ze prvni nezavisle proménna ¢ je interpretovana jako ¢as. Rovnice tedy
popisuje ¢asovy vyvoj nebo ¢asové zmény funkce jedné realné proménné x, kterou interpretujeme
jako souradnici v jednorozmérném prostoru.

Podobné jako v 2.1.2 ovéfime, ze substituce

b b
ut,z) = v(t,z)e s 22"

prevede rovnici (3.9) na tvar

2 2 2 2
% - 27 * ( - f— * %) vt f(t,@)errmE
Bez tjmy na obecnosti tedy muzeme predpokladat, ze v rovnici (3.9) je by = by = 0. Staci se tedy
zabyvat jednodussi rovnici
u 0%
o2 ~ " 022
V pripadé, ze je funkce f identicky nulova, nazyva se tato rovnice homogenni, v opa¢ném ptipadé
nehomogenni. Pokud je ¢ = 0, rovnice se nazyva vinovd.

+cu+ f(t, ). (3.10)

Nejprve najdeme generické feSeni homogenni vinové rovnice
Ut = AUy (3.11)
Transformace rovnice do novych nezdvisle proménnych (sr. str. 38)
E=x+at, n=x—at
prevede rovnici (3.11) na kanonicky tvar
ugy = 0.
Integraci této rovnosti podle proménné 7 dostaneme

ug(&m) = f(€)-

Funkce f vyjadiuje ,integracni konstantu®, ktera je konstantni v tom smyslu, Zze nezavisi na inte-
gracni proménné 7, muze ale zaviset na proménné . Integraci posledni rovnosti podle proménné
& dostaneme

u(€,n) = F(§) + G(n),

kde F' je funkce primitivni k f a G je ,integracni konstanta“ nezavisla na proménné . Navratem
k ptvodnim proménnym dostaneme obecné feseni rovnice (3.16) ve tvaru

u(t,z) = F(x + at) + G(z — at). (3.12)
Nyni se podivame na formulaci iloh pro hyperbolickou rovnici. Vyraz na levé strané rovnice
(3.10), jakozto druhd derivace podle ¢asu, reprezentuje zrychleni. Proto lze pravou stranu rovnice

interpretovat jako jakousi silu pusobici na jednotkovou ,substanci (hmotnost, ndboj a podobné).
Ponévadz se jedna o rovnici druhého fadu v ¢asové proménné, je intuitivné ziejmé, ze k popisu
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vyvoje néjakého konkrétniho systému je pottebné k rovnici pridat také jeho pocdtecni stav (hod-
notu funkce u v poc¢éteénim case) a pocatecni rychlost (hodnotu ¢asové derivace u; v pocateénim
case. Stru¢né receno, k rovnici (3.10) pridavame dvé poédtecni podminky.

Druhou nezavisle proménnou x interpretujeme jako prostorovou proménnou. Pak zalezi na
tom, zda je obor prostorové proménné x ohrani¢eny, nebo ne, zda uvazujeme néjaky ,okraj* pro-
storu. Pokud je prostor omezeny, tedy je tiseckou, musime zadat dvé okrajové podminky, v kazdém
hrani¢nim bodé jednu. Pokud je uvazovanym prostorem polopiimka, je nutné zadat jednu okrajo-
vou podminku.

Ukéazeme dveé klasické metody feseni dloh pro rovnici (3.10). Prvni z nich — metoda charakte-
ristik — bezprostiedné vyuziva generického feseni. Proto je pouzitelnd pouze pro vlnovou rovnici
(¢ =0). Obor prostorové proménné pritom muze byt neomezeny (pfimka nebo poloptimka) nebo
omezeny (dsecka), ale pouze se specidlnimi okrajovymi podminkami. Druhou metodu — metodu
separace proménnych — lze pouzit pouze pro ohrani¢enou prostorovou proménnou, ale pro obecnou
rovnici (3.10).

3.1.1 Pocatecni iloha pro rovnici na primce a d’Alemberttv vzorec

Budeme hledat Feseni vinové rovnice (3.11) na oboru ¢asové proménné ¢ > 0 a prostorové proménné
x € R. Popisujeme tedy kmity ,nekonecné dlouhé* struny, na kterou pusobi sila o hustoté f, od
pocatecniho okamziku ¢ = 0. Budeme predpoklddat, ze zndme pocatecni vychylku u(0, z) v kazdém
bodé struny a také poédtecni rychlost u.(0, z) kazdého bodu struny. Tuto tlohu zapiSeme:

Ut = a%uze + f(t,z), t>0, 2 €R, (3.13)

u(0,2) = p(x), r R, (3.14)

u (0, 2) = ¢(x), x €R. (3.15)

Funkece u : [0,00) x R — R je klasické (nebo silné) reseni tlohy, pokud je spojitd na [0,00) x R,

dvakrat spojité diferencovatelnd na (0, 00) x R, spliiuje rovnici (3.13) a plat{ pro ni

u(0,2) = p(x), tgrél+ ug(t,z) = ¢¥(x) pro kazdé x € R.

Podminky kladené na feseni muzeme také zeslabit. Napiiklad feseni muze mit derivaci pouze ve
smyslu distribuef (viz Dodatek A) a podobne.

Resen tilohy (3.13)—(3.15) rozdélime do t¥{ krok.

Homogenni rovnice s obecnymi pocatec¢nimi podminkami

Jednd se o dlohu

Upe = AUy, t>0, z €R, (3.16)
u(0,2) = p(x), z€R, (3.17)
ut(0,2) = (x), x €R. (3.18)

Pottebujeme urcit obecné funkce F' a G v generickém Teseni (3.12) tak, aby byly splnény pocateéni
podminky (3.17) a (3.18). Dosazenim do podminky (3.17) dostaneme

F(z) + G(x) = p(x). (3.19)
Derivovani obecného feseni(3.12) podle ¢asu ¢t ddva
u(t,x) = aF'(x + at) — aG'(x — at),
takze po dosazeni do druhé poc¢atecni podminky (3.18) dostaneme

aF'(z) — aG'(z) = Y(x).
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Obrézek 3.1: Reseni tlohy (3.16)—(3.18). Vlevo: pocatecni vychylka op(z) = %(1 +cosz) prox < T,
pocatecni rychlost 1) = 0; vpravo: pocdteéni vichylka p(z) = 0, po¢dteéni rychlost ¢ = 1(1+cosz)
prox <.

Tuto rovnost zintegrujeme podle proménné v mezich od 0 po x a po snadné tpravé mame
1 xT
F(z) — G(z) = F(0) — G(0) + p /1/)(§)d§. (3.20)
0

Na relace (3.19) a (3.20) se muzeme podivat jako na soustavu dvou rovnic pro nezndmé F(z) a
G(x). Jejim vytesenim dostaneme

Fla) = 5 [ w(0) + FO) - GOy + 7 [weae )
0

G(z) =

3 |0 - PO +60) - 5 [uiea
0

Toto vyjadieni funkei F' a G dosadime do obecného feseni (3.12) rovnice (3.16),

r—at r+at
ol +at)+plx—at) 1

ult, 1) = . 5 [ v o [ i

0 0

Rozdil integralu v tomto vyjadieni muzeme diky aditivité integralu vzhledem k integra¢nimu oboru
zapsat jako integrél jeden. Dostaneme tak feseni tlohy (3.16)—(3.18) ve tvaru

r+at
o(z +at) + p(x

ult,z) = petemety L[ weae (3.21)

Tato formule se nazyva d’Alembertiv vzorec. Grafy feseni pro dvé ruzné pocatectni podminky jsou
na Obréazku 3.1.

Jesté si vsimnéme, ze TeSeni pocatecni ulohy pro homogenni rovnici je invariantni vzhledem
k posunuti (translaci) v ¢ase. Presnéji feceno, je-li funkce u = u(t, x) fesenim tlohy (3.16)—(3.18),
pak je funkce v = v(t, ) dand vztahem v(t,x) = u(t — o, z) feSenim tlohy

Ve = @2 Vzq, t>o, veR, (3.22)
v(o,z) = p(x), z€eR, (3.23)
ve(o,x) =(z), xR (3.24)
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Jesteé jinak muzeme tuto skutecnost vyjadrit tak, ze transformace 7 = t — o prevadi tlohu (3.16)—
(3.18) na tlohu (3.22)—(3.24). Platnost tohoto tvrzeni snadno ukdzeme piimym vypoétem. Podle
d’Alembertova vzorce (3.21) m4 tloha (3.22)—(3.24) feseni dané formuli

z+a(t—o)
oft,z) = <P($+a(t—0))42r90($—a(t—0)) +2_1a / P(E)de. (3.25)

z—a(t—o)

Obecnéji plati, ze pocatecni uloha pro hyperbolickou rovnici je invariantni vzhledem k posu-
nutim v Casové i prostorové proménné, tj. vzhledem k transformacim nezavisle proménnych ve
tvaruT =t—o0, £ =z —n, kde ¢ a £ jsou néjaké redlné konstanty. Popisuje tedy procesy z klasické
(nerelativistické) mechaniky.

Nehomogenni rovnice s nulovymi pocatecnimi podminkami

Nyni budeme fesit tilohu

Ut = a%uge + f(t,z), t>0, 2 €R, (3.26)
u(0,2) =0, z € R, (3.27)
u(0,2) =0, x €R. (3.28)

Tato uloha vyjadiuje situaci, kdy je ,nekonecnd struna“ na pocatku v klidu a v prubéhu casu
na ni pusobi néjaka sila. Muzeme piredpokladat, ze toto silové pusobeni ,,v jednotlivych ¢asovych
okamzicich® se postupné nasc¢ita, ve spojité plynoucim case ,naintegruje®. Pfesnéji feceno, vychyl-
ka struny v case t a v bodé x bude dana integralem

t

u(t,z) = /w(t,:c,o)do, (3.29)

0

kde w = w(t,x,0) je zatim nezndmd integrovatelnd funkce tii proménnych. Tato myslenka se
nazyva Duhameliv princip.

Funkce dand integralem (3.29) spliiuje prvni poé¢dteéni podminku (3.27). Dosadime ji do druhé
z nich, tj. do rovnosti (3.28). Derivovédnim integrélu ,podle parametru“ ¢ dostaneme

¢
0=wu(0,z) = w(t,x,t) + /wt(t, x,0)do =w(0,z,0).
0 t=0

Budeme pozadovat silnéjsi vlastnost funkce w, a to, aby v ptipadé, ze se hodnoty prvni a tieti
nezavisle proménné rovnaji, byla hodnota funkce nulové, t;j.

w(o,x,0) =0 (3.30)

pro v8echna x,0 € R. V takovém pripadé pak plati

t

ug(t,x) = /wt(t,x,a)da

0

a dale

t
up(t, ) = we(t, x,t) + /wtt(t,x,o)do.
0
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Dvojim derivovanim rovnosti (3.29) podle proménné x vidime, ze soucasné plati

t
Ugy (t, ) = /wm(t,x,o)da.
0

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (3.26)

t t
wt(taxat) + /wtt(taxa O’)dO' = a2/wzz(taxa O’)dO' + f(ta :C)
0 0

a integraly prevedeme na levou stranu

t

/ (wtt(t,:c, o) — a2wm(t, x, J)) do = f(t,x) — w(t, x,t). (3.31)
0

Tato rovnost bude zejména splnéna napiiklad tehdy, pokud na obou jejich straniach budou nuly.
A k tomu staci, aby platilo

wit(t, ,0) = a*waee(t,x,0), t>o0, v €R, (3.32)

we(o,z,0) = f(o,x) (3.33)

pro libovolné redlné o.

Funkci w = w(t, z,0) budeme nyni povazovat za funkci dvou proménnych ¢ a x s parametrem
o. Tato funkce mé spliovat hyperbolickou homogenni rovnici (3.32) s pocdtetnimi podminkami
(3.30) a (3.33). To je ovem stejnd tloha jako (3.22)—(3.24) s nulovou pocatecni vychylkou ¢ = 0.
Jeji tesent je dédno formuli (3.25), tedy

z+a(t—o)

w(t,z,0) = 2—1(1 / f(o,&)dE.

z—a(t—o)

Toto vyjaddieni dosadime do obecné formule (3.29) a tim dostaneme jedno z moznych Feseni tlohy
(3.26)—(3.28) ve tvaru
) t z+a(t—o)
u(t,x) = %/ / f(o,8)d¢ | do. (3.34)
0 —a(t—o)

Toto feseni je zndzornéno na obrazku 3.2.

Obecna pocatecni iloha a jednoznacnost reSeni

Je ziejmé (nebo primym vypoctem snadno ovéritelné), ze reSeni obecné dlohy (3.13)—(3.15) je
souctem TeSeni pocatecni tlohy pro homogenni rovnici s obecnymi poc¢atetnimi podminkami a
FeSeni pocatecni ulohy pro nehomogenni rovnici s nulovymi poc¢atetnimi podminkami. Dostavame
tak vyjddieni feseni dlohy (3.13)—(3.15) ve tvaru

z+at t [ zta(t—o)
ol tat)+o(x—at) 1 1
u(t,z) = : oo [ty [| [ feod]an @)
rx—at 0 —a(t—a’)

Postup pii hleddn{ feseni poc¢dtecni tlohy (3.16)—(3.18) pro homogenni rovnici ukazuje, ze tato
tloha ma nutné feseni dané d’Alembertovym vzorcem (3.21). Ovsem pfi FeSeni tlohy pro neho-
mogenni rovnici jsme udélali nékolik ,svévolnych® rozhodnuti — feseni jsme hledali ve specidlnim
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Obrazek 3.2: Reseni tlohy (3.26)—(3.28). Nehomogenita je tvaru

f(t.1) = (1 +cosz)sint, |z <m,
' jinak.

M

tvaru (3.29), predpoklddali jsme splnéni ngjaké dostatecné (nikoliv nutné) podminky pro platnost
rovnosti (3.31). Vznik4 tedy otézka, zda tiloha (3.26)—(3.28), a tim také obecna iloha (3.13)—(3.15),
nema vice feseni.

Pripustme, ze existuji dvé fesenf u; a ug tlohy (3.13)—(3.15). Polozme u = u; — us. Pak plati
prokazdéz € Rat>0

82’&1 82’&2 282’&1 28211,2 2 82’U1 82U2 2
e v o AU (“ 022 +f(t’””)> - (8:172 _W> = e

w(0,2) = u1(0,2) — u2(0,2) = ¢(x) — p(z) =0,

u(0,) = 220,2) ~ 22(0,2) = p(a) — p(a) = 0.

To znamend, ze funkce u je FeSenim pocatecni tlohy

Ut = @2Upy, >0, x €R,
u(0,2) =0, xz€R,
u(0,2) =0, zeR.

Tato tloha m4 vsak jediné feseni dané d’Alembertovym vzorcem (3.21) a toto Feseni je u(t, z) = 0.
To znamena, ze u; = us. Dostavame tak zaveér:

Tvrzeni 4. Necht funkce f je spojitd, funkce 1) spojité diferencovatelnd a funkce ¢ dvakrat spojité
diferencovatelnd. Pak mé pocatecni tloha pro hyperbolickou rovnici (3.13)—(3.15) jediné klasické
feseni, které je ddno rovnosti (3.35).

Reseni zapsané rovnosti (3.35) vsak nemusi byt klasické, funkce f, p, ¥ dokonce ani nemusi byt
spojité, staci, aby integrované funkce byly integrabilni. Pokud funkce f, ¢, 1 nespliuji predpoklady
predchoziho tvrzeni, neméme pro feseni tlohy (3.13)—(3.15) zarucenu ani existenci, ani jedno-
znacnost feseni.

Vysledek muzeme vyjadfit i v jiném tvaru. Zavedeme funkci G t#{ proménnych rovnosti

—, z—at<{<x+at,
G(t,z,¢) = { 20
0, jinak.
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Bezprostredné vidime, ze rovnost (3.35) muzeme piepsat ve tvaru

t

u(t,z) = plz + at) ; plz — at) + / ()G (t,x, &)dE +/ / f(0, Gt — o,2,8)dE | do.
—00 0 — 00

Funkce G m4 derivaci podle ¢asu (podle prvn{ proménné) ve smyslu distribuci, sr. Dodatek A.3,
str. 158. Re8eni tlohy proto muzeme vyjadrit ve tvaru

ult, z) = / P(€) 5 Glt,,€) + YO, 2,€) + / f0.6)C(t — oz, €)do | de. (3.36)
e 0

3.1.2 Pocatecni tloha pro rovnici na poloprimce

Nyni budeme hledat feseni rovnice (3.10) na oboru ¢asové proménné ¢ > 0 a prostorové proménné
x > 0. Popisujeme tedy kmity struny, kterd je na jednom konci néjak pripevnénd a jeji druhy konec
»je v nedohlednu“. Na strunu opét pusobi sila o hustoté f, od pocatecniho okamziku ¢ = 0. Zase
budeme piedpoklddat, ze zndme pocéatecni vychylku u(0, ) v kazdém bodé struny a také pocétecni
rychlost u¢(0, z) kazdého bodu struny. Oproti predchozimu piipadu véak musime popsat i to, co
se déje na konci, na kraji struny. K tloze (3.13)—(3.15) tak musime pfidat i jednu podminku
okrajovou. Budeme uvazovat dvé moznosti.

Pevny konec

Prvni moznost je, ze ,levy konec“ struny je upevnén, ze struna nemd v krajnim bodé zadnou
vychylku. Budeme tedy fesit ilohu

Ut = a®Uge + f(t,x), t>0, x>0, (3.37)
u(0,z) = p(x), x>0, (3.38)
u(0,2) = (), x>0, (3.39)

u(t,0) =0, t>0. (3.40)

Klasickym fesenim budeme opét rozumét spojitou funkei u : [0, 00) X [0, 00), kterd je na mnoziné
(0,00) x (0,00) dvakrat spojité diferencovateld, spliuje rovnici (3.37), rovnosti (3.40) a

u(0,z) = p(x), t£151+ ut(t,x) = (x) pro viechna x > 0.

Aby tloha mohla mit klasické feSeni, musi byt funkce f spojitd, funkce v diferencovatelna,
funkece ¢ dvakrédt diferencovatelnd a navic pocateéni podminky (3.38), (3.39) musi byt v souladu
s podminkou okrajovou (3.40), tj. musi platit
Jm (@) =0, lim 4(z) =0.

Pro teseni dlohy (3.37)—(3.40) vyuzijeme vysledky dosazené v 3.1.1.

Spojitd funkce u = wu(t,z) definovand na [0,00) x R, kterd je lichd v proménné x, tj. pro
vSechna z € R plati u(t,x) = —u(t, —x), spliuje okrajovou podminku (3.40). Pokud by v tloze
(3.13)—(3.15) byly vsechny funkece f(t, -), ¢, 9 liché, pak by pro feseni této tilohy platilo

—x+at t —z+a(t—o)
(= +at) + p(—x — at) 1 1 B
u(t, ~2) = ) oo [ vty [| [ seod|do-
—x—at 0 —z—a(t—o)
( t) ( t) ) z+at ) t z+a(t—o)
—plr —at) —p(r+a
= — o | Y(dE— — f(0,)d¢ | do = —u(t, z),
2 Qaz/at 2a0/ Z_g([_g)
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nebot pro libovolnou lichou funkei g plati

B

i € = - [ g(-pae = /ﬁg(n)dn — [ san

« a -3

To znamend, ze fesen{ by bylo lichou funkei v proménné x a splnilo podminku «(¢,0) = 0.

Toto pozorovani vede k myslence, ze misto dlohy (3.37)—(3.40) budeme fesit ulohu (3.13)-
(3.15), v niz budou funkce f(t, - ), ¢, ¥ liché, a to takové, Ze pro kladné hodnoty nezdvisle proménné
se budou shodovat se stejnojmennymi funkecemi v tloze (3.37)—(3.40). Piesnéji: Zavedeme funkce

p=4la) = {@(;()’x) 720 = Genalella),

b =4(x) = (sgna)p(|al), f=f(t, )= (sgnx)f(t |x])
a Fesime pocatecni ilohu

Ut = @ Ugy + f(t,:c), t>0, z€R,
u(0,z) = o(x), z €R,
u (0, ) = ¥(x), r € R,

Pro x > at plati
xz+at rz+at

JG S GET

a prox < at

x+at 0 x+at 0 x+at x+at
PO =~ [ P(=dE+ [ p(&)de = Y(mdn+ [ ¢(§)dE = Y(£)dE,
m—/at m—/at O/ at[z O/ m—/at|
tedy
xz+at r+at
o0k = [ i
r—at |z—at|

Podobné odvodime

z+a(t—o) z+a(t—o)
[ o= [ oo
z—a(t—o) lz—a(t—o)|

Proto feseni pomocné pocdtecni tlohy které je soucasné resenim tlohy (3.37)—(3.40), je podle
(3.35) ddno rovnosti

u(t,x) =

z+at t z+a(t—o)
(sgu(z — at))p(|lz — at|) + o(z + at

- : L L / Y(ENE + o / / f(0.€)de | do.

|z—at| 0 z—a(t—o)|

(3.41)

Grafy feseni ulohy (3.37)—(3.40) pro homogenni rovnici s nenulovou pocdteéni vychylkou nebo
s nenulovou pocatecni rychlosti jsou na Obréazku 3.3.
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Obrazek 3.3: Resenf tlohy (3.37)—(3.40) s nulovou nehomogennitou f(t,z) = 0. Vlevo: pocatecni
vychylka (z) = 1(1 4 cos(z — 10)) pro = < 10 + 7, po¢étecni rychlost ¢ = 0; vpravo: poc¢atecni
vychylka o(x) = 0, potétecni rychlost 1) = 3 (1 4 cos(x — 10)) pro & < 10 4 .

Tentokrét zavedeme funkci G = G(t, x, §) predpisem
1

Glt,z,€) = { 20°
0,  jinak,

|z —at| < £ <z + at,

a FeSeni tlohy (3.37)—(3.40) muzeme opét vyjadiit ve tvaru

uta) = [ | $(© 5G9+ 0G0 + [ 10,060 - 00,000 | de. (.42
0 0

Podivejme se na jesté jednu interpretaci této tlohy. Pokud je pocateéni vychylka ¢ i poc¢atecni
rychlost ¥ v okoli po¢dtku nulovd, pak feseni tlohy modeluje vlnu (nebo pulvlnu) postupujici
smérem doleva, k bodu upevnéni struny. Na tomto pevném konci se vlna odrazi a postupuje
doprava. Okrajova podminka (3.40) tedy také popisuje odraz viny na pevném konci.

Levy konec struny nemusi byt upevnén v néjakém nehybném prostiedi, ale muze byt pfipojen
k néjakému zafizeni, které vykonava vlastni pohyb. Tento pohyb se prenasi na strunu, budi na ni
kmity. Takovou situaci modeluje tloha

Uy = a®Ugy + f(t, ), t>0, x>0, (3.43)
u(0,z) = p(x), x>0, (3.44)
ut(0,2) = ¥(x), x>0, (3.45)

u(t,0) = u(t), t>0. (3.46)

K nutnym podminkam pro existenci klasického feseni nyni pribude jesté pozadavek, aby funkce p
byla dvakréat diferencovatelnd. Podminky souladu okrajové podminky s poc¢atetnimi podminkami
jsou v tomto pripadé tvaru

. 1 . T ’
ml—l>%l+ w(z) = tE)%l—i- Het), 11—1>I}Jl+ V(@) = tE»%l-i- wb)-

Reseni tlohy je tvaru
u(t, ) = p(t) +o(t, z),

kde funkce v je resenim tlohy

Vit = @2V + f(t ) — p(t), t>0, x>0,

v(0,7) = p(x) — p(0), x>0,
v (0,2) = Y(x) — 1/(0), x>0,
u(t,0) =0, >0,
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coz je uloha jiz vyteSend; jeji fesSeni je ddno formuli (3.41). Snadno ovéiime, ze se skuteéné jednd
o Feseni ulohy (3.43)—(3.46):

ue(t, ) = 1" (t) + vee(t, @) = p" () + @’uaa(t, 2) + f(t,2) — 4" (1) = APuas(t, 2) + (2, 2),
, 0 .
nebot —u(t) =0, a déle

u(0,2) = p(0) +v(0,2) = u(0) + ¢(x) — pu(0) = p(x),
u (0, ) = ' (0) +v¢(0,2) = p'(0) + p(2) — 1/ (0) = (),
u(t,0) = p(t) + v(t,0) = p(t).

Volny konec

Jeden konec struny muze byt upevnén také tak, aby se nemohl pohybovat ve sméru osy x, v kolmém
sméru ano, ale pfitom pozadujeme, aby struna byla stéle kolmé na smér pohybu.! V takovém
piipadé budeme fesit tlohu

U = Uy, + f(t,z), t>0, 2> 0, (3.47)
u(0,z) = p(x), x>0, (3.48)
ut(0,2) = ¥ (x), x>0, (3.49)

us(t,0) = 0, t>0. (3.50)

Nutné podminky pro existenci klasického feSeni jsou stejné, jako u tlohy s pevnym koncem,
s vyjimkou pozadavku na soulad podminek pocatecnich a okrajové. Ten ma nyni tvar

li .

Také tivaha, jak tesit tlohu (3.47)—(3.50) je podobnd, jako u tlohy (3.37)—(3.40). Jedinym rozdilem
je to, ze volime rozsiteni lohy do zdpornych hodnot prostorové proménné tak, aby rozsiteni funkei
f (t, ), o, ¥ bylo sudé. Tedy definujeme

g(x) = (), d)=v(xl), f(t.2)= f(t,|z])
a TeSime ulohu

U = @ um—i—f(t,x), t>0, reR,
u0,2) =¢(z),  z€ER,
u (0, ) = ¥(x), z cR.

Jeji fesent je podle vztahu (3.35) ddno rovnosti

z+at t z+a(t—o)
(x4 at) + o(|z — at]) 1 1
u(t,7) = s oo [wtehaer o [| [ seeae o @)
r—at 0 z—a(t—o)

Grafy Fesen{ ulohy (3.47)—(3.50) pro homogenni rovnici s dvéma ruznymi po¢dteénimi podminkami
jsou na Obréazku 3.4.

1Tento popis je piilis krkolomny, je uveden jen proto, aby hyperbolicka rovnice v jedné prostorové proménné byla
jednotné interpretovana jako pticné kmity struny. Tato rovnice viak stejné dobfe popisuje kmity podélné; funkce
u muze vyjadfovat hustotu kmitajictho média. Nulova derivace podle prostorové proménné pak rikd, ze médium
nepfechazi za krajni bod.
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Obrazek 3.4: Resenf tlohy (3.47)—(3.50) s nulovou nehomogennitou f(t,z) = 0. Vlevo: pocatecni
vychylka (z) = 1(1 4 cos(z — 10)) pro = < 10 + 7, po¢étecni rychlost ¢ = 0; vpravo: poc¢atecni
vychylka o(x) = 0, potétecni rychlost 1) = 3 (1 4 cos(x — 10)) pro & < 10 4 .

Definujeme-li nyni funkci G = G(t, z, §) vztahem

1
%’ |z —at| < & < x+ at,
_J1
G(tvxvg)_ -, O<§<at—x,
a
0,  jinak,

1ze Feseni tlohy (3.47)—(3.50) opét zapsat rovnost{ (3.42).

Okrajovd podminka nemusi byt nulovd. Pokud podminku (3.50) nahradime obecnégjsi okrajovou
podminkou
ug(t,0) =v(t), t>0, (3.52)

pak feseni tlohy (3.47)—(3.49), (3.52) je tvaru
u(t,z) = zv(t) + v(t, ),
kde funkce v je fesenim tlohy

Vit = APz + f(t,x) — 2V (t), t>0, x>0,

v(0,2) = ¢(z) — zv(0), x>0,
v¢(0,2) = Y(x) — 21/(0), x>0,
v (£,0) = 0, t>0,

kterd jiz ma nulovou okrajovou podminkou.

3.1.3 Pocatecni dloha pro rovnici na tsecce

Nakonec se podivdme na fesen{ hyperbolické rovnice (3.10) na koneéném oboru prostorové proménné
x. Popisujeme tedy kmity struny konec¢né délky [, ktera je na obou koncich néjak upevnéna. Musime
tedy popsat, jak toto upevnéni vypadda, tedy zadat okrajové podminky na obou koncich struny.

Dva pevné konce — uziti d’Alembertova vzorce

Nejjednodussi je moznost, kdy jsou oba konce struny pevné, nepohybuji se. Mame tedy tlohu

Uy = a*uzy + f(t,x), t>0,0<2<I, (3.53)
u(0,z) = p(x), 0<z<l (3.54)
u(0,2) = ¢(x), 0<z<l (3.55)

u(t,0) =0 =u(t,l), > 0. (3.56)
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Nutné podminky pro existenci klasického feseni této tlohy jsou opét spojitost nehomogenity f,
diferencovatelnost pocatecéni rychlosti ¢ a dvakrat diferencovatelnost pocatecni vychylky ¢ a déle
podminky souladu pocatecnich a okrajovych podminek
Opét vyuzijeme vysledky dosazené v 3.1.1. Okrajové podminky (3.56) budou splnény zejména
tehdy, kdyz graf funkce wu(t, -) bude pro kazdé ¢t symetricky kolem bodu z = 0 (funkce u(t, -)
bude lichd) a soucasné také symetricky kolem bodu x = [. Toho lze dosdhnout tak, ze grafy
vsechny funkei f(¢,-), ¢, ¥ budou mit stejnou vlastnost. A budou ji mit, pokud budou liché a
2l-periodické.

Spojité, liché a 2l-periodické funkce lze vyjadrit jako soucty sinovych tfad. Zavedeme tedy
funkce

#r) =3 (7 [e@sn Teae s T i@ =3 (7 v sm Teag s
n= 0 n= 0

l
o0
~ 2 nm nmw
fry =Y (2 [ ft.gsin"Fede | sin
n=1 0
. . . . . . L . R L ..
vyrazy v zavorkach jsou Fourierovy koeficienty vzhledem k soustavé funkei {sm —} , ktera je
n=0

na intervalu (—,1) orthogondlni. Pak fesime pocatecni tilohu

Ut = A Ugy + f(t,x), t>0, z€R,
u(0,z) = o(x), z €R,
u (0, ) = ¥(x), z € R.

Jeji fesent je ddno formulf (3.35). Jednotlivé ¢leny na jeji pravé strané upravime; vyuzivdme pfitom
vzorce sin(a — 3) +sin(a+5) = 2sinacos f a cos(a— ) — cos(a+ ) = 2sina cos B a skutecénosti,
ze Fourierova Fada spojité funkce konverguje absolutné a stejnomérné, muzene tedy zaménit poradi
sumace a integrace:

N | —
o~ =

- 1
(p(z —at) + ¢(xz +at)) = Z /(p(f) sin ?«fd«f (sin ?(m — at) + sin nl—ﬂ(x + at)) =
n=1 0
1

nmwa

25 . . nmw
= 721 /‘P(f)SlnTﬁd«f smecosTt,
n= 0

l I

etat 1 x+at
1 - 1 & . nm . nm _
%Iiat ’L/J(f)df - En:1 (/w(g)SIDdef m/at SlnT€d€ =
l
) o r—at
- _17;<0/¢(€)sm—§d5 [_COSTIE}E—H@ B
o l
- =2 (/ w(&)sm?&dé) (cos 5 (& — at) —cos T (e +-at)) =
n=1 0
o l



z—a(t+o)

- 0/ | fega]ao -

z—a(t—o)

era (t—o)
f(o,€&)sin —fdf sin —fdf do =

zat o)

2=

5/

n=1

1 (t—o)
f(o,€)sin —§d§ — CoS —5} do =
nm E=z+a(t—o)

[
[

[
2=
NE

o — .

3
Il
-

l

/f 0, €) smde«E cos— (x —a(t — o)) —cos?(x—i—a(t—a))) do =
0

t /1
/ /f(a,g) sin ?«Ed«f) sin —x sin %(t —o)do =
0o \o
t

2 1
= —Z—sinﬂx/sinﬂ(tfo /f 0,€) sin—ﬂfdf do.
am £~ n l l ) l

0

1

™

n=1

I
@
gk
S|
o\ﬁ

S|

200
_W;

Tyto vysledky dosadime do vztahu (3.35) a znovu vyuZzijeme moznosti zaménit pofadi integrace
a sumace. Dostaneme tak feseni ulohy (3.53)—(3.56) ve tvaru

l
2 oo
u(t,x) = / (@(5)7 Z cos _mlrat sin nl—ﬂsc sin n—lﬁg +
0 n=1

2 1
+ (&) — Z — sin @t sin 2% sin M& +

am n l
/ fa«f —sm—(t—a) smnl—ﬂx sm—f) d¢.

Na tomto vysledku je sympatické to, ze pro ¢ = 0, f = 0 je stejny, jako vysledek (3.8) ziskany
sintuitivnim* postupem. Ovsem vzorec vypada ponékud monstrézné. Proto ho zjednodusime tak,
ze zavedeme oznaceni

[e ]
nmwa nm

2 1
Wy = - a G(t,z,§) = o nz::l - sinw,t sin %x sin Tf

a vysledek zapiseme ve tvaru

l t

ut.o) = [ | @O5,0(0.9 +0©GE00 + [ 10,060 -0wgdr | de @57

0 0

3.1.4 Obecna okrajova tloha — metoda separace proménnych

Tato metoda navazuje na teorii okrajovych tiloh pro obyé¢ejné diferencialni rovnice, viz Dodatek B.
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Homogenni Robinovy okrajové podminky

Zactneme feSenim homogenni rovnice s poc¢ate¢nimi podminkami a homogennimi Robinovymi okra-
jovymi podminkami

Us = A Ugy + CU, t>0 0<z<l, (3.58)

u(0,2) = p(x), 0<x<l, (3.59)

ut (0, ) = (), 0<x<l, (3.60)

apu(t,0) + Bous(t,0) = 0 = aqu(t, 1) + fru(t, 1), t>0. (3.61)

Pro parametry okrajovych podminek plati af + 83 # 0 # o + 37.
Reseni budeme hledat ve tvaru soucinu funkei, z nichz jedna zavisi pouze na case a druha pouze
na prostorové proménné, tj.

u(t,x) =T ()X ().

Po dosazeni do rovnice (3.58) dostaneme
T"X = a®>TX" + TX,

kde’ znaci obyéejnou derivaci podle piislusné jediné nezdvisle proménné. Nyni separujeme ¢asovou
a prostorovou promeénnou, tj. od pfedchozi rovnosti odec¢teme vyraz ¢I'X a vysledek vydélime
vyrazem a’T X,
T// c X//
a?T a2 X
Vyraz na levé strané rovnosti zavisi pouze na ¢ase t, vyraz na pravé strané pouze na prostorové
proménné a. To znamend, ze oba vyrazy jsou rovny néjaké konstanté; oznacime ji —A. Dostavame
tak
T// c X//
a?T  a? X

coz jsou vlastné dvé obycejné diferencidlni rovnice druhého radu,
—X"=XX a T"=(c—ad*\NT. (3.62)

Nejprve budeme Fesit rovnici pro ,,prostorovou ¢ast* X, tedy pro tu nezavisle proménnou, pro
niz jsou zaddny homogenni okrajové podminky. Dostate¢nou podminkou pro to, aby funkce u
spliiovala okrajovou podminku je, aby stejnou okrajovou podminku splnil jeji délitel X. S timto
pozadavkem dostaneme okrajovou tlohu

—X"=\X, 0<z<l, (3.63)
apX (0) + BoX'(0) =0 = X(I) + /1 X'(1). (3.64)

To je Sturmova-Liouvilleova tloha s p = 1, ¢ = 0 (viz Dodatek B.2). Podle Véty 3 proto existuji
vlastni ¢isla A1, Ao, ... a prislusné vlastni funkce vy, vo,..., které jsou fesenim této tlohy. Pro
vlastni hodnoty pfitom plati 0 < A\ < Ao < - -.

Nyni se podivdme na ,casovou slozku“ T' v rovnosti (3.62). Vzhledem k tomu, ze konstanta A
muze nabyvat spo¢etné mnoha hodnot, rozlisime i piislusné funkce 7' dolnimi indexy. Dostdvame
tak spocetné mnoho obycejnych linearnich homogennich diferencidlnich rovnic druhého fadu ve
tvaru

T/ = (c—a®*\)Tn, n=1,2,.... (3.65)

Budeme nejprve piedpokladat, ze ¢ < a®);, tedy ze koeficienty na pravych strandch vsech rovnic
jsou zaporné. Pak pfedchozi rovnice maji feseni

T.(t) = A, cosva?\, —ct+ B,sinva?\, —ct, n=1,2,....
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Ponévadz feseni rovnice (3.76) hleddme ve tvaru soucinu funkei 7' a X, odvodili jsme, Ze rovnice
(3.58) s okrajovou podminkou (3.61) md spocetné mnoho resent

un (b, 1) = (Ancos Va2, —ct+ Bysinyva?\, — ct) va(x), n=1,2,....

Ponévadz rovnice i okrajova podminka jsou homogenni, plati princip superpozice a tedy i soucet
téchto funkei je Fesenim rovnice (3.58) s okrajovou podminkou (3.58). Reseni tlohy (3.58)—(3.61)
proto zapiseme jako nekoneénou radu se zatim neurcenymi koeficienty A,,, B,

u(t,x) = Z (An cos a2\, — ct + By sinya?\, — ct) Un (x); (3.66)
n=1

tato fada konverguje absolutné a skorostejnomérné, nebot vlastni funkce v1,vs,... tvoif dplnou
orthogonalni posloupnost na intervalu (0, 1).
Jesté je potifeba urcit hodnoty koeficientu A,, a B,, n = 1,2,.... Uréime je z pocdtecnich

podminek dlohy. Z prvn{ podminky (3.59) dostaneme

x) = Z Apvp () (3.67)

a to znamend, ze koeficienty A,, jsou vlastné Fourierovymi koeficienty funkce ¢ vzhledem k ortho-
gonélni posloupnosti funkci vy, ve, .. .,

l
A=z [el@un@de, n=12,.... (3.68)
0

[[on|

Z podminky (3.60) pro pocétecni rychlost dostaneme derivovénim fady (3.66) rovnost

Z\/aQ)\ ( A, sinv/a?\,, — ct + B,, cos aQAn—ct) Up ()

t=0

Z Vazh, — c v (2)

a odtud plyne, ze vyrazy B,va?), — ¢ jsou Fourierovymi koeficienty funkce 1 vzhledem k bdzi
V1,03, ..., tedy

&)d = .
- e / YO VMO, n=1.2, (3.69)

Vypocitané koeficienty A, a B, dosadime do vyjadfreni (3.66) a zaménime poradi integrace a
sumace. Dostaneme tak vyjddieni feseni ulohy (3.58)-(3.61) ve tvaru

l o ' i -
U(t@/(s&(é)zL svVa2\, — ct+ (€ Z (x)vg(é)SIHWﬁdg.

J = el n=1 lvall a*Ap —

(3.70)

Nyn{ se podivame na moznost ¢ = a?);. Prvni z rovnic (3.65) je tvaru
"o
7 =0

a ma obecné reSeni

T1(1'> = Al + Blt.
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Reseni tlohy (3.58)—(3.61) miizeme zapsat jako
u(t,z) = (A1 + Byt) v1(z) + Z (An cos a2\, — ct + By sinya?\, — ct) Up (). (3.71)
n=2

Po dosazeni do poc¢atecni podminky (3.59) dostaneme

<p(:c) = Ajv (:c) + Z Anvn(m = Z Anvn(:c),

coz je stejnd rovnost, jako (3.67). Koeficienty A,, jsou opét dédny rovnostmi (3.68). Druhd pocateéni
podminka (3.60) ddva

Y(x) = Brv(x) + Z B,V a?h, — ¢ v, (2)

a z této rovnosti vypocitame koeficient

l
1
Bi= i 0/ P (€)de;

koeficienty Bs, Bs, ... jsou opét ddny rovnostmi (3.69). Jesté si uvedomime, ze

cos Va2 —ct=1 proc=a’\

. sinva2\; —ct . t(%\/a2)\1—c)c05\/a2)\—ct
lim  ———=—= lim =
c—a?hi Vail —c¢ c=a?l e VaiA —c
a vidime, Ze i v pifpadé ¢ = a?\; mizeme feSen{ tilohy zapsat ve tvaru (3.70) s tim, Ze neurcity
vyraz ve druhé sumé nahradime jeho limitni hodnotou.

=t

Nakonec se budeme vénovat pifpadu ¢ > a?\;. Ponévadz vlastni éisla A1, Ao, ... tvoii rostouci
posloupnost divergujici do nekoneéna, je pocet vlastnich éfsel mensich nez c¢/a? koneény. Existuje
tedy index N takovy, ze a®)\, < ¢ pro kazdy index n < N. Prvnich N — 1 rovnic mezi rovnicemi
(3.65), tj. rovnice

T =(c—a®\)Tn, n=12...,N—1

s kladnymi koeficienty na pravé strané maji feseni
To(t) = Ap cosh /e — a? A\t + By sinh /e — a?Apt, n=1,2,...,N—1.

Celkem tak dostaneme Feseni rovnice (3.58) s okrajovou podminkou (3.78) ve tvaru

N-1
u(t,x) = Z (An coshv/c — a?\,t + B, sinh/c — aQAnt) vp () +
n=1

+ Z (An cosv a2\, —ct+ B, sin\/a?\,, — ct) vp(x). (3.72)
n=N
Po dosazeni prvni poc¢dteéni podminky (3.59) do této rovnosti opét dostaneme
p(x) = Z Apvn(z).
n=1
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Druhd pocéteéni podminka (3.59) davé rovnost

MZ

Ve — a2, nUn(x) + Z B,V a*\, — cup(x Z Va2, = clon(2),
n=N n=1

n=1

takze

&de, n=1,2,....

Bn = [ on)? \/w — /w

Takto urcené koeficienty dosadime do obecného vyjadieni feSeni, zaménime poradi integrace a
sumace, upravime a dostaneme feseni ulohy (3.76)—(3.78) ve tvaru

l no oo
u(t,x) = / [gp(&) <Z Mvg(f) cosh ¢ — a? it + Z Mvg(f) cos v a2\, — ct) +

) nmt lvall nemog1 vnll

+ (&) <

< U (x) v, (€) sinh Ve — a2, t v (z ) sinva2\, —ct d 473
Z [onl? e an. Z )] £ (3.73)

|Un|| a’\, —c

n=1 n=no+1

Celkem jsme dostali vyjddieni feseni homogenni rovnice (3.58) s homogennimi opkrajovymi
podminkami (3.61) a obecnymi po¢dtecnimi podminkami (3.59), (3.60) ve tvaru (3.70) v piipadé
c < a?)\; a ve tvaru (3.70) v pifpadé opacném. Ovsem pravd strana rovnosti (3.70) je specidlnim
piipadem pravé strany rovnosti (3.73) pro N = 1. Rovnost (3.73) tedy vyjadfuje feseni tlohy
(3.58)~(3.61).

Oznacime-li

NZ &) sinh /¢ — a2\, t+ Z U (z)vn, (§) sinva? N, — ct
=1 ||Un|| ve—ath, e (o a*Ap —

muzeme vysledek (3.73) prepsat v kratsim tvaru

(3.74)

l
O/ ( G(t,, &) +¥(§)G(L, :c,§>> dé. (3.75)

Podobné jako v pripadé rovnice na piimce, budeme ve druhém kroku tesit tilohu pro nehomo-
genni rovnici s nulovymi poc¢ateé¢nimi podminkami, tj. tlohu

Uy = a*uge + cu + f(t, ), t>0, 0<x<l, (3.76)
u(0,2) =0 = u (0, z), 0<a <, (3.77)
apu(t,0) + Boug(t,0) = 0 = ayu(t,l) + Brug(t, 1), t>0. (3.78)

Regeni této tlohy je mozné najit pomoci Duhamelova principu. Ukézeme ale jinou moznost, adap-
taci metody variace konstant.

Budeme hledat Feseni tlohy ve tvaru podobném jako (3.66) nebo (3.72) s tim rozdilem, ze
misto specidlniho tvaru koeficientu zavislych na goniometrickych nebo hyperbolickych funkcich
napiseme néjaké obecné dvakrat diferencovatelné funkce C), nezavisle proménné ¢, tedy

= Z Cy (t) vy, (). (3.79)

Ponévadz vsechny bazové funkce vy, va, ... spliuji okrajovou podminku (3.78), splnf ji také funk-
ce definovand touto fadou. Nehomogenitu f také vyjadfime pomoci Fourierovy fady vzhledem
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k orthogonalni posloupnosti vy, vs, ... s koeficienty zavislymi na case,

ft,2) =Y Fu(tva(z), kde Fu = /f (3.80)

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (3.76), vyuzijeme vlastnost

O*vp(z)
ox?

—AnUp ()

bézovych funkci a dostaneme

oo

ZC"( = QZC ) A vn (T )—l—cZCn(t)vn(x)—i—ZFn(t)v

n=1

po upravé

[M]¢

(CU(t) + (a® Ay — €)Cr(t) — Fy(t)) va(z) = 0.

n=1

Posloupnost funkci v1,vs, ... je iplna orthogonalni, proto musi byt vSechny koeficienty ve Fourie-
rové fadé na levé strané této rovnosti nulové. Dostavame tak spoc¢etné mnoho oby¢ejnych linearnich
nehomogennich diferencidlnich rovnic druhého fadu

C!' 4 (a*\, —c)Cp = F(t), n=1,2,.... (3.81)
Obecné feseni pridruzené homogenni rovnice k této rovnici je

A, coshvc — aZh,t + B, sinh Ve — a2 \,t, ¢ > a’\,,
Cn(t) =14 A, + Byt, c=a’\,, n=12....
A, cosvai\, —ct+ B, sinva?\, — ct, c<a*iy,

Nulové pocateéni podminky (3.77) budou splnény zejména tehdy, kdyz pro vsechny koeficienty
v fadeé (3.79) bude platit
Cn(0)=0, C/(0)=0, n=1,2,.... (3.82)

Nehomogenni rovnice (3.81) s po¢atecnimi podminkami (3.82) m4 Feseni

o)sinh v/c — a2\, (t — o)do, ¢ > a?\,,

m/

Cn(t) = /t—a o, c=a’\,,
0

a2\, —c(t —o)do, c<a’)\,,

t
W/FH(U) sin
0

které lze ziskat napi. metodou variace konstant.
Za funkce F,, v integralu dosadime jejich vyjadfeni (3.80) a funkce C), dosadime do obecného
zépisu (3.79). Dostaneme Tesen{ tilohy (3.76)—(3.78) ve tvaru

N-1 ¢
vn v (§) sinh e — a? A, (t — o)
n_lo/ /f |Un|| lciag)\n df d0'+

+Z/ /f e (O sin VAR et~ | o,

IIUnII a*An —
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Poznamenejme, ze tento vysledek opét plati i pro ¢ = a?Ay, pokud pifslusny neurcity vyraz
nahradime limitou pro ¢ — a?\y, tedy vyrazem (t — o). Po zaméné potadi integrace a sumace
a porovnanim s definici (3.74) funkce G vidime, ze fesen{ tlohy (3.76)—(3.78) muzeme zapsat ve
tvaru

1ot
u(t,x)://f(a,f)G(t—a,x,f)dadf. (3.83)
00

Reseni nehomogenn{ rovnice s homogennimi okrajovymi podminkami a obecnymi poc¢ateénimi
podminkami, tedy tlohy (3.76), (3.59), (3.60), (3.61) je souctem Feseni (3.75) tlohy (3.58)-(3.61)
a teSeni (3.83) tlohy (3.76)-(3.78), jak se lze snadno presvedéit primym vypoctem.

Dostavame tak zavér: Resenf tlohy (3.76), (3.59), (3.60), (3.61) je ddno integralem

l

ut.a) = [ (9O GG +0OGE2.9 + [ F0.06( - 0.0.0d0 | .
0 0

kde funkce G je definovana nekonecnou fadou (3.74), A, Az, ... jsou vlastni ¢isla a vy, ve, ... jsou
piislusné vlastn{ funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.63), (3.64), N = min {n e < a2)\n}.

Nehomogenni Robinovy podminky

Nejobecnéjsi tlohou pro hyperbolickou rovnici s konstantnimi koeficienty v jedné prostorové pro-
ménné na usecce je tloha pro nehomogenni rovnici s nenulovymi po¢ate¢nimi a nehomogennimi
okrajovymi podminkami

Uy = > Uy + cu + f(t, ), t>0, 0<x<l, (3.84)
u(0,z) = p(x), w(0,2) =9Y(x), 0<z<l, (3.85)

Oé()u(t, 0) + Bouz(ta 0) = :u’O(t)a

aru(t, D) + frus(t,1) = m (), 70 (3.86)

Reseni této tilohy muzeme psét ve tvaru
u(t,z) = U(t,x) + w(t,x),
kde fukce U spliuje okrajové podminky (3.86), t].
OéoU(t, 0) + ﬂoUm(t, 0) = ,Lto(t), Ole(t, 0) + ﬂle(t, 0) = U1 (t),
a funkce w je feSenim tlohy s homogenni okrajovou podminkou
Wit = a*Wey + cw + f(t,2) + Ut ) + a?Upe(t,2) — Un(t,x), t>0, 0<x <,
w(05z> = 90(:6) - U(va)v ’LUt(O,SC) = 1/)(1'> - Ut(05z>a 0<z< la
Oéow(tv 0) + ﬂowz (tv 0) =0= Oél’LU(t, l) =+ ﬂlwx(ta l)a t> Oa

to lze ovérit primym vypoctem. Uloha pro nehomogenni rovnici s homogennimi podminkami jiz
vyfeSenu. Zbyva najit funkci U.

Je vhodné tuto funkci volit v co nejjednodussim tvaru, napi. polynom nebo goniometrickou

funkei.
Pro Dirichletovy podminky, 5o = 81 =0, ap = a3 = 1, staci volit

o) — m(t)
l

Pro Nemannovy podminky, ag = a1 = 0, Sy = 1 = 1 staci volit

U(t,z) = po(t)z — “O(t)Q;ZM(t)xz’ nebo 110 ;Mo(t)x 0 ;m(t) Ta

z, nebo U(t,x) = po(t) + (p1(t) — po(t)) sin T

U(t,.%‘) = MO(t) 21
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Pro Dirichletovu podminku v levém krajnim bodé a Neumannovu podminku v pravém krajnim
bodé, ag = 81 =1, a1 = By = 0, staci volit

U(t,z) = po(t) + xp1(t), mnebo U(t,z) = po(t) —

a tak dal a tak podobné.
Obecné 1ze za funkci U zvolit polynom nejvyse druhého stupné ve tvaru

anpio(t) — copa(t) Bopr(t) — (B1 + arl)po(t)
Boar — Brag — Oéoallx * Boar — Prag — apaql boor — Prow 7 coanl,
pa(t) — (il + Br)po(t) 22 4 Ho(t)x Boor — Proyg = apanl,
lagl +283) Bo Bo(onl +281) # 0,
Ult,z) =
pa(t) - po(t) — Pop(t) Poar — frag = aganl,
arl+ pr Qg ao(onl+ B1) Bo #0 = a1l + 204,
pa(t) 22 4 fio(t) Poar — Brag = aganl,
el +2p1) ag Bo=0# arl + 2.
Priklad

Budeme fesit rovnici pro popis tlumenych kmita struny délky [. Tlument je sila odporu prostiedi,
kterd pusobi proti sméru pohybu struny a je imeérnd rychlosti tohoto pohybu, konstanta imeérnosti
je B > 0. Struna je na jednom konci upevnéna, jeji druhy konec vykonava harmonicky pohyb
s frekvenci w a s amplitudou A. Na pocdtku je struna v klidu, pohyblivy konec mé nulovou

vychylku.
Presnéji feceno, budeme fesit tllohu pro hyperbolickou rovnici na tsecce:
U = @PUgy — Py, t>0, 0<x<lI, (3.87)
u(0,z) =0, u(0,z) =0, 0<z<l, (3.88)
u(t,0) =0, u(t,l) = Asinwt, t>0. (3.89)

. . . _1 y , .
Ulohu nejprve pomoci transformace u(t,z) = e~ 25%(t,x) pfevedeme na tlohu pro rovnici
v kanonickém tvaru

vy = a%vaq + $8%0, t>0 0<x<l, (3.90)
v(0,2) =0, v:(0,2) =0, 0<z<l, (3.91)
v(t,0) =0, v(t,1) = AezPtsinwt, t > 0. (3.92)

Resen{ této tlohy hleddme ve tvaru v(t,z) = U(t, z)+w(t, x), kde funkce U(t, -) spliuje okrajovou
podminku (3.92). Volime

A
Ult,z) = Tzeéﬁt sin wt.

Pak je
A
Upe(t,z) =0, Up(t,z) = Txe%ﬁt (gsinwt—i—wcoswt) ,
A 2
Uw(t,z) = Txe%ﬁt <<% - w2> sin wt + Bw coswt)
a déle
B? Awzx

ezt (wsinwt — B coswt) =

ZU(f, ZC) — Utt(t,.’L') =

_ Aw\/w2+52xe%m w
[ /w? + (2

sinwt — = Czezh sin(wt — «),

B
\/ﬁ COS wt)
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kde jsme oznagcili

O Awr/w? + 32 w i I6]

I y ¢ = arcCO0S ————= = arcsin

/w2 + B2 /o2 +ﬂ2'
To znamena, ze funkce w je feSenim tlohy

Wy = a*Wee + 142w+ Cx e2ftsin(wt —a), t>0, 0<z<I, (3.93)
A
w(0,2) =0, w(0,2) = —wa, 0<a <, (3.94)

w(t,0) = 0 =w(t,), t>0. (3.95)
Vlastni ¢isla a vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy

"= )X, 0<z<l,
X(0)=0=X(I),

jsou
2
)\n:(nl—ﬁ) a vn(x):sin?z, n=12,....
Oznacme nyni
2 2 )2 —(2
o ﬂ_,GQ(E) \/|ﬂ (2anm)? |, N =min{n: Il <2anw}.
4 l 21
Podle (3.74) je
hont 2 - n
G(t,z,§) = Z sin —ac51 mrg sin : 7 n;\[sin ?wsi mrg it ynt

Resenf tlohy (3.93), (3.94), (3.95) je ddno formuli

l t
w(t,x):/ ——¢G(t, x, )+/C§e%ﬁ”sin(wofoz)G(t—J,z,é)dJ d¢.
0 0

Klasicka aplikace: Kmity strun hudebnich nastrojt

V tvodu k této kapitole jsme odvodili, ze vychylku v = u(t,z) v ¢ase t v bodé x struny délky [ o
linedrn{ hustoté o napjaté silou 7', na niz pusobi vnéjsi sila o hustoté f (¢, x), vyjadiuje rovnice (3.3)
s okrajovymi podminkami (3.5). Hudebni néstroje mivaji struny homogenni, tedy s konstatntn{

linearni hustotou. V takovém ptipadé mame rovnici

0*u T

Resen{ této rovnice s homogennimi Dirichletovymi podminkami (3.5) a poc¢atetnimi podminkami

tvaru (3.54) a (3.55) je ddno rovnosti (3.57), kde

[o T
G(t,x, &) = Z —smwntsm T:csm i § wn = nl_7r E,

(0]



tedy

G(t,z,§) = 7 Z —smwntsm ;i xsm n—f

Kmitajici struna vyvolava chvéni vzduchu, které vnimame jako hudebni tén. Jako silu ténu
vnimédme amplitudy kmitu, jako jeho vysku periodu nebo frekvenci kmitu a jako barvu pomeéry
energii zdkladniho ténu (frekvence wq) a jednotlivych ténu alikvotnich (frekvence wa, ws, ... ).

Strunu lze rozkmitat v zdsadé tiemi zpusoby. U drnkacich ndstroju (napf. cembalo, harfa, ky-
tara) jsou kmity buzeny tim, ze strunu na poc¢dtku vychylime z rovnovazné polohy a pustime.
Struna tedy mé pocatecni vychylku (poc¢atecni profil) ¢ a nulovou pocdtecéni rychlost. U tidernych
ndstroju (napt. klavir, cimbdl) naopak dodédme pocatecni rychlost ¢ pii nulové pocétecni vychylce.
U drnkacich a idernych nédstroju po rozeznéni struny na ni jiz zadna vnéjsi sila nepusobi. Nao-
pak, struny smyé¢covych (napf. housle, violy) nebo kolovych (ninéra) ndstroju jsou rozechvivény
pusobici silou tfeni f.

Drnkaci nastroje: Kmitani strun téchto nédstroju jsou modelovany homogenni hyperbolickou
rovnici s pocatecnimi podminkami a homogennimi okrajovymi pominkami ve tvaru

utt:%um, t>0,0<1'<l,
u(0,2) = p(x), w(0,2) =0, 0<x<l,
u(t,0) =0 =u(t,1), t>0.

Reseni této tlohy je dédno rovnosti

1
2 & .onmw . onw
u(t,x) = /@(5)7 Zcoswntsm — @sin T& d¢ =
0

n=1

~| N

n=1

!
/(p(f) sin nl—ﬂf d¢ | coswy,tsin nl—ﬂac
0

a pfi oznaceni

(&) sin nl_7r§ d¢,  un(t,xz) = A, coswytsin ?z

S
3
I
~I o
O\.’N

dostaneme
x) = Z un(t,x) = Z A,, cos wytsin Iz (3.97)
n=1 n=1
7 této rovnosti vidime, ze kazdy bod struny se soutadnici zg vykonava kmity, které jsou
superpozici (slozenim) jednoduchdach harmonickych pohybu s amplitudami

. nm
’An sin %ol

n=1,23,....

Tyto jednoduché pohyby nazyvame stojaté viny. Prvni stojata vina ma frekvenci zékladniho ténu
w1, ostatni maji frekvence téntu svrchnich (alikvotnich). V bodech o souradnicich

g = 20 m=1,2,....n—1
n

plati
. nm .
sin T:cm =sinmr =0

a proto amplituda n-té stojaté viny je v nich nulova. Tyto body nazyvame uzly stojaté viny.

V bodech
2p+1

2n

l,p=0,1,2,...,n—1

Tp =
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plati

. nm
S11 Tl'p
a proto amplituda n-té stojaté viny je v nich maximalni. Nazyvame je kmitny stojaté viny.

Z vyjédieni feseni (3.97) také vidime, ze v okamziku ¢y > 0 m4 struna tvar superpozice sinusoid,
slozeni jednotlivych stojatych vin. Profil n-té stojaté viny je dan rovnosti

sin(2p + 1)% =1

Un(to, ) = Cr (to) sin ”l—”:c kde Cl(to) = Ap coswto.

Jesté vypocitame energii n-té stojaté viny. Ta je souctem energie kinetické zavislé na rychlosti
a hmotnosti kmitajici struny a energie potencidlni zavislé na napéti a deformaci struny. Presnéji,
celkova energie n-té stojaté viny je dana integralem
Pritom plati

E, = %/l (Q (%(t,ac))2 +T (%(ﬁ,x))2> dz.
0
ouy,

nm nm nm
W(t, SC) = —Anwn sin wnt sin TSC, %(t, SC) = AnT COS wnt COS TZ',

a dale

Proto

1 2\
E, = §A% <g(wn sin(,unt)2 +T (nl—7r coswnt) ) 3=

l
= ZA% (ng (sinwyt)® + ow? (cos wnt)Q) = anr%l@-

Délka struny [ nasobena jeji konstantni linedrni hustotou je hmotnost struny; oznacime ji pu.
Celkova energie n-té stojaté vlny je tedy rovna

2

E, = Tnuwia

kde A,, je konstanta zavisld na poc¢atec¢nim profilu struny, p je celkovd hmotnost struny a w,, je
frekvence n-tého alikvotniho ténu.

Uderné nastro je: V tomto piipadé jsou kmity strun modelovany fesenim ulohy

utt:%um, t>0,0<a<l,
u(0,7) =0, u(0,2) = ¢(z), 0<z <,
u(t,0) =0=u(t,l), t>0,

které je ddno rovnosti
/ 2~ 1
u(t,x) = /7,/}(5)7 Zl o sinw,t sin nl—ﬂx sin ?5 d¢ =
0 n=

!
> 2
:Z _/zp(g)sinﬂgdg sinwntsinﬂx.
Wl l l
0

n=1
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P1i oznaceni
l
B, = — /1/,(5)3111 ”l—ﬂgdg, Un(t, ) = By sinw,t sin ?z
0

tento vysledek zapiseme ve tvaru

o0 oo
u(t,x) = Z up(t,z) = Z B, sinw,tsin ?z
n=1

n=1

Opét jsou tedy kmity tvofeny superpozici stojatych vin. Tyto stojaté viny jsou oproti stojatym
vlnam drnknuté struny fazové posunuty o %ﬂ'. Maji tedy kmitny v bodech o soutfadnicich z,,
p=0,1,2,....,n—1, a uzly v bodech x,,, m =1,2,...,n — 1. Profil n-té stojaté vlny v ¢asovém
okamziku ty > 0 ma tvar sinusoidy

nm
Un(to,x) = Dy (to) sin il kde D, (tg) = By sinwy,to.
Energie n-té stojaté vlny vypocitame stejnym postupem, jako u struny drnknuté, a dostaneme

2.
n

)

BQ
E, = T" 1w
konstanta B, nyni zavisi na poc¢atecni rychlosti struny.

Smyécové nastroje: Pohybujici se smycec pritisknuty ke struné ji vychyli ve sméru svého po-
hybu. Po jisté dobé se deformaé¢ni napéti ve struné zvétsi natolik, ze prevysi tieci silu a struna se
vraci do rovnovazného stavu. Jeji napéti se zmensi a struna je opét zachycena smyc¢cem a vychylena
ve sméru jeho pohybu. Tento déj se stale opakuje. Budeme ptredpokladat, ze se smycec pohybuje
rovnomeérné. To znamena, ze pusobici sila f se s casem neméni a kmity struny jsou proto mode-
lovany nehomogenni hyperbolickou rovnici s nehomogenitou zavislou pouze na poloze, nikoliv na
case, pocatecni podminky jsou pfitom nulové a okrajové jsou opét homogenni Dirichletovy. Jednd
se tedy o ulohu ve tvaru

Uy = %um + f(x), t>0, 0<a<l, (3.98)
w(0,2) =0, u(0,2) =0, 0<z<I, (3.99)
u(t,0) = 0 = u(t,l), t >0, (3.100)

které ma resent

i/t -
u(t,x):/ /f(&)%zlisinwn(tU)sinnl—ﬂscsin?f d¢ =
0 \0 n=

t

- 1
= Zl wlnl/f(g) sin ?édé /sinwn(t —o)do | sin ?z =
n= 0

0

l
:Z w—d/f(f)smnl—ﬂfdf (%ﬂ) sm?w.
0

n=1 n

P1i oznaceni

1
12 =
F, = w_,%j /f(f) sin nl—ﬂfdf, un(t, z) = F, coswytsin ?z, a Ux)= Zl F, sin nl—ﬂx,
0 n—

78



dostaneme

nm
F, (1 — coswpt)sin —ax =U un (t, x) 3.101
u(t, ;; ut)sin gjn (3.101)
7 této rovnosti vidime, ze kazdy bod struny o soutadnici xg je od zakladm polohy (struny v klidu)
vychylen o vzdélenost U(z) a kolem této polohy vykonava periodicky pohyb, ktery je superpozici
jednoduchych harmonickych kmitu s amplitudami

. nm
n Sin —xg

l
Jednotlivé jednoduché harmonické kmity opét nazyvame stojaté viny. Kmitny a uzly jednotlivych
stojatych vin jsou rozmistény stejné, jako u struny drnknuté.

Tvar struny v ¢ase tg > 0 je opét superpozici sinusoid. Profil n-té stojaté viny v ¢ase ty je dan
rovnosti

. n=1,2,3,....

Un(to, ) = Gy (to) sin ”l—”z kde Go(to) = Fy coswhto.

Stejné jako v pripadé drnknuté struny odvodime, ze celkové energie n-té stojaté vlny je rovna
F2
E’ﬂ = Tn:uw?w

konstanty F), zavisi na pusobici sile, tj. na tvaru a $ifce smycce.

Z vyjadreni (3.101) feseni ulohy (3.98)—(3.100) také vidime, ze kmity struny rozeznivané
smyccem lze rozlozit na soucet staciondrni (na Case nezdvislé) ¢dsti U(x) a superpozice stojatych
vln. Staciondrni ¢ast nazyvame statické prohnuti struny. Vyjadiime je jeSté jinym zpusobem.

Oznac¢ime w = w(t, x) nestaciondrni ¢ast feseni a dosadime rovnost u(t, z) = U(x) + w(t,z) do
rovnice (3.98). Dostaneme

T
wi(t, ) = E(U”(:c) + waa(t,2)) + f(2). (3.102)
Ponévadz
7r
n t F, nt
Zu x) nzl €os wy,t sin — l
plati
2
T 2
wy (L, x) :wiw(t,x) Y N w(t,z), a wy(t,z)= (T) w(t, x)
l 0 l
a tedy

T
wy (L, ) = —wye (t, ).
0

Dosazenim této relace do rovnosti (3.102) dostaneme oby¢ejnou linedrni nehomogenni diferencialni
rovnici druhého fadu

17 0
= f?f(z') (3.103)

pro neznamou funkei U. Déle plati w(t,0) = 0 = w(t, ), takze dosazenim do okrajovych podminek
(3.100) dostaneme okrajové podminky pro rovnici (3.103)

U0)=0=0U(). (3.104)
Rovnici (3.103) dvakrét zintegrujeme a vyuzijeme pii tom podminku v levém krajnim bodé. Po
upravé (piehozeni poradi integrace) dostaneme rovnost

ww=U%n——/'/f £)de M—U%w——/‘/f &)y | de =

0

x

~U)~ 2 [ 0r©d. (3.105)
0
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V této rovnosti nejprve dosadime za proménnou z hodnotu [ a vyuzijeme podminku v pravém
krajnim bodé. Timto zpusobem dostaneme

l
U =2 [ - ore

Tento vyraz dosadime do rovnosti (3.105) a dostaneme Feseni okrajové ilohy (3.103), (3.104) ve

tvaru
xT

l
V) =2 [« [-os©ae -1 [z - or©u
0

0
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Kapitola 4

Parabolické rovnice

Jednorozmérna rovnice difiize / vedeni tepla

Uvazujme tenky dlouhy valec, v némz proudi kapalina. Polomér valce je vzhledem k jeho vySce
(délce) tak maly, ze valec s kapalinou muzeme povazovat za jednorozmérny objekt a jeho je-
diny rozmer (délku) za nekonecny. Osu vélce ztotoznime se soufadnou osou x. Predstavme si, ze
v proudici kapaliné je néjaka latka, ktera je jednak unasena proudem, jednak v kapaliné difunduje.
Navic muze probihat i néjaka chemickd reakce — latka se muze v kapaliné rozkladat nebo tvorit.

Mnozstvi latky vyjadiime jeji hustotou (koncentraci); za hustotu budeme povazovat hmotnost
latky vztazenou k délce tiseku vélce, na kterém se nachdzi. Pfesnéji: oznac¢ime-li symbolem (¢, x)
hustotu latky v case t a v bodé z a symbolem m(t,«, 5) mnozstvi latky v tuseku vdlce mezi
soufadnicemi « a 3, pak budou tyto veli¢iny vazany vztahy

B
m(t, o, B) :/U(t,x)dz, u(t,r) = lim w

Az—0 Az '
@

Probihajici chemické reakce budeme charakterizovat néjakou veli¢inou f, kterou muzeme na-
zvat intenzita reakce a charakterizovat jako mnozstvi latky, které se piislusnou reakeci vytvori
(nebo rozlozi) za jednotku ¢asu v €asti vélce o jednotkové délce. Pokud latka vznikd, je intenzita
kladnd, f > 0, pokud se rozkldd4, je f < 0. Intenzita reakce ovsem muze zdviset na mnozstvi (t;.
koncentraci) latky a byt v kazdém bodé a v kazdém case jind, tedy f = f(¢, z,u). Pak mnozstvi
latky, které vznikne (nebo se rozloz{) za casovy interval [t, ¢ + At] v useku vdlce mezi souradnicemi
«a a (3 je ddno vyrazem

t+At B
/f(s,x,u(s,x))dxds; (4.1)

t a
znaménko tohoto vyrazu urcuje, zda se jedna o tvorbu nebo rozklad latky.
Difizi vyjadiime velicinou g = g(t,x), kterou nazveme difizni tok. Muzeme si ho piedstavit
jako rychlost difundujici ¢dstice. Pfesnéji ho definujeme tak, ze mnozstvi ldtky (tj. hmotnost),
které se dostane diftzi pies bod o souradnici  za Casovy interval [t, ¢ + At], je rovno

t+AL
g(s, z)ds;

t

je-li tato veli¢ina kladna, jedna se o pohyb zleva doprava, je-li zaporna, pak o pohyb zprava doleva.
Do tseku valce, jehoz levy krajni bod mé soufadnici o a pravy krajni bod soutadnici 3, se tedy
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za Casovy interval [t,t + At] difdz{ dostane pies levy okraj mnozstvi ldtky o hmotnosti

a pres pravy okraj se z ného dostane mnozstvi latky o hmotnosti

t+At

[ otsp)as

t

Tato interpretace predpokladd, ze g(t,«) > 0, g(t,8) > 0; kdyby tyto nerovnosti nebyly splnény,
odpovidajicim zpusobem bychom vyménili slova ,,do tseku* za ,z iseku® a naopak. Celkovd zména
hmotnosti latky v iseku vélce od o do § zpusobend difizi za ¢asovy interval [t,t + At] tedy je

t+At t+At t+At

[ otsanas= [ g mas= [ (g6s.0) - gls)ds. (4.2)

t t t

Celkovou zménu hmotnosti drogy v useku zily od bodu a do bodu f zpusobenou reakci a
difiz{ béhem ¢asového intervalu [t, t + At] muzeme nyni vyjadrit jako soucet vyrazu (4.1) a (4.2).
S vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule a prvni véty o stfedni hodnoté integralniho poctu ji
upravime na tvar

t+At B t+At
/ /f(s,:c,u(s,x))dxds + / (g(s,a) - g(s,ﬁ))ds =
C t+At ﬂt B
= / /f(s,z,u(s,z))dx—/%g(s,z)dx ds =
E+At , B :
— / / (f(s,x,u(s,x)) - %g(s,x)) dz | ds =

B
= / {<f(t + N ALz, u(t + ﬂlAt,z)) — %g(t + ﬂlAt,z)> At} dz, (4.3)

[e3

kde ¢, € (0,1) je ¢islo, jehoz existence je zarucena prvni vétou o stfedni hodnoté integralniho
poctu.

Nyni se budeme zabyvat zménou hmotnosti latky ve vélci vlivem jejtho proudéni; tento proces
nazyvame advekce. Predpokladejme na okamzik, ze délkova hustota u unasené latky a rychlost v
proudéni kapaliny jsou konstantni. V takovém piipadé je vzdalenost, kterou urazi ¢astice latky od
néjakého bodu za casovy interval délky At, rovna vAt a celkovd hmotnost latky, kterd za tento
proudéni v zavisi na Case a na misté, je celkové mnozstvi latky, které protece pres bod z, dano
stejnym soucinem, ovsem funkce u a v vycislime v néjaké ,,mezihodnoté* dvojrozmérného intervalu

[t,t + At] X [z, + Az], kde Az = vAt. Toto mnozstvi (hmotnost) je tedy ddno vyrazem
u(t + hi At, 2 + ho Az)v(t + hi Aty x 4+ hoAx) At,
kde hy, ha € [0,1]. Avsak podle véty o stiedni hodnoté plati
u(t + hi Atz + ha Az)v(t + by At, @ + hoAx) = u(t, 2)v(t, x) + hsAt,
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kde hsz je néjakd konstanta'. Celkovd hmotnost latky, kterd protece pies levy krajni bod o
uvazovaného tiseku vélce béhem ¢asového intervalu [t, ¢t + At] je tedy ddna vyrazem

u(t, a)v(t, @) At + 95 (At)?, (4.4)

kde 92 je néjaka konstanta. Analogicky, hmotnost litky, kterd prote¢e béhem uvazovaného casové-
ho intervalu pies pravy krajni bod £, je dana vyrazem

u(t, Bv(t, B)At + 93(At)%. (4.5)

Pokud je rychlost v proudéni kladnd, tj. kapalina proudi zleva doprava, ptritece do useku s krajnimi
body a, § ptes levy krajni bod celkovd hmotnost latky (4.4) a odtece z ného pres pravy krajni
bod ldtka o hmotnosti (4.5); pokud by rychlost byla zépornd, tj. kapalina by proudila zprava
doleva, zaménime slova ,ptitece” za ,odtece a naopak. Zména hmotnosti latky za casovy interval
[t,t + At] v dseku vélce od bodu o soutadnici a po bod o soutadnici 8 zpusobend advekel je rovna
rozdilu

u(t, a)v(t, a) At + 92 (At)? — (u(t, B)v(t, B)At + 93(At)?)
= (u(t,a)o(t,a) — u(t, B)v(t, B)) At + 94 (At)?,

kde ¥4 = 9 — 3. Tento rozdil muzeme pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule vyjadfit ve tvaru
/ 0

- / a—u(t, z)v(t,x)dz | At + 94(At)2. (4.6)
x

Celkovéd zména hmotnosti drogy v uvazovaném tuseku zily za ¢as od t do t + At je souctem
vyrazu (4.3) a (4.6),

5(t7 a? ﬂ? At) =

= /ﬁ Kf(t + 1ALz, u(t + 1At ) — a%(g(zﬁ + 1At x) — ult, x)v(t,x))) At] da+

[e3

+J4(AL)%

Ze zakona zachovani hmoty nyni muzeme vyjadiit celkovou hmotnost latky v iseku valce od a po
B za Casovy interval délky At

B B
/u(t + At,z)dx = /u(t, x)dx + (¢, o, B, At).

[e3

Po dosazeni a ziejmé tpravé dostaneme

+ o (g(t + 0188 z) + u(t, z)o(t, @) -

/B (u(t—l—At,zi—u(t,x) 8656

[e3

_ f(t+ ﬂlAt,z,u(t + ﬂlAt,z))) do = 94AL

0 0
ITuto konstantu lze podrobnéji vyjadfit vyrazem hs = —uv + v——uwv, kde hodnoty funkei u, v jsou vy¢isleny

v né&jakém bodu dvojrozmérného intervalu [¢,t + At] x [z, 2 + Az].
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a limitnim pfechodem At — 0
B
[ (rutt.) + 5o(t.0) + SLutta)ottn) - ftna(e.o) ) do =0
8tu T 8:09 , T &TU ,o)u(t,x ,xou(t, o r = 0.

Usek vélce od soufadnice o do soufadnice B byl vybran libovolné, stejné tak i casovy okamzik t.
To znamena, ze pro vSechna x a vSechna ¢t musi platit

&u(t,x) =~ (t,x) — ((%U(t,x)u(t,x) + f(t @, u(t, z)). (4.7)
Tato relace vdze nezndmou funkci u (hustotu) a nezndmou funkei ¢ (difdzni tok), intenzita f
probihajici chemické reakce je dana charakterem reakce. Potiebujeme tedy jesté néjak funkci g
urcit. Predpokladejme tedy, ze difizi se ¢dstice presunuje z mista s vétsi koncentraci na misto
s koncentrac{ mensi (to je predpoklad celkem pfirozeny) a ze rychlost difundujici ¢dstice je ptimo
umernd rozdilu koncentraci (presnéji gradientu, tj. derivaci koncentrace). Tento piedpoklad byva
nazyvan Fickuv zdkon. Tedy

0
g(t,z) = —D%u(t, x).

Kladny koeficient imérnosti D se nazyva difuzivita; muze se ménit s ¢asem i s mistem, tedy
D = D(t, z). Dosazenim do rovnosti (4.7) dostaneme rovnici reakce-advekce-difize

%u = % (D(t,x)((%u) - (,%v(t,x)u + f(t,z,u). (4.8)

Tato rovnice ma byt splnéna pro kazdy ¢as t > 0 a kazdy bod x € R. K rovnici pfiddme pocdtecni
podminku vyjadiujici koncentraci difundujici latky v pocateénim case t = 0

u(0,2) = p(x), (4.9)

kterd mé platit pro kazdé x € R.

Specialni pripady a okrajové podminky

Budeme nyni predpokladat, ze uvazovana latka v kapaliné nereaguje, tj. f = 0, kapalina je homo-
genni, v ¢ase se neméni, tj. D(t,x) = a®> = const, a proud{ konstantn{ rychlosti v(t,2) = const.
Obecnou rovnici reakce-advekce-difize (4.8) tak muzeme zjednodusit na rovnici advekce-difize
s konstantnimi koeficienty

—Uu=0a"==UuU—V—u. (4.10)
x x

V tomto ptipadé muzeme prostorovou soutadnici transformovat — zavést novou souradnou sou-
stavu, kterd je ,undasena rychlosti v“. Zavedeme tedy novou prostorovou soufadnici £ vztahem

E=x—ot.
Pak podle fetézového pravidla pro vypocet parcialnich derivaci slozenych funkei plati

0 0 0 ot 0 o (¢, 0 0

a analogicky a strucnéji (bez psani nezdvisle proménnych)

bu_onon owdk_ou 0 (w0
oxr  Otodx 0&dx  OF’ ox2 " Ox \ 0¢ 0€2
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Dosazenim do rovnice (4.8) dostaneme rovnici difiuze

ou 5 0%u

Tato rovnice vlastné modeluje diftuzi latky v neproudici kapaliné, pripadné difizi plynu v néjakém
dlouhém valci naplnéném vzduchem nebo jinym plynem.

Také si muzeme uvédomit, ze vedeni tepla v télese je proces analogicky diftzi — teplo také
prechézi z mista teplejsiho na chladnéjsi a pirechod tepla muzeme povazovat za imérny teplotnimu
spadu (tj. gradientu nebo derivaci teploty) a orientovany opacné. Jinak feceno, Fickuv zdkon
popisuje i vedeni tepla. Proto se rovnice (4.11) nazyva také rovnice vedeni tepla. V takovém
piipadé interpretujeme hledanou funkci v = wu(t,z) jako teplotu malého okoli bodu 2 (malého
kousku tyce, v niz je teplo vedeno) v ¢ase t. Ponékud piesnéji vyjddieno: v ¢asovém okamziku ¢ je
celkova tepelna energie tseku tyce od bodu se soutadnici o po bod se soufadnici  dana vyrazem

B

3 f - /u(t,:c)dz,

(63

kde k = 1,38 -10"23JK! je Boltzmanova konstanta.

Zatim jsme neuvazovali o délce trubice, v niz probihd difize. Jedna z moznosti je uvazovat ji
tak dlouhou, Zze ,na jeji konec nedohlédneme*, matematicky feceno, pravy konec oboru, na némz
diftize probiha je v nekonecénu. Ale i v tak dlouhé trubici budeme uvazovat jen konetné mnozstvi
latky. Tuto podminku vyjadiime tak, ze

oo

/u(t,x)dac < 00; (4.12)

o

pfitom z¢ je néjaké &islo. Tato podminka iiké, ze uvedeny nevlastni integral konverguje, nebot
hustota u je nezaporna. Odtud dale plyne, ze

lim w(t,z) =0

Tr—r00
pro kazdy ¢as t, nebot funkci u povazujeme za spojitou. Podminka (4.12) se nazyva podminka
integrability nebo integrovatelnosti.

Pravy konec valce (trubice, zily) vsak muze byt v néjaké konecné vzdalenosti, mit koneénou

soutadnici xg. Tento pravy konec muze byt pro difundujici latku uzavieny, zddnd pies néj nepro-

stupuje, tedy 5
u
—(t =0 4.13
O ( ) ‘TO) ( )

pro kazdy ¢as t. Jind moznost je, ze na tomto konci je néjak ddn tok (probihd na ném néjaky
proces, ktery tok urcuje). Ten se muze v ¢ase ménit. Dostdvdme tak podminku
ou
—(t,xg) = v(t). 4.14
O (1,20) = w(1) (1.14)
Podminky tvaru (4.13) nebo (4.14) se nazyvaji Neumannovy okrajové podminky.
Jind moznost je, ze na pravém otevieném konci vélce se latka rozptyluje do volného prostoru.
V takovém piipadé je napravo od krajniho bodu xy koncentrace (prakticky) nulova a tok, tj.
derivace hustoty podle prostorové proménné, je podle Fickova zakona timérny koncentraci nalevo

od bodu z( (uvniti vélce). Tedy

%(t,xo) = —hu(t, zp) (4.15)

pro kazdé t; pritom h je kladny koeficient imérnosti (prevrdacend hodnota ,difusivity ptes hranici®).
V okolnim prostoru ale nemusi byt jen nulovd koncentrace latky. Napravo od krajniho bodu
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2o muze koncentrace mit v kazdém okamziku ¢ néjakou hodnotu pu(t) nezdvislou na koncentraci
v trubici, napt. v dusledku néjakého vnéjsiho probihajiciho procesu. V takovém ptipadé je difuzni
tok pfes hranici imérny rozdilu koncentraci nalevo a napravo od hranice, tedy

ou
g(t,xo) = —h(u(t,z0) — u(t)). (4.16)
Podminky tvaru (4.15) nebo (4.16) se nazyvaji Robinovy okrajové podminky.

Pokud rovnici (4.11) interpretujeme jako model vedeni tepla v dlouhé tenké tyci (dratu) po
strandch tepelné izolované, muzeme na jejim konci udrzovat nulovou teplotu (konec tyce piilozime
k ledu). V takovém piipadé dostaneme podminku

u(t,xo) =0 (4.17)

pro kazdy cas t. Nebo teplota na konci ty¢e muze byt urCovana néjakym vnéjsim nezavislym
procesem; pak dostaneme podminky tvaru

u(t, o) = u(t). (4.18)

Podminky (4.17) a (4.18) se nazyvaji Dirichletovy okrajové podminky.
Podminky (4.13), (4.15) a (4.17) muzeme zapsat jednotnym zpusobem

ou(t,20) + Bon(t20) = 0 (4.19)

pro a =0, 8 =1 se jednd o podminky Neumannovy, pro « = h, § = 1 o podminky Robinovy a
pro « = 1, 8 = 0 o podminky Dirichletovy. Podobné i podminky (4.14), (4.16) a (4.18) muzeme
souhrnné zapsat ve tvaru

au(t, zo) + ﬂ%(t, xo) = o(t). (4.20)
Podminky (4.19) a (4.20) nazyvame Robinovy okrajové podminky. (Ve starsi evropské nebo ruské
literatufe tyto byly podminky nazyviny Newtonovy okrajové podminky.)

Analogicky muzeme zformulovat okrajové podminky pro levy okraj oboru, na némz modelujeme
diftzi nebo vedeni tepla. Jediny rozdil je v Robinovych podminkéach, kde se zméni znaménko
u koeficientu h.

Obor prostorové proménné = ale nemusi zadné okraje mit, muze jit o néjaky uzavieny prstenec.
V takovém piipadé po probéhnuti celého prstence (uzaviené kiivky) se dostaneme do stejného
bodu, koncentrace latky v ném musi byt stejnd. Trochu presnéji: oznac¢ime-li délku ktivky ¢, pak
v kazdém casovém okamziku ¢t musi platit

u(t,z) = u(t,z + 0) (4.21)

pro libovolnou hodnotu z. Podminku (4.21) nazyvame podminka periodicnosti nebo periodickd
okrajovd podminka.

Jesteé si vSimnéme jedné skutecnosti. Pokud néjaké funkce uq, us spliiuji nékterou z podminek
(4.12), (4.21) nebo (4.19), pak také libovolnd linedrni kombinace téchto funkei splituje stejnou
podminku. Podminky (4.12), (4.21), (4.19) spliuji princip superpozice a proto je souhrnné nazy-
vame homogenni okrajové podminky.

Nejjednodussi reseni
Uvazujme jednoduchou situaci: v jednom bodé (ktery muzeme povazovat za pocétek soufadnic) do
kapaliny v poc¢atetnim okamziku ,,umistime* néjaké mnozstvi A latky, kterd se bude v neproudici
kapaliné sitit diftzi. Vyvoj koncentrace difundujici latky bude popsan rovnici

ou 0%

— =a"=— t R. 4.22
5 = a2 >0, z€ (4.22)
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V prubéhu procesu zadnou latku z kapaliny neodebirdme, ani ji do ni nefiddvame, jeji mnozstvi
je stéle stejné jako na zacatku. Musi tedy platit

/ u(t,z)der = A pro vechna t > 0. (4.23)

— 00
Tato rovnost vsak musi platit i na pocatku, v ¢ase t = 0, tj.

o0

A= /u(O,x)dx.

— 00

Pritom ale predpokladdme, ze na pocatku je hustota v Sude s vyjimkou bodu x = 0 nulova,
nebot veskerd latka je koncentrovéna v jediném bodé. Hustotu na poéatku tedy pii této idealizaci
nemuzeme povazovat za ,normalni“ redlnou funkci a posledni integral za ,normalni“ integral
(Riemannuv nebo néjaky obecnéjsi). Pocdtecni rozlozeni latky, jeji ,distribuci® (v hovorovém
vyznamu tohoto slova), budeme povazovat za distribuci ve smyslu Dodatku A. Po¢dteéni podminku
pro rovnici (4.22) tedy napiSeme ve tvaru

u(0,2) = Ad(x), z €R, (4.24)

kde § je Diracova distribuce.

Pokusime se ,,uhodnout® feseni rovnice (4.22) s poc¢atecni podminkou (4.24). Muzeme si pied-
stavovat, ze diftiize probiha tak, ze jednotlivé molekuly latky se ndhodné pohybuji a ze pravde-
podobnost pohybu nalevo je stejnd jako pravdépodobnost pohybu napravo. Koncentrace latky po
jistém case by tedy mohla mit tvar normdalniho (Gaussova) rozlozeni pravdépodobnosti se stiedn{
hodnotou 0. Rozptyl se vSak s ¢asem méni — na pocatku je nulovy a s postupem casu se zvétsuje.
Pro rozptyl 02 = o(t)? tedy plati

a(0) = 0. (4.25)

Reseni rovnice (4.22) s pocatecni podminkou (4.24) tedy budeme hledat ve tvaru

1 __a?
u(t,x) = A———e 2007,

V2ro(t)

7 vlastnosti rozlozeni pravdépodobnosti je vidét, ze pii této volbé v kazdém case t plati

7 7 1 __a?
u(t,r)de = A / ——e 200°dx = A,
/ (t,2) V2mo(t)
takze podminka (4.23) je splnéna. M4 byt splnéna také rovnice (4.22). Proto vyjaddiime
ou A 1 1 z? =2
)= o= [ ———0' () + —— = (=20(t) ) (¢t 2?7 =
31160 = 7= (e 0+ o (7 (C2o0)70) )
A a2 x? 1 Y —— o' (t)
= —e 22027'(t - = —e¢ 207 (22 —o(t)? ,
7T (G ) = T @ o)

22

35_
A 1 21 S A 21, ,
- _ . 20(8)2 — 20(t)2 _
EPOE (”‘”( 2o<t>2))e T = e T o @ W)
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Po dosazeni do rovnice (4.22) a jednoduché tpravé dostaneme obycejnou diferencidlni rovnici pro
neznamou funkci o

Resenf této rovnice se separovanymi proménnymi, které spliuje pocateéni podminku (4.25) je
o(t) =v2a?t. Dostdvdme tedy feseni pocatecni tlohy (4.22), (4.24) ve tvaru

22

A
U(t,lﬂ) = me_4a2f. (426)

4.1 Rovnice ve dvou proménnych, evolu¢ni rovnice v jedné
prostorové proménné

Budeme se zabyvat linedrni parabolickou rovnici ve dvou nezdvisle proménniych s konstantnimi
koeficienty, ktera je tvaru

0%u 0%u Pu du O
AQWJFQAC88 +C2a2+Da +Ea + Fu= f(z,y), (4.27)

kde A,C, D, E, F jsou redlné konstanty takové, ze |A|+|C| > 0. Pokud je funkce f na pravé strané
rovnice nulové, mluvime o homogennd rovnici, v opaéném piipadé o nehomogenni. Rovnice (4.27)
je parabolickd v celé roviné R2.

Rovnici (4.27) muzeme podle 2.1.1 transformaci

E=x, n=Czx— Ay

prevést na tvar

a dale podle 2.1.2 substituci

v(§,n) = exp (2—25 + (c - Z—Z) 77) u(€,m)

transformovat na kanonicky tvar
A —6 g(&m). (4.28)
“oe ! ‘

] b b?
kde g(&§,n) = f(&n) exp (%5 i (c_ @) 77) '

Evoluéni rovnice (rovnice diftize, rovnice vedeni tepla)

Evoluéni parcidlni diferencidlni rovnice je takova, v niz jednu z nezavisle proménnych interpretu-
jeme jako cas.

Budeme se nyni zabyvat rovnicemi, v nichz je derivace hledané funkce podle ¢asu prvniho radu.
Uvazujme tedy linedrni homogenni parabolickou evolu¢ni parcialni diferencidlni rovnici s kon-
stantnim koeficientem v kanonickém tvaru

ou 0%u

Pripomenme, Ze tato rovnice spliiuje princip superpozice, tj. funkce u = 0 je jejim feSenim a
linearni kombinace jejich FeSeni je FeSenim, neboli Ze mnozina fesen{ rovnice (4.29) tvoii vektorovy
prostor.
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Znaménko koeficientu « souvisi se ,smérem plynuti ¢asu“. Vyjadiime to ponékud piresnéji:

Uvazujme cas 7, ktery ,,plyne opa¢nym smérem“, tj. 7 = —t. Pak
dr 1= dt
dt Cdr

Pro feseni u = u(t, x) rovnice (4.29) plati

0 Oudt  Ou 0%u

—U=—=—=——==—a=.
or ot dr ot ox?
To znamena, ze zména znaménka konstanty « predstavuje nahrazeni ¢asu plynouciho z pritomnosti
do budoucnosti ¢asem plynoucim z pritomnosti do minulosti.
Déle se budeme vénovat pouze rovnicim s kladnym koeficientem «. Muzeme ho proto psat ve
tvaru druhé mocniny. Jinak fe¢eno, budeme se vénovat rovnici difize neboli rovnici vedent tepla,

U = AUy (4.30)

To je stejnd rovnice jako (4.11).

Nechtf H = (0,00) x J, kde J je néjaky otevieny interval redlnych ¢isel.

Klasické nebo silné teseni rovnice (4.29) je funkce u : H — R, kterd je spojité diferencovatelna
v prvni proménné, dvakrét spojité diferencovatelnd ve druhé proménné a spliuje rovnici (4.29).

Toto pojeti feseni nyni mirné rozsirime: Za feseni homogenni evoluéni parabolické rovnice

2
%:(ﬂ%, t>0, zeJ (4.31)

budeme povazovat funkci u = u(t, z) definovanou na mnoziné H, kterd splituje rovnici pro skoro
vsechna (t,z) € H. Podrobnéji feceno, prvni derivace funkce u podle ¢asu a druhd derivace funkce
u podle proménné z jsou integrovatelné na kazdé kompaktni podmnoziné mnoziny H (zejména
tedy mnozina bodt, v nichz nékterd z derivaci neexistuje, md miru nula) a pro kazdou dvojici
intervalu (t1,%2) C (0,00), (o, B) C J plati

ty B

ou(t,x)  ,0%u(t,x) B
//( o —a 92 dzdt = 0.
t1 «

Reseni nehomogenni evolu¢ni parabolické rovnice

Ju

zavadime analogicky.
Reseni evolu¢ni parabolické rovnice s pocdteéni podminkou

u(0,z) = ¢(z), =€, (4.33)

je takové Feseni u = u(t,x), ze

Jim u(t,z) = o(z)

pro skoro vSechna x € J.
Pro parobolické rovnice nelze napsat generické reseni tak snadno, jako pro rovnice hyperbolické.
Proto se budeme hned vénovat feseni tloh.

4.1.1 Homogenni tlohy pro homogenni rovnici na piimce

Budeme fesit homogenni parabolickou rovnici (4.32) pro ¢ > 0 a © € R s poc¢dtecni podminkou
(4.33).
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Periodické okrajové podminky

Nejprve budeme pozadovat splnéni periodickych okrajovych podminek. Budeme tedy fesit tilohu

U = @ Uz, t>0, z€R, (4.34)
u(0,2) = p(x), z € R, (4.35)
u(t,z) =u(t,z+1), t>0, z€R. (4.36)

O pocéteeni funkei ¢ budeme piedpokladat, ze je periodicka s periodou I > 0. Regen{ tilohy mé byt
také periodické se stejnou periodou. Proto muzeme obor prostorové proménné x muzeme chépat
jako kruzmici délky [, tj. kruznici o poloméru [/(27). Takto formulovanou tlohu lze interpretovat
jako model diftize v trubici délky [ stocené do prstence.

Vime, ze kazdou po ¢astech spojitou funkci ¢ s periodou | muzeme vyjadrit jako trigonomet-
rickou Fourierovu fadu

S 2k 2k
Y(x) = % + ; <ak cos Tﬁz + by, sin Tﬂx) ,

kde

l

2%
/w cosTﬁfdf, k=0,1,2,...,

0

NIL\D
NIL\D

l
2%
/w smTﬁgdg, k=1,2,....
0

Reseni ulohy budeme proto hledat ve tvaru Fourierovy rady v prostorové proménné x, jejiz koefi-
cienty zavisi na ¢asové proménné t. Tento postup se nazyva metoda Fourierovych rad.

Necht tedy pro skoro viechna o € R a vSechna t > 0 platf

Py 2k 2k
o(z) = — + (@k cos Xy 4 Uy, sin —ﬂ-x) .

2 l l
k=1

kde

2 / 2k 2 / 2k

7/<p cosTﬂfdf, k=0,1,2,..., 7/<p cosT”gdg, k=1,2,....

0 0
§ (4.37)
Resen{ dlohy (4.34)—(4.36) mé byt periodické v prostorové proménné x, hleddme ho tedy ve tvaru
2km 2k
u(t,x (ak cos ——2 + by (¢) sin Tﬂ-x) , (4.38)

kde ag,a1,as,...,b1,bo,... jsou zatim neurcené funkce jedné proménné. Plati

L) = 2k 2k
%(t, z) = “02( ) 4 <a;(t) cos T“z + 0, () sin T”x) ,
k=1

0%u < /2kr\? 2km . 2km
@(t,z) = *k:1 (T) <ak(t) COS T$+bk(t) S11 TZ’) 3

symbol / pfitom oznacuje obyéejnou derivaci podle proménné .
Uvedené fady formélné dosadime do rovnice (4.34) a pocateéni podminky (4.35),

<a;(t) + (kara)2ak(t)> cos %T”:c + (b;(t) + (kara)Qbk(t)> sin %T%] —0,
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o0 o0

2k 2k P 2km 2k
(ak cos TWSC + by, (0) sin TﬁfE) =24 Z <<I)k cos Tz + Wy, sin Tﬂz> .

k=1
Véta o jednoznacnosti Fourierovych fad tika, ze rovnaji-li se sou¢ty dvou Fourierovych rad, pak
se rovnaji také jejich koeficienty. Odtud plyne, ze pro funkce ag, a1, aso,...,b1,bo, ... musi platit

ap(t) =0, ao(0) = Do,

2kra\’
a?c(t):— ( I > ak(t)v ak(o):q)ka k:172a"'7

, 2kma >
by(t) = — ] bi(t), br(0) = Uy, k=1,2,....

To jsou pocatecni ilohy pro obycejné linearni diferencidlni rovnice prvniho fadu. Jejich feseni je

ap(t) = dpe (Tt B =0,1,2,...,  bp(t) = Tpe (T k=12, ..
Tyto funkce dosadime do tvaru (4.38) feseni dané tlohy. Po tpravé dostaneme
P
u(t, ) = - Z
k=
Vysledek vyjadiime jen pomoci objektt, které jsou v zadéni tlohy, tj. konstanty a a funkce .

Jinak feceno, do pravé strany predchozi rovnosti dosadime vyjadreni (4.37) koeficientu ®j, a Uy,.
Po tpravé (zaméné poradi integrace a sumace) dostaneme

l o
u(t, ) Z/@(ﬁ)% <1+2Ze‘(2klﬂa)2t (COS£§CO %ﬂﬂr sin &SSI %wa)> d¢.
k=1

0

2k 2k
(@k cos Tﬂx + Wy, sin %x) .

Tento vysledek jesté upravime pomoci souc¢tového vzorce na tvar

l o0
*%/gp <1+22e(2kfa)2tcos%Tﬂ(x§)> d¢.
0 k=1

Dosazeny vysledek lze zapsat v prehlednéjsim tvaru: Reseni tlohy (4.34)-(4.36) je ddno in-

tegralem
l

/90 G(t,x,§)d¢E, (4.39)
0

kde funkce G : (0,00) x R? — R dand vyrazem

Gt 2,€) = <1+2Ze T cos@(x&))

je tzv. funkce vlivu okamzitého bodového zridla nebo zdroje?, struéné zridlovd nebo zdrojovd funkce,
také Greenova funkce nebo fundamentdlni resend.

Jesté si povsimnéme nékolika vlastnosti funkce G, které jsou bezprostiedné evidentni, nebo je
Ize ovérit pfimym vypoctem.

e Funkce G je spojitd na mnoziné (0, 00) x R2.

2Pokud rovnici (4.34) interpretujeme jako model vedeni tepla v n&jakém prstenci, pak funkce G(-,¢,t) udava
rozlozeni teploty v casovém okamziku ¢, vznika-li v tomto okamziku v bodé & jisté mnozstvi tepla.
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e Je symetrickd ve druhé a tfeti promeénné, tj. G(t,z,§) = G(t,&,x) pro vSechny trojice
(z,&,t) € (0,00) x R2.

e Funkce jedné promeénné G(t, -,€&) mé spojité derivace druhého Fadu pro vSechny dvojice
parametru (¢,£) € (0,00) x R.

e Funkce dvou proménnych G(-, -,§), je pro viechna £ € R feSenim rovnice (4.34), které
spliiuje podminku periodi¢nosti (4.36) pro kazdou hodnotu ¢t > 0.

e Pro vSechny hodnoty z, ¢ € R plati

t£%1+ G(t,z,&) = §(x — &) ve smyslu distribuct;

0 je Diracova distribuce, sr. Dodatek A, posledni z piikladu §-vytvorujicich posloupnosti,

str. 154. Déle !
Jim G(t,,€) = 7

Z posledni uvedené vlastnosti funkce G plyne, ze pro feseni u = u(t, ) homogenni parabolické
rovnice (4.34) s poc¢atecni podminkou (4.35), které spliuje podminku periodi¢nosti (4.36), plati

/lso(E)dE-

Reseni konverguje pro t — oo ke konstantni funkci. Pokud tedy tlohu (4.31), (4.33), (4.21) interpre-
tujeme jako model diftize néjaké latky v uzavieném prstenci délky [, dostavame, ze po dostateéné
dlouhém case se difundujici latka stejnomérné rozptyli po prstenci a jeji linearni hustota bude
podilem jeji celkové hmotnosti a délky prstence. To neni nikterak prekvapivy vysledek; ukazuje
vsak, ze se model chovd realisticky.

Jim ) =

o~ —

Podminky integrovatelnosti

Nyni budeme pozadovat, aby Feseni rovnice (4.32) bylo v jistém smyslu ,silné ohrani¢ené“ na
celém oboru prostorové proménné x, konkrétnéji, aby bylo integrovatelné v absolutni hodnoté.
Budeme tedy fesit lohu

U = 0% Uy, t>0, r€R, (4.40)
u(0,z) = p(x), r €R, (4.41)
0 o0
[ |ut,2)|dz < oo, [ |u(t,z)|dz < oo, ¢>0. (4.42)
—00 0

O pocatecni funkci ¢ budeme predpoklddat, ze spliiuje stejnou podminku integrovatelnosti.

0 o
/ lp(z)|dz < oo, /|<p(:c)|d:c < 0, (4.43)
—o0 0

Jinak Feceno, funkce ¢ je a funkce u(t, - ) mé byt v defini¢cnim oboru Fourierovy transformace pro
kazdou hodnotu ¢t > 0; .

Podle tohoto piedpokladu muzeme tlohu (4.40)—(4.42) transformovat na Fourieruv obraz a
pak hledat obraz (spektrum) jejiho feseni. Tento zpusob hledani feseni{ byvd nazyvan metoda
Fourierovy transformace.

Pii transformaci dlohy ¢as ¢ zafixujeme, budeme ho povazovat za parametr. Fourieruv obraz
funkee u(t, -) je komplexni funkce jedné redlné proménné definovand predpisem

oo

Flult, ))(€) = / u(t, z)e ¢ da;

— 00
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tuto hodnotu budeme struéné oznacovat symbolem (¢, ). Fourieruv obraz derivace podle para-
metru t je

9 [ dult,x) o . 9
F <&u(t, )> &) = / %e 28y = e u(t, z)e *¢dx = au(t,&)

Ponévadz Fourierova transformace prevadi derivaci na nasobeni vyrazem i§, je Fourieruv obraz
druhé derivace funkce u(t, -) roven

0x? Y

f( L ->) (©) = ()%a(t,€) = —€%a(t, ).

Fourieruv obraz rovnice (4.40) a poc¢atecni podminky (4.41) je tedy tvaru

Da(t,6) = —€u(t,6), 9(0,) = H(6) (4.44)

kde ¢ je Fourieruv obraz poc¢atecni funkce .

Nyni budeme na chvili povazovat proménnou £ za parametr a ¢as t za nezavisle proménnou, tj.
na rovnosti (4.44) se budeme divat jako na pocatecn{ tilohu pro obycejnou diferencidln{ rovnici, kde
hledanou funkef je funkce a( -, &). Jednd se o tlohu pro linedrni homogenni rovnici s konstantnim
koeficientem, jeji feseni je dano formuli

i(t, €) = p(e)e™ ¢,
To je soucasné Fourieruv obraz Feseni pocatecni ulohy (4.40)—(4.42). Oznaéme jesté
glt.€) = e (4.45)
a Fourieruv obraz feseni této ulohy dostavame ve tvaru

a(t, §) = ¢(§)g(t, £).

Vzhledem k tomu, ze sou¢in Fourierovych obrazu funkei je Fourierovym obrazem jejich konvoluce,
muzeme nyn{ fesen{ dlohy (4.40)—(4.42) zapsat ve tvaru

u(t,z) = (pxg(t, -)) (). (4.46)

Redlnd funkce g(t, -) je vzorem spektralni funkce g(t, -) dané formuli (4.45). Ziskdme ji tedy
inversni Fourierovou transformaci:

1 .
g(t,x) = — /ef"zf%e‘zgdﬁ.
T

Pravou stranu nejprve upravime

o0 o0 (oo}

1 : 1 1
— e_“252te‘””5d§ = — /e_“252tcosxfd§ +1i / e_“252tsinx£d£ = —/e_“25275 cos z&d¢,
27 27 s

0

— 00 — OO — 00

nebot integrovand funkce v imagindrn{ ¢sti je lichd a integrovand funkce v realné ¢asti je sudd.
Ve vysledném integralu zavedeme substituci a oznaceni

T
n=vait, q= T
a
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Dostaneme

o0 1 o0

/e*a%% cos x€d€ = 5 /e*772 cos qndn.
a

0 0

Posledn{ integral oznaéime I(q). Tedy

e cos qndn,

I
o

zejména pro g = 0 plati® 1(0) = . Dale derivovdnim podle parametru ¢ obdrzime

ol

d o] o0 o0
1
= d—/e n cosqndn:/e*"Z(fnsinqn 5/ —2ne” n* sinqndn:
qo 0 0
o0
:l [e n* sin g } —q [ e - cos qnd :fgl(q)
2 M=o e o\
0

Integrél I(q) je tedy Fesenim pocatecni ilohy pro obyéejnou linedrni homogenni diferencidln{ rovnici

L L

dg 27 2

to znamena, ze

I(q) = \/7%6_%

Névratem k proménné x dostaneme vyjadieni funkce g,

ot () s () o

Nyni muzeme uzaviit, ze Feseni pocédtecni tlohy (4.40)—(4.42) je dano formuli (4.46), kde funkce
g je definovéna rovnosti (4.47), po dosazeni tedy

u(t,x) =

i et
v | e (-t

Pro zjednoduseni zépisu jesté zavedeme funkci G (opét ji budeme fikat ziidlova funkce) predpisem

_ 1 (z—¢)?
Gz, &, t) = W exp (_W) (4.48)

3Tento vysledek dostaneme snadnym vypoctem:

oo oo oo
1(0)? = /efnzdn/e*fzdg = // e = dnde = //refrzdrdzﬁ -
0 0 0 0

[0,00)2

pii vypoctu dvojného integralu jsme pouzili transformaci do polarnich souradnic.
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a feseni ulohy vyjadiime jako nevlastni integral

oo

u(t,x) = /@(S)G(z,é,t)df. (4.49)

— 00

Podivejme se jesté na interpretaci ziskaného vysledku. Funkce u dand rovnosti (4.49) je kladna
pro kazdé ¢t > 0 a kazdé x € R. Jinak Teceno, za libovolné kratky cas a v libovolné velké vzdalenosti
od pocatku je koncentrace difundujici latky nenulova. To by znamenalo, ze néjaké ¢astice latky se
pohybuji nekonecnou rychlosti, coz samoziejmé neni fyzikalné mozné. Toto pozorovani ukazuje, ze
zjednodusujici predpoklady prijaté pii vytvareni modelu vedou k jeho neadekvatnosti. Fyzikalni
nespravnost modelu je vsak jen teoretickd. Vzhledem k tomu, ze exponencidlni funkce e®” s rostouct
hodnotou x velice rychle klesa k nule, je nenulova koncentrace v dostateéné vzdalenosti od poc¢atku
prakticky nedetekovatelna.

Na zakladé predchozi ivahy vypocitame rychlost $iteni difundujici latky ,z jediného bodu*.
Predstavme si proto, ze na zacatku procesu (v ¢ase t = 0) bylo mnozstvi A difundujici latky
koncentrovano v jediném bodé, ktery muzeme povazovat za pocatek souradnic. Tedy uvazujeme
tlohu

U = 0 Uy, t>0, zeR,
u(0,x) = Ad(x), z € R,

0 00
S/ ‘u(t,x)‘dz < oo, [ ‘u(t,x)‘dz < oo, t>0,
—00 0
kde § je Diracova distribuce. Pak pro ¢ > 0 je

A —z?
u(t, ) G(t,z,0) W exp (4a2t)

Oznatme R(t) takovou hodnotu, ze u(t, R(t)) = ¢ a u(t,x) < € pro x > R(t); € > 0 je pfitom
takova hodnota koncentrace, ze ji povazujeme za ,prakticky nulovou“. Pak

A —R(t)2> 5 5 A
€= ex aztoho R(t)” =4a°tln ———.
2V a2t P ( 4a?t ®) 2eVma?t

Vzdélenost méritelného mnozstvi difundujici latky od pocateéniho bodu v ¢ase t je tedy déana

vyrazem
A
R(t) =24/a?%t In ———
®) V 2evVma2t

To je funkce ¢asu (proménné ) definovand na intervalu [0, 7], kde ¢as

A2
T 1e2ra?
vyjadiuje dobu, po niz je difundujici latka detekovatelnd. V case
A? T
T= = —
dee?ma? e

nabyva funkce R svého maxima

A .
eV 2w ’

tuto hodnotu Ize interpretovat jako maximalni vzdélenost, do niz se difundujici latka dostane.

Rmax =
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Priklad

Najdeme feSeni rovnice

@— 2@4_
315_@(9:62 e

na oblasti {(¢,z) : t > 0,2 € R}, které spliiuje pocatecni podminku

o [o el <3
U )x = ..
0, jinak,

kde € > 0.
Nejprve se zbavime reakéniho ¢lenu ru na pravé strané rovnice tak, ze zavedeme novou nezné-
mou funkci v = v(t, ) vztahem

v(t,z) = e "u(t, x),
tj. provedeme specialni pripad transformace rovnice na kanonicky tvar uvedené v 2.1.2. Pak je

ou 0%u 9%v

r v r r
u(t,z) =e€ t’U(t,:C), E(tvx) = <a(taz> +T’U(t,1‘>> € ta @(f,l‘) = @(tvx)e ¢

a po dosazeni do rovnice dostaneme

(9’0 rt __ 282’0 rt rt
(E(t,x) + rv(t,:c)) e =a"om (t,z)e"™ + rov(t,x)e™.

Vyraz e”t je nenulovy, proto ho muzeme vykratit. Funkce v je tedy feSenfm homogenni rovnice
v 0%
I e
ot Ox?

s pocatecni podminkou

a, || < e,

v(0,z) = u(0,z)e"? = {

0, jinak.

Podle (4.49) a (4.48) je funkce v ddna integralem

W=

€

o _
_ e
2V ma?t 1/

J1e

(x

— )2
4:122 d€

v(t,x) =

Zavedeme v ném substituci

Pak je

2z+e

2v/2a2t
2x + ¢ 20 — ¢

wen =g [ e Fa=ale(Z22) e (5]

2z —¢e

2V 2a2t

kde @ je distribuc¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni. Dostdvame tak feseni dané ulohy
u(t,r) = e"v(t, 1), tj.

o (25) - ()
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A
V pocatecni podmince nyni zvolime specidlné o = —. Pak je
€

W=

0o €

A
/u(O,x)dx:g/da::A
1.

— 00

pro kazdé ¢ > 0. Pokud tedy danou rovnici interpretujeme jako model autokatalytické reakce
(rychlost tvorby reagujici latky je imérnd jejimu mnozstvi) a difize, je poc¢ateéni mnozstvi difun-
dujici latky rovno A a toto mnozstvi je koncentrovdno v malém okoli poc¢atku, na intervalu délky
e. Pro ¢ — 0 proto muzeme pocdatecni funkci povazovat za distribuci, konkrétné za A-nasobek
Diracovy distribuce. Déle plati

i A{@(Qm—i—s) @(21}—5)}
im — — ) - — || =
e—0 € 2v2a?t 2v2a?t

xr 13 xr g
o + d —
A lim (\/2&215 2v/2a2t ) (\/2a2t 2202t ) _

- \/2a2t e—0 €
V2a2t

q)(Lﬂ) _(p(L_E)
A hm \/20/21‘: 2 \/2a2t 2 _ A (I)/ < X >
V2a2t 10 n V2a2t V2a2t )’

a ponévadz derivace distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozlozeni pravdépodobnosti je
hustotou tohoto rozdéleni, dostavame feseni dané tlohy pro € — 0 ve tvaru

u(t,z) = e 227 " = — e aa. (4.50)

- V2a?t V2w 2vVa?rt

Pro r = 0 dostavdme feSeni ve stejném tvaru, jaky mélo juhodnuté“ Feseni (4.26) tlohy (4.22),
(4.24).

Pokusme se stanovit pozorovatelnou rychlost, jakou se v prostiedi §ifi difundujici latka vzni-
kajici autokatalytickou rekei. Necht ¢ ozna¢uje minimalni koncentraci latky, kterou lze v prostiedi
detekovat, a R = R(t) casové zavislou vzddlenost od poc¢atku, v niz je koncentrace rovna hodnoté
8, tj. u(t, R(t)) = 4. Dosazenim do (4.50) dostaneme

5= Ae™t . _R(t)?
N P 4a%t )

7 této rovnice vyjadiime

R(t)? 5 2a®  4ma?&*t
o = datr - =
a dale )
lim (—R(t)) = 4a’r.
t— 00 t

Odtud plyne, ze pro dostatecné velky cas t je
R(t) =~ 2Va?rt, (4.51)

coz znamend, ze pozorovatelnd rychlost sifeni ldtky je pfiblizné konstantn{ a rovna 2v/a?r. ]

Na zavér opét shrneme nékteré evidentn{ vlastnosti ziidlové funkce G : (0,00) x R? — (0, 00)
definovand vztahem (4.48):

e Je spojita na svém definiénim oboru.
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e Je symetrickd ve druhé a tfeti promeénné, tj. G(t,z,§) = G(t,&,x) pro vSechny trojice
(t,z,€) € (0,00) x R2.

e Funkce G(t, -, &) (tj. funkce G chépand jako funkce jedné proménné x se dvéma parametry
t a &) m4 spojité derivace druhého faddu pro vsechny hodnoty (¢,€) € (0,00) x R.

e Funkce G(-, -,£) je pro viechna & € R fesenim rovnice (4.31), které spliuje podminky
integrovatelnosti

0 )
/ ’G(t,x,f)’dx<oo, /’G(t,x,f)’dx<oo
—00 0

pro kazdou hodnotu ¢.
e Pro vSechny hodnoty z, ¢ € R plati

t1—1>%1+ G(t,x,&) = d(x — &) ve smyslu distribuci;

0 je Diracova distribuce, sr. Dodatek A, tieti z prikladu d-vytvotujicich posloupnosti, str. 154.
Dale
Jim G(t,2,8) = 0.

e Funkce jedné proménné G(t,0, -) je pro jakoukoliv hodnotu ¢ suda.

oG
Funkce jedné proménné — (¢, 0, - ), tj. funkce dand predpisem

ox
oG B £ £
%(taowf) WA a1 exp (—m)

je liché pro jakoukoliv hodnotu t.

4.1.2 Homogenni tlohy pro homogenni rovnici na polopiimce

Nejprve si véimneme jednoho dusledku posledni vlastnosti funkce G definované vztahem (4.48).

intervalu symetrickém kolem nuly je nulovy. Odtud plyne:

Tvrzeni 5. Necht G je funkce definovand vztahem (4.48). Jsou-li 1, x : R — R ohrani¢ené funkce
integrabilni na kazdém kompaktnim intervalu, pficemz funkce v je lichd a funkce y je suda, pak
pro funkce v, w definované vztahy

olt,z) = / BOGC 60, w(t,x) = / (O, € t)de
plati
w0 = [wecosni=0.  Sa0 = [xOF 0.600 =0

Nevlastn{ integrdly chdpeme ve smyslu hlavn{ hodnoty, tj. [ ¢(£)dé = lim [ g(&)d¢.
o c—00 “,

Toto tvrzeni umoznuje najit feSeni dvou okrajovych tiloh pro homogenni parabolickou rovnic na
oboru [0, 00) % [0, 00) s vyuzitim pfedchozich vysledku ziskanych metodou Fourierovy transformace.
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Uvazujme nejprve pocateéni ilohu s jednou homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou a
s jednou podminkou integrovatelnosti:

U = 0P Uy, t>0, >0, (4.52)

u(0,z) = p(x), x>0, (4.53)

u(t,0) =0, [ |u(t,z)|dz <oo, t>0. (4.54)
0

Pocétecni funkei ¢ prodlouzime na cely interval (—oo, 0o) tak, aby to byla funkce lichd. Polozime

tedy
o)), x>0,
Plo) = {—(p(—ac), z <0,

Reseni tlohy
U = AP Ugy, t>0, zeR,
u(0,z) = @(z), z €R,

0 oo
[ |ut,2)|dz < oo, [ |u(t,z)|dz < oo, t>0
0

je podle (4.49) déno formuli

oo

ut.o) = [ GG €)de,
kde ziidlova funkce G je ddna formuli (4.48). Tento vysledek jesté upravime tak, aby ve vyjadieni

feSeni byly pouze funkce vystupujici v zadani dlohy, tj. ,funkce bez vlnek“. Pro lichou funkci @
plati

[e'e) 0 )
/ HOG(t,z,)dE = / P(~E)G(t 2, E)dE + / PE)G(t2,)dE =
e o 0
. / HOG(t,x,—€)dE + / H(OG(t, . £)dE = / SO (L, €) — Gt x, —€))de.
0 0 0
Ponévadz

1 (x— &) (z+6*\] _

G(t,z,§) — Gz, —§) = ov/ra2t [GXP( 4a2t eXp 4a?t B
R S e o S W O S 3 WS SN ANt S WA 3
= mazt P\ ez )\ P aa T e ) T e P\ Taam ) 2

muzeme feseni lohy (4.52)—(4.54) psat ve tvaru

oo

u(t,z) = / () (t, 2. £)de, (4.55)

0

kde

2 ¢2
Gpl(t,z, &) = ! exp (I +& )sinh zé .
t a a



Analogickym postupem (funkci ¢ prodlouzime na interval (—oo, 00) tak, aby se z ni stala funkce
sudd) odvodime, ze FeSen{ tilohy

U = aUgs, t>0, >0, (4.56)

u(0,z) = p(x), x>0, (4.57)

uz(t,0) =0, [|u(t,z)|dz < oo, t>0, (4.58)
0

tj. ulohy s Neumannovou okrajovou podminkou v levém krajnim bodé, je tvaru

u(t.o) = [ @Gtz (1.59)
0
kde . 2 e
Gn(t,x,§) :\/m exp (_$4a2t§ ) cosh ;;ét.

Snadno nahlédneme, Ze funkce Gp, Gy : (0,00)% — [0, 00) majf ndsledujici vlastnosti:
e Jsou spojité na svém definiénim oboru.

e Jsou symetrické ve druhé a tieti proménné.

Funkce Gn(t, -,€) a Gp(t, -,€) maji spojité derivace druhého Fddu pro vSechny dvojice
parametru (§,t) € (0,00) x (0, 00).

Funkce Gp(-, -,&), resp. Gy (-, -, &), je pro vechna £ € (0, 00) fesenim rovnice (4.52), které
spliiuje okrajové podminky (4.54), resp. (4.58), pro kazdou hodnotu t.

Pro jakékoliv hodnoty x,£ > 0 plati

t1i>n£olo GD(ta:Eag) =0= tli)rgo GN(t,ZC,&)

t£%1+ Gp(t,x, &) =06(x —¢) = t£%1+ Gn(t,x,&) ve smyslu distribuci,

kde § je Diracova distribuce.

4.1.3 Homogenni tlohy pro homogenni rovnici na tisecce

Pro teseni homogenni parabolické rovnice na ohrani¢eném prostorovém oboru s obecnymi ho-
mogennimi Robinovymi okrajovymi podminkami jiz nelze bezprostiedné vyuzit vysledek ziskany
pomoci Fourierovy transformace. Tuto tdlohu budeme fesit separaci proménnych, podobné jako
v pfipadé rovnice hyperbolické 3.1.4.

Uvazujme nyni tlohu

U = a%Ugs, t>0, 0<a<l, (4.60)
u(0,z) = p(x), 0<x <, (4.61)
apu(t,0) + Boug(t,0) = 0 = aqu(t,l) + frug(t, 1), t>0; (4.62)

opét predpoklddame, ze okrajové podminky jsou nedegenerované, tj. ze parametry spliuji nerov-

nosti |ag| + [ Bo| # 0 # |ao| + |Bol-
Nejprve v separujeme proménné, tj. feseni rovnice hleddme ve tvaru

u(t,z) = T(t) X (x). (4.63)
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Toto vyjadieni dosadime do rovnice (4.60) a upravime tak, ze na pravé strané ponechdme pouze
funkci X a jeji derivaci. Dostaneme rovnost

T/ X//

2T~ X'

jejiz leva strana nezavisi na proménné x a prava nezavisi na proménné ¢; vyrazy na obou strandch
jsou tedy rovny néjaké konstanté, kterou oznac¢ime —\ a dostaneme dveé rovnice
T/ X//
a?T ’ X

=\ (4.64)

Druhou z nich prepiseme do tvaru obyc¢ejné linedrni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnim
koeficientem
X"+ XX =0. (4.65)

Vyjadreni (4.63) funkce u dosadime do okrajové podminky (4.62). Dostaneme rovnosti
apT(t)X(0) + BT () X' (0) =0=arT(t)X (1) + LT (t)X (1),

které maji byt splnény pro libovolnou hodnotu ¢ > 0. Odtud plyne, ze feseni X rovnice (4.65)
splnuje okrajové podminky

a0 X (0) + BoX'(0) = 0 = a1 X (1) + B1.X'(0). (4.66)

Uloha (4.65), (4.66) pro obyéejnou linearn{ rovnici druhého #édu s parametrem A a homo-
gennimi okrajovymi podminkami je Sturmovou-Liouvilleovou tlohou, sr. Dodatek B.2. Podle
Véty 3 existuje rostouci posloupnost {\;},; jednoduchych vlastnich ¢isel, z nichz nejmensi je
vétsi nebo rovno 0. Piimym vypoétem se muzeme presvedéit, ze 0 je vlastnim ¢islem tlohy (4.65),
(4.66) prave tehdy, kdyz a8 — a1 = aparl.

K vlastnim ¢islum Ay prislusi vlastni funkce vg, kK = 1,2, 3, . ... Dostavame tak spocetné mnoho
FeSeni

Xi(x) = vp(x), kel
okrajové tlohy (4.65), (4.66).

Nalezené hodnoty \g, k = 1,2, ... dosadime do prvni z rovnic (4.64). Dostaneme tak obycejné

linearni homogenni rovnice prvniho fadu

T = —a’ T, k=1,2,3,...,
jejichz obecné Teseni je tvaru
2
Ti(t) = Cpe™@ Mt

kde C} jsou zatim neurcené konstanty. Poznamenejme, ze feSeni téhoz tvaru i v pripadé A\; = 0.
Po dosazeni funkei X, T}, do vyjéddieni (4.63) hledaného feseni ilohy pro parcidlni diferencidlni
rovnici dostaneme spocetny systém funkeci

ug(t, o) = Ty (t) X (z) = Cke_“Q’\’“tvk(ac), kel,

7z nichz kazd4 je feSenfm rovnice (4.60) a spliuje piislusné okrajové podminky (4.60). Ponévadz
rovnice i okrajové podminky jsou homogenni, a tedy spliuji princip superpozice, muzeme FeSeni
této 1lohy psat formalné ve tvaru nekonecéné rady

(oo}

=Y Cre™® Nty (2). (4.67)

k=1

Hodnoty koeficient| Cy, k = 1,2,... ziskdme z dosud nevyuzité pocatecni podminky (4.60)

o(x) = u(0,x) ZCkvk

kel
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Z tohoto vyjadieni je vidét, ze konstanty C} jsou Fourierovymi koeficienty funkce ¢ vzhledem
k orthogonalnimu systému vlastnich funkef {vx}yo , tedy

l

/ P(E)ur (€.

0

1

Cp = —
v

Tyto koeficienty dosadime do rovnosti (4.67) vyjadiujici fesen{ a upravime ji na tvar

l

u(t,z) = /(,D(E)Z Me_az)\ktdf.

2
ST

Dosazeny vysledek shrneme: Regen tlohy (4.60)—(4.62) je dano integralem

l
u(t,z) = w(f)G(t,x,f)d{ ;
/

pfitom funkce G : [0,00) x [0,1]*> = R je definovdna nekone¢nou fadou

G(t, 1',5) _ i ’Uk(z>vk(§> efaZ)\kt7

2
e (]

kde Ay jsou vlastni hodnoty a vy, jsou pislusné vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (4.65),
(4.66).

Ziidlova funkce G ma vlastnosti:
e Funkce G je spojitd na mnoziné (0, 00) x (0,1)2.
e Je symetricka ve druhé a tfeti proménné.

e Funkce jedné promeénné G(t, -, &) mé spojité derivace druhého Fédu pro vSechny dvojice
parametru (¢,£) € (0,00) x (0,1).

e Funkce dvou proménnych G(-, -,&) je pro vSechna ¢ € (0,1) feSenim rovnice (4.60), které
spliiuje homogenni Robinovy okrajové podminky

00G(1,0,€) + B3 (1,0,€) = 0 = anG{1, L) + 1 o 1,1,€)
pro kazdou hodnotu ¢ > 0.
e Pro vSechny hodnoty z, ¢ € [0,1] plati
0, 1B — aoPr # agoul,

A G20 =3 5 (030¢ — arfw+ O (ar + B0) + (n + B1)?)

l(a%lQ + 3ﬁ1(a1 + ﬁl)) ’

180 — apf1 = apanl,

t£%1+ G(t,z,§) =d(x — &) ve smyslu distribuci.
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4.1.4 Homogenni tlohy pro homogenni rovnici — shrnuti

V odstavcich 4.1.1-4.1.3 jsme nasli feseni pocatec¢ni tlohy pro homogenni parabolickou rovnici
s homogennimi okrajovymi podminkami na neomezeném nebo omezeném oboru J prostorové
proménné x. Reseni tlohy

Uy = aPUgy, t>0, z€J (4.68)
u(0,z) = (), x € J, (4.69)
homogenn{ okrajova podminka, ¢ > 0 (4.70)

bylo vzdy dano integralem tvaru

Mt@=j/w@XXL%EM€

J

Ziidlové (Greenova) funkce G : (0,00) x J — R je uréena intervalem J a okrajovymi podminkami.
Podrobnéji: Funkee G( -, -, &) je Fesenim tlohy (4.68)—(4.70) s pocatecéni distribuci p(x) = d(z—¢).
Je to funkce spojitd na (0,00) x J, je dvakrdt spojité diferencovatelnd podle druhé proménné x a
je symetrickd v ,,prostorovych proménnych® x a &.

V Tabulce 4.1 jsou uvedeny ziidlové funkce v nékterych specidlnich piipadech.

vz

Jesté poznamenejme, ze mirné obecnéjsi loha

U = Uy, t>o, x€J, (4.71)
u(0,z) = (), x € J, (4.72)
homogenn{ okrajové podminka, ¢ >0 (4.73)

ma FeSeni dané integrilem

MU®=/w®G@—m%Q%,
J

které snadno odvodime transformaci (posunutim) proménné ¢.

4.1.5 Ijlohy pro nehomogenni rovnice

Pro teseni dlohy pro nehomogenni parabolickou rovnici s nulovou poc¢ateéni podminkou a homo-
genni okrajovou podminkou

up = a*ug, + f(t, ), t>0, z€J (4.74)
u(0,2) =0, x € J, (4.75)
homogenn{ okrajové podminka, ¢ >0 (4.76)

pouzijeme Duhameluv princip, podobné jako v ptripadé hyperbolické rovnice, viz str. 58.
Budeme predpokladat, ze feseni této tlohy je dano integralem

t

u(t,x) = /w(t,:c,o)do, (4.77)

0

kde w je néjakd, zatim nezndmd funkce tii proménnych. Funkce u definovand rovnosti (4.77)
spliiuje pocateéni podminku (4.75). Déle pro ni plati

¢ ¢
0%u 0?
@(t,z) = @/w(t,x,o)do = /w(t,x,o)do,
0 0
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a podle véty o derivaci integralu zavislého na parametru plati

t t
8 —2/ tmaa wt:z:t /—wtxaa
0 N 0
0 0

Po dosazeni do rovnice (4.74) dostaneme

t t
w(t,z, ) /‘wt /
x, —(t,z,0)d
0
0 0

(t,x,0)do + f(t,x)

Q’\
S

a po snadné uprave

¢
2
/<881;)(t x,0) — Q%G,z,a)) do = f(t,z) —w(t,z,t).
0
Z této rovnosti vidime, ze za funkci w ve vyjadreni (4.77) Feseni ilohy (4.74)—(4.76) muzeme dosadit

funkei w = w(t, x,0) chdpanou jako funkei nezévisle proménnych ¢ a z, s jednim parametrem o,
ktera pri jakékoliv hodnoté tohoto parametru o spliiuje rovnosti

O w0 = Ww@ ) t> eJ

r,0)=a’ ,T,0), ro caxé€J,

ot 912 P (4.78)
w(o,z,0)= f(o,x), pro x € J.

To znamend, ze funkce w(-, -,0) je FeSenim pocdtecéni tilohy pro homogenni rovnici. Pro iplné

uréeni této funkce potfebujeme jesté podminky okrajové. Pokud je podminka (4.76) nékterého
z tvaru (4.36), (4.42), (4.54), (4.58), nebo (4.62), muzeme stejnou podminku kldst na funkci
w(-, -,0). Funkce u dand integrdlem (4.77) pak okrajovou podminku splni také.* Podle 4.1.4
je tedy

w(t,:c,o):/f(a,f)G(t—a,x,f)df
7

a feSen{ tlohy (4.74)—(4.76) pro nehomogenn{ rovnici s nulovou po¢éteéni podminkou a homogenni
okrajovou podminkou dostavame ve tvaru

u(t,z) = / /fa«f (t—o,x,8)d¢ da—//faf (t —o,2,8)dodg,

0

4To snadno ovéiime: v pifpadé Robinovy podminky plati
t t

t
aou(t,0) + Bouz (t,0) = ap / w(t,0,0)do + ﬁoag /w(t7 0,0)do = / (cow(t,0,0) + Bowz (t,0,0)do =0
2z
0 0 0

a analogicky ve druhém krajnim bodé. Déle plati pro periodické podminky
t t
u(t,z +1) = /w(t,a: +1,0)do = /w(t,x,a)da = u(t,x)
0 0
a pro podminky integrability

f\u(t, x)|dz :/oo /tw(t,az,a)da
0 o lo

nebot vnitini nevlastni integrél je konvergentni, tj. koneény, a vnéjsi integral je poéitdn na koneéném intervalu.
Podobné zduvodnime platnost podminky integrability v —oo.

oo t t oo

dz < //|w(t,x,0)d0|da: = // |w(t, z,0)do| dzdo < oo,

0 0 0 0
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kde G je Greenova funkce piislusné homogenni tlohy.

Zduraznéme jeste, ze z provedenych ivah nijak neplyne, ze by feseni tlohy (4.74)—(4.76) nutné
muselo mit tvar dany rovnosti (4.77) a déle rovnostmi (4.78). Pouze jsme ukdzali, ze pokud bude
funkce w splitovat rovnosti (4.78) a piislusné okrajové podminky, pak funkce (4.77) je fesenim této
tlohy.

Snadno ovérime, ze feSeni pocatecni tlohy pro nehomogenni parabolickou rovnici s homo-
gennimi okrajovymi podminkami

up = a*ug, + f(t, ), t>0, x€J, (4.79)
u(0,z) = (), x € J, (4.80)
homogenni okrajovd podminka, ¢ >0 (4.81)

je souctem feSeni homogenni rovnice s nenulovou pocateéni podminkou a nehomogenni rovnice
s nulovou poc¢atecéni podminkou, tedy

ut.o) = [e©G(tw. ¢+ [ [ 16,6 - 0,0, 6)d0as =
J 0

J

:/ go(«E)G(t,:E,E)+/f(a,§)G(t—a,x,§)da d¢. (4.82)
J 0

Nehomogenni Robinovy podminky

Nejobecnéjsi tloha pro parabolickou rovnici s konstantnim koeficientem v jedné omezené prosto-
rové proménné (na dsecce) je tloha

U = aUgy + f(t,7), t>0,0<x<lI, (4.83)

u(0,2) = p(x), 0<z<l, (4.84)

aou(t,0) + Bous(t,0) = po(t),

alu(t7 l) + 51um(ta l) = M1 (t)a

Reseni této tlohy je tvaru

t>0. (4.85)

ult,2) = Ult,2) + w(t, ),
kde funkce U spliuje okrajové podminky (4.85) a funkce w je feSenim tlohy s homogennimi
podminkami

Wy = a*Wey + f(t,2) — a?Ups(t, x) + Us(t, 1), t>0, 0<x<l,
u(0,2) = p(x) — U(0,x), 0<z<l,
apw(t,0) + Bows(t,0) = 0 = aqw(t, 1) + Brw.(t,1), t>0.

Okrajové podminky (4.85) jsou stejné, jako okrajové podminky (3.86). Funkci U lze tedy volit
stejné, jako na str. 73. To samoziejmé neni jedind moznost. Nékdy lze funkci U volit tak, aby

néjakym zpusobem odpovidala interpretaci resené tlohy. Pokud se to podafi, iloha pro funkci w
byva jednodussi, nez pii ,,tupé volbé* polynomu nebo goniometrické funkce.

Analogicky lze hledat FeSeni ilohy na polopiimece s jednou nehomogenni okrajovou podminkou.

Priklad

Uvazujme tlohu
ou ,0%u
g2 t>0 0
ot~ or2 =5 &>0
u(0,z) =0, x >0,

u(t,0) =sint, [ |u(t,z)|dz < oo, ¢>0.
0
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Tuto tlohu muzeme interpretovat jako popis vedeni tepla v dlouhé tyci, kterd je na povrchu izo-
lovand, na pocatku ma nulovou teplotu a na jednom konci ji periodicky zahtivame a ochlazujeme.
Lze ocekévat, ze v kazdém bodé tyce se bude teplota ménit se stejnou periodou. Ovsem vliv kolisani
teploty na konci tycCe na teplotu ve vzdalenosti x od ného se projevi s néjakym zpozdénim, které je
tim vétsi, ¢im je vzdélenost x vétsi; v nejjednodussim pripadé by zpozdéni mohlo byt vzdéalenosti
primo umeérné. Amplituda kolisani teploty se musi s rostouci vzdalenosti od konce zmengovat, a
to tak, aby byla splnéna podminka integrovatelnosti. Tato ivaha vede k napadu, ze funkce U by
mohla byt tvaru

Ul(t,z) =e *sin(t — fx),

kde «, 3 jsou zatim neurcené kladné konstanty. Pti této volbé je

aa—[t](t, x) =e” Y cos(t — fx),
0*U _ 9 o .
W(t,x) =" ((a® — B?)sin(t — Bx) + 2083 cos(t — Bz)),
takze
a2g272(t, x) — aa—g(t, z) = e *(a®*(a® — B?)sin(t — Bz) + (2a’aB — 1) cos(t — Bz)).

Aby byl posledni vyraz nulovy, budeme pozadovat a? = 2, 2a?af = 1, tedy zvolime

azBZ\/;, U(t,x)zexp(—%)sin(t—%).

Dostédvame tak feseni dané tlohy ve tvaru u(t,z) = U(t,x) + v(t, x), kde v je feSenim pocatecni
tlohy pro homogenni parabolickou rovnici na polopiimce s homogennimi okrajovymi podminkami

v 2821)

A i t>0 0
ot~ ¢ a2 >0 2>0,
x x
v(0,z) =exp| ——— |sin| — |, x>0,

(0.2) p( \/2a2) (\/2a2)
v(t,0) =0, [|v(t,z)|dz < oo, t>0.
0

Podle (4.55) je tedy fesen{ dlohy ddno formulf

T . T
’U,(t,SC) = exp <ﬁ> Sin <t — ﬁ) —+
17 248 & N\ [ € z
+ — /exp (—74(1% — —_2a2 ) sin ( ooz ) cosh ﬁdf.
0

Jesté si muzeme povsimnut, ze

lim (u(t,z) — U(t,z)) = 0;

t—o00

feSeni dané ulohy je asymptoticky ekvivalentni s ,uhodnutou® funkci U. V historické aplikaci
parabolické rovnice uvedené od str. 111 uvidime, ze funkce U vyjadiuje specialni piipad prvnich
dvou Fourierovych zdkonu vedeni tepla. [ |
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4.1.6 Uloha bez pocatecnich podminek

Nejprve si véimnéme, ze pro témeér vsechny ziidlové funkce G uvedené v Tabulce 4.1 (vyjimkou je
funkce G pro homogenni Neumannovu tlohu na tsecce), plati vztah

tlim G(t,z,£) = 0 pro véechna (z,£) € R?.
— 00

To znamend, ze po ,dostatecné dlouhém case” bude hodnota integralu

/ PE)G (12, €)de

J

ve vyjadieni resen{ tlohy (4.79)—(4.81) rovnosti (4.82) zanedbatelnd. Jinak feceno, reseni tlohy
v ,,dostatecné dlouhém ¢asovém horizontu* nezavisi na poc¢dte¢ni podmince, v prubéhu ¢asu vymizi
informace o poc¢atku. Systém s takovou vlastnosti — jeho vyvoj za dlouhy casovy interval nezavisi
na pocatecénim stavu — se nazyva ergodicky.

Dosud jsme hledali feseni parabolické rovnice, které spliiovalo néjakou pocateéni podminku, tj.
znali jsme stav v poc¢ateénim case t = 0. Tato informace vSak nemusi byt vzdy dostupné, zejména
pokud proces popsany parabolickou rovnici pozorujeme v ¢ase dlouho od jeho zacatku. Vzhledem
k ergodi¢nosti vSak pocatecni stav nema na vyvoj systému uz néjaky podstatny vliv.

Konkrétné: Teplota na zemském povrchu v prubéhu dne i v prubéhu roku kolisa. Toto kolisani
Ize v prvnim ptiblizeni povazovat za periodické. Budeme modelovat sifeni periodickych teplotnich
zmén v zemi, kterou budeme povazovat za homogenni poloprostor; budeme ho charakterizovat
jedinou soutadnici x, hloubkou pod povrchem. Pfi mnohonasobném pravidelném opakovani tep-
lotnich zmén na povrchu bude vliv poc¢dtecni teploty mensi, nez vlivy, které zanedbdvame (napf.
nehomogennost pudy, odchylky od pfesné periodi¢nosti prubéhu povrchové teploty a podobné).

Teplotu v ¢ase t a v hloubce 2 oznac¢ime u(t, x). Vnitini zdroje tepla v pudé (napf. geotermaln{
energii) neuvazujeme. Proto bude vyvoj teploty popsén homogenni parabolickou rovnici

ou 0%

kde a® vyjadiuje koeficient teplotni vodivosti ptidy. Teplota na povrchu bude vyjddiena okrajovou
podminkou
U(t, 0) = M(t)a (487)

kde p je néjakd spojitd periodickd funkce. Jakozto spojita periodicka funkce je p také ohranicend,
tj. existuje néjaka hodnota M, ze

lu(t)] < M prot eR.

Teplota pudy v dlouhodobém ¢asovém horizontu nemuze piekracovat nejvyssi teplotu na povrchu

cv v

nebo chlazeni). Proto budeme hledat Feseni, které spliuje podminku ohranic¢enosti
|u(t,z)| < M prot € R, = > 0. (4.88)

Hleddme tedy funkei u : [0,00) x R — R, ktera spliiuje rovnici (4.86) a podminky (4.87), (4.88).
Ponévadz funkce p je spojita a periodicka, muzeme ji vyjadrit ve tvaru absolutné a stejnomérné
konvergentni Fourierovy fady”

w(t) = % + ]; (ak cos kwt + by, sin kwt);

5Pokud uvazujeme rocénf kolisan{ teploty, je w = 27 /rok.
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pritom

ap =

SRR
SRR

27 [w 27w
/ wu(s)coskwsds, k=0,1,2,..., by / w(s)sinkwsds, k=1,2,.... (4.89)
0 0

Je ztejmé, ze pokud funkce v; spliuji rovnici (4.86) s okrajovymi podminkami v;(¢,0) = p;(1),
i = 1,2, pak také jejich soucet v = vy + vy spliiuje rovnici (4.86) a navic okrajovou podminku
v(t,0) = @1(t) + 2(t). Proto budeme Feseni nasi ilohy (4.86), (4.87), (4.88) hledat ve tvaru

u(t,z) = ka(t, x) + Zwk(t, x),
k=0 k=1

kde vSechny funkce vy, wy, spliuji rovnici (4.86), jsou ohranic¢ené a spliuji okrajové podminky

vk (t,0) = ay coskwt, k=0,1,2,..., (4.90)
wg(t,0) = by sinkwt, k=1,2,.... (4.91)
Nejprve vsak najdeme ohranicené feseni pomocné tlohy
v , 0%
— =a"—, teR, x>0,
ot~ " 92 ’ (4.92)

v(t,0) =are*t  teR
s komplexni okrajovou podminkou. Snadno ovéme, ze redlnd ¢dst feSeni této ulohy je také resenim
ulohy (4.86), (4.90). Reseni dlohy (4.92) budeme hledat v exponencidlnim tvaru

o(t, ) = ape® P

Pak je v(t,0) = are®® a porovndnim s okrajovou podminkou v tloze (4.92) vidime, ze o = ikw.
Dale 5 o2
a_’;)(t,x) _ aakeatJrﬁz’ a—;;(t’w) _ ﬁQerat+ﬁI,

takze po dosazeni do rovnice v dloze (4.92) a snadné upravé dostaneme
a=a?p?.
Odtud a?B? = ikw. Z této kvadratické rovnice s komplexnimi koeficienty vypoéitdme

. kw

Dostdvame tak Feseni pomocné tlohy (4.92) ve tvaru

k k k
v(t,x) = ay, exp (ikzwti (1 +i)\/2—;x> = aj exp <i\/2—;x> exp li (kzwti \/27:2,7:)] .

7 tohoto vyjadreni je zfejmé, ze TeSeni se znaménkem ,+“ je neohranicené; vyhovuje tedy tedy
pouze funkce se znaménkem ,—“. Proto omezené feseni dlohy (4.86), (4.90) je redlnou ¢asti po-
sledniho vyrazu, v némz misto symbolu ,,+* piseme znaménko ,,—“, tj.

kw kw
Uk(faﬂﬁ):akeXp - ﬁx cos | kwt — ﬁx .

Analogicky najdeme ohrani¢ené feseni tlohy (4.86), (4.91) ve tvaru

[k [k
w(t, ) = by exp < 2—;z> sin (kzwt 2—;z>
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Celkem tak dostavédme Feseni ulohy (4.86), (4.87), (4.88) ve tvaru nekonecné rady

> [k [k [k
u(t,z) = % + Z exp <— 2—:; ,7:) lak cos (kwt — 2—:; ,7:) + by sin <kwt — 2—:; x)} ,
k=1

kde koeficienty ay, by jsou ddny integrély (4.89). Vyraz v hranatych zavorkdch mtzeme upravit®
a vysledek zapsat ve tvaru

u(t,z) = % + Z Ag(z) cos kw(t — 0x(x)),
k=1

< = ) /
exp| =/ ===
2a2
, 2 b2 0, 1 kw
Ak(x) = /Fi T bi a/k + k 7& 5k(x) = —2ka2w T +

0, jinak,

kde

Klasicka aplikace: Teplotni viny

Uloha o vedeni tepla v pudé je jednim z prvnich ptikladu uziti matematické teorie tepla. Za
zjednodusujicich piredpokladi ji fesil jiz Joseph Fourier’. Pfedpoklddal, ze teplota na povrchu
v prubéhu roku (¢as vyjadiroval ve dnech) je rovna souctu prumérné roéni teploty a teploty speci-
fické pro den, kterd je imérna vysce Slunce nad obzorem za poledne. Pokud se tedy ¢as ¢t pocita
od okamziku letniho slunovratu, je povrchova teplota vyjadiena funkci

w(t) =T + ~coswt,

kde T je prumérnd roéni teplota, v je ptislusna konstanta imérnosti a frekvence w ma hodnotu

2
w= " den?
365,26
Pii této volbé tedy je ag = 27, a1 = v, a2 = a3 =---=0=0>b; = by = --- a TeSeni ulohy
u 262u
R St teR 0
It a 92 celX, x>0,

u(t,0)=T + ycoswt, |u(t, )| <|T|+ |v| teR

je ddno vyrazem

— = _ = 1
u(t,x) =T +ye V2% * cos | wt — adl z| =T+~ V22" cosw|t— x| .
2a2 202w

Oznacme
— W xT 1
A(z) =ve V22 ¥, a(z) =1/ 5o &

Reseni nyni muzeme zapsat ve tvaru

u(t,z) =T + A(z) cosw(t — a(z))
3

6P vypoctu pouzivame vzorce cos(p — arctg ) = sin .

1
cos @ +
Ve Vite

7J. FOURIER: Théorie analytique de la chaleur. Firmin Didot Pere et Fils, Paris 1822.
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~ v

a interpretovat ho jako $ifeni teplotnich vln v pudé. Pfitom A(x) vyjadiuje amplitudu kolisdni
teploty v hloubce z, a(z) vyjadiuje opozdovéani a(z) maxim (minim) teplot v hloubce z od

prislusnych okamziku na povrchu. Vysledek lze také pirepsat pomoci periody 7 = T koliséni
w
povrchové teploty jako
2
u(t,z) =T + A(x) cos il (t — a(x));
T

pii tomto zapisu je

1 ™ 1 T
Alz) = ve iVET alz) =—/—x
@ =70 HVFTL a) =T
Meéni-li se po dlouhou dobu periodicky teplota na povrchu, nastdva v pudé kolisani teploty
s toutéz periodou. Pfitom plati:

1. Amplituda A(x) kolisdni teploty v hloubce x klesd exponencidlné s hloubkou; rostou-li
hloubky s aritmetickou posloupnosti, klesaji amplitudy s geometrickou posloupnosti (prvni
Fourieruv zdkon).

V hluboké studni nebo v jeskyni je dlouhodobé téméi konstantni teplota ptiblizné se rovnajici
prumeérné ro¢ni teploté na povrchu.

2. Teplota v ptdé kolis4 s jistym fazovym zpozdénim za kolisdnim teploty na povrchu; opozdo-
vani a(z) teplotnich extrému v hloubce  je imérné této hloubce (druhy Fourieruv zdkon).
V hloubce z se teplotni extrém projevi za ¢as a(x) od jeho vyskytu na povrchu, coz lze
chapat i tak, ze teplo se v pudé siti konstantni rychlosti

2 Veaew=2,]a2Z.
a(x) T

Poznamenejme, ze tato rychlost ma formalneé stejné vyjadreni, jako rychlost difundujici latky
vznikajici autokatalytickou reakei (viz str. 96nn), pficemz reakéni rychlost odpovidd poloviéni
frekvenci koliséani teploty.

3. Hloubka pronikéni teploty do pudy zavisi na periodé kolisani teploty na povrchu. Relativni
zména amplitudy v hloubce z je rovna

Alz) _ - 1V/Te,

Y

pii kolisani povrchové teploty o periodéch 7 a 75 budou hloubky =1 a x4, ve kterych dochazi
ke stejnym relativnim zménam teploty, v poméru

€2 T2

Z1 7‘1'

(tfeti Fourieruv zdkon).
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Kapitola 5

Eliptické rovnice

5.1 Rovnice ve dvou proménnych
Kanonicky tvar eliptické rovnice ve dvou proménnych s konstantnimi koeficienty je podle 2.1.2
Ugy + Uyy = CU+ f(x,y)

Pokud je ¢ = 0, nazyva se tato rovnice Poissonova, pokud je navic f = 0, rovnice se nazyva
Laplaceova.

Laplaceova rovnice gy + tuyy = 0 je ,svym zplisobem*“ rovnici vlnovou uy = a’u,,. Pokud
totiz zavedeme novou ,casovou proménnou® y vztahem

y = iat,

kde i je imaginarn{ jednotka, dostaneme u¢ = —a?u,,, a po dosazen{ do vlnové rovnice a vykréacen{
konstatnty a? dostaneme rovnici Laplaceovu. Ponévadz jsou tedy Laplaceova a vInova rovnice
formadlneé identické, muzeme piepsat formuli (3.12) a dostaneme generické feSeni eliptické rovnice
ve tvaru
u(z,y) = F(z +iy) + G(z — iy).

Argumenty funkei = + iy a x — iy jsou ¢isla komplexné sdruzend. Proto muzeme generické feseni
Laplaceovy rovnice psat strucné

u(z,y) = F(x +iy), (5.1)
kde F' je néjaka, obecné komplexni, funkce komplexni proménné. Teorie Laplaceovy rovnice tedy
dzce souvisi s analyzou v komplexnim oboru. Tento zajimavy smér vsak nebudeme v tomto textu
déle sledovat.

Laplaceova rovnice ma v polarnich souradnicich r, ¢ tvar

10 ou 1 0%u
"o (a_) tage =0 (5:2)

viz Dodatek C.1. V radialné symetrickém pripadé, tj. kdyz hledand funkce zavisi pouze na pruvodici
7, nikoliv na uhlu ¢, je u,, = 0 a Laplaceova rovnice nabyva tvar

0 ou
— |r— ) =0.
or \_ Or
To je oby¢ejna diferencidlni rovnice, kterou snadno vyresime dvoji integraci,

u(r) =Alnr + B,

kde A, B jsou integra¢ni konstanty. Radialné symetrickd feseni Laplaceovy rovnice jsou tedy kon-
stanta a logaritmus.
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5.1.1 Okrajova uloha na obdélniku
Budeme hledat Feseni eliptické rovnice s konstantnimi koeficienty na obdélniku (0,a) x (0,b),
Ugy + Uyy = cu+ f(z,y), 0<xz<a, 0<z<b, (5.3)

ktera spliiuje Robinovy okrajové podminky homogenni

aou(0,y) + Bous(0,y) = 0 = aqula, y) + fruz(a,y) 0<y<b, (5.4)
~you(z,0) + douy(x,0) = 0 = yu(z,b) + d1uy(z,b) 0<z <a, (5.5)

nebo nehomogenni
aou(0,y) + Bouy(0,y) = po(y), aru(a,y) + Bruy(a,y) = pm(z), 0<y<b,  (5.6)
VOU(SE, 0) + 50uy(:c, 0) = 1/0(1'), ’Ylu( ) ) + 51Uy(za b) = Vl( )7 0<z< a, (57)

kde «y, a1, Bo, B1, 70,71, 0, 01 jsou redlné parametry.

Nehomogenni rovnice s homogennimi okrajovymi podminkami

Nejprve se podivdme na rovnici (5.3) s homogennimi Robinovymi okrajovymi podminkami (5.4),
(5.5). Podobneé jako u metody separace proménnych budeme feseni hledat ve tvaru souc¢inu dvou
funkei, z nichz jedna zavisi pouze na nezavisle proménné z a druhd pouze na proménné y, tedy
u(x,y) = v(x)w(y). Navic budeme pozadovat, aby tento soucin spliioval dané homogenni okrajové
podminky. Takové vlastnosti maji funkce, které jsou fesenim Sturmovych-Liouvilleovych tiloh

—v" 4+ cv = v, 0<z<a, (5.8)
apv(0) + Bov'(0) = 0 = ayv(a) + f1v'(a) (5.9)
a
—w" = Kw, 0<y<b, (5.10)
Yow(0) 4 dow’ (0) = 0 = y1w(b) + 1w’ (b). (5.11)

Kazda z téchto 1loh ma podle B.2 spoc¢etné mnoho feseni vy, w;, indexy jsou z néjakych indexovych
mnozin k € I, € J; tento ponékud komplikovany zapis pouzivame proto, ze v nékterych situacich
je vhodnéjsi vlastni ¢isla a funkce ¢islovat od jednicky, v jinych od nuly. Kazdy soucin viw; spliuje
okrajové podminky (5.4) a (5.5) a také libovolny soucet takovych soucint je splituje. Resenf tilohy
(5.3), (5.4), (5.5) tedy forméalné vyjadiime jako dvojnou nekone¢nou radu

Z Aklvk(x)wl(y). (5.12)

kel,leJ

Pokud takové fada konverguje absolutné a stejnomérné na oblasti [0,a] x [0, b], pak uvnitt této
oblasti plati

Uggy + Uyy — CU =

" "
E Ap (vkwl + vipw; ) — E CApvpw; = E Akl — C’Uk) wy + vkwl ] =
kel,le] kel,le] kel,led
E Akl )\kvkwl — vkmwl E Akl )\k =+ Iil) VWi, (513)
kel,led kel,led

nebot vSechny funkce vy a w; jsou fesenim rovnic (5.8) a (5.10).
Ptedpokladejme, ze funkce f v rovnici (5.3) je z prostoru £2 ((0, x (0, b)) To neni z hlediska
aplikaci zddné omezeni. Pak funkci f(-,y) lze pro kazdé y € (0,b) vyjadiit ve tvaru Fourierovy
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fady vzhledem k orthogondlni posloupnosti funkei {vg} a anologické tvrzeni plati i pro funkci
f(z, -) a posloupnost {w;}. Muzeme tedy psét

fay) =3 /f&y &)de | vula) =

kel ”vk”

eJ

b
lox|* /Z ||w11||2/f(‘5’77)wl(77)d77 wy (y)dé | vk (x) =
keI J

kel,leJ

a b
H N g — / [ emu©unant | w@ww). 619
lox|I* ||wz|| J
Vyrazy (5.13) a (5.14) dosadime do Fesené rovnice (5.3),

Z At (A + w1) v (@)wi (y) =

kel,leJ

kel,leJ

— Z ||Uk|| ||wl||2/0/f & muok(&wr(n)dnde | vi(x)wi(y). (5.15)

Porovnanim koeficient nyni dostaneme, ze

a b
~1
Ay = L

O W LT O/O/f(«i,n)vk(«i)wz(n)dndg, kelled, M\+r #0. (5.16)

Pokud tedy jsou vlastni ¢isla A\; a r; tloh (5.8) a (5.10) takova, ze A+ k; # 0 pro vSechna k, [, pak
jsou v8echny koeficienty dvojné rady (5.12) jednoznaéné uréeny nehomogenitou f. Déle, vSechny
vlastn{ funkee vy, w; jsou goniometrické (viz Tabulku B.1) a tedy omezené. Pokud navic alespon
dva v kazdé ctverici koeficientu «g, a1, 89, 51 & V0,71, 90,01 jsou nulové, pak snadno vidime, ze
vyrazy ve jmenovateli zlomku na pravé strané rovnosti (5.16) diverguji do nekonecna ,zhruba
stejné rychle jako druha mocnina prirozenych ¢isel“. To znamend, ze v takovém ptipadé fada
(5.12) konverguje absolutné a stejnomérné.

Zaveér z provedenych tvah lze formulovat ponékud végné (ale zfejmym zpusobem ho precizo-
vat): iloha (5.3), (5.4), (5.5) muze mit FeSeni ve tvaru sumy souc¢inu dvou funkei, z nichz jedna
z4visi pouze na nezdvisle proménné = a druhd na y. Takové Feseni je ddno radou (5.12), jeji
koeficienty jsou ur¢eny rovnostmi (5.16), kde A\, vg a Ky, w; jsou vlastni ¢isla a vlastni funkce
Sturmovych-Liouvilleovych tloh (5.8) a (5.10).

Provedend tvaha samoziejmé nic nefikd o tom, zda iloha muze mit jind feSeni, nefikd nic
o jednoznaénosti feseni; k tomuto problému se vratime v 5.2.1 Pokud se feSeni ulohy nepodaii
uvedenym zpusobem najit, zase to nic nevypovida o existenci feSeni.

Priklad.
Najdeme Feseni Poissonovy rovnice na obdélniku = (0,a) x (0,b)
Uy + Uyy = f(2,y), 0<z<a, 0<y<b (5.17)
s homogennimi okrajovymi podminkami Dirichletovymi
w(0,y) = u(a,y) = u(x,0) = u(z,b) =0, 0<zx<a, 0<y<b, (5.18)
nebo Neumannovymi

uz(0,y) = uz(a,y) = uy(z,0) = uy(x,b) =0, 0<z<a, 0<y<b (5.19)
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V piipadé Dirichletovych podminek méme

Er\ 2 km a
A= <_) Con(e) =sin e, ol =5, k=1,2,3,...,
a a
Ir\? ! b
= () ol =sin Tl =3, =123
takze
-1 o km . Iw
Ay = . [ femsin S sin e -
km I ab a b
i + [ = 220
a b 22

W/ f € 77 sin —6 sin —ndgdn

Reseni Dirichletovy tilohy pro Poissonovu rovnici na obdélniku (5.17), (5.18) je tedy déno rovnosti

_ 4ab k: I Im
_ //f &) Z kaQ p Sin— sin >V sin —f sm—nd«fdn

k,l=1

U Neumannovych okrajovych podminek je situace ponékud komplikovanéjsi. Vlastni ¢isla a
vlastni funkce s prislusnymi normami jsou

km\? k

A = (—ﬂ-) , Uk(x):cos—ﬂ-x, k=0,1,2,..., ||v0||2:a, ||vk||2:g, k=1,2,3,...,
a a 2
I\ ? In b

Ky = (?) , wl(y):cos?y, 1=0,1,2,..., ||w0||2:b, ||wl||2:§, 1=1,2,3,....

To znamend, ze Ao+ ko = 0 a koeficient Agg nelze podle (5.16) vyjédfit. Ale rovnost (5.15) muzeme
prepsat do tvaru

> kw\®  k > ! !
0-Agp — g Ao (%) cos %x - g Ay (%—) cos %y—
k=1 1=1
> (kﬂr)2 <l7r)2 km Ir
- Akl — ) + | = COS — I COS — Y =
Py a b a b

oo

:ib Z os—:c cos— //f§ n) cos—§ cos—ndgdnJr

2 = km > I I
_b ZCOS —x// (&, 1) cos 75d£dn+;cos ?y/ f(&,n)cos gndfdn +
Q = Q

+—//f n)dédn.

7 tohoto vyjadieni plyne, ze pokud

J[ #emagan—o. (5.20)
Q
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pak koeficient Agg muze byt libovolny.
Pokud je splnéna podminka (5.20), pak md Neumannova tiloha pro Poissonovu rovnici ne-
koneéné mnoho feseni tvaru

4ab I
u(z, C——//f < ZkaQ accos—«s—i— Z 212 bycos?n—i—

1 kﬂ' Im km Im
+klzm oy cos € cos o | ded,

kde C je libovolnd konstanta. Pokud podminka (5.20) splnéna neni, Neumannova tloha pro Pois-
sonovu rovnici nema feseni ve tvaru sumy souc¢inu dvou funkef jedné promeénné. ]

Homogenni rovnice s jednou homogenni okrajovou podminkou

Uvazujme tlohu pro homogenni eliptickou rovnici
Ugg +Uyy =cu, 0<z<a, 0<y<b, (5.21)

s jednou Robinovou okrajovou podminkou homogenni (5.4) a jednou nehomogenni (5.7). Ulohu
budeme Tesit metodou separace proménnych, tj. feSeni budeme hledat ve tvaru sou¢inu dvou funkei
jedné proménné, u(z,y) = X (z)Y (y). Po dosazeni do rovnice dostaneme

— tc=——. (5.22)

Ponévadz leva strana této rovnosti nezdvisi na proménné y, prava strana nezdvisi na proménné
x, musi se obé rovnat néjaké konstanté. Ponévadz okrajovd podminka je homogenni pro funkci
proménné z, potiebujeme dostat Sturmovu-Liouvilleovu tlohu pro funkci X. Proto jako konstantu,
jiz jsou rovny obeé strany rovnosti (5.22), volime —\, tedy tuto rovnost prepiseme na tvar

— —c=——=-\ (5.23)

Odtud a z okrajové podminky (5.4) dostaneme Sturmovu-Liouvilleovu tilohu

— X"+ X = \X, 0<z<a,
apX(0) 4+ Box’(0) =0 = a1 X (a) + 12/ (a),
kterd ma vlastni ¢isla Ay, Ag, Az, ... a piislusné vlastni funkce vy, va, v3,.... Pfitom ¢ < A < A9 <

A3+ --. Vlastni ¢isla jsou tedy od jistého indexu kladna. Mohou ale také existovat vlastni ¢isla
zaporna a jedno vlastni ¢islo nulové. Oznacme

I ={k: Ay >0}, In={k: =0}, I_-={k:\ <0},

mnozina Iy je jednoprvkova nebo prazdnd, mnozina Iy je konetna nebo prazdnd. Pro dalsi vypocty
budeme piedpoklddat, ze I_ # 0 a existuje index ko € Ip. Postup hleddn{ feSeni v ostatnich
pripadech je stejny, jen ponékud jednodussi.
Nalezend vlastni ¢isla dosadime do druhé ¢ésti rovnosti (5.23) a dostaneme obycejné linedrni
rovnice druhého Fadu
—\Yp =0, kelLUlyul_.

Obecné Teseni téchto rovnic je

Apcosy/|M1|y + Brsin/| My, kel
Yl (y) = Ako +Bk0ya
Apcoshv A y+ BgsinhvA\y, kel;.
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Podobné jako pii feseni hyperbolickych a parabolickych rovnic metodou separace proménnych
nyni napiSeme feseni tlohy (5.21), (5.5), (5.7) ve tvaru nekonecné fady se zatim neuréenymi
koeficienty

u(z,y) = (Ak cos /| Ak y + B sin /| Ay |y) Uk (@) + (Ako + Broy) vk (2)+
kel

+ Z (Ak cosh my + By, sinh v/ \i, y) vi ().

kel_

Tato funkce splituje rovnici (5.21) a homogenn{ okrajovou podminku (5.4). Derivace podle promeén-
né y je dana vztahem

uy(z,y) = Z V Ik (—Ak sin /| Ak| y + B cos /| Ak |y) Vg () + Blo ko ()4
kel
+ Z v Ak (Ak sinh \/A\x y + By, cosh v/ g y) vk ().

kel_

Vyjédieni funkce u a jeji derivace u, dosadime do nehomogenni podminky (5.7) a pfitom funkce
1, 1 rozvineme do Fourierovych fad s bazovymi funkcemi vy, vo, vs,. ... Dostaneme

(30 Ako + 60 Big Jure (@) + (VoAk + 60V [ Ak| Bk) v(z) = ) Crvg(a)
k=1

kel+Ul_

Z(yl(Akcos«/|)\k|b+Bksin el b) — 81/ (Aysin /[Ae] b — By cos |/\k|b))vk(x)+

kel_
+ (11 Ak + 01 By b)vk, (x)+
+3 (yl(Ak cosh v/ b + By sinh /A b) + 817/ As (A1 sinh v/Ag b+ By, cosh /Ay b)) on(z) =

kel

= ZDkvk(x):
k=1

kde

a a

/Vo(g)’l)k (&)dgv Dk = .2 / V1 (5)’1}]6 (&)dgv k= 17 25 37 ceee
J ol J

7 jednoznacnosti koeficientu Fourierovych fad dostaneme soustavu algebraickych linearnich rovnic
pro koeﬁcienty Al, AQ, Ag, ceey Bl, BQ, Bg, e

YoAky + 00Br, = Chy,
YoAr + 6o A\e|Br =Cr, kel_UIL

(’71 CcOs \/ |)\k| b— 01y |Ak| sin 4/ |)\k| b) A + (’71 sin 4/ |)\k| b4 61/ |Ak| CcOs \/ |)\k| b) By = Dy,

kel

1

Ch=—3
ok

Y1 Aky + O6kgbBry = Dry,

(71 cosh v/Ar b+ 611/ A sinh \/Ax b) A+ (71 sinh v/Ar b+ 811/ A cosh v/Ax b) By, = Dy,
kelt

7 linearni algebry vime, ze tato soustava muze byt jednoznacné fesitelnd, mit nekoneéné mnoho
feSeni nebo byt netesitelna. A také vime, za jakych podminek k tomu dojde.

Z provedenych vypocta tedy vidime, ze pro dlohu (5.21), (5.4), (5.7) metoda separace promén-
nych muze — ale nemusi — vést k feSeni, nebo muze najit nekoneé¢né mnoho reseni.
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Priklad.

Budeme tesit Neumannovu tlohu pro Laplaceovu rovnici na obdélniku

Ugg + Uyy = 0, O<zr<a, 0<y<hb,
uz(0,y) = 0 = uz(a,y), 0<y<b,
uy(x,0) = vy(z), uy(z,b) =v1(z), 0<z<uy.

V tomto piipadé separace proménnych u(z,y) = X (2)Y (y) vede na Sturmovu-Liouvilleovu ilohu

~ X" = )\X, 0<z<a,
X'(0)=0= X'(a),

ktera ma vlastni hodnoty

k 2
Oa<i>,kL1&m
a

a prislusné vlastni funkce
k
vo(z) =1, vg(x) = cos —Wz, k=1,2,3,....
a

Pro funkce Y tak dostavame rovnice

Er\ 2
Yy =0, Y”<7> Y, k=1,2,3,...,

které maji reseni
Yo(y) = Ao+ Boy, Yi(y) = Ape's ¥+ Bre @V, k=1,2,3,....

Obecné Teseni dané rovnice s homogenni Neumannovou podminkou je tedy dédno fadou
- km
kn kn
u(z,y) = Ao + Boy + E (AkeTy + Bke_Ty) cos — . (5.24)
a
k=1

Pak je

— k x x k
uy(x,y) = By + Z % (Ake%y - Bke_%y) cos %z
k=1

a dosazenim do zbyvajicich okrajovych podminek odvodime rovnosti
o0 (o]
km km km kx kx km
By + — (A — Bp)cos —x = 1p(xz), Bg+ —(AebeBe*Tb)cos—z:V x).
0 ; o (A k) P o(z) 0 ; o\ k o 1(z)

7 téchto rovnosti dostaneme

a

By = %/uo(«s)d«f a soucasné By = %/Vl(f)df.
0

0
Odtud vidime, ze tiloha muze mit feSen{ pouze tehdy, kdyz plati [1y(§)d¢ = [v1(€)dE. Déle
0 0

dostavame vztahy

M-y =2 / volE) cos T ede,

a
0

119



a

o 2 k
— (AkeT kae_ka) = —/Vl(g)cos —7T§d§, k=1,2,3,...
a a
0

a z nich

km

km
—kmyp
A = PR kwb/ vi(€) —e 1/0(«5)) cos;fdf,

1 x k
Bkﬁ/(’ﬂ(f)e“bl@(é)) cos%fd{, k=1,2,3....

kmsin
0
Konstanta Ag zustava neurcena.
Vypocitané hodnoty dosadime do rovnosti (5.24), upravime a dostaneme feseni dané tilohy

a

e km,, km(,
u(x,y)c+é/<yy1(§)+2;m(£)005h Ty — vo(€) cosh EX (y — b) osk—g cos%z) d&e,

sinh &zt
O a

kde ¢ je libovolna konstanta. Dand Neumannova tloha pro Laplaceovu rovnici je fesitelna pouze
za, predpokladu

a

/ vo(€)de = / Vi (€)dé;

0

pak ma ale nekoneéné mnoho reseni, ktera se 1isi o konstantu. |

Analogicky muzeme fesit ilohu pro homogenni eliptickou rovnici na obdélniku, kde homogenni
ohrajové podminky jsou kladeny na druhou nezdvisle proménnou, tedy ilohu pro rovnici (5.21)
s okrajovymi podminkami (5.6), (5.5). Resenf opét hleddme ve tvaru u(z,y) = X (x)Y (y), ale po
separaci proménnych piseme

X// Y//
X~y +c= A\

Homogenni rovnice s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Resenf homogenn{ eliptické rovnice na obdélniku (5.21) s obecnymi Robinovymi okrajovymi pod-
minkami muzeme hledat jako soucet feseni uloh (5.21), (5.4), (5.7) a (5.21), (5.6), (5.5).

Priklad.
Najdeme Feseni Laplaceovy rovnice na obdélniku 2 = (0,a) x (0, b)

Ups +Uyy =0, 0<z<a, 0<y<b (5.25)
s Dirichletovymi okrajovymi podminkami

U(Oa y) = MO(y)a u(a’ay) = Ml(y)’ 0<y<b, (526)
u(z,0) = vo(x), ulz,b) =v1(y), 0<zx<a. (5.27)

Aby tato uloha mohla mit klasické feseni, musi funkce g, i1, V0,1 byt spojité a spliovat pod-
minky konzistence

10(0) = 10(0), vo(a) = p1(0), pa(b) = r1(a), v1(0) = po(b).

Jeji feseni rozdélime na feSeni dvou ,sub-tloh®.

120



Reseni prvni z nich,

Auy; =0, O<z<a, 0<y<b,
ul(oay) = :u‘O(y)a ul(a’ay) = /’Ll(y)v 0< y < ba
ui(x,0) =0 = uy(z,b), 0<z<a

hledame ve tvaru sou¢inu dvou funkci jedné proménné, z nichz prvni zavisi pouze na proménné x,
druhd pouze na proménné y, ui(z,y) = X (2)Y (y). Po dosazeni do rovnice a jednoduché tiprave
dostaneme vztah

XI/ YI/

X Y
Ponévadz homogenni podminky maji byt splnény na okrajich oboru proménné y, volime jako
spolec¢nou hodnotu obou stran pfedchozi rovnosti hodnotu A. Dostaneme tak Sturmovu-Liouville-
ovu ulohu

—Y"=2)Y, 0<y<b,
Y(0)=0=Y(b),

ktera ma vlastni ¢isla a vlastni funkce

k2 k
Ak = (Tﬂ-) s 'Uk(y) :Sin%ya k=1,2,3,....

Tato vlastni ¢isla dosadime do rovnosti pro funkci X, tyto funkce rozlisime indexy a dostaneme
linearni homogenni oby¢ejné diferencialni rovnice druhého fadu

kr\?
Xy - (7) X =0,

které maji obecné reseni
k

Xk(:C) = AkekTﬂI + BkeiTﬂI,

kde Ay, By, jsou libovolné konstanty. Z principu superpozice plyne, ze feSeni ilohy muzeme vyjadrit
fadou

= - - k
ui(z,y) = Z (AkekT”” + Bke_kT””) sin %y
k=1

Funkce g a pq vyjadifme také jako Fourierovy fady vzhledem k bazi {vy},o .

b

y) — ;Ck sin Tﬂ-y’ kde Ck = g /lu,o(n) sin Tﬂ-ndn, k = 1,2;37 ey
= 0

= k 2 k
m(y)ngksin{y, kdeDkzgfuom)sin{ndn, k=123
- 0

Nalezend formélni vyjadieni funkei w1, po a p1 dosadime do nehomogennich podminek

1(0,y) =Y (Ay + By) —_EC —
y 2 E+ k sin by 2 & sin by,

> - - k > k
= Z (AkekT“ + Bke_%“) sin %y = ZDk sin %y

k=1 k=1
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a dostaneme soustavy linedrnich algebraickych rovnic pro zatim neurcené koeficienty Ag, By,
Ag + By, = Ck,
e Ay +e 0B, =Dy, k=1,2,3,...,
které maji feseni
_ 1
~ 2sinh %“a

- 1 -
(Dk—Cke_kT“), Bk:#(cke%“—Dk), k=1,2,3,....
2sinh Sra

Nyni nalezené vyrazy dosadime do formélniho vyjadreni funkce u; a po (snadné, ale ponékud
pracné) upravé dostaneme

b oo 2k
l—e 5 @=a)  kr km
ui(z,y) = — /uo(n)z—,mb sin -y sin —n dip+
0

i sinh =% b b

S| =

2km

1 1+e ™ ® km km
1 1te M in T4
+ ; /'ul(n) E ih k:b sin ==y sin == ds.

) k=1
Druhou ,,sub-ulohu*

Aus = 0, 0<z<a, 0<y<b,
uz(0,) =0 =ua(a,y) = w1 (y), 0<y<b,
ug(z,0) = vo(x), ua(x,b) =vi(y), 0<x<a,

feSime stejnym zpusobem. Dostaneme

a

1 X 1 e Wb kr
=—- _— — —&d
uz(x,y) a/l/o(ﬁ)z L s sin —x sm ,5 n+
0 k=1 b

1 i X 14e%Y km km
- ———— sin —x sin — £ d€.

+a/ul(£)z r—T sin —z sin a«f £

S k=1 b
Reseni dané tlohy je souctem funkci uy a us. [ |

Uvedeny postup vsak nevede k cili vzdy. V takovém pripadé lze feseni tlohy (5.21), (5.6), (5.6)
hledat ve tvaru u(z,y) = U(z,y) +w(x,y), kde funkce U spliiuje nehomogenni okrajové podminky
(5.6), (5.7) a funkce w spliuje nehomogenni rovnici

Weg + Wyy = cw + cU(z,y) — Upe(x,y) — Uyy(z,y), 0<z<a, 0<y<b
s homogennimi okrajovymi podminkami (5.4), (5.5). To je tloha jiz fesend.
5.1.2 Dirichletova tloha pro Laplaceovu rovnici na kruhu
Jednd se o okrajovou tlohu

Upy + Uy =0, 22 +y* < R% (5.28)
u(z,y) = g(a,y), 2 +y* =R (5.29)

Pritom predpokladame, ze R > 0 a funkce g je spojita.
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Ulohu transformujeme do poldrnich soufadnic z = r cos ©, y = rsinp. Rovnice (5.28) a oblast,
na které ma byt splnéna se transformuji na tvar

Uy + LUy 4+ Hupe, =0, 0<r<R, peR. (5.30)

Nezavisle proménnd r nabyva hodnot z ohrani¢eného intervalu. Ten ma samoziejmé dva okraje,
takze z okrajové podminky (5.29) v kartézskych souradnicich potifebujeme pro prvni poldrnf
soufadnici ziskat podminky dvé. Oznacme f(p) = g(Rcosy, Rsing). Z podminky (5.29) bez-
prostiedné dostaneme

u(R,¢) = f(p), ¢€R. (5.31)

Hodnota funkce u = u(r, ¢) nemuze pro r v pravém okoli nuly zdviset na thlu ¢ a samoziejmeé
musi byt kone¢na. Z této ivahy dostaneme podminku

li = R R. .32
T_l}r&u(r, ) =const e R, @€ (5.32)

Pfi pevné hodnoté r nesmi hodnota funkce u = u(r, ¢) zaviset na tom, kolikrat poc¢dtek obéhneme,
presngji feceno, funkce u = wu(r,¢) musi byt 27-periodickd. Dostdvame tak jesté periodickou
podminku

u(r,) =u(r,p+2m), 0<r<R, peR. (5.33)
Resend tloha (5.28), (5.29)se tedy transformuje na tlohu (5.30), (5.31), (5.32), (5.33).

Reseni rovnice (5.30) budeme hledat ve tvaru soucinu funkci, z nichz jedna zévisi pouze na
proménné r a druhd pouze na proménné ¢, tedy

u(r, o) = X (r)2(p).

Po dosazeni do rovnice (5.30) dostaneme

X"(1)®(p) + - X' (1) B(g) + 5 X (1) () =0

r
a po vynasobeni vyrazem ———— a jednoduché tpravée
X(r)®(p)
X"(r)  X'(r) _ 2"(p)
2
+r =— . 5.34
X0 X T () o34

Vyraz na levé strané zavisi pouze na proménné r, vyraz na pravé strané pouze na promeénné
a to znamend, ze oba vyrazy jsou rovny néjaké konstanté. Ponévadz z odvozenych okrajovych
podminek je homogenni ta periodickd pro proménnou ¢, potiebujeme jako samoadjungovanou
rovnici pro funkei ® = ®(¢p). Tato funkce je tedy Fesenim okrajové ilohy s periodickou podminkou

- =\, ¢ eR,
P(p) = 2(p+27), deR

Podle Piikladu 2) v B.2 ma tato tloha netrividlni fesen{ pouze pro vlastni éisla A = \,, = n?, n €
NuU {0}. Toto Feseni je

D, (p) = ay, cosnp + by, sinnep, n=0,1,2,....

Ziskané hodnoty )\, = n? dosadime do relace (5.34) a pifslugné funkce X rozlisfme indexy.
Dostaneme tak rovnici
P2 X"(r) +rX.(r) —n®X,(r) = 0.
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Jedn4 se o Eulerovu rovnici, kterd m4 reseni!

co+dolnr,
Xn(r) =
cpr™ +d,rT™,

pron =0,

pron > 0.

Kdyby pro néjaké n € {0,1,2,...} bylo d,, # 0, pak by li%1+ | X, (r)] = oo a nemohla by byt
r—
splnéna podminka (5.32). Je tedy d, =0, n =0,1,2,... a

Xn(r) =cpr™, n=0,1,2,....

Obecné feseni tlohy (5.30), (5.33), (5.32) je linedrni kombinaci soucinu funkei ®,, = ®,(p) a
X, = X, (r), tj.

o0
u(r, o) = aoco + Z ent™ (an cosng + by, sinny)

n=1
pii oznaceni Ay = 2agco, An = ancn, Bn = byc, dostaneme

(5.35)

o0
u(r,p) = + Z r" (A, cosng + By sinng) ,
n=1

20
2
Takto vyjddienou funkci u dosadime do podminky (5.31):

o0

+ Z R"™ (A, cosny + By sinng) = f(p).

n=1

Ao

U(Ra 90) - 7

Dostavame tedy funkci f ve tvaru formalni Fourierovy tady, takze jeji koeficienty jsou déany in-
tegraly

2m
1

Ap
TR"

0

/f(a)cosnoda, n=20,1,2,...,

2m

/f(o)sinnada, n=1,2,3,....
0

1
TR"

B,

Dosadime je do predchozi rady:

2m

utrie) =+ [ f0)

0

1 n
<§ + 7;1 (%) (cosno cosny + sinno sinmp)) do =

1Zavedeme substituci s = Inr, tedy

d d
X, =

dr™" T ds

po dosazeni

a po upraveé

L o) (2430 () cosnlo - 9) ) d
= — g - — cosnlo — g
™ 2 R 7
0 n=1
ds 1d dQX_d 1d o 1d 1d2X
"dr  rds dr2” " dr \rds r2 ds r2ds2” "
@ - Ay +dx X =0
il _ = fal —n2X =
ds2” " dsT " T ds "
d2
T2 Xn - n?Xn, = 0.
Obecné feseni této linedrni rovnice druhého fadu s konstatntnimi koeficienty je
co + dos, pron =0,
Xn(s) =
cne™ +dpe” ™%, pron > 0.
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Integrovanou fadu lze explicitné se¢ist? a tak dostaneme feseni transformované tilohy (5.30), (5.31),
(5.32), (5.33) ve tvaru

27

1 R? — 2
u(r, ) = %/f(U)Rg S Rroo(o —p) 17200 PoT <R u(r,¢) = f(¢), pror = R.
0
(5.36)
Vyraz
27
1 R? — 2
— d .
or /f(U)R2 — 2Rrcos(o — @) + 12 g (5.37)

0

se nazyva Poissonuv integrdl, vyraz

RQ—T2

K R,0) =
(r,¢,R,0) R? — 2Rrcos(o — ) 4 r?

se nazyva Poissonovo jddro.
Nakonec se vratime k puvodnim proménnym, tj. provedeme zpétnou transformaci

X .
PEVERR = = o

Pak je
R?* —2Rrcos(o — ¢) +1? = R* — 2Rr(cos o cos p + sinosing) +r? =
=22 +y* —2R(zcoso + ysino) + R*(cos? o + sin? ) = (z — Rcoso)? + (y — Rsino)?.
Reseni tlohy (5.28), (5.29) je tedy

2m

/ g(Rcoso, Rsino)
0

Rdo
(x — Rcoso)? + (y — Rsino)?’

R® — g2 — 42
2TR

u(z,y) = (5.38)

Hodnoty integrovaného vyrazu jsou definovany na hrani¢ni kruznici se stfedem v pocatku a po-
lomérem R, vyraz Rdo je délkovym elementem oblouku této kruznice. To znamend, ze integral je

2Vyraz cosn(o — ¢) je redlnou &asti komplexniho &isla e™(7—9) | tedy

i (}%)n cosn(oc — p)

n=1

je redlnou ¢asti vyrazu

oo (reiw—w)”  reilo=9) 1 ret(7—¢)

S~ (T \" ginto—9) _
S () e =3

= R R 1 rel(@=¢) R —reilc—0)
R
r(cos(c — @) +isin(oc —¢))  r(cos(c — ) +isin(o — ))(R — rcos(a — @) + irsin(oc — ¢))
" R—rcos(oc — @) —irsin(c — ) (R — rcos(o — )2 + r2sin?(o — ¢) ’

Odtud dostavame

1 S AN 1 Rrcos(o — @) — 12 cos?(o — @) — r?sin?(0 — ¢) _
2 + Z <R> cosn(o =) = 2 * R2 — 2Rr cos(o — ) + 12 cos2 (0 — ) + r2sin(0 — )

2

1 Rrcos(o — ¢) —r? _ R%—2Rrcos(oc — ) + 1%+ 2Rrcos(c — ) — 2r%
2 R2—2Rrcos(c —¢) +1r2 2(R2 — 2Rr cos(o — ¢) +r2) B

R2 _ 7’2
2(R2 — 2Rr cos(o — ) +1r2)’
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kiivkovym integrélem a proto muzeme zjednodusit jeho zépis. Oznac¢ime & = (z,y), S, IS 0) kruznici
se stfedem v pocatku a polomérem R, y bod na této kruznici a ds, délkovy element této kruznice.
Vysledek lze nyni zapsat pomoci kiivkového integralu

) = e ) (5.39)

R
(0,0)

Tato formule se nazyvéa Poissoniuv vzorec.

V idloze (5.28), (5.29) jsme hledali fesen{ Laplaceovy rovnice uvniti kruhu, obecné uvniti néjaké
mnoziny 0 C R2. Proto se takové tloha nazyvé vnitini Dirichletova tloha. Podivejme se také na
tlohu vnéjsi, tedy tlohu

Upy + Uy =0, 2% +y? > R?, (5.40)
u(z,y) = g(a,y), 2 +y* =R (5.41)

vvvvv

Jedna se o zobrazeni, které bodu uvnitt kruznice ptifadi bod vné téze
kruznice, v néjakém smyslu symetricky podle ni. Uvazujme kruznici
se stfedem S o poloméru R a v jejim vnitiku bod A. Sdruzeny bod
A lezi na primee p; = SA spojujici stfed kruznice a bod A. Konstru-
ujeme ho tak, ze v bodé A vzty¢ime kolmici k pfimce p; a v jejim
(libovolném) pruseciku P s kruznici sestrojime teénu po ke kruznici.
Prisecik této teény a pifmky SA je bod A.

Oznaéime-li nyni r délku tsecky SA a 7 délku tsecky SA, plati podle Eukleidovy véty

R? R?

ri=R% tedy 7= = (5.42)

7

Odtud vidime, ze pokud bod uvniti kruznice se stfedem v poc¢atku a s polomérem R m& polarni
soufadnice 7, ¢, pak sdruzeny bod ma soufadnice 7, ¢.
Transformujme Laplaceuv operator v polarnich soutadnicici r, ¢

9 10 1 92

A==+ -—"—+——
Cor2  ror 2 0p?

do soutadnic 7, ¢ danych transformaénim vztahem (5.42). Plati

2,&2,%ﬁé,f@fé
or  oror T or or’

R
2 2 2 3
=@ (G ) =G (e (2 5) = ()
takze

0*u  10u 1 82u7<1)482u 213 Ou (7’)28u (7’)2 82u7

Apgu=St 100, LU (TNTOU 2 u (TR (TR
Mo T For TRo2  \R) a2 T Rior ar T \R2) 3.2

R
) (5212 A2 o

To znamend, ze funkce u spliuje Laplaceovu rovnici uvnitt kruhu pravé tehdy, kdyz jeji ,kruhove
inverzni obraz“ spliuje Laplaceovu rovnici vné kruhu.
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Nyni muzeme Feseni vnéjsi Dirichletovy tlohy na kruhu (5.40), (5.41) zapsat pomoci formul{
(5.36) a (5.38), v nichz proménné zaménime jejich obrazy v kruhové inverzi. Reseni vnéjsi Di-
richletovy tlohy na kruhu v polarnich soutadnicich je

2m
0) = o= [ 1O e o, PO T > By () = £(4), pror =
—_ — T = T =
e = on 0R2—2chos(a—<p)+r2 o pror ’ U@ ¥ pro’
0
a v kartézskych souradnicich
27
2?2 + 9% - R? g(Rcoso, Rsino)
u(z,y) = . do.
27 (x — Rcoso)? + (y — Rsino)?

5.1.3 Jednoduché harmonické funkce

V oddilu 5.1.2 jsme odvodili, ze feseni Laplaceovy rovnice na kruhu mé v polarnich souradnicich
tvar (5.35). Je to linedarni kombinace funkci

rcosnp, n=0,1,2,... a r"sinnp, n=1,2,3,.... (5.43)
Skutecnost, ze jsme fesili ilohu na kruhu neni podstatna. Snadno se presvédéime, ze vSechny tyto
funkce jsou fesenim Laplaceovy rovnice v polarnich souradnicich

1

1
Uy + ;UT + T_2U(p(p =0. (544)

Funkce (5.43), které také muzeme vyjadrit jako polynomy v kartézskych soufadnicich, se nazyvaji

jednoduché harmonické funkce. Nékolik prvnich jednoduchych harmonickych funkei je uvedeno
v nasledujici tabulce:

u(r, @) ‘ 1 rcosp rsing r?cos2¢ 7r2sin2p 73 cos3p 3 sin 3¢

u(z,y) ‘ 1 x Y x? —y? 2xy x® —3xy? 32y — o3

Jednoduché harmonické funkce Ize nékdy vyuzit k feseni tloh pro Laplaceovu rovnici na ome-
zené oblasti. Necht Q C R? je omezend oblast (souvislda mnozina s neprazdnym vnitikem) a s hra-
nici, kterd je po ¢astech algebraickou kiivkou (je vyjaddiena pomoci polynomu) stupné nejvyse n.
Na hranici 052 jsou zadany néjaké okrajové podminky, Dirichletovy také jako polynomy stupné
nejvyse n, Neumannovy jako polynomy stupné nejvyse n — 1. V takovém ptipadé lze teseni tlohy
hledat jako linedrni kombinaci jednoduchych harmonickych funkci az do stupné n.

Priklad.
Budeme fesit tlohu na obdélniku
Ugz + Uyy = 0, 0<z<a, 0<y<b
u(0,y) =0, u(a,y) =y, 0<y<b,

Uy(x,0) = uy(z,b) = g, 0<z<a.

Hranice oblasti je tvofena tseckami, tedy kiivkami stupné 1, Dirichletova podminky na pravém
okraj opboru proménné z je vyjadiena polynomem prvniho stupné, Neumannovy podminky na
okrajich oboru proménné y je vyjadrena polynomem druhého stupné. Proto zkusime feseni tilohy
najit jako kombinaci jednoduchych harmonickych funkci az do stupné 2:

u(z,y) = A+ Bx + Cy + 2Dxy + E(2* — y?).
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Po dosazeni do levé okrajové podminky pro x dostaneme
U(an):A-FCy—EyQ:O, ztoho A=C=FE=0.

Nalezené koeficienty dosadime do pravé okrajové podminky a dostaneme

1
u(a,y) = Ba+2Day =y, ztoho B=0, D= %"

Vychézi tedy u(z,y) = iy Oveérime, zda tato funkce splnuje okrajové podminky pro y. Skutecéné,
a

(2.9) Jdxy =«
Uy(z,y) = —— = —
v\ Y Yy a a
a podminky jsou splnény.

Danou tlohu bylo samoziejmé mozné fesit metodou popsanou v 5.1.1. Pouziti jednoduchych
harmonickych funkei vsak k cili vedlo rychleji. |

Jesteé zduraznime, ze pokud néjakd okrajova tloha pro Laplaceovu rovnici nema fe3eni v oboru
jednoduchych harmonickych funkci, neznamena to, ze by feseni neméla.

Kruhové inverze jednoduchych harmonickych funkci v polarnich i kartézskych soutadnicich
jsou

2 2 4 4 6 6
u(r, ) ‘ 1 ~ - cose RT sin ¢ f—Q cos 2¢p }j—? sin 2 }f—g cos 3p f—g sin 3p
w(z,y) Rz R?y R*(2* — %) 2R*zy RS(z® — 3xy®)  RS(32%y —¢®)
Y 224y 22ty (22 + 42)2 (22 + y2)2 (22 + 42)3 (22 + 42)3

Tyto harmonické funkce lze vyuzit k feseni Laplaceovy rovnice na neomezené oblasti

Priklad.
Budeme fesit vnitini i vnéjsi Dirichletovu tlohu pro Laplaceovu rovnici na kruhu:
Uzz+uyy:0a ;L'2+y27éR2,

w(ey) =1 2o, a? 4yt = R

Hranice je kruznice, tedy algebraickd kfivka druhého stupneé, funkce na okraji je také polynom
druhého stupné. Reseni vnitini tlohy tedy budeme hledat ve tvaru

u(z,y) = A+ Bx + Cy + D(z* — y?) + 2Exy

se zatim neurcenymi koeficienty A, B, C, D, E. Dosadime do okrajové podminky

u(w,vRQ—xQ) :1—%902:A+Bx+C\/R2—$2+D(2x2—R2) +2Ex\/ R?2 — 22.

R

Porovnanim koeficient vidime, ze

3
2 _ _ _ _ _
A=DR*=1,2D= -2 B=C=E=0.
Odtud A = -1, D = —2R~? a fegen{ dlohy dostdvime ve tvaru
(2,y) = 3y? — 322 —1
uw(z,y) = T .
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Podle Poissonova vzorce (5.38) je feseni tlohy déno integrdlem

2
R? — 22 — 2 / 1 — 3(coso)?
(

do.
27 x — Rcoso)? + (x — Rsino)? 7

U(.Z',y) =
0

VVVVVV

kombinace.

Reseni vnéjsi ilohy bychom mohli bezprostiedné napsat jako kruhovou inverzi feseni vnitFni
tlohy. Ukazeme ale jesté jiny postup. Je mozné okrajovou podminku transformovat do polarnich
soutadnic a hledat feseni jako linedrni kombinaci jednoduchych harmonickych funkei v polarnich
souradnicich.

Transformovana okrajova podminka je

M __1_§005290

u(R, ) =1—3(cosp)®>=1-3 5 =573

Reseni hledame ve tvaru

R? R? R* R*
u(r,p) = A+ B—cosp + C—sinp + E— cos2¢p + F'—sin 2¢p
r r r r

a toto TeSeni na okraji kruhu je
u(R,p) = A+ BRcosp + CRsinp + DR? cos 2¢ + ER? sin 2¢.
Porovnanim koeficientu dostaneme
1 3
A=—-—- B=C=FE=0,D=——
2’ ’ 2R2’
takze TeSeni v polarnich soutadnicich je
(7)
——| — ] cos2p.
2\ r

3R (y? —2%) —1

N =

U(T, (P) = -

Vyjadiime ho v soutadnicich kartézskych:

|
5.2 Rovnice v n proménnych
5.2.1 Jednoznacnost reSeni okrajovych tloh pro Poissonovu rovnici
Bud Q C R” oblast s dostateéné hladkou hranici 9Q. Uvazujme Poissonovu rovnici
Au = f(x), xe€ (5.45)
s Robinovou okrajovou podminkou
0
au(z) + B 1(;(;) = g(z), =€ (5.46)

Pripustme, e existuji dvé funkce u; a ug, kterd soucasné splituji Poissonovu rovnici s okrajovou
podminkou a tyto funkce jsou spojité na €. Polozme u = u; — us. Pro & € ) plati

Au(z) = Auy(z) — Auz(z) = f(z) — f(z) =0,
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tedy funkce w spliuje na Q) Laplaceovu, tj. homogenni, eliptickou rovnici. Podle prvntho Greenova
vzorce (C.7) nynf plati

Oz/uAudV: /u@de/Vu~VudV: /u@dS—/WMQdV (5.47)
v v
Q o0 Q o0 Q
Pokud je a = 0 # 3, tj. pokud je okrajova podminka Neumannova, pak pro € 92 plati

ou(x) _ Jui(xz)  Ous(z) 1

ov ov o B(g(:ﬁ) —g(x)) =0

a proto je povrchovy integrdl na pravé strané rovnosti (5.47) roven 0. Dostdvame tak, ze

/ [Vu|*dV =0, (5.48)
Q

coz znamend, ze Vu(x) = 0, neboli u(x) = const pro x € Q. Funkce uj a ug se lis{ o aditivni
konstantu.
Pokud « # 0, pak pro x € 09 plati

1

uw(x) = ur(x) — uz(x) = - (g(:c) _ Bam(m)

ov

a Ov

0 0
“2(””)) __Boul=) (5.49)
Pokud 5 = 0, tj. pokud je okrajovd podminka Dirichletova, je u(x) = 0 pro @ € 9Q a z rovnosti
(5.47) plyne rovnost (5.48). To opét znamend, ze u(x) = c pro x € ) a ze spojitosti funkce u na
Q plyne, ze ¢ =0, tedy uq(x) = uz(x) pro = € Q.
Necht 3 # 0. Z rovnosti (5.47) dostaneme

b <@)2ds |Vul?> dV. (5.50)
aaé ov !

Pokud af > 0, plyne odtud, ze

ou 2 2
Q

29
7 prvni rovnosti plyne, ze
ou(x)
ov

a ze druhé, ze u(x) = const pro x € Q. Vzhledem k rovnosti (5.49) a ze spojitosti funkce u na
to znamend, ze u(x) = 0 pro x € €, tedy funkece u; a us splyvaji.

=0 prox € N

Plati tedy:

Tvrzeni 6. Vsechna feseni Neumannovy tlohy (5.45), (5.46) s a = 0 se 1is{ o aditivni konstantu.
Vsechna teseni tilohy (5.45), (5.46) s a # 0 < af3, kterd jsou spojitd na (2, jsou shodnd; tiloha

mé nejvyse jedno feSeni.

5.2.2 Harmonické funkce

Bud 2 C R™ oblast (oteviend souvisl4 mnozina) s rozumnou hranici (mnoZina bodi hranice, ve
kterych k nf neexistuje tetny prostor, ma nulovou miru).
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Definice 1. Funkce u : 2 — R se nazyva harmonickd, pokud ma spojité parcialni derivace

druhého tadu, na oblasti 2 spliiuje Laplaceovu rovnici
Au=0, €
a pokud je 2 neohranicend, plati navic

lim sup |z|"?u(zx) < cc.
|| —o00
xze

(5.51)

Zavedeme jesté nékolik oznaceni, kterd budou uzitecné v nasledujicich ivahéch:

B ={y € R": |z — y| < a} — oteviend koule se stfedem x a polomérem a,

S¢=0B% ={y € R": |x —y| = a} — sféra se stifedem x a polomérem a,

|S%| — (n — 1)-rozmérnd mira sféry Sg.

Pro miru sféry plati [S2| = a"~!|SL| a mira ¢, jednotkové sféry v prostoru R™ je dédna vztahy

ok 22k +1L) ok
Col = m, Cok+1 = W,

zejména tedy c1 = 2, co = 27, c3 = 4.

Fundamentalni harmonické funkce

Budeme hledat funkce, které jsou harmonické v celém prostoru R™ s vyjimkou poc¢atku soutradnic
a které jsou navic sféricky symetrické, tj. jejich hodnota v bodé @ zavisi pouze na vzdélenosti ||

tohoto bodu od pocatku. Resime tedy tilohu

Au =0, x € R"\ {o},
w(@) = u(lz]), =eR"\{o}.

Ulohu budeme transformovat do n-rozmeérnych sférickych soutadnic r, 1, @o, . . .

definovany vztahy

T1 =1 COS (] COS (P2 COS Y3 COS (Pg * - - COS Py —2 COS P 1,
To =1 SIN Y] COS P2 COS (P3 COS P4 * *  COS P —2 COS P —1,
I3 = 7 sin P2 COS P3 COS Y4 *++ COS Pp—2COS Pp_1,

T4 =17 SIN Y3 COS (P4 * * + COS P2 COS Pp—1,

Tp—1="7SNQYp_2COSPn_1,
Ty =TSN Qp_1.

Pak plati

2 =i +af+--+ap =1°

a derivovanim tohoto vztahu podle x; dostaneme

or
2,(61' =2r 5
8:@-
takze
67" SC?
r—r;— _
ar_ﬂ N 627‘_ laxi_r r_r2—x§
ox; r 0x? 72 r2 r3
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Pro transformaci Laplaceova operdtoru si nejdiive uvédomime, ze z podminky symetrie (5.53), tj.
ze zavislosti funkce u pouze na pruvodiéi, nikoliv na thlech, plyne nulovost derivaci funkce u podle
dhlu,

ou
L0, j=1,2,....n—1
dp;
a proto
du ar@JFSaWQ_ or du
dx;  Ox; Or = Ox; 0p; "~ Qx; Or
a dale

T 92 0r 0w 0mor  0lor

9% = Br, \om or o) 7 -
7"275012 ou zi\2 0%u
- +(3)

5o ) e

0%y 0 (6r 6u) B 0%rou  Or 0 Ou 0% Ou ( or )2 9%u B

r

Odtud dostaneme vyjadieni Laplaceova operatoru

Au =

:L'Z2 0%u i r? — xf ou ?u nr?—r20u  0%*u n—10u
3 Or  Or? 3 Or  Or2 r  Or

L2 gr2 | 4 B
=1 =1
Rovnice (5.52) transformovana do sférickych soutadnic je tedy

0%y n—10u

gu, n=miou_
o T T o ’
nebo v samoadjungovaném tvaru
0 10u
— (" — ) =0. 5.54
or (T 8r> ( )
Podminka ohranic¢enosti harmonické funkce shora (5.51) méa ve sférickych souradnicich tvar
limsup ™ u(r) < oco. (5.55)
T—00

Prvni integraci rovnice (5.54) dostaneme

ou —n
— =7 "C,,
or "
kde C), je integra¢ni konstanta, druhou integraci dostaneme
Dl + ClT, n=1

)
T

u(T):Dn+Cn/517ndS: D2+CQIIIT, 7’L22’

7,2771

D,+C,——, n>3.
2—n

Aby byla v pripadé n = 2 splnéna podminka (5.55), musi byt Cs < 0. Nehleddme v3echny sféricky
symetrické harmonické funkce definované na R™ \ {o}, sta¢i ndm jedna z nich. Zvolime D,, =0 a
C,=—-1pron=1,2,3,....

Vratime se ke kartézskym soufadnicim. Ponévadz r = |x|, nalezené tesent tilohy (5.52), (5.53)
je tvaru

n=2

3

1 1
n—2|x["=2’

n # 2.

132



Harmonické funkce vyjadiené predchozi formuli jsou harmonické v§ude s vyjimkou jediného
bodu, konkrétné pocatku souradnic. V tomto bodé nejsou pro n > 1 definovany, pro n = 1 je zde
funkce nediferencovatelna. Tuto skutecnost vyjadiujeme frazi, ze nalezené funkce maji singularitu
v bodé x = 0. Tim je motivovano zavedeni nasledujiciho pojmu:

Definice 2. Fundamentdlni (nebo elementdrni) harmonické funkce se singularitou v bodé y € R™
jsou pro kazdé x € R™, x # y definovany vztahem

1

n—
|z — 1yl

S
I
N

v(x,y) =
1 1

n—2|x—y["2’

n # 2.

Poznamenejme, ze fundamentalni harmonické funkce byvaji nékdy pro n # 2 definovany bez

faktoru 5 apron = 1 se definuje v(z,y) = —|x — y|. Pro n € {1,2,3} obé mozné definice
n
splyvaji.
Ukéazeme nékolik vlastnosti fundamentélnich harmonickych funkei.

1. Fundamentalni harmonické funkce jsou symetrické ve svych proménnych,
v(z,y) = v(y, ).

~ Pv(z,y) —~ Pv(z,y)
2. Agv(z,y) = ; 922 =0aAyv(z,y) = ; 27 =0,
tedy fundamentdlni harmonickd funkce je v obou proménnych harmonickd na svém (kla-
sickém) definiénfm oboru R?" \ {(&,m) : € = n}.

3. Necht y € S2 a v = v(y) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke sféie S2 v bodé y. Pak

ov(x,y) 1
v(y)  ant
o . . , 1 .. . . Yi — X4
Diikaz: Vektor v je dén vyrazem v = —(y — x), takze jeho soufadnice jsou v; = .
a a
Vzdalenost bodu x a y je
a = |w — y| =
a proto je jeho derivace podle i-té proménné
do—yl  —2Awi—y) _ w—y
dyi n eyl
2, 2 (x5 —y;)?
j=1

Pro n = 2 tak dostavame

dv(xz,y) 0 _ 1 Ti—Yi\ _ T—Yi  Ti— Y

2@y O (gl = - - e

% % z—yl\ lz-yl) |-y a
a promn # 2
0 1 0 1 i — Y i — Y
new) o -yl = — @l —yl (i ) = B
Oyi n— 2 Oy; n—2 |z — y| am
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Celkem dostavame

ov(z,y) . Ti —YiYi — X 2 |m—y|2
Tuly) T EY) W =) T E e = WlZ ) = =

i=1
coz po snadné tpravé da dokazovany vztah. O
0@ ) g~ _|51): pritom |7 cuj & fru sféry St (délk
£ ————=dS = —|S,|; pritom |S%| oznacuje (n — 1)-rozmérnou miru sféry S7 (délku
Sa

kruznice, obsah kulové plochy, ...).

Dukaz: Podle piedchoziho vysledku je

81}( ) 1 _ 1 a| __ 1 n—1 1
[ Fonas - /(an_1>dSan_1|Sz|Fa 151,

Sg Sg
coz je dokazovand rovnost. 0
(—alna)|Sk|, n=2,
. fu(x, - )dS = atedy lim [w(z,-)dS=0.
SZ L|Si|a TL#Q, a0t a

Dikaz: Pro n = 2 dostaneme

/v(m, )dS = —/1n|a:fy|d5 = —lna/dS: (—Ina)2ma,

Sg Sg Sg
apromn # 2
1 ds 1 1 1|5y
S)dS = L4 = ds = £
/v(m, ) 71—2/|:B—y|”_2 n—2a"—2/ n—2a"?’
Sg Sg Sg
z toho jiz bezprostiedné plyne dokazovand rovnost. 0
1a? (1 —Ina?) [SY|, n=2,
. /U(:B, )dV = 9 a tedy hm / -)dS = 0.
a
Be m| | n# 2,

Duikaz: Integral prepiseme podle Fubiniovy véty

/v(m, ~)dV/a /v(m, )dS | dr

Ba 0 \sr

a vyuzijeme predchozi vysledek. Na pravé strané rovnosti pro n = 2 dostaneme

f 1 1,1 1
—1S4] /rlnrdr =S| [57’2 Inr — Zrﬂ = 7Z|Si|a2 (Ina®—1),
0 r=0
apromn # 2
ror 1 a?
Sk dr = @
| m'/an T ho2
0
coz jsou dokazované formule. O
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Necht f je spojitd funkce na oblasti Q a bod = € Q°. Budeme definovat nevlastni integrdl ve
smyslu hlavng hodnoty ze soucinu funkei fo(x, -) jako limitu

e—=0+
Q\Bg,

/fv(:c,-)dV: lim / Fo(@, - )dV. (5.56)
Q

Tato definice m4 smysl, nebot

!fv(a:, NV = / Fo(@, )V +B/;fv(m, NV

Q\Bg,

a podle véty o stfedni hodnoté integralniho poctu ke kazdému ¢ > 0 existuje bod x. € BE takovy,
ze

[ £ot@0av| = |t [ ol@)av| < Il | [ ol )av].

Ze spojitosti funkce f plyne, ze 11%1+ |f(x)| = |f(x)| < oo a druhy vyraz na pravé strané rovnosti
e—

(5.56) podle vlastnosti 6. konverguje k nule.

Integralni reprezentace dvakrat diferencovatelné funkce

Bud u : Q — R™ dvakrat spojité diferencovatelnd uvnitt oblasti {2, spojitd (nebo spojité pro-
dluzitelnd) na Q, x € . Zvolime kladné ¢islo e tak malé, ze B C Q°, B C Q. Podle druhého
Greenova vzorce (C.8) nyni plati

/ (uAv(z, -) — v(, -)Au)dV = / <umv(m, .)a“>ds, (5.57)

ov v
Q\Bg 2(Q\Bg)

kde v(z, -) je fundamentdln{ harmonicka funkce se singularitou .

Podivejme se nejprve na levou stranu této rovnosti. Ponévadz funkce v(x, -) je na celém inte-
graénim oboru harmonickd, je Av(x, -) = 0 a prvni sé¢itanec (mengenec) v integrované funkei je
roven nule, tedy leva strana rovnosti je rovna

- / v(z, - )AudV.
OQ\Bg

Piechodem k limité ¢ — 0+ dostaneme

€£%1+ (uAv(z, -) — v(z, - )Au)dV = —/v(:v, DAudV, (5.58)
O\Bg Q

kde integral chapeme ve smyslu hlavni hodnoty.
Levou stranu rovnosti (5.57) rozepiSeme jako rozdil dvou povrchovych integralu

(2852 o, ) as -

v ov
o(N\Bg)

[ (22 a3 Yas - [ (U2 a3 Yas. 5s)

oQ Se

@
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Druhy integral opét muzeme rozepsat jako rozdil dvou integralu. Upravime prvni z nich. Podle
véty o stfedni hodnoté integralniho poctu existuje bod n € S5, tak, ze s vyuzitim vlastnosti 3.
fundamentalnich harmonickych funkci ze str. 133, plati nasledujici rovnosti

dv(z, -) 1 u(m) u(n) | e
/“Tds - ‘/“Enﬂds = o /ds =~ rlSal = —u()ISz]

En
Sz Sz Sz

prvni rovnost je pravé zminénd vlastnost a druhd plyne z véty o stfedni hodnoté integrélniho
poctu. Prechodem k limité € — 0+ nyni dostaneme rovnost
ov(zx, -)
li —22dS = — Syl 5.60
Jim fu— u(@)|Sg| (5.60)
Sg

Déle odhadneme druhou ¢dst druhého integrélu na pravé strané rovnosti (5.59). Derivace funkece u
ve smeéru vneéjsi normaly je spojitd, sféra je kompaktni mnozina a proto podle druhé Weierstrassovy
vety existuje konstanta K takova, ze

{5t

Nyni muzeme, opét s vyuzitim véty o stfedni hodnoté, napsat odhad

‘:yGS;}gK.

/v(m, ~)S—Zd5 <K /v(m,y)dS .

Sg Sz
Odtud a z vlastnosti 5. fundamentalnich harmonickych funkei vidime, ze

ou
li -)—dS = 0. .61
Jim, v(x, )ade 0 (5.61)
Sz

9), (5.60), (5.61) prejdeme v rovnosti (5.57) k limité ¢ — 0+.

ot
ot

Pomoci rovnosti (5.58), (
Dostaneme

f/v(m, NAudV = / @% — (e, q%) dS —u(x)|SL].
o0

Q
Timto zpusobem jsme odvodili

Tvrzeni 7 (Lemma o tfech potencidlech). Budte @ C R™ oblast, funkce u : Q@ — R dvakrét
spojité diferencovatelnd uvnitt oblasti 2, spojitd (nebo spojité prodluzitelnd) na € a bod x € Q.
Pak plati

w(@) = %/ (v(w, -)g—z - u%) ds — %/v(w, NAudv, (5.62)
o0 Q

kde ¢, je (n—1)-rozmérnd mira jednotkové sféry v n-rozmérném prostoru; zejména ¢; = 2, co = 27,
c3 = 4m.

Bud' nyni v testovaci funkce na R"™ jejiz nosi¢ je ¢asti vnitiku oblasti Q. Podle definice distri-
butivni derivace (viz A.3) plati

(Ayv(z,y) | YY) = (v(z,y) | Av(y) ) = /v(w,y)Aw(y)dVy = /v(m,y)Aw(y)de
Q

R™
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nebot funkce v i A jsou mimo vnitiek oblast © nulové. Navic na hranici oblasti Q je nulova
funkce v i jeji derivace ve sméru vngjsi normdly. V rovnosti (5.62) s funkei ¢ misto funkce u je
tedy povrchovy integral nulovy, tj.

/ oz, 9) A(y)dVy = —cup(x).
Q

Celkem tak dostavame, ze

(Ayv(x,y) | ¥(y)) = —cath(z) = (—cad(y —2) [D(Y) ),
kde ¢ je Diracova distribuce. To znamen4, ze

Ayv(z,y) = —c,0(y — ). (5.63)

Vlastnosti harmonickych funkci
Bud © C R” ohrani¢end oblast a u :  — R harmonicka funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi

na Q

1. Véta o reprezentaci harmonické funkce.
Funkce harmonicka na oblasti §2 je jednoznacéné urcena svymi hodnotami a hodnotami své
derivace ve sméru vnéjsi normély na hranici této oblasti:

(@) = %aé (v(w, -)g—z - u%) as.

Diikaz: Objemovy integrdl na pravé strané rovnosti (5.62) je pro funkci harmonickou na €
nulovy. A to je dokazovand rovnost. O

2. Nutna podminka freSitelnosti Neumannovy tlohy pro Laplaceovu rovnici, neboli
Podminka nulovych zdroji uvnit# (.

ou
—dS =0.
Oov
[219]
Diikaz: Ve druhém Greenové vzorci (C.8) staci volit v = 1. O

3. Podminka povrchového priameéru.
Bud z € Q a S takovd sféra, ze S2 C Q. Pak plati

1 1
’U,($) = @/uds m/udS
Sa Sa
Dukaz: Podle véty o reprezentaci je
1 ou ov(z, -)

= — )= —u————= | dS.

u(x) . / <v(m, )81/ L > S
sa

Fundamentélni harmonickd funkce v(x, -) je na sféfe S¢ konstantni, feknéme rovna K.
Odtud a s vyuzitim vlastnosti 3 fundamentalni harmonické funkce dostaneme

u(x) = ci K/g—:de—/u (anl_l) ds
Sg

Sg
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Prvni integral je nulovy podle prvni uvedené vlastnosti harmonickych funkeci, a proto

coz je dokazovand rovnost. (I

. Podminka objemového priumeéru.
Bud x € Q a B2 takova koule, ze B2 C . Pak plati

1
’LL((B) = @ /udV,
x Ba

a"c,

kde |Bg| = je objem (n-rozmérnd mira) koule o poloméru a.

Duikaz: Podle Fubiniho véty a podle predchoziho vysledku plati

/udV :/ /udS dr = u(:n)/|5’;|dr = u(x)|Bg|,
Ba 0 \st 0
nebo také
/udV :/ /udS’ dr = u(m)cn/rn_ldr = aT;cnu(:c).
Bg 0 \sz 0
Tvrzeni je tedy bezprostfednim dusledkem tvrzeni o povrchovém prumeéru. O

. Princip maxima.
Funkce u nabyva svého maxima a minima na hranici 92 defini¢ni oblasti €,tj. pro kazdé
x € Q° plati

min {u(y) : y € 00} < u(x) < max{u(y): y € 09}.

Zesileny princip maxima: Je-li harmonickd funkce u nekonstantni na oblasti 2, pak jsou
obé predchozi nerovnosti ostré. Nebo ekvivalentné: Pokud harmonickd funkce nabyva své
extrémni hodnoty uvnitt oblasti €2, pak je konstantni.

Diikaz: Ponévadz oblast Q je podle pfedpokladu ohranicend, je jeji uzaver Q kompaktni.
Podle Weierstrassovy véty tedy existuje bod a3, € Q takovy, ze v ném funkce v nabyva
svého maxima uys. Pokud ap; € 0€), princip maxima plati.

Nechf xy; € °. Pak existuje d > 0 takové, Ze oteviens koule chlM lezi i se svou hranici
S2 uvniti oblasti Q. Déle podle podminek povrchového a objemového pruméru plati, ze

M

= prumeér na kouli BiA < up,

up = u(xpr) = prumeér na sfére 94 ,

M
nebot primér funkénich hodnot na kouli nemtize byt vétsi, nez je maximalni funkén{ hodnota.
To ale znamend, ze na celé uzaviené kouli B¢ ~mé funkce u stejnou hodnotu uyy.

Nyni zvolime libovolny bod xp € 2°. Ponévadz je oblast ) souvisla a

omezena, lze body x; a € spojit koneénym ,fetizkem® kouli BgM, B,

B2, ..., Byt takovych, ze @, € Bl , 2 € Bz, ..., m) € Bz,

x2) TN

xp € Bzt a vSechny tyto koule lezi uvniti oblasti . Stejnou tvahou,

jakou jsme ukazali, ze pro vSechny body = € S plati u(z) = un,

muzeme ukézat, ze i pro vsechny body x € Bg! plati u(x) = up, pro
vsechny body x € By} ...atd. Nakonec i pro véechny body = € Si* plati
u(x) = unr, zejména tedy u(xp) = up.
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To znamend, ze hodnota funkce u v bodé xp je u(xp) = up. Bod xp € Q° byl libovolny,
tedy u(x) = ups pro kazdé x € Q°. Ze spojitosti funkce u na € nyni plyne zesileny princip
maxima. (I

6. Dirichletiv princip minimalni energie
Necht u je funkce harmonickd na oblasti € a w je libovolna spojité diferencovatelnd funkce
ve vnittku Q° a spojitd na 2 takovd, ze w(x) = u(x) pro vsechna x € 9. Pak

E(w) > E(u),
kde E je zobecnénd energie definovana vztahem
1
E(w) = §/|Vw|2dV.
Q

Diikaz: Definujme funkei v : Q@ — R vztahem v = w — u. Pak je funkce v spojité diferen-
covatelna a pro x € 99 plati v(x) = 0. Z této vlastnosti a prvniho Greenova vzorce (C.7)

plyne
1 1 9 9
E(w) = 3 V(u+v) - V(u+v)dV = 5 (|Vul* + 2Vu - Vo + Vo) dV =
Q Q
:E(u)—i—/Vu-VvdV—i—E(v)zE /U—dS’ /UAudV:
o0
= E(u) + E(v)

a tvrzeni nyni plyne ze skutecnosti, ze E(v) > 0. O

Podivejme se jesté na interpretaci tohoto principu v piipadé Q@ C R2. Graf funkce w je
plocha, jejiz obsah je dan integralem

S = // \/1 + wa (2, 9)? + wy(z,y)? dedy = // V1+|[Vw(z,y)? dedy.
Q Q

Obsah je minimdln{, pokud je také hodnota integralu [[ (1 + |Vw(z, y)|2) dxdy minimalni,
9
a to nastane tehdy pokud i hodnota % [ |[Vw(z,y)[*dedy = E(w) je minimélni.
o

Princip minimalni energie tedy tikd, ze obsah grafu harmonické funkce je nejmensi mezi
vSemi funkcemi, které maji funkéni hodnoty zadané na hranici definiéni oblasti. Pokud si
graf funkce predstavime jako néjakou membrdnu napnutou na kiivku (tfeba vytvorenou
z dratu), pak tvar membrany dany funkci harmonickou mé nejmensi potencidlni energii
danou napétim.

Harmonické funkce tedy vyjadiujistavy ,soustav® s nejmensi potencialni energii, tedy néjaké
stavy zakladni.

5.2.3 Greenovy funkce

Greenova funkce Laplaceova operdtoru na oblasti 2 C R" s okrajovou podminkou typu (o, B) je
funkce G : 2 x Q — R, kterd spliuje podminky:

(i) Pro kazdé = € Q je funkce G(z, -) harmonickd na oblasti Q \ {x}.

(i) Pro kazdé x € Q a kazdou nekonecnékrat diferencovatelnou funkei ¢ s kompaktnim nosicem
Supp ¥ C Q plati

/d)AG(x, )dV = /’L/)AG(:B, ) dV = ¢(x),

R" Q
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neboli
AyG(z,y) =0(y — ),

kde § je Diracova distribuce.

(iii) Pro vsechna x € Q, y € 09 plati

aG(z.y) + 57635‘(”5’) 0.

Nésledujici priklad ukazuje, ze néjakd Greenova funkce skutecné existuje, tj. ze rozsah uvedené
definice je neprazdny.

Priklad.

Uvazujme polorovinu = {(z,y) € R?: y > 0}. Jeji hranice je 9Q = {(z,0) : = € R}, tedy osa
x. Definujme funkci G predpisem

G,y em) = — = (v, €,1) + v(a, 9, &, —1)) =

2
= L (@9t ) (- ).

kde v je fundamentélni harmonickd funkce. Ukazeme, ze funkce G je Greenovou funkei Laplaceova
operdtoru na poloroviné ) s okrajovou podminkou typu (0, 1).

Tato funkce je samoziejmé definovana pro vsechna z,£ € R, y > 0 a n > 0, je tedy definovana
na Q x Q.

Prvni s¢itanec v definici funkce G je fundamentalni harmonickou funkei a proto z definice pro

Aemv(a,y,&,m) =0.

Pro kazdou dvojici bodt (z,y) € Q, (&,7) € Q je (x,y) # (£, —n) a proto je druhy séitanec funkef
harmonickou na oblasti 2,3

Aoz, y,&—n) = 0.

Podminka (i) z definice Greenovy funkce je splnéna.
Podle (5.63) plati

Aemv(,y, &n) = =2m6((€,n) — (x,y)) = =276(& — 2,n — y).
Celkem tedy
1
A(ﬁ,n)G(xvyagvn) = 7%( - 27T5(§ -, = y) + 0) = 5(5 -, = y)

Podminka (ii) je také splnéna.

37 ,cviénych diivodi® muzeme tento zavér odvodit piimym vypoétem: Na mnoziné
{(z,y,6,m) €eR*: y > 0,17 > 0} plati

2 (g — C(x— )2 — 2 2z — £)2
(%Qm((mf@u(ymz) o 2w-8 _ —@-9’-(y+n’+2e-> _

T (@-O2F(y+n? ((@—©)2+ (y+m)?)°
(@ — &) — (y +n)?

E—1 o
(=82 + (y+m)?)

3_211 o — )2 2y _ (=62 —(y+mn)? o o ((z— )2 2y _
87]21 ((z =&+ (y+n)) 2((x_£)2+(y+n)2)2, tedy A, In((z—8€)%+(y+n)?) =0
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Okrajové podminka typu (0,1) je homogenni Neumannovou podminkou. V libovolném bodé
hranice (&,0) je vektor vnéjsi normdly v(€,0) = (0, —1), tj.
g 0
ow(E,0) oy’

Parcidlni derivace funkce G podle proménné 7 je

oG 1 —2(y—mn) 2(y +n)
oy @Y &M = 47r<< et (y )2 <x—s>2+<y+n>2)

a proto derivaci funkece G ve sméru vnéjsi normély v bodé (&, 0) na hranici oblasti 2 je rovna

0G 0G
71":%6777’ :__:anagan
aV(faU)( ) (€,1)€0Q 877( )

1 ( —2y N 2y ) P
gm0 AT \(@ -8 +y*  (z—§)>+y?
Podminka (iii) je také splnéna. |

Ukazeme ze pomoci Greenovy funkce lze zapsat feseni obecné Robinovy okrajové ulohy pro
Poissonovu rovnici

Au = f(x), x €, (5.64)
au(x) + 5615—?) =g(x), =€ . (5.65)
Podle druhého Greenova vzorce (C.8) plati
B 0G(x, ) ou
/ (uAG(z, -) — G(z, - )Au)dV = / (UT - Gz, )8_1/) ds.
Q o9

Ponévadz podle definice Greenovy funkce je AyG(x,y) = d(y — ), mizeme z pfedchozi rovnosti
a z ulohy (5.64), (5.65) vyjadrit

0G(x, - 0
/fG dV+/< %—G(m, )53) ds. (5.66)
o
Pokud o = 1 a 8 = 0, tedy pokud okrajové tloha (5.64), (5.65) je Dirichletova, muzeme
bezprostiedné napsat jeji feseni
0G(x, -
/fG dV+/ #d& (5.67)

o0
Pokud je 8 # 0, z podminky (iii) v definici Greenovy funkce a z okrajové podminky (5.64)
vyjadiime

0G(z,y) —G(m ) a Ou(x) _

1
owvly) 8 oolw) ~ pl9® ~oul)

a tyto vyrazy dosadime do rovnosti (5.66),

/fG dV+/[<%G(az, ~))uG(a:, ~)%(gfozu) ds.

Po snadné dpravé odtud dostaneme tesent tlohy (5.64), (5.65) ve tvaru

/fG AV — E/gG(a:, -)ds. (5.68)

o0

Pokud tedy zname Greenovu funkci Laplaceova operdatoru na oblasti 2 s ptislusnou okrajovou
podminkou, muzeme bezprostredné napsat feseni okrajové tlohy (5.64), (5.65)
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Priklad.

Najdeme feseni Neumannovy okrajové tlohy pro Poissonovu rovnici na poloroviné

Au= f(z,y), xR, y>0,

Oou(z,0)

Greenovu funkei na poloroviné s Neumannovou podminkou a« =0, § =1

G,y en) = 7 (I (2~ 7+ v —n)) +1n (0 — 7 + (g + 1))

zname z predchozim piikladu. Resenf tilohy tedy podle (5.68) je

u(‘ray):
:ﬁ // f(&vn)(ln(($*§)2+(y*77)2)+1n((z*§)2+(y+n)2))d§dnf
)

Rx (0,00

00
1

— 5 [ 9 m((@ = +y7)de.

—00
|

Podminku (ii) z definice Greenovy funkce muzeme vzhledem k rovnosti (5.63) piepsat do tvaru
1
AyG(way) = 6(’!./ - :B) = _C_Ayv(w,’y),

kde v je fundamentalni harmonicka funkce. Toto pozorovani napovidé, ze Greenovu funkci muzeme
hledat ve tvaru

G(x,y) = *iv(w,y) + h(y),

n

kde harmonicka funkce h je fesenim pocatecni ulohy

Ah =0, y e, (5.69)
ah(y) + ﬂgﬁg)) - Civ(x,y) + Cﬁ%, y € 9. (5.70)

Piimym vypoctem se snadno presvédcime, ze takto definovana funkce G je skuteé¢né Greenovou
funkei.

Greenova funkce pro Dirichletovu tlohu na specidlnich oblastech

Necht oteviend oblast 2 C R™ spliiuje podminku

z—yl _ ().

(Ve € Q)(3z’ € R™\ Q)(Vy € Q) @ —y]

(5.71)

Tuto podminku lze prevypravét tak, ze ke kazdému bodu « z oblasti €2 1ze najit néjaky sdruzeny
bod x’, ,bod symetricky podle hranice“; tato ,symetrie podle hranice“ znamend, Ze pomér
vzdélenosti bodu x od néjakého bodu y na hranici a vzdalenosti sdruzeného bodu =’ od téhoz
bodu y nezéavisi na poloze bodu y.
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Pokud oblast 2 spliuje podminku (5.71) a okrajovd podminka (5.70) je Dirichletova, tj. o = 1,

8 =0, pak funkce
1 1

- -
2r (x|’ -yl

(n 712)(;” (y(m”;/ _ y|)"‘2 , nFE2

je fesenim ulohy (5.69), (5.70). Presvédéime se o tom snadnym vypoétem:
Z podminky (5.71) plyne

) n:2)

h(y) =

|z -y
v(x)

| ’

-yl =

To znamena, ze

1 1
) RO
2 |z — vyl 1

h(y) = . . = ;v(w,y)

(n—2)cn | —y[*=2

a okrajovd podminka (5.70) s « = 1, 8 = 0 je splnéna.
Je-li n = 2, pak

je-lin # 2, pak

1 1 1 1 1
h(y) = _l v
Y e @ e e Y

Ponévadz o’ & Q, je
Ayh(y) = 0.

Uvedeme nékteré konkrétni oblast, které maji vlastnost (5.71).

Polorovina a poloprostor 2 = {(z1,22,...,2p—1,2,) € R": z, > 0}.

(5.72)

V tomto piipadé je hranici oblasti {2 pfimka, rovina nebo nadrovina z,, = 0. Bod sdruzeny

s bodem @ = (z1,22,...,Tn_1,2n) € Q je bod &’ = (x1,22,...,Tpn-1,—Tn).
Vskutku, pro libovolny bod y = (y1,¥2,-..,Yn—1,0) € 00 je

2" —yl = V(21— y1)? + (22 =922+ A+ (@1 —Ya1)? 23 = |z -y,

a tedy v(x) = 1 nezédvisi na y.
Greenova funkce je

L |z -y
—In
2 |z’ — vy

1 1 1 49
- n .
(n=2)en \|2' —y[">  |z—y"2)"

3 n:2’

G(z,y) =

Jednotkovy vektor vngjsi normély na hranici je v = (0,0, ...,0,—1). Proto pro y € 99 je

o __9
v (y) oyn’
a tedy
1 X9
i TL—2,
0G(x,y) |z —yl
w(y) |2 =
_7"7 n £ 2.
Cnlm_y|n ?é



Kruh a koule Q = B} = {z e R": |z| < R}.
Hranicf oblasti je kruznice nebo sféra o poloméru R, kterou znaéime SZ. Bod sdruzeny
s bodem « je jeho obraz v kruhové nebo kulové inverzi,
,_ R
|z

Pro kazdy bod y € SZ plat{ |y| = R. Déle

2 2

R R?
’ 2 __
|z’ — y| ‘me

2 n 2
R? R ||
EE WZ(WE% -
R || R 2 2
|:13|2Z(|— i zyz+ R2 yz)_m—|<R —22$1y1+|*’3| =
=1
2

n n R
:WZ(MQ*QL'%JF?E :—|Z *| |2|m—y|2.
i=1 =
|z|

Odtud plyne, ze y(x) = 7 nezavisi na y.

Rz
E

Greenova funkce je

1 Rlz||z -y

) n727
|R2x — |z|?y|
G(wv’y): 1 Rl | n—2 1
€T
= |, n#£2
(=2 (\R2m|x|2yy> ey | "7

1
Jednotkovy vektor vngjsi normély v bodé y je v(y) = RY @ derivace ve sméru normély

v tomto bodé je
0G(xz,y) R"2R?—|x|*

ov(y)  ISE| lz—yl"

piitom |SE| oznacuje (n — 1)-rozmérnou miru n rozmérné sféry o poloméru R, tedy

2, n=1,
|SR| _ 2rR, n=2,
° 47R?%, n =3,

5.2.4 Vlastni ¢isla a vlastni funkce Laplaceova operatoru

Bud Q C R"™ oblast s dgstateéné hladkou hranic{ 99Q. Cislo A € R nazveme vlastnim cislem a
funkci v definovanou na ) nazveme vlastni funkci Dirichletovy ulohy pro Laplacetuv operdtor, je-li
v # 0 a plati

—Av=\v, x€, (5.73)
v(x) =0, a €. (5.74)
Plati:
e Vsechna vlastni ¢isla Laplaceova operatoru jsou kladné a vsechny vlastni funkce jsou nekon-
stantni.

Diikaz: Uloha
Av=0, x€q,
v(xr) =0, x €I
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ma podle 5.2.1 jediné feSeni a toto feseni je v = 0. Proto 0 neni vlastnim ¢islem Laplaceova
operatoru. Proto také pro libovolné vlastni ¢islo A a libovolnou vlastni funkci v muzeme
s vyuzitim prvniho Greenova vzorce (C.7) psat

1 1
O>/v2dV: X/UAvdV:—X/vAvdV:
Q Q Q
S /@dS—/V VodV —l/v vclv—lnvn2
= )\ ’UV v v —)\ v v —)\ v
Q Q Q

Ponévadz || Vo||* nemiize byt zaporné, dostaneme odtud, ze A > 0 a || Vo|| > 0. Kazdé vlastni
¢islo je kladné a gradient ptislusné vlastni funkce je nenulovy. To znamenad, ze vlastni funkce
nemuze byt konstantni. O

e Jsou-li A\; # Ay vlastni ¢isla a vy, ve piislusné vlastni funkce Laplaceova operatoru, pak jsou
funkce vy, vy orthogonalni na 2, tj. plati

/’Ul’Ung = 0.
Q

Diikaz: Ponévadz pro x € 052 je vi(x) = 0 = va(x), dostaneme s vyuzitim druhého Greenova
vzorce (C.8)

1 1
/1)1’[)2 dVv = m /(/\1 - )\2)’01’02 dv = m /()\1’01’02 - ’Ul/\Q’UQ)dV ==
Q Q Q
1 1 61}2 6’1}1
= —— [ (~mA Avy)dV = ——— - —ve—|dS = 0.0
)\1 — AQ /( v2AUL + U1 'U2) )\1 — AQ / (Ul 81/ 2 81/)
Q o0

Uloha (5.73), (5.74) je vlastné zobecnénim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (B.2) pro obycejné
diferencidlni rovnice. Uvedené jednoduché vlastnosti také odpovidaji vlastnostem vlastnich ¢isel a
vlastnich funkei Sturmovy-Liouvilleovy dlohy. Obecné v3ak neni zaruceno, ze by pro ilohu (5.73),
(5.74) na obecné oblasti Q existovala spocetnd mnozina vlastnich ¢isel, posloupnost vlastnich
¢isel by divergovala do nekoneéna, kazdé vlastni ¢islo by bylo jednoduchého typu, tj. k jednomu
vlastnimu éislu by piislusela jedind (az na ndsobek konstantou) vlastni funkce, a ze by tyto funkce
tvorily tplnou orthogonélni soustavu (bézi) v prostoru funkei spliujicich okrajovou podminku.
Takovou vlastnost maji pouze nékteré jednoduché oblasti — kvadry, koule, vélce, .... Ale tyto
oblasti se pravé v praxi objevuji nejcastéji.

Zakladni myslenka feSeni ulohy spociva v separaci proménnych, tj hledani feseni ve tvaru

v = wijws, kde funkce w; zavisi pouze na proménnych xq,xo,...,%, a funkce ws pouze na
proménnych Z,41, Tmt2, - .., T,. Po dosazeni tohoto vyjaddieni do rovnice (5.73) a jednoduché
tupraveé dostaneme
Awl A’w2
— — + /\7
w1 wo

kde A oznacuje soucet druhych parcialnich derivaci podle vSech proménnych funkce, kterd se za
timto operatorem nachdazi. Leva strana této rovnosti zavisi pouze na proménnych x1, o, ..., Ty,
prava pouze na proménnych z.,,i1,Tm+2,...,T,. Proto musi byt obé strany rovny néjaké kon-
stanté, feknéme k. Puvodni tloha se tak rozpadne na dvé ,,mensi“ ilohy

—Aw; = kwy, a —Aws = (k— Nwy,

s prisludnymi ,pruméty“ homogennich okrajovych podminek.
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Pokud méa Laplaceuv operdtor spocetnou mnozinu vlastnich funkei, které tvoii fundamentélni
mnozinu prostoru funkef splitujicich Dirichletovu podminku, pak muzeme feseni tlohy

Au= f(z), =€, (5.75)
u(x) =0, x €I (5.76)

hledat ve tvaru nekonec¢né rady
o0
x) = Z Chrvp ()
n=1

kde v, jsou vlastni funkce Dirichletovy ilohy pro Laplaceuv operator a C,, jsou realné konstanty,
n=1,2,.... Je-li funkce f integrovatelnd ve druhé mocniné (f € £2(Q)), pak

x) = Zann(m), kde F,, = ” R /fvndV a |lunl? /’Uid‘/.
n=1 Un

Q

Bud'te Ai, A2, ... vlastni éfsla p¥islusnd k vlastnim funkcim vy, vs, . ... Pak je

AN Covp(x) = Y Fova()
Z CrAv,(z) = Z Frun(x)
— Z Codpop () = Z Foon(x)

Odtud )
C,=—= —7/fvndV.
An An ||Un||2 5

Resenf tlohy (5.75), (5.76) tedy je

1
- v, dV | v, () = d

To znamena, ze Greenova funkce Laplaceova operdtoru s okrajovou podminkou

n=1

u(@) =0, xe€on

je
2; AH%H
kde A1, Ag, ... jsou vlastuf ¢isla a v1,ve, ... jsou vlastni funkce tlohy (5.73), (5.74).

Vlastni ¢isla a vlastni funkce Laplaceova operatoru pro Dirichletovu tilohu na obdél-
niku

Ulohu
_A’U(‘Tay) :)"U(-Tay)a 0<£C<a’0<y<b,
v(z,0) = 0 = v(x,b), O<z<a, (5.77)

v(0,y) = 0 = v(a,y), 0<y<b
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budeme Fesit separaci proménnych. Funkei v = v(x, y) hleddme ve tvaru v(z,y) = X (z)Y (y).
Po dosazeni do rovnice a jednoduché upravé dostaneme
Y// X//
—— = A —.
Y - X

Leva strana této rovnosti zavisi pouze na proménné y, prava pouze na proménné x; nemohou tedy
zéviset na zadné z nezavisle proménnych a jsou rovny néjaké konstanté, feknéme k.
7 levé strany tak dostaneme okrajovou tilohu

Y'+KkY =0, 0<y<b,

kterda mé nenulové feseni pouze pro

2
K = Ry = (%) , m=1,2,...,

které je ddno piedpisem Y = Y,,(y) = sin gy

"
Toto vypocitané k,, dosadime do druhé ¢asti rovnosti, tj. do rovnosti A+ ~x =K@ dostaneme

okrajovou lohu

X"+ AN=fm) X =0, 0<z<a,
X(0) =0 = X(a),

. PN . nmw\2 .
ktera mé nenulové feseni pouze pro A = A\, takové, ze Ay — K = |— ) , tj. pro

a
Anm = [(Z)QqL(%)Q}ﬁQ, n=12,....

e g . - . . nm
Toto Feseni je ddno predpisem X, (z) = sin —z.
a

Celkem tak dostavdme vlastni ¢isla vilohy (5.77) ve tvaru

Ao = [(g)2+(%ﬂw2, n=1,2,...,m=1,2,....

Prislusné vlastni funkce jsou
. nw . ommw
Upm(z,y) = sin—ux sin L
a

Norma vlastnich funkci je

a

b
2 b b
vam|® = // (sin%f sin%n) dédn = /sin2 %édg/sirf %ndn = g§ = %.
] 0 0

[0,a]x[0,b

Jesté vypocitame

b

m\2| ,a 72 (ma)? + (nb)?
)] - T

Anm HUan2 = [(g)Q

a dostaneme Greenovu funkci Laplaceova operatoru pro Dirichletovu tlohu na obdélniku
dab 1 nmw nmw mm mm
G(z,y,&n) = —— Z ————5 sin—ux sin —¢ sin —y sin —.

) m2a? + n2b2 S a a b b
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Dodatek A

Distribuce

A.1 Zakladni pojmy

Necht ¢ : R® — R je funkce n proménnych definovand na celém prostoru R™. Nosi¢ funkce ¢
definujeme jako uzdvér mnoziny {& € R™ : p(x) # 0} a znacime ho Supp .

Testovaci funkce

Symbolem D(R"™) ozna¢ime mnozinu funkef definovanych na R”, které jsou tiidy C*° (maji spojité
vsechny parciélni derivace libovolného Fadu) a jejichz nosi¢ je mnozina A kompaktni v prostoru R™.
Mnozina funkei D(R™) s obvykle definovanym s¢itanim funkei a ndsobenim éislem, tj. (¢ +¢)(z) =
o(@) +¥(z) a (cp)(x) = cp(x), je vektorovym prostorem. Pokud nebude hrozit nedorozuméni,
budeme prostor D(R™) znacit struéné D.

Na mnoziné D definujeme metriku p vztahem

girtizttin

Oz{' Oz - - - Oz’

o) = sup{\ (pla) = 6(@)| @ € R (iniar....i) € (NU {0}

Mnozinu D s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkci, jeho prvky nazyvame testovaci
funkce.

Priklady testovacich funkci.

Polozme

—1/2?
Az) = e , x>0,
0, x <0.

Funkce A md spojité derivace viech fadi, nebot

d* olyno d
& omv/e? _POVHOMV T —1/0% ) toho plyne lim — el =,
dxk polynom v x =0+ dxk

Funkce ¢ definovand vztahem ¢(z) = A(2)A(1 — z) ma kompaktni nosi¢ [0, 1] a mé derivace vSech
radu.

Pro libovolné redlné ¢ > 0 polozme
A(z)

Az) + Ne—x) (A1)

Ke(x) =

Pak k. je neklesajici nezdpornd funkce, kterd ma derivace vSech radu a plati pro ni

0 <0
Iic($){ » =

1, z>c



Funkce k. tedy na intervalu délky ¢ vyhlazuje skok funkénich hodnot.
Funkce 1 definovana vztahem

Y(z) =1-re (|2 - 3)

je nezaporna funkce, ktera ma derivace vsech fadu a

wm{“'“z

1, |z <

N[ N[
+
o

a tedy mé kompaktni nosic¢ [f% —c, % + .

Funkce @, ¥ jsou typické testovaci funkce z prostoru D(R). Testovaci funkce z prostoru D(R"™)
muzeme ziskat jako soucin funkci ,,jednorozmeérnych, napi.

on(T1, 22,y Tn) = @(T1)(T2) - p(Tn),  Pn(T1, T2, Tn) = Y(@1)Y(22) -+ - P(T0).

Operace v prostoru testovacich funkci
Kromé standardnich operaci souctu a sou¢inu funkei a nasobeni funkce ¢islem zavadime operace:
e Posunuti (translace) testovaci funkce o vektor y je definovdna vztahem ¢y (z) = ¢(x + y).

e Zména méritka (preskdlovdni) nezdvisle proménné faktorem o > 0 je definovdno vztahem
pa(x) = plaz).

Pomoci téchto operaci muzeme snadno vytvaret dalsi testovaci funkce ze znamych.

Linearni funkcional

Zobrazeni T : D — R, pro které plati

T(e+¢)=T(p)+T(¥), T(cp)=cT(p), cER

nazyvame linedrni funkciondl na prostoru testovacich funkci. Obraz funkce ¢ pii zobrazeni T, tj.
¢islo T'(p), budeme struéné znacit T.

Mnozinu v8ech linedrnich funkciondli D — R, ktera je zase vektorovym prostorem, nazyvame
(algebraicky) dudlnd prostor k D a znacime ji D'.
Definice distribuce
Spojity linearni funkciondl na prostoru testovacich funkci se nazyva distribuce.
Podrobnéji: Zobrazeni T : D — R nazveme distribuce, jestlize

(Vo,9 € D) T(p+1p) =Te+ T,

(Vo € D) (Ve € R) Tl(ep) = T,

(Men}t € D) (Vo € D) @, — ¢ v prostoru (D, p) = Ty, — Te v R s pfirozenou metrikou.

Mnozinu v8ech linedarnich funkcionalu D — R nazyvame topologicky dudlni prostor k D a znacime
i D*.
Priklady distribuci

1. Nechf f : R® — R je funkce takové, ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R" existuje
konecny integral [ f(x)dx (tzv. lokdlné integrabilni funkce na R™). Definujme distribuci
K

Ty € D* vztahem
Typ = [ H@pla)ie. (A.2)
RTL
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Distribuce T' € D* takova, ze existuje lokalné integrabilni funkce f pro niz

Ty = / f(@)p(x)da

—Rn

pro vsechny ¢ € D, se nazyva reqularni distribuce. Distribuce, ktera neni regularni, se nékdy
nazyva singuldrni.

Kazdé lokalné integrabilni funkce urcuje distribuci, muzeme tedy lokalné integrabilni funkce
povazovat za distribuce®. Z tohoto diivodu se distribuce nékdy nazyvaji zobecnéné funkce.

1
2. Funkce f(z) = — je lokdlné integrabilni na otevieném intervalu (0,00), ale neni lokdlnée

integrabilni na celém R. Av8ak pro vSechna a,b, a < 0 < b je

—e b
d d b b b
lim /_x+/_z = lim 1ni+1n— = lim In— =1n —.
e—0+ x x e—=0+ |al € =0+ |al |al
a 13

b da
Tuto limitu oznacime vp f — a nazveme integrdl ve smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty.
x
a

Tuto tivahu zobecnime. Nechf funkce f je lokalné integrabilni na R™ \ {xg}. PoloZme
B ={z: |z —xo| <7}

(oteviend koule se stfedem @ a polomérem 7). Integral z funkce f ve smyslu hlavn{ hodnoty
definujeme jako

e—0+
K\Bg

vp IZ fde = lin [ fla)a.

pokud limita na pravé strané existuje.
Ma-li funkce f pro kazdou kompaktni mnozinu K C R" integral ve smyslu hlavni hodnoty,
pak zobrazeni T : D — R definované vztahem

Trp=vp | f(z)p(z)dz (A.3)
/

je distribuci.

3. Diracova distribuce ¢ pritadi kazdé testovaci funkci ¢ € D hodnotu ¢(0).
Diracova distribuce neni regularni.

Vyrazy na pravych strandch rovnosti (A.2) a (A.3) formdlné pripominaji skaldrn{ soucin. Proto
hodnoty téchto distribuci zapisujeme ve tvaru

<f(:c) | o(x) > , nebo struéné <f | <,0>

Piestoze Diracova distribuce neni regularn{ ani nen{ definovéna pomoci néjaké (klasické) funkee,
pouzivame pro ni zapis

(8]) = (5()|p@)) = / S@)p(z)dz = o(0).

R

1Povsimnéme si, ze dvé riizné funkce mohou uréovat tutéz distribuci; konkrétné jde o funkce, které se od sebe
lisf na mnoziné nulové miry. Funkce f a g takové, ze [ f(z)dz = [ g(z)dz pro kazdou kompaktni K C R"™ jsou
K

pro urceni regularni distribuce ekvivalentni. Pfesnéji bychom tedy meéli fikat, ze ztotoznujeme distribuce a tridy
ekvivalentnich funkei.
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Podobnym zpusobem budeme zapisovat jakékoliv distribuce. V Diracové terminologii je tedy dis-
tribuce bravektorem a testovaci funkce ketvektorem. Diracovu distribuci (6 budeme jednoduse
psét jako 0, ptipadné §(x) pro zduraznéni nezdvisle proménné testovacich funkei.

Symbolem L{, .(R™) oznaéme mnozinu lokalné integrovatelnych funkef na R™ (pfesnéji, mnozinu
t¥{d ekvivalentnich lokdlné integrabilnich funkci). Testovaci funkce jakoZto spojité funkce jsou
lokalné integrabilni. Urcuji tedy regularni distribuce. Plati tedy

D(R") C L (R™) c D*(R™).

Nosié¢ distribuce

Rekneme, ze distribuce T' € D* je na mnoziné A C R™ nulovd, jestlize T'p = 0 pro kazdou testovaci
funkei ¢ € D takovou, ze Supp ¢ C A.

Nosié distribuce T' je nejmensi (vzhledem k mnozinové inklusi) uzaviend mnozina takova, ze
na jejim komplementu je T nulové. Nosi¢ distribuce T oznac¢ime Supp 7.

Nosi¢ Diracovy distribuce je jednoprvkova mnozina {0}.

Zakladni operace v prostoru distribuci

e Soucet distribuci T, S € D*:
T+ S € D* je distribuce, ktera spliuje rovnost

(T+8S)p=Tp+ Sp
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Ndsobeni distribuce T' € D* funkci a : R™ — R tridy C*:
Je-li p € D testovaci funkce, pak ¢ mé kompaktni nosi¢. To znamend, ze také funkce ap ma
kompaktni nosic¢, tedy ap € D.
aT € D' je distribuce, kterd spliiuje rovnost

(@T)p = T(ap)
pro kazdou testovaci funkei ¢ € D.

e Posunuti (translace) distribuce T € D o vektor y € R™:
YT € D* je distribuce, kterd spliiuje rovnost

YT =T py

pro kazdou testovaci funkei ¢ € D.
Pro regularni distribuci urcenou funkci f plati

¥Tf)p = /f(iv)so(:v +y)dx = /f(z —y)p(z)dz;
R R

v integralu jsme pouzili substituci z =  + y.
S pomoci Diracovy symboliky miizeme definice operaci s distribucemi zapsat ve tvaru:
o Soucet: (f+g|¢)=(flv)=(Flv)+(g]e)
e Niésobek funkef: {af |0) = ( f|ap)
e Translace: ( f(x —y)|e(x)) = (f(z)]|o(z+y))
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Zejména pro Diracovu distribuci plati

(0 —y)|p(x)) = (0(x)|p®+y)) = oy), /5(w —y)p(x)de = o(y);

(3(y — )| olx)) = / 5y - @)p(@)dz = / 5(=)ely — 2)dz = ply).
]Rn Rn

Translace Diracovy distribuce o vektor y, tedy distribuce zapisovand jako 6(x — y) se nazyva
Diracova distribuce soustredénd v bodé y. Piitom plati

6(x—y)=d(y — o) (A.4)

A.2 Konvergence v prostoru distribuci
Rekneme, Ze posloupnost distribuci {Ti}r—, C D* konverguje pro k — oo k distribuci T' € D* a
piseme
lim Ty =T,
k—o00
jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D je klim Tie = T (v tomto piipadé jde o konvergenci
— 00
¢iselnych posloupnosti).

Definici lze zapsat také v Diracové symbolice: Rekneme, ze posloupnost distribuci {(frtiey
konverguje pro k — oo k distribuci (f a piseme klim (fr = (f, jestlize pro kazdou testovaci funkci
— 00

peD e lim (fi|e)=(f|¢).

Pro konvergenci v prostoru distribuci plati nasledujici véty:

Véta 1: Necht {T;};—, C D* je posloupnost distribuci takovd, ze pro kazdou testovaci funkei
¢ € D existuje limita posloupnosti ¢isel {Tp}re ;. Definujme zobrazeni T : D — R piedpisem

T(p) = lim Tpep.

k—o00

Pak T je distribuce, T' € D*.
Linearita plyne z linearity kazdé z distribuci T} a z linearity operdtoru limity posloupnosti),
spojitost je dokdzéna napf. v knize: LAURENT SCHWARTZ. Théorie des distributions, Paris 1973.

Véta 2: Ke kazdé distribuci 7' € D* existuje posloupnost testovacich funkef {¢y},e; C D, ze

lim (pr =7, neboli (Vy € D) klinéo (or|¢) =Te.

k—o0
tj. Ze tato posloupnost testovacich funkci konverguje k T' ve smyslu distribuci.
Kazdou distribuci lze aproximovat pomoci posloupnosti testovacich funkei.
A.2.1 J-vytvorujici posloupnosti

Necht {fx}z, je posloupnost lokdlné integrabilnich funkef na R™ takovych, ze posloupnost re-
guldrnich distribuci {T%, },~ , konverguje k Diracové distribuci, tj.

{fr]e)=(0)

lim
k— o0

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D. Pak posloupnost { fi },-; se nazyva é-vytvorugici posloupnost,
funkce fi se nazyvaji impulsni funkce.
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Piiklady /-vytvoiujicich posloupnosti:

Naésledujici posloupnosti funkei konverguji k Diracové distribuci na prostoru D*(R).

1 1
k, |$|§% k — k2|z|, |$|§E
0, |z|> % 0, || > %

N e 7 _ sinkzx
fu(z) = o © ; fi(z) = p—
1 Qg oo . . / , v ;. . _
fr(x) = ;m, kde {au},_, je libovolnd posloupnost kladnych ¢isel takova, ze klingo ap =0,
1 2 &
felw)y =477 2 o, lo] < 3¢

Na obrazcich A.1 je znézornéno nékolik prvnich ¢lent nékterych d-vytvorujicich posloupnosti.

A.3 Derivovani distribuci

Nechf f : R™ — R je diferencovatelnd (a tedy lokdlné integrabilni) funkce, ¢ € D je testovaci
funkce. Pak plati

(fi( // / azl (x)p(x)dzy | dzs ... dz,_1dz, =

R™ —00 —00

// / )2 =—co /f x)dz; | das ... dz,_1dz, =
/ / /f 2)dz1des ... dzn_1dz, = /f a;Pl( 2)dx

— 00 —O0

ponévadz Supp ¢ je kompaktni.
Provedeny vypocet motivuje nasledujici definici.

Definice derivace distribuce

0
Parcidlni deriwace distribuce T' € D* podle prvni proménné je distribuce a—T, pro niz plati
T

0 Op
T = T
< axl > < axl )
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

Obecné definujeme parcidlni derivace distribuce podle libovolnych proménnych libovolného

radu rovnosti
( -611+-12+‘~1n, | T) o= (_1)i1+i2+'”inT ( .67/1"1'-7“2"1'“‘7‘71, - (p)
0x 0z - - - Dy Oz 0wy - - - Oxyy

pro kazdou testovaci funkci ¢ a kazdy multiindex (1,145, . .., i) € (NU{0})™. Je zfejmé, ze parcidlni
derivace distribuce je linearni operator na prostoru distribuci D*.
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Tk T

X X
kel < 1/(28) k=Rl o] < 1/k
file) = {o, jinak ful@) = {0, jinak
fr fr
T N
fulz) = % o Lka? Fulz) = siifx
fr fr
P Ly "
1 =+ cosnmx, |r|<1
fk(fc):;m fr(x) = a1

)

, jinak

Obréazek A.1: Piiklady d-vytvorujicich posloupnosti na prostoru D*(R). S rostoucim k se zmensuje
sila ¢ary.
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Kazda distribuce ma derivace libovolného radu.
Kazd4 lokalné integrabilni funkce f urcuje regularni distribuci. Tato distribuce ma derivaci
libovolného Fadu definovanou rovnosti

girtiz+in o ) oirtiztin
=

0x 0z -+ - Dy 0x 0wy - - - Oxyy

V tomto smyslu lze fici, ze kazda lokalné integrabilni funkce f ma derivaci libovolného Fadu. Tato
distribuce v8ak obecné neni funkci ale distribuci. Nazyvame ji distributivni derivaci funkce f.

Priklady distributivnich derivaci funkci

e Derivace absolutni hodnoty:
Pro kazdou testovaci funkci ¢ € D plati

< |2 I‘ > (lel|¢'(2)) = — 7 |z’ (z)da =

= /0 756@ )do = [zp(2)]” _ ~ /0 p(r)dz — [w(w)]go+/oos0(w)dx
— 00 0 —00 0
=— /O p(z)dz + 7@( )da = 7(Sgnw)<p(w)d:c,
e 0 e

0
tedy a—|z| = sgnx ve smyslu distribuci.
x

e Heavisidova skokova funkce (distribuce):
Funkce H : R — R definovand vztahem

1, >0
H() = {0 2 <0

je lokalné integrabilni. Urcuje tedy regularni distribuci, pro niz plati

(H|¢) /H dz = /Oogp(z)dx
0

Povsimnéme si, ze Heavisidova funkce je limitou funkef ;,; definovanych vztahem (A.1);
tuto limitu muzeme chdpat tak, ze klim #1/k(x) = H(x) pro kazdé x # 0, nebo, pii pouzit
—00

Diracovy symboliky, ze klim (k1/k = (H ve smyslu distribuci. Déle plati
— 00

(H']0) = ~(H]) = - [Fde = ~[@]F =« = (5],
tedy distributivni derivaci Heavisidovy funkce H je Diracova distribuce, H' = §, podrobné&ji
H'(z) = 6(x). Analogicky lze ukédzat, ze H'(x — x¢) = 0(x — x¢) a H'(xg — x) = —6(x — x0).
Obecné: Funkce H : R” — R definovand vztahem

1, z21>20,20>0,...2, >0

H(xy,29,...,2,) = {0 inak
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urcuje regularni distribuci:

<H|<p> = // /H:L'l,SCQ,..., n)e(x1, 29, ..., xy)derdas - - - da, =
= // / (21,29, . .., xy)de day - - - da, .
00
Z vipostu G—H‘ -
P (9:6181‘28 14 N

an
—1)" T
(1) <H‘8x18x2---8xnw>

oo

an
i —mo — ..., xp)dzidey - da, =
/ax15$2,,,axn<ﬁ(x1,xz, , T )daxdas T

I

\
—_
~—
3

[
[l

s an—l oo
/ {—(p(acl,xg,...,xn) daoodas - --da, =
0

(9:6281‘3 o} £1=0
= *(*1)"//" /W (0,22,23,...,7,)drodaz - - dw)y = =
0 0 0

nyni plyne, ze distributivni derivace H urcuje Diracovu distribuci na prostoru

R™.

0x10x2 -+ 0xy,

Distributivni derivace funkci jedné proménné

Necht funkce f je spojitd na kazdém z intervalii (—oc, 0), (0co) a existuje
70 = z1—1>%1+ f(.’L') B zl—lgl— f(.’L')

Pak je tato funkce lokdlné integrabilni na R, urcuje tedy reguldrni distribuci 7. Pro kazdou
testovaci funkci ¢ € D plati

) 0 o)
Tho = —(f@)]¢@) = - / @) @)z = — / f (@) (2)dz — / f(2)g (2)dz =
o “ 0
0 (e’
= [f@e) + / F(@)p(@)de — [f(@)p@)] + / f(@)p(z)de =
e 0
= lim f()pla) — Tim [(@)p() + / f(@)p(z)de =

x—0+ x—0—
= aosO(O)Jr/f’(w)sO(SC)dw = oo (0|e)+(f|e) = o0 (d|e)+Tpe,
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.
(chED)<(%f‘<p>00<6|4p>+<f’|g0>, symbolicky T} = 006 + Ty .

Obecné: Necht funkce f: R — R je tiidy C* na kazdém z intervalii (—oo,0), (0,00) a nechf
kazd4 jeji derivace je lokédlné integrabilni. Tato funkce urc¢uje reguldrni distribuci 7.
Oznacme
0 0?

5T T = 5T ™ —
X

om = lim f(z)— lim f(z) a T; = Ox2 f WT

x—0+ x—0—

Pak pro kazdou testovaci funkci ¢ € D plati

" k—1
(Zop|o) = X0 ton (] ety 4 (50 o).
m=0

tj.
k—1 0
k m o
1% = 3 (-1 ot @)+ [ )p()ds
m=0 — 0o
Symbolicky
k—1
T]Ek) ZJ 5k m71)+Tf(k)
m=0

Greenova funkce hyperbolické rovnice v jedné prostorové proménné

Necht a > 0. Pro viechna (t,z) € R? a libovolny realny parametr ¢ definujme

—, r—at <& <ax+at,
Glz,&1) = 4 20
0, jinak;

3]
povsimnéme si také, ze pro t < 0 je G(x€,t) = 0. Vypoéitdme distributivn{ derivaci &G(x, & ).
Pro kazdou testovaci funkci ¢ € D(R?) plati

<8at (zgt)‘ (tz)> < zgt‘at tx)>

1 3}
/G z, &, t o(t, x)dtdr = —%/Ew(t,x)dtdx.

A

Mnozina A C R? je takovd, ze na ni je funkce G(-, €, -) nenulova, tj.

A={(t,2) eR*: 0<t, E—at <z <{+at}=
:{(t,x)ERQ.x<€, g;<t} {(t,x)€R2:§§x, $<t}.

Podle Fubiniovy véty tedy muzeme posledni integrél rozepsat ve tvaru

9 00 0o 00
1 0 0
~ 5 / /Eap(t,x)dt dx—i—/ /Etp(t,x)dt dz| =
o\ e\
1 i r
= —— /gp<§x,x)dz/gﬁ<x ,x)d:c
2a a
— 00 E



V prvnim z integralu zavedeme substituci s = a upravime ho

2_1a/§<p<5a‘"” > %/ng ¢ — as) %790(5,5&5)&9
—o00 o] 0

%/00 7 (z — (¢ — as))p(s, z)dz ds—%/H 3(x — (€ — at)) p(t, x)dtdz =
0

= L(H®(z — (€ —at)) | (t.z)).

. . (1o . . &€ ; c 1 o
Ve druhém z integralu zavedeme substituci s = a upravime ho analogickym zplsobem

% @(xgg,x) d,r:%(H(t)é(m—(§+at))|(p(t,$)>_
3

Celkem tak dostavame

0
(Lawen|ewn)
= % <H(t)6(ac— (f—at)) | go(t,x)> + % <H(t)6(ac— (f—l—at)) | go(t,x)> =
= (3(0(z— (€ = at) +o(x — (+at) ) H() | o(t.2) ).

a tedy s vyuzitim vztahu (A.4) muzeme psét, ze

G, 6,1) = %(6(:64—@1&—5)+(5(ac—at—§))H(t):%(6(5—(x+at))+6(£—(m—at)))H(t)

ve smyslu distribuci.

Cviceni
1) Vypocitejte druhou distributivni derivaci funkece f(z) = |z|.
2) Necht H je Heavisidova funkce a polozme z, = xH (x), x— = —xH(—z). Vypocitejte distribu-
tivni derivace téchto funkei.
3) Uréete distribuci 6™ (z)
4) Funkce G proménnych ¢ a s parametrem ¢ je ddna vyrazem
1
—, |z —at| << x4+ at,
G(,6,1) = ¢ 24
0, jinak;
jedné se o Greenovu funkci pro hyperbolickou rovnici na polopfimce s Dirichletovou okrajovou
0
podminkou. Vypocitejte distributivni derivaci &G(z, & t).

Vysledky: 1) 26(x) 2) « H(z), 2" =—H(—z) 3) (—=1)"nld(x)
4) 5(6(z +at —&) + ( at — &) — §(—x +at — £) — §(—x — at — &) H(z)H(t)
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Dodatek B

Okrajové ulohy pro obycejné
linearni rovnice druhého radu

B.1 Formulace uloh

Oznaéme C*(«, ) mnozinu funkci k-krat diferencovatelnych na intervalu (o, 3). O interval (a, 3)
predpokldddme, ze je nedegenerovany, tj. o < . Interval (o, ) muze byt omezeny nebo neome-
zeny, tedy o € RU{—o0}, 5 € RU{oc}.
Diferencialni operator
Bud'te a,b,c € C%a,8) a a(z) # 0 pro x € (o, B). Linedrni diferencidlni operdtor druhého vddu
L = L(a,b,c) : C*(a, B) — C%a, B) definujeme predpisem

Ly(z) = a(z)y” () + b(x)y () + c(2)y(z), = € (a,f).
Rovnice

Ly =y,

kde g € C%a,p) je linedrn{ diferencidlni rovnice druhého fadu; v pifpadé ¢ = 0 homogenni,
v opa¢ném nehomogenni.
Bud'te p € C(a, 8), q € C°(a, B). Pak operdtor L(—p, —p',q) dany vztahem

L(—p,—p,q)y(z) = —p(x)y" (x) — p'(2)y' (x) + q(z)y(z) = — (p(x)y' (2)) + q(2)y()

nazveme samoadjungovany. Kazdy linedrn{ diferencidlni operdtor druhého raddu L(a, b, ¢), pro jehoz
koeficienty a, b plati

b(z) =d'(z), z€(ap)
je samoadjungovany. Rovnice
!/
—(p(2)y'(2)) +q(2)y(z) = f(z), @€ (a,f)
se nazyva samoadjungovand nebo Sturmouva-Liouvilleova rovnice.

Tvrzeni 8. Kazdou linearn{ diferencidln{ rovnici s koeficientem a € C*(«, B) 1ze vyjadiit v samo-
adjungovaném tvaru.

Drikaz: Bud



= o) "5 aw) + ofe)a (x)
tedy
o(@)a(@)y" (z) + o(x)b(x)y (x) + o(x)c(x)y(z) = o(x)g(x)
je samoadjungovand rovnice, p = —pa, ¢ = oc, [ = og.

Okrajové podminky

Budeme hledat feseni rovnice
Ly=f,

na intervalu (o, ), které spliiuje néekteré z nasledujicich podminek.

e Dirichletovy podminky:
y(@)=yo.  y(B) =y,
pokud —oo < a < B < 00,

lim y(z) = yo, lim y(z) =

r—a+ r—pB—
obecneé.

e Neumannovy podminky:
’y/(O[) = YO) y/(ﬂ) = Yla
pokud —oo < a < B < 00,

lim y'(2) =Y,  lim y'(x)=Y;

ot Py
obecné.
e Robinovy (Newtonovy) podminky:
aoy(a) + Boy' (@) =mo,  oay(B) + 1y (B) = w1,

pokud —oo < a < B < 00,

z1—1>r£+ (coy (@) + Boy'(z)) = o,

xr
obecng; piitom plati of + 82 # 0 # of + 7.
e Podminky omezenosti:

lim sup |y(z)| < oo, lim sup |y(z)| < oo.
r—a+ T—pF—

e Podminky periodicnosti (periodické podminky):

pokud —oo < a < B < 00,
y(x) =y(x +1), prokazdé z € R, = > «,

pokud 8 = oo; pritom [ > 0.
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Dirichletovy podminky jsou zvlastnim ptipadem podminek Robinovych pro ap = a3 =1, 5y =
51 = 0; Neumannovy podminky jsou zvlastnim pripadem Robinovych podminek pro ag = a3 = 0,
Bo=p51 =1

Podminky ruzného typu lze kombinovat; muzeme napiiklad pozadovat splnéni Neumanovy
podminky v levém krajnim bodé a podminky omezenosti v pravém krajnim bodé.

Jakékoliv okrajové podminky nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi
Y1, Yo, které této podmince vyhovuji, vyhovuje téze podmince i jejich libovolnd linearni kom-
binace klyl + k2y2.

Robinovy podminky s y9 = y1 = 0, podminky periodi¢nosti i podminky omezenosti s y; = 0
nebo 39 = 0 jsou homogenni.

Okrajova tloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni
okrajovd tloha, v opa¢ném piipadé nehomogenni okrajovd tuloha.

Symetricky diferencialni operator

Rekneme, ze operdtor L je symetricky na mnozine M C C? (a, B), jestlize pro vsechny u,v € M
plati

B B
/ Lu(z)v(z)dz = / w(@)Lo(z)da

(03 (03

Bud L = L(—p, —p’, q) samoadjungovany operator. Pak plati (pii vypoétu vyuzivdme integraci
»ber partes”, pokud je nékterd z integrac¢nich mezi nevlastni, pfi vypoc¢tu uvazujeme piislusnou
jednostrannou limitu)

B B
/ Lu(z)v(z)dz — / w(@)Lo(z)dz =

7 tohoto vypoctu plyne:

e Samoadjungovany operator L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné funkci, které spliuji
homogenni Robinovy podminky.
Diikaz: Je-li By # 0, pak u/(0) = f%u(()), v'(a) = f%v(a), takze
0 0
v (a)u(a) — v (a)v(a) = 0.
Bo ,

Je-li ap # 0, pak u(a) = —a—ou’(a),v(a) =V (a), takze opét v/ (a)u(a) —u/ (a)v(a) = 0.

Analogicky ovérime, ze U’(B)Ou(ﬁ) —u/(B)v(B) = 0. O

e Pokud funkce p je l-periodicka, pticemz [ = § — «, pak samoadjungovany operator L =
L(—p,—p,q) je symetricky na mnoziné [-periodickych funkei.
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B.2 Homogenni okrajova iloha s parametrem
Necht A € R. Uvazujme homogenn{ okrajovou tlohu pro rovnici
Lu(z) = \v(x).

Tato tloha ma vzdy trividing resend v = 0. Pokud existuje netrividlni feseni v = v(x), nazveme ho
vlastni funkci okrajové tlohy a parametr \ nazveme vlastnim cislem operdtoru L.

Je-li A vlastn{ ¢islo operatoru L a v = v(z) je prislusnd vlastni funkce uvazované okrajové
ulohy, pak také funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkei.

Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovida k linearné nezavislych vlastnich funkci, fekneme, ze A\ je
k-nasobné vlastni ¢islo.

Priklady:
Uvazujme samoadjungovany operator L = L(—a?,0,0), kde a je néjakd nenulova konstanta. Rov-
nici

—a?y"(z) = Ay(x) (B.1)
muzeme piepsat na tvar

V(@) + o) =0

Reseni této homogenni linedrni rovnice druhého fadu zavisi na znaménku parametru A. Obecné
feSeni rovnice je dano vztahem

Aexp (—Ax) + Bexp <—|)\:c) , A<,

a

kde A, B jsou néjaké konstanty.

1) Hleddme Teseni rovnice (B.1) na intervalu (0, 1), které splituje Dirichletovy homogenni okrajové
podminky
y(0) =0 =y(l).
Je-li A =0, pak mé platit

y(0)=0=B, y(l)=0=Al+ B,

takze B = 0 a v dusledku toho také A = 0 a rovnice ma pouze trivialni feseni.
Je-li A < 0, pak mé platit

Y0)=0=A+B, ti. B=-A, yl)=0=Ac" "'~ A u ' =24 sinh\/_l—f\l;
a

pro —A > 0 je vsak sinh ﬁl > 0 a z toho plyne, ze A = 0. Rovnice (B.1) ma opét pouze trividlni
a
feseni.
Je-li A > 0, pak mé platit
A
y(0)=0= A4, y(1) :0:Bsin\/—_l.

la]

) kra\?
Odtud plyne, Ze\l/—_|l —knprok €7, k#0, tedy A = (%) pro k =1,2,3,..., nebof A > 0.
a
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Vlastn{ éfsla operdtoru L(—a?,0,0) s homogennimi Dirichletovymi podminkami na intervalu
(0,1) a pifslusné vlastni funkee jsou

kma)® k
)\k<$> : vk(x)zsinTﬂx,k:LQ,Z},....

2) Nyni hleddme fesen{ rovnice (B.1) na R, které splituje podminky periodi¢nosti

y(r) = y(z +1).

Je-li A < 0, pak je feseni y(z) je monotonni; konkrétné rostouci pro A > 0 nebo A =0, B < 0,
klesajici pro A < 0 nebo A =0, B > 0 a konstantni nulové pro A = B = 0. Uloha mé4 tedy pouze
trividlni feseni.

Pro A = 0 mé rovnice teSeni y(z) = Az + B, které je periodické a netrividlni pouze pro A = 0,
B # 0. Prvni vlastni ¢islo tedy je Ao = 0 a piislugnd vlastni funkce vy je nenulova konstanta.

A A
Pro A > 0 m4 rovnice feseni y(z) = Acos —x + B sin\/—_z které m4 spliiovat podminku

a a
VA VA VA VA

Acosﬂx—i—Bsme = Acosﬂ(x—l—l) +Bsmﬂ(x+l)

=A<COS\|/GX|$COS\/X — sin VA T sin \/_l>—|—B< \(jxcos\/xl—i—cos\/_xﬁn\/_)

|al Ja| la] |al la] la]

|+ Bcos—1
|al |a |a |a |a

= (Acos\|/X| [+ B m\/X ) cos\/—X < Asi m\/X VA ) sin\/—xx

A
Ponévadz funkce cos — 1 a sin —x jsou nezavislé, plyne odtud

la] la]

Acos\/X I+ B sm\/X = A, —A sim\/X I+ B cos\/X =B,

la] |al la] la]

(cos%l — 1) A+ (sin%l) B = 0,
(e )

Tato homogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic pro nezndmé A, B m& nenulové feseni
prave tehdy, kdyz determinant jeji matice je nulovy, tj. pravé tehdy, kdyz

<cos\|/%|l — 1) + (sin%l) =0.

VA

A A
Tato rovnost je splnéna pravé tehdy, kdyz cos\|/—_|l =1lasin ﬁl = 0, coz znamena, ze \|/—_|l = 2km,
a a a
k€ Z.
Celkem tedy vlastni éfsla operdtoru L(—a?, 0, 0) s podminkami periodi¢nosti a pifslusné vlastnf
funkce jsou

neboli

\
e

Ao =0, wvo(x)=const#0,

A 2% 2%
)\k _ < 7T0,) , Uk(l') :COSTT(:C, f}k(z) :SiHTﬂ-ZE, k= 1,2,3,----
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Kladna vlastni ¢isla jsou tedy dvojnésobnd.

3) Nakonec najdeme feseni rovnice (B.1) na (0, 00), které spliiuje podminky omezenosti
y(x) je omezend pro x — 0+ a pro x — oo.

Je-li A <0, pak

lim |y(z)] =4 A70,
Pt T

V tomto ptripadé tedy vSechna zapornd ¢isla A_ jsou vlastnimi ¢isly a prislusné vlastni funkce jsou

Podobné pro A =0 je

lim |y(z

T—00

)| = oo, A#0,
- |B, A=o.

Cislo A\p = 0 je vlastnim ¢islem a ptislusna vlastni funkce je
vo(x) = const # 0.

Pro A > 0 jsou vSechna feSeni omezend, takze jakékoliv kladné ¢islo Ay je vlastnim cislem a
piislusné vlastni funkce jsou

e v

x 04 (x) = sin
jal lal

v4(x) = cos x.

Tvrzeni 9. Oznaéme M; C C?(a,3) mnozinu funkei splitujicich néjaké homogenni okrajové
podminky. Je-li operator L symetricky na mnoziné My, a 0 # A1 # Ao jsou jeho dvé vlastni ¢isla,
pak odpovidajici vlastn{ funkce jsou orthogonaln{ v prostoru £2(a, 3).!

Dukaz:
B i B ) B
/Ul(ac)vg = /\—/)\11}1 = )\—/ dz =
B B
1 A2
= — [ vi(z)Lva(z)dx = = [ vi(x)ve(z)de
)\1 )\1
Odtud
) B
<1 — —2) /vl(x)vg(x)dz =0
A1
B
a ponévadz A\ # Ao, musi platit [ vi(z)vs(z)dz = 0. O

L Prostor L?(a, B):

B
MnoZina funkei definovanych na intervalu (o, 3) takovych, ze [ ( f (m))Qdm < 00, tvori vektorovy prostor. Skaldrni
«@
B
souéin funkef f, g v tomto prostoru definujeme vztahem (f|g) = [ f(x)g(z)dz a normu funkce f vztahem || f| =
[e3

B
(f | f) Funkce f a g v tomto prostoru povazujeme za ekvivalentni, pokud ||f — gH2 =/ (f(a:) — g(x))Qdat =0.
«

Pokud ekvivalentni funkce ztotoznime, dostaneme prostor £2 (e, B).
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Sturmova-Liouvilleova uloha

Jedna se o samoadjungovanou rovnici na konetném intervalu s homogennimi Robinovymi okra-
jovymi podminkami

—(p@)y (@) +a(@)y(x) = My(2),  w € (0,0), (B.2)
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = any(l) + By’ (D).

Véta 3. Plati ndsledujici tvrzeni:

e Sturmova-Liouvilleova tiloha ma nekoneéné mnoho vlastnich éisel A1, A, ..., pro kterd plati
min{g(z) : z €[0,{]} < A\ < A2 < -++; lim A\, = 0.
n—oo

o Kazdému vlastnimu ¢islu Sturmovy-Liouvilleovy ulohy prislusi praveé jedna normovand vlastni
funkce.

o Viastni funkce v, = v,(x) odpovidajict vlastnimu éislu A, md v intervalu (0,1) prdvé n — 1
nulovych bodi. Mezi kazdymi dvéma sousednimi nulovymi body vlastni funkce v, leZi prdvé
jeden nulovy bod vlastni funkce vy11. Zejména vilastni funkce vy neméni znaménko na inter-

valu (0,1).

o Posloupnost {v,}22 1 normovanych vlastnich funkei Sturmovy-Liouvilleovy ilohy tvori ipl-
nou orthonormdlni posloupnost na [0,1]. Tj. je-li funkce f € £2(0,1), pak Fourierova vada
funkce f vzhledem k orthonormdlni posloupnosti {v, }>2 | konverguje k funkci f podle stredu
(konvergence v prostoru L£2(0,1)). Je-li funkce f navic spojitd a spliuje homogenni okrajové
podminky, je tato konvergence stejnomeérnd.

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obyéejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 1995, str. 158-163.
Ditikaz je tam proveden pro piipad p = 1. O

Tvrzeni véty jsou ilustrovéna tifemi ptiklady na str. 164-166:
Dirichletova tloha

—a®y =Xy O<z<lI,
y(0) =0=y(l)

mé vlastni ¢isla

A, = (nﬂ'a 2

7—),n:LZ&m

kterda evidentné tvofi rostouci posloupnost s nevlastni limitou oo, ke kazdému vlastnimu ¢&islu
prislusi pravé jedna normovand vlastni funkce

2 . nmw
v (z) = = sin — .
l l
Pfitom nulové body vlastni funkce v, uvnitt intervalu (0,7) a nulové body vlastni funkce v, 41
uvniti intervalu (0,1) a jsou
kl Kl

xp=—,k=123,....n—1, a x,=——, k=1,2,3,....n
n n+1

a pro tyto hodnoty plati

— 1)1 l l
(@=Ll _ o _d

=1,2,...,n.
n n+1 n) q = )n

Posledni tvrzeni véty plyne z teorie trigonometrickych Fourierovych rad.
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Periodicka uloha

—a®y" =)y zER,
ylz) =ylz+1) ze€R

2nma 2
)\n:( ) , n=0,1,2,...,

mé vlastni ¢isla

l

kterd opét tvoii rostouci posloupnost s nevlastni limitou co. Ovsem ke kazdému z vlastnich ¢isel
Ay, n=1,2,... existuji dvé nezavislé vlastni funkce
nm . nr
cos =z a sin—a.

Predpoklad véty, ze homogenni okrajova podminka je Robinova, tedy nelze zeslabit tak, ze by
okrajova podminka mohla byt i periodicka.
Libovolné realné ¢islo je vlasnim ¢islem okrajové tloha s podminkami ohrani¢enosti

—a?y" = \y x € (0, 00),
limsup |y(x)| < oc.

Tr—r 00
Tato vlastni ¢isla netvori posloupnost; rikdme, ze spektrum operédtoru je spojité (neni diskrétni).

Vlastni ¢isla a vlastni funkce nékterych specidlnich (ale dulezitych) Sturmovych-Liouvilleovych

tloh tvaru
—a%y" = \y, 0<z<l,

aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(l) + By (1)

jsou uvedeny v tabulce B.1.

(B.3)

B.3 Nehomogenni rovnice s homogennimi okrajovymi pod-
minkami

Budeme hledat feseni nehomogenni rovnice v samoadjungovaném tvaru s homogennimi Robi-
novymi okrajovymi podminkami

Ly(z) = —(p(@)y' (@) +a@)y(z) = f(x), =€ (0,1),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(l) + Ay’ (D).

Fourierova metoda
e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {\,}5°; a orthogondlni posloupnost piislusnych vlast-
nich funkei {v,}22; Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel {\,}52, a
posloupnost funkei {v,}22 ;, které spliuji:
Lu,(z) = Aon (),
apvn (0) + Bov,, (0) = 0 = aqv, (1) + 1o, (D).

e Funkci f vyjddiime ve tvaru Fourierovy fady vzhledem k orthogonalnimu systému vlastnich

funkei l
D= dya(e), ke dy— / F(€)un(€)de
e foal? J
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ap Bo o P An vp () JonI?
nm\ 2 . nm /
1 0 1 0 (7) sin 73@ B
2n+1)m\> . 2n+ D7 14
1 0 0 1 ( 5 sin T 5
2n+ x> (2n+ 1)w 1
11 St S -
0 0 ( 57 cos 27 T 5
2 12
0o 1 0 1 0, (%) 1, cos %x 63
) kladné kofeny rovnice T / h
1 0 1 inyv/x, £
VX = —htg (\/Xe) SV An & 2 T2 )
kladné kofeny rovnice Y h
0 b n 1 h=vA tg (VAY) cosvAn @ 2 P
kladné koteny rovnice 9
h ¢ hel+2h
-h 1 h 1 A h VA —sinyv A\, 5
\/_h_ ~ 5 = 2ot (\/X E) COSVAnTH TR=SmV AT T

Tabulka B.1: Vlastni hodnoty a vlastni funkce ilohy (B.3) pro nékteré specidlni tvary
okrajovych podminek.

e Regeni tlohy hleddme také ve tvaru Fourierovy fady

y(w) = Z Cnvn(w)-

Musi tedy platit

Ly(z) =1L (Z cnvn($)> = Z en Loy (x) = Z CnAnUn (),

takze

i CnAnUn(x) = i dpop ().
n=1 n=1

z ¢ehoz podle véty o jednoznacnosti Fourierovy tady plyne

n=12,...
pokud vSechna vlastni ¢isla jsou nenulova.
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Hledané feseni tedy je

[ l l oo
=3 ﬁ F(©)un(E)d€ = <f(§) 3 %) ac.
n=1 "1 Un ) ) ot n |lon,

Oznacime-li

Metoda variace konstant

e Najdeme feseni u, v dvou pomocnych homogennich 1loh s jednou okrajovou podminkou
Lu = —(pu') +qu=0, apu(0) + Bou'(0) = 0,
Lv = — () 4+qu=0, oqul)+ (1) = 0.
Funkce u, v nejsou urcéeny jednoznacné. Vezmeme ty, které jsou linedrné nezavislé.
e Pro Wronskidn W(z) = u(x)v’'(z) — u’(z)v(x) funkel u, v plati p(z)W(z) = K, kde K je
nenulové konstanta, nebot
(pW)" = (p(uv' — u'v))/ = p'uwv’ + pu'v' + pur” —p'u'v — pu’v — pu'v' =
= (pv" +p'v Yu— (pu” + p'u Yo = (p') u— (pu') v = quu — quv = 0,
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s linedrni nezdvislosti.
e Reseni nehomogenni tlohy hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru
y(z) = cr(@)u(z) + ca(z)o ().
Funkce y mé byt fesenim dané nehomogenni rovnice, takze musi platit
[ = L(cu+cw) = *(p(cluy)/ +qcau — (p(sz)/)/ + qeov =
= —p(dfu+2du +ciu”) —p (hu+ ciu’) + geru —
—p(chv 4+ 2¢50" + cav”) — p' (chv + cov’) + qeov =
= o (=pu” = p'u' + qu) — pceju’ — p(cfu + ) —p'chu+
ca (—pv” — p'v' + qu) — pchv’ — p (chv + cyv') — plehu =
= ¢ Lu—pdu' — (p(c/lu))/ + caLv — peyv’ — (p(cgv))/ =
= —p(ciu’ + ') = (p(chu+ ch))".
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz funkce c¢1, co splnuji soustavu rovnic
ch(w)uz) + cy(x)v(z) =0,

& (2)u (x) + ()0 (z) = _i_f”)_ (B.4)

Plati tedy

1| 0 @ )
& (w) = f@) = ,
W(x) (@) (x) K .
|0 F(@)u()
R TEI I |




e Funkce y(z) mé spliovat okrajové podminky, tj.

ao [e1(0)u(0) + c2(0)v(0)] + Bo [c1 (0)u(0) + 1 (0)u’(0) + 2(0)v(0) + c2(0)v(0)] =
ay [er (Du(l) + c2(Do(D)] + Br [ (Du(l) + er (D' (1) + c(Do(l) + (o' (D)] =0,

po tprave s vyuzitim (B.4)
c1(0 )( ou(0) + ﬁou'(O)) + 02(0)(aov(0) + Bov'(o)) = 0,
e (D) (equ(l) + g’ (1) + co(1) (eqv(l) + 10 (1)) 0;
kazda z funkci spliiuje jednu okrajovou podminku, tedy

c2(0) (av(0) + B’ (0)) = 0,
cr() (aau(l) + pru'(l)) = 0

9y

takze
a(l) =0, (0) = 0. (B.6)

e Funkce ¢1, ¢o jsou FeSenim rovnic (B.5) s poc¢dteénimi podminkami (B.6) a jsou tedy ddny

vyrazy
) = & [Feuene,  aw = ¢ [s@uea
l 0

e Reseni tlohy je

l
yw) = 4D [ / ©ag- 22 [ euierae.
0
Oznacime-li
w@pld) oy e <
v(@)ult) 0<§<$<l’

Ize TeSeni zapsat ve tvaru jediného mtegralu

l
- /f(&)Gz £)de
0

Greenova funkce

Funkei G : [0,1] x [0,1] = R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ilohy

Ly(z) = —(p(z)y (@) + a(z)y(x) =0, =€ (0.1),
aoy(0) + Boy’(0) = 0 = ary(l) + Pry'(1).
kde p(x) > 0 pro x € [0,1], jestlize
(i) G je spojita pro x € [0,1] x [0,1],
(ii) G je symetrickd, tj. G(x,&) = G(§, x),
(iii) pro kazdé & € [0,1] ma funkce G(-, ) spojité derivace druhého fadu,
)

(iv) pro kazdé £ € [0,1] je funkce G(-,§) FeSenim uvazované okrajové tlohy,
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() lim Go(e,) — lim Gulo8) = —7% pro € € (0,1).

Véta 4. Mad-li uvaZovand homogenni okrajovd tloha jen trividlnid teseni y = 0 a jsou-li funkce
p € CH(0,1), g € C?(0,1), existuje prdvé jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajovd iloha

Ly(z) = —(p(2)y'(x)) +qla)y(z) = f(z), z € (0,1),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(l) + By’ (1).

md pak jediné tesent tvaru
l
va) = [ 16 e
0

Dukaz: Viz 1. KIGURADZE: Okrajové ulohy pro systémy linedrnich obycejnych diferencidlnich
rovnic. MU, Brno 1997, str. 82. Dukaz je proveden pro mnohem obecngjsi situaci. O

B.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Ly(x) = —(p(2)y'(2)) + q(@)y(z) = f(x), =z €(0,1),
oy (0) + Boy'(0) = no, cay(l) + Bry' (1) = m.

Jestlize funkce w = w(x) spliiuje okrajové podminky
apw(0) + Bow'(0) = 1o, arw(l) + frw'(l) = m
a funkce u = u(x) je fesenim tlohy
Lu(z) = f(z) - Lu(z)
s homogennimi okrajovymi podminkami
aou(0) + Bou’(0) = 0 = aqu(l) + Aru’(1),

pak funkce
y() = u(z) + w(z)

je fesenim uvazované ulohy, jak se snadno presvédéime primym vypoctem.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, naptiklad polynom. Konkrétné lze volit
polynom nejvyse druhého stupné ve tvaru

Bom — Bamo —axnol 5 1o
o 142 0
ﬁo(all +261)1 7+ 601', Bo(arl +281) # 0,

ol — 1Mo o 7o
—_— "+ —, =0+# oyl + 204,
ao(all+2ﬁ1)l o ﬂo # 1 /81

w(z) = 0417707040771$+51770+50771 25— 0% ah ta
apf + a1 fo aof1 + a1’ ! b # aofr 150,

Ml — Fol . I il +261 = 0 = agBy + a1 o, 2= 2,
aoall (&3] (&3] (7))
mxv arl +281 =0 = apf1 + a180, apar = 0.

l
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Cviceni
Reste okrajové tlohy

2
1) —y" — —y' =0, z€(0,1); y(1) = yo, y je omezend pro x — 0.

2) —(:62?/) =0, z € (1,00); y(1) = yo, lim y(x) = 0.

3) f(zy’) =0, z € (1,00); y(1) = yo, y je omezena pro x — oo.

4) - y—O 366(1,2)_9(1: y1, y(2) =0.

5) —x y” — xy +k%y =0, x € (0,0); y(l) = 1 y je omezend pro x — 04; k je parametr.
6) —zy" —y' = —x, x € (0,1); y(0) = y(l) =

7) —y" =sinz, xE(O 2m); y'(0) =y (2m) = 0

l);
) =
=Y
Najdéte vlastni funkce okraJO vych tloh a vlastni ¢isla prislusnych operatoru
8) —v" = \v, z € (0,1); v'(0) =v'(1) = 0.
9) —v’ =X, z € R; v(z) = v(x + 27).
10) —v" +qu = Av, z € (0,1); v'(0) =0, v(l) = 0; ¢ je parametr.
Reste okrajové ulohy
11) —y" —w?y = f(x), z € (0,1); y(0) =y(l) = 0; w je parametr.
12) —y" =3y = % z € (0,m); y(0) = y(m) = 0.
13) Najdéte Greenovu funkei ilohy —y” +y =0, y(0) =y(1) = 0.
14) Oveérte vysledky uvedené v tabulce B.1.
Vysledky:

—IinT €T k /v~ ’
1) y(2) = yo 2) y(x) = 2 3) y(z) = yo 4) y(z) = 122702 5) y(x) = ()" 6) nemd resent
7) y(x) =sinz —ax+C, C je libovolné konstanta

8) A\, = (%)2 vp (1) = cos %fx, n=0,1,
9) A\, = n?, v,(z) = Cp cosnz+D sinnz, C’n,D jsou libovolné konstanty, Co # 0,n =0,1,2,...

10) A\, =¢+ (M) v () = cos %x
11) y(z) = Bsin &~ T+ ff sin kx 7 (§ — )d€ pro “’;l =keNa {lf(g)sin%”fdf =0,
B je libovolna konstanta
= 1 @ smale — ae - e [ f(@)sinale —2)ie =21 f(6) 5 i ag
pro e 0 k=1
12) y(x) = kS;;;’”g) = (COS\/_.T — cotg/3m 51n\/§x) %(ac — )

sinh(1— z)smh& 0<€<$ <1

13 G :L', = 1n fl/‘SlIl]H
) ( 5) {s hSlsnhhl(l 5), 0§$<€§1
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Dodatek C

Nékteré diferencialni a integralni
identity

C.1 Transformace Laplaceova operatoru

Laplaceuv operator je linedarni diferencidlni operator druhého fadu definovany v kartézskych sou-
fadnicich predpisem

n
0%u
Au =
0z’
=1
podrobnéji
n
0%u( $1,IE2,...,$
Au(z1, 22, .. Tn) = Dgy oz, oz (X1, T2, . Z " n)
i=1 T
Kartézské souradnice x1, xs, . . ., x, transformujeme na ,kiivocaré* soutadnice q1, gz, - .., qn,
zi::ri(qlanV"vqu)a qi:qi(I'l;zQa"'a'Tn)-
Pak je
ou Z Ou 0g;j
ox; 8qj ox;’
Pu Z <@aqj) _\ aqji Pu_ O | Ou e _
Ox? dz; \ Oq; Ox; = \ 97 (= 94,00k O; g Oz?
_ Zi d*u_ dqj Oqi N —~ Ju 9q;
— 9q;0qi, Oz; Ox; = dq; 0x?

proi=1,2,...,n. Tedy

n " 0%u dqj Oqx Ou g,
A = - 3
q1,92,-qn U ; (j ) 8%‘8% 0x; Ox; Z 3(]] 8"17

dq; Oqx 9%u " " 92¢; \ Ou
Z <Z 81’1 83@1) 0q;0qy, * Zl (Z 81’2]> a_qj

3. k= j= i=1 g
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Specialni pripady:
Polarni souradnice v roviné
T =1rcosp, y=rsinp,

V tomto pripadé je

r=vz2+y? o= arctgg + g(l —sgnx) + 2k
x

or__ =z o __y = %__ -y O__z
Ox  \Ja?4y2 Oy \faTiyr  Ox a?4y? Oy 2ty
x
.I'2+ 2_:67
or V0 VERE e
812 - $2+y2 - (x2+y2)3/2’ ay2 - (x2+y2)3/25
Po _ 2w P 2y
B 3/3[/,2_|_y27 B2 21y
a dale
o\ (VPR (0P (0e\ | wayt 1 orp orop
oz oy) a4y 7 oz dy) — (a2+y2)? P Oxdx Oyody
Pr Oyt 1 PPp o
Ox? 8y2_($2+y2)3/2_r’ ox? Oy

Laplaceuv operator transformovany do polarnich souradnic tedy je

A = Pu (0N (O | P (ordp  orde) P (007 (00)F)
or? ox oy Ordp \ Ox dx Oy Oy Op? ox oy
@ 0%r n 0%r n @ 0% n 0%y B 0%u i82ap 1@
or \ 022 = 0Oy? Op \0x2  oy2)  0Or2 202  ror

Tento vysledek muzeme zapsat ve tvaru

1 0%u

Ar,‘ﬂ u = T_Q &PQ

1o (o),
ror T@T

Cylindrické souradnice v trojrozmérném prostoru

T =Trcosp, y=rsing, z =z, r =+/22 + 92, @:arctgg—l—g(l—sgnx)—i—%m, 2=z
T

1o (oY,
r or rar

Sférické souradnice v trojrozmérném prostoru

o
022

1 9%u

Ar 2 U = —_
»Ps ,rQ (9(,02

T =rcospcost, y=rsinpcost, z =rsind,

z

Vaz+y?+ 22
ig 2% +71 @jLil 2 cosﬁ@
2ar\' or r2cos29 02 r2cosd OV o
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C.2 Integrace per partes a Greenovy vzorce

Bud Q C R? oblast s dostateéné hladkou hranici 9€2, ktera je kladné orientovand, tj. podle ,pra-
vidla pravé ruky“ — polozime-li na hranici dlan pravé ruky, tak, aby prsty smétovaly ve sméru
orientace, pak je vnitiek oblasti na strané palce. Oznatme v = (v1,10) = (vi(z,y),12(z,y))
jednotkovy vektor vnéjsi normély k 0.

Uvazujme diferencovatelnou funkci f : Q — R. Vyjadiime dvojny integrél

[0 40,
Q

Vypocet ukazeme za jednoduché situace: Oblast € je jed-
noduse souvisla, jeji hranice mé tvar ovalu, tj. existuji na
ni pravé dva body, v nichz je te¢na rovnobézna s osou y
a pravé dva body, v nichz je tetna rovnobéznd s osou x.
Priimét mnoziny 2 na osu x oznaéime jako interval [a, b].
Vzhledem k ovalnému tvaru hranice oblasti 2 muzeme jeji
,dolni* a ,horni“ oblouk povazovat za funkce proménné x;
ozna¢ime je a(x) a f(x). Predpoklddejme, ze hranice ob-
lasti 0f) je ddna parametrickymi rovnicemi

Y T V($7y)

; : z:@(s)a
a b T
y=1v(s), s € [s0,52].
Piedpoklddejme ddle, ze parametrizace hranice je souhlasnd s jeji orientaci, plati ¢(sg) = b,

(¢(s0),%(s0)) = (¢(s2),%(s2)) a pro hodnotu parametru s1, so < s1 < sz plati ¢(s1) = a. Za
této situace je

a(z) = afp(s)) =v(s), s€[ti,ta] a Blx)=PB(p(s)) = U(s), s € [to, ta]-
Teény vektor 7 = 7(x,y) ke hranici 9Q v bodé (z,y) = ((s), ¥ (s)) méd soutadnice
(£(),(5)),

kde " oznacuje obycejnou derivaci podle parametru. Jednotkovy vektor vnéjsi normély v = v(z,y)
ke hranici 9Q v bodé (z,y) = (¢(s),¥(s)) ma souradnice

W (s) B ¢(s)
Vo) +0(s)? \Jels)? +u(s)?

Hledany integral rozepiseme podle Fubiniho véty

(v1,v2) =

//%?y)dxdy/b B/(Z)%‘Z’y)dy dz/b(f(ff,ﬂ(x)v) — f(z,a(x))).
Q a  \a(z) e

Posledni integrél prepiseme jako rozdil dvou integrélu a zavedeme substituci @ = ¢(s). Pak je
dz = ¢(s)ds pro s € [t1,t2] a dz = —@(s)ds pro s € [to, t1], nebot v tomto oboru parametru (na
hornim oblouku) je hranice orientovéna ,proti“ orientaci osy x. Dostaneme tak

- / £((5),9(5)) ¢(s)ds — / £((5),9(5)) ¢(s)ds =
- / F(9(5), () $(s)ds = / F(0(5), 5(5)) 2 ((5), () y/(5)? + (5)2 ds.
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Vidime, ze vysledek je kiivkovy integrédl pres hranici oblasti 2. Plati tedy

//%z’y)dxdy = %f(x,y)yg(x’y)ds’
Q 50
/a_f = /szdS. 1)
o0

Pokud by oblast 2 byla néjak , komplikovanéjsi“, bylo by potfebné hranici rozdélit na vice ¢ésti,
vypocty by ale byly v podstaté stejné. Analogicky odvodime rovnost

/ﬂdxdy:/fuldS.
ox
29

Q

nebo struéné

Polozime-li f = uwv, kde u, v jsou diferencovatelné funkce na €, dostaneme vzorce pro integraci
per partes u dvojnych integralu:

/ua—z dady = /uvl/1 dS—/Ua—Z dxdy, /ua—z dzdy = /uvugdS—/va—; dzdy . (C.2)

Q [o19) Q Q o0 Q

v v
Na misté vyrazu v budeme v prvni z téchto rovnosti psat Iz a ve druhé 0
€z Y

0% v Ou Jv 0%v v Ou Qv
/ E 2d:cdy /u%ylds /a—a—dzdy, / 3y 2d:vdy /ua—ygdS /——dzdy

Q o0 Q o0

Sec¢tenim téchto rovnosti dostaneme
ov ov Ouodv Oudv
Avdxdy = — — ds — dad
[wavaray = [ <8w”1+ay”2> ° /<awax+aya) v
Q a0 Q

v v
Vyraz — vy + —v4 je derivace funkce v ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normély. Oznacime

ox oy
ho g_v a dostaneme proni Greeniv vzorec
v
v Oudv  Oudv
Avdady = —d — dad .
/uvzy /ua S — /(8m5$+6y8> Y. (C.3)
Q o0 Q

Vyménou funkei u a v v tomto vzorci dostaneme

ou Oudv  Judv
/vAudzdy = /va—dS /<6ﬂcax+6 3 )d:cdy,
Q Q

o0

a odec¢tenim téchto dvou tvaru prvniho Greenova vzorce dostaneme druhy Greentdv vzorec

ov ou
/(uAv —vAu)dedy = / (ua—y — 61/) ds. (C.4)
Q

[219)

Podivdme se na analogie téchto formuli v jednorozmérné oblasti, to je na intervalu (a,b).
Hranice této oblasti je dvoubodova, d(a,b) = {a,b}, vektor vnéjsi normdly v bodé a miii doleva,
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v bodé a doprava, tedy v(a) = —1 a v(b) = 1. Povrchovym integrdlem pies hranici intervalu
budeme rozumét soucet funkénich hodnot. Analogif formule (C.1) je v jednorozmérném piipadé

/f/(x)dz = / f@)v(z)ds = —f(a) + f(b) = [f(z)] | _,.

coz je standardni formule pro integraci per partes. Greenovy vzorce (C.3) a (C.4) maji v jedno-
rozmérném piipadé tvar

tyto vzorce bezprostifedné plynou z formule pro integraci per partes.

Odvodili jsme tedy vzorce obsahujici ,objemovy“ a ,povrchovy® integral z funkci R" — R,
které plati pro n = 1,2. Indukei, naprosto netplnou, odtud uhodneme spravny zivér': Necht
Q C R™ je oblast s dostatecne hladkou hranici 99, u, v dvakrat diferencovatelné funkce na Q a
v = (v1,va,...,V,) jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 9€2. Pak plati:

e Newtonova-Leibnizova formule

/ SV = / Fuids. (C.5)

e Integrace per partes

v ou .
uaxidV = /uvuidS—/vazi dv, 1=1,2,...,n. (C.6)
Q oQ Q

e Prvni Greenuv vzorec

/uAvdV :/ U as - /Zg“g” av :/ g”ds /Vu VodV. (C.7)
x; Ox;

Q o o0

e Druhy Greenuv vzorec

/(uAv—vAu)dV - /(u% —v%) as. (C.8)
Q

L Odvozeni“ vzorcii samoziejmé neni dostatecné. Je ale jednoduché a intuitivni, proto (snad) umoziuje vzorce,
jejichz ptresny dukaz je technicky néro¢ny, s klidnym svédomim pfijmout.
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