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Modelováńı a teorie śıt́ı

Petr Lǐska
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Co je to śıt’?

Śıt’ má dva základńı parametry:

Počet uzl̊u, nebo-li N, reprezentuj́ıćı počet bodů v systému.
K rozeznáńı jednotlivých uzl̊u si je znač́ıme pomoćı i = 1, 2, ...,N.
Tento parametr často nazýváme velikost śıtě.

Počet vazeb, nebo-li L, reprezentuj́ıćı celkový počet interakćı mezi
uzly. Vazby zpravidla nebývaj́ı označené.

Śıt’ se nazývá orientovaná, jestliže všechny jej́ı vazby jsou orientované, tzn.
že maj́ı mezi uzly pevně daný směr. V opačném p̌ŕıpadě mluv́ıme o śıti
neorientované, čili nerozlǐsujeme směr jej́ıch vazeb.

Graf je uspǒrádána dvojice G = (V ,E), kde

V je množina vrchol̊u,

E ⊆ {[x , y ] | x , y ∈ V , x ∕= y}.
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Reálné śıtě

Śıt’ Uzly Vazby Ori N L

Herecká herci společný film N 702 388 29 397 908
Vědecká vědci společný článek N 23 133 93 437
WWW (část) stránky URL adresy A 325 729 1 497 134
Citačńı články citace A 449 673 4 689 479
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Základńı charakteristiky

• stupeň ki – vyjaďruje počet vazeb, které daný uzel i má k ostatńım
uzl̊um; v p̌ŕıpadě orientované śıtě rozlǐsujeme vstupńı k ini a výstupńı
stupeň kouti .

• celkový počet vazeb
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i=1
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• pr̊uměrný stupeň
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Základńı charakteristiky

• rozložeńı stupň̊u pk – označuje pravděpodobnost, že náhodně vybraný
uzel v śıti má stupeň k , tedy plat́ı

∞󰁛

k=0

pk = 1.

Označ́ıme-li Nk počet uzl̊u maj́ıćı stupeň k v śıt́ı o N uzlech,
obdrž́ıme:

pk =
Nk

N
.

Potom máme jiný vztah pro pk

〈k〉 =
∞󰁛

k=0

kNk

N
=

∞󰁛

k=0

kpk .
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Náhodná śıt’

Náhodná śıt’ - definice podle Gilberta

Každý pár z N uzl̊u je spojen s pravděpodobnost́ı p.

Náhodnou śıt’ sestroj́ıme pomoćı následuj́ıćıch krok̊u:

• začneme s N izolovanými uzly

• vybereme náhodnou dvojici uzl̊u a vygenerujeme náhodné č́ıslo mezi 0
a 1, pak v p̌ŕıpadě, že toto č́ıslo p̌rekroč́ı hodnotu p, spoj́ıme dané
uzly vazbou, v opačném p̌ŕıpadě je necháme nespojené

• p̌redchoźı krok opakujeme pro každou z N (N−1)
2 dvojic uzl̊u
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Pravděpodobnost, že má náhodná śıt’ p̌resně L vazeb, je součinem ťŕı
výraz̊u:

• pL, což vyjaďruje pravděpodobnost, že L pokus̊u o p̌ripojeńı
N (N − 1)/2 dvojic uzl̊u skonč́ı úspěšným p̌ripojeńım

• (1− p)
N (N−1)

2
−L, což je pravděpodobnost, že zbývaj́ıćıch N (N−1)

2 − L
pokus̊u neskonč́ı úspěšným p̌ripojeńım

•
󰀕N (N−1)

2

L

󰀖
, což je kombinačńı č́ıslo, které nám vyjaďruje, kolika

způsoby můžeme L vazeb rozḿıstit mezi N (N − 1)/2 dvojic uzl̊u

pL =

󰀕N(N−1)
2

L

󰀖
pL(1− p)

N(N−1)
2

−L
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Očekávaný počet hran

〈L〉 =

N(N−1)
2󰁛

L=0

LpL = p
N(N − 1)

2

je tedy součin pravděpodobnosti p (vyjaďruj́ıćı, že dva uzly jsou spojeny) a

Lmax = N (N−1)
2 (vyjaďruj́ıćı počet pár̊u, které chceme spojit).

Odsud pr̊uměrný stupeň uzlu je

〈k〉 = 2〈L〉
N

= p(N − 1)
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Distribuce uzl̊u

Pravděpodobnost, že uzel i v náhodné śıti má p̌resně k vazeb je součinem
ťŕı výraz̊u:

pk , což je pravděpodobnost, že k vazeb daného uzlu existuje

(1− p)N−1−k , což je pravděpodobnost, že (N − 1− k) zbývaj́ıćıch
vazeb chyb́ı

󰀕
N − 1

k

󰀖
nám ř́ıká, kolika způsoby můžeme z potenciálńıch N − 1

vazeb (které uzel může ḿıt) vybrat k z nich

Distribuce uzl̊u tedy je

pk =

󰀕
N − 1

k

󰀖
pk(1− p)N−1−k ≈ e−〈k〉 〈k〉k

k!
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Svět je malý

N(d) ≈ 1 + 〈k〉+ 〈k〉2 + · · ·+ 〈k〉d =
〈k〉d+1 − 1

〈k〉 − 1
≈ 〈k〉d

N(dmax) ≈ N ≈ 〈k〉dmax

dmax ≈ lnN

ln〈k〉

〈d〉 ≈ lnN

ln〈k〉

〈d〉 ≈ lnN

ln〈k〉 =
ln(8 · 109)
ln 103

= 3,3
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Reálná data

Śıt’ 〈k〉 〈d〉 dmax lnN/ ln 〈k〉
Herecká 83,71 3,91 14 3,04
Vědecká 8,08 5,35 15 4,81
WWW (část) 4,60 11,27 93 8,31
Citačńı 10,43 11,21 42 5,55
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Kde je problém?
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Bezškálová śıt’

Definice

Bezškálová śıt’ je taková śıt’, jej́ıž rozložeńı stupňů se ř́ıd́ı mocninným
zákonem, tj.

pk ∼ k−γ .

p(k) = (γ − 1)kγ−1
min k−γ

kmax = kmin N
1

γ−1
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Momenty

〈kn〉 =
∞󰁛

kmin

knpk ≈
󰁝 ∞

kmin

knp(k) dk

Nižš́ı momenty maj́ı důležitou interpretaci:

• n = 1: Prvńı moment odpov́ıdá pr̊uměrnému stupni, čili 〈k〉.

• n = 2: Druhý moment , 〈k2〉, je důležitý p̌ri výpočtu rozptylu
σ2 = 〈k2〉 − 〈k〉2. Jeho druhá odmocnina, σ, se nazývá směrodatná
odchylka.

• n = 3: Třet́ı moment, 〈k3〉, určuje šikmost rozložeńı a ř́ıká nám, jak
symetrické je pk kolem pr̊uměru 〈k〉.
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Význam bezškálovosti

〈kn〉 = C
kn−γ+1
max − kn−γ+1

min

n − γ + 1

Pro kmax → ∞ dostaneme

• Pokud n − γ + 1 ≤ 0, potom s rostoućım kmax jde člen kn−γ+1
max do

nuly. Proto jsou všechny momenty, které splňuj́ı n ≤ γ − 1, konečné.

• Pokud n − γ + 1 > 0, potom s kmax → ∞ jde i 〈kn〉 do nekonečna.
Proto všechny momenty věťśı než γ − 1 diverguj́ı.
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Bezškálová śıt’, Barabási-Albert model

Růst - v každém kroku p̌ridáme uzel s m novými spojeńımi
Preferential attachment - pravděpodobnost

󰁔
(k), že spojeńı nového

uzlu bude navázáno na starý uzel i je dána

󰁜
(ki ) =

ki󰁓
j
kj
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Jaký je stupeň uzlu?

dki
dt

= m
󰁜

(ki ) = m
ki

N−1󰁓
j=1

kj

=
mki

2mt −m
=

ki
2t − 1

≈ ki
2t

dki
ki

=
1

2

dt

t
, ki (ti ) = m

ki (t) = m

󰀕
t

ti

󰀖 1
2
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Jaká je distribuce stupňů uzl̊u?

Kolik uzl̊u má stupeň menš́ı než k?

m

󰀕
t

ti

󰀖 1
2

< k =⇒ ti > t
󰀓m
k

󰀔2

Dohromady máme N = m0 + t ≈ t uzl̊u. Pravděpodobnost, že vybereme
uzel stupně menš́ıho než k

P(k) = 1−
󰀓m
k

󰀔2

Distribuce pak je

pk =
∂P(k)

∂k
=

2m2

k3
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Friendship paradox

kn(ki ) =
〈k2〉
〈k〉

Pro náhodné śıtě plat́ı

kn(ki ) =
〈k2〉
〈k〉 =

〈k〉(1 + 〈k〉)
〈k〉 = 1 + 〈k〉

Pro bezškálovou śıt’ plat́ı

〈k2〉 → ∞ pro N → ∞

Śıt’ N L 〈k〉 〈k2〉
Internet 192 244 609 066 6,34 240,1
Vědci 23 133 93 439 8,08 178,2
Herci 702 388 29 397 908 83,71 47 353
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Jednoduchý SIS model

dI (t)

dt
= β〈k〉S(t)I (t)−µI (t) = β〈k〉I (t)(1− I (t))−µI (t), I (0) = I0.

I =

󰀕
1− µ

β〈k〉

󰀖
Ce(β〈k〉−µ)t

1 + Ce(β〈k〉−µ)t
, C =

I0
1− I0 − µ

β〈k〉

Dvě možnosti:

• Endemický stav (µ < β〈k〉)

I (∞) = 1− µ

β〈k〉

• Nemoc je vyhlazena (µ > β〈k〉)

I (∞) = 0
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Charakteristický čas a reprodukčńı č́ıslo

Charakteristický čas I (τ) = 1
e

τ =
1

µ
󰀓
β〈k〉
µ − 1

󰀔 =
1

µ(R0 − 1)

Nemoc R0

spalničky 12–18
černý kašel 12–17
záškrt 6–7
neštovice 5–7
dětská obrna 5–7
zarděnky 5–7
p̌ŕıušnice 4–7
HIV/AIDS 2–5
SARS 2–5
cȟripka 2–3
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Model epidemie na śıti

dIk
dt

= β(1− Ik)kΘk − µIk

Θk =

󰁓
k ′

k ′pk ′ Ik ′

󰁓
k

kpk
=

󰁓
k ′

k ′pk ′ Ik ′

〈k〉

τ =
〈k〉

β〈k2〉 − µ〈k〉
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