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Test o stredni hodnoté pri znamém rozptylu

Teorie k prikladu 4.1

e nomindlni hladina vyznamnosti ... teoretickd hladina vyznamnosti (jakd by teoreticky méla byt)

e aktudlni hl. vyznamnosti ...skuteénd hl. vyznamnosti (jakd ve skutecnosti je)

~ 7 v ’ s, -~ . s s . ’ . ’ . s v ~ 2 z
e Priklad: Predoklddame, Ze nomindlni hladina vyznamnosti ndmi zvoleného testu (napt. o p kdyz o° 7r/am()

Ny

je o = 0.05. N(INI«‘I!/HF (nagenerujeme) data, a na zdkladé nich spocitime aktudlni hladinu vyznamnosti Q.
Pokud dodrzime pr((]p()l.]mlu (namérend (nagenerovand) data budou pochdzet z normdlniho rozdélent, vsechny
se stejnym rozptylem o2 ), bude aktudlni hladina vijznamnosti & = 0.05. Nicméné, pokud predpoklady (af uZ
védomé ¢ nevédomé) porusime, mize se aktudlni hladina viznamnosti & od nomindlni hladiny vyznamnosti
v vyrazné lisit. A to je velky problém, zejména, kdyz si vvédomime, Ze zdavér o Hy vétsinou automaticky sta-
novujeme na (nomindlni) hladiné vijznamnosti o = 0.05, a pritom napriklad v disledku porusent predpokladii

je skuteénd (aktudini) hladina vijznamnosti dplné jind.

konzervativni test ...test, jehoz aktudlni (skute¢nd) hladina vyznamnosti & je mens{ nez nominédlni hla-
dina vyznamnosti «, se nazyva konzervativni test. (Dusledkem je redlnd situace, kdy (zejména v hrani¢nich
pifpadech) mél test uz teoreticky Hp zamitnout, ale zdveér testovdni je, ze Hp nezamitdme. Tj. test zamitd
pomaleji, nez by mél.)

liberdlni test ...test, jehoz aktudlni (skute¢nd) hladina vyznamnosti & je véts{ nez nomindlni{ hladina
vyznamnosti «, se nazyva liberdind test. (Dusledkem je redlnd situace, kdy (zejména v hraniénich piipadech)
test jesté teoreticky nemél Hy zamitnout, ale zavér testovani je, ze Hy zamitame. Tj. test zamita rychleji, nez
by mél.)

Zamyslete se nad vztahem konzervativniho testu a konzervativniho IS (viz cviceni 02).

— Reseni: Pokud je aktudlni pst. pokryti 1 — @ vétsi nez nomindlni pst. pokryti — aktudlni IS je §irsi
nez nominalni IS — pst, ze parametr 6y z Hy nalezi do IS je vétsi nez by teoreticky méla byt — je
vétsi pravdépodobnost, ze Hy nezamitame — spiSe dojde k situaci, ze Hy nezamitame i kdyz bychom uz
spravné zamitat méli — test zamitd pomaleji — test zalozeny na konzervativnim IS je konzervativni.

Zamyslete se nad vztahem liberdlniho testu a liberalniho IS (viz cviceni 02).

— Reseni: Pokud je aktudlni pst. pokryti 1 — & mensi nez nominalni pst. pokryti — aktudlni IS je uzsi nez
nominalni IS — pst, ze parametr 6y z Hy nalezi do IS je mensi nez by teoreticky méla byt — je vétsi
pravdépodobnost, ze Hy zamitame — spiSe dojde k situaci, ze Hy zamitame i kdyz bychom jesté spravné
zamitat neméli — test zamita rychleji — test zalozeny na liberalnim IS je liberalni.

— Zamyslete se nad vztahem liberalniho testu a konzervativni IS.

— Regeni: Takovy vztah neexistuje. Liberlni test je v souladu s liberdlnim IS. Stejné jak konzervativni test
muzeme uvazovat pouze v souvislosti s konzervativnim IS.
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a X ~ N(28,100) v poméru 9 : 1.

o? zndme (0?2 = 10%) na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Hodnoty testovacich statistik Zy zaneste do histogramu.
Vzdy spocitejte, kolik testovacich statistik Zy spadd do kritického oboru W. Toto ¢islo podélené hodnotou M
Pozndmka: Test samoziejmé nemusi byt ani konzervativni ani liberalni, coz je ten nejlepsi ptipad. Konzervativnost

predstavuje aktualni hladinu vyznamnosti @. Porovnejte tuto hodnotu s nomindlni hladinou vyznamnosti o a v
nebo liberdlnost testu chdpeme jako (negativni) vlastnost testu, kterou, je-li pfitomnd, musime mit na zfeteli.

Pro obé ¢ésti (a) i (b) vygenerujte M = 500 ndhodnych vybéru s rozsahem n = 5, resp. n = 100 a vypocitejte
kazdé ze ctyT situaci urcete, zda je test konzervativni ¢i liberalni.

Priiklad 4.1. Aktualni vs. nominalni hladina vyznamnosti «, konzervativni vs. liberalni test
hodnotu testovaci statistiky Zy, pro Walduv test nulové hypotézy H

BENDOVA, V., 2024: STATISTICKA INFERENCE II -
Necht

(b) X ~ pN(20,100) + (1 — p)N(28,100), kde p

(a) X ~ N(20,100);
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Obrézek 1: Rozdéleni Waldovy testovaci statistiky Zy pro test o stiedni hodnoté p pfi zndmém rozpylu o2 = 10?;

porovnani aktualni a nominélni hladiny vyznamnosti o
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Piiklad 4.2. Rozdéleni testovaci statistiky pro test o stiedni hodnoté p, kdyz o? zname

Necht ndhodny vybér X pochdz{ z normalnfho rozdéleni, t.j. X ~ N(u,c?). Pomoci simulaéni studie porovnejte
rozdélen{ testovaci statistiky Zy pro test nulové hypotézy Hy: p = 150 (alternativni hypotéza Hy: p # 150), kdyz
rozptyl o2 zndme, s rozdélenim testovaci statistiky stanovené na zakladé ndhodného vybéru se stiedni hodnotou p.
Parametry zvolte (a) p = 146, 02 = 102, n = 50; (b) u = 155, 0% = 102, n = 50.

Necht déle X pochdzi ze smési dvou normélnich rozdélent, t.j. X ~ [pN (u,10%) + (1 — p)N(u, 30%)], kde p = 0.9 a
(c) u = 146; (d) u = 155. Proved'te simulaéni studii popsanou vyse také pro tento ndhodny vybér.

Nasimulujte M pseudondhodnych vybéru, M = 1,...,2000 a pro kazdy vypocitejte realizaci testovaci statistiky
z‘(,gl ;\ = %%“‘)\/ﬁ pro nulovou hypotézu Hy: p = 150 oproti Hi: p # 150. Vykreslete histogram testovacich sta-
tistik Zw a superponujte jej jednak kiivkou hustoty normdlniho rozdéleni N(A,1) s parametrem necentrality A
(A = E=E2y/n, kde 1 je skutecnd stfedni hodnota (relevantni za platnosti H;)) a jednak kfivkou hustoty standar-

dizovaného normélniho rozdélen{ N(0,1). Obé kiivky potom vzdjemné okometricky porovnejte.

Poznamka: U smeési kiivka hustoty necentralniho rozdéleni nesuperponuje histogram statistik zy, dostatecné. Za-
myslete se nad tim, pro¢, a co z toho pro nas do praxe vyplyva. Odpovéd uved'te formou komentéie.
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Obrézek 2: Porovnani centralniho a necentralniho normaélniho rozdéleni s rozdélenim testovaci statistiky Zy testu
o sttedni hodnoté u pii zndmém rozptylu o2
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Teorie k prikladu 4.3
o X ~ N(u,0%) — X4 ~ N(0,1)
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Piiklad 4.3. Silofunkce pro test o stiedni hodnoté y kdyz o2 zname
Piedpokladejme, ze X ~ N(u,o?), kde 02 zndme. Necht 6§ = p. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujeme viechny
t¥i typy hypotéz

a) Hop : o= po oproti Hip : o # po (oboustrannd);
b) Hoz : i < po oproti Hys. p > po (pravostrannd);
c) Hosz : p > o oproti Hyz : p < uo (levostrannd).

Odvod'te tvary silofunkei pro vSechny tii typy hypotéz (a)-(c), t.j. tvary 8i; (i), 8o (1) a B3 () (odvozeni viz teorie
k prikladu 4.3).

Déle nakreslete silofunkce pro véechny tii typy hypotéz (a)—(c), kde o = 150, a 0? = 10%. Do jednoho obréazku
zakreslete vzdy tvary silofunkei pro n = 10, n = 20, n = 50 a n = 100. Hodnoty p volte rozumné, napf. v intervalu
(132;168).

Poznamka: Ve vsech tirech pifpadech (a), (b) i (¢) vidime, Ze v hodnoté u = pg = 150 se hodnota sily rovnd
hodnoté hladiny vyznamnosti o = 0.05. To vychézi z toho, ze my predem volime pravdépodobnost s jakou Hj
zamitdme, a to prostFednictvim hladiny vyznamnosti « (v jejim piipadé jde z definice o volbu rizika chyby, ze Hy
nespravné zamitdme prestoze plati). Pro jiné u (libovolné u; p # 150) Hy neplati a zamitdme-li Hy, z4dné chyby
se nedopoustime. Z grafu je potom krasné vidét, jak s rostouci vzdalenosti u od pg = 150 roste pravdépodobnost,
ze Hy zamitame (t]. roste sila testu).

(29. tinora 2024)
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Obrazek 3: Silofunkce testu o stiedn{ hodnoté u pii zndmém rozptylu o2 pro (a) oboustrannou alternativu, (b)
pravostrannou alternativu, (¢) levostrannou alternativu
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Priiklad 4.4. Porovnani exaktni a aproximatické silofunkce

Uved'te tvary piesné silofunkce 37, a ptiblizné silofunkce Bfl pro test Hoy : o = pg oproti Hyy : p # po kdyz o?
zname. Nakreslete kiivky obou silofunkci do jednoho grafu, kde na ose x budou ruzné hodnoty parametru p na ose
y vynesend silofunkce, a porovnejte jejich tvary. Vysledek slovné okomentujte. Hodnotu n zvolte 100, pg = 150 a
0% = 10%. Rozsah osy x volte rozumné, pro globaln{ pohled napi. (145;155), pro lokaln{ zaméfen{ rozdili zvolte
rozsah osy z (148;152).
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Obréazek 4: Porovnani exaktni a aproximatické silofunkce pro test o stiedni hodnoté u pii zndmém rozptylu o

Poznamka:

e Aproximatickou silu miZeme spoé¢itat pouze pro oboustrannou alternativu, nebot jeji myslenka je spoleéné
vyjadfeni obou ¢ésti sily (dvou distribuénich funkei) prostfednictvim jedné distribuéni funkce s absolutni
hodnotou. U jednostrannych alternativ je sila tvorena pouze jednou distribu¢ni funkci, proto zde myslenka
fungujici u oboustranné alternativy postrada smysl.

e 7 vykreslenych grafii vidime, ze exaktni a aproximatickd kiivka se od sebe nejvice odlisuji v okoli p = pg = 150.
Cim vice se od p = pg = 150 vzdalujeme, tim je aproximace presnéjsi. Zamyslete se nad tim, pro¢ tomu tak
je.

— Odpovéd': Aproximaticks sila je zaloZena na zanedbani jedné ze dvou distribu¢nich funkei, které tvoii
exaktni silu. Z odvozeni, které je uvedené v pdf s komentdii a pseudokddem, je ziejmé, ze s rostouci
vzdalenosti © — pg dochazi v exaktni sile ke zmenSovani hodnoty jedné z distribu¢nich funkci, takze
pokud tuto distr. funkci v aproximatické sile zanedbdme, zas tak moc se nestane (rozdil mezi obéma
silami bude maly). Nicméné v okoli p = pug = 150 je vzddlenost p od pg mald a do vysledné hodnoty
exaktni sily prispivaji velkym dilem obé distribuéni funkce. Pokud tedy jednu z téchto distribu¢nich
funkci zanedbdvame, pfichdzime v aproximatické sile o jeji piispévek (aproximaticka sila je v okoli p = g
vyraznéji mensi nez exaktni sila).

(29. tinora 2024)
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Piiklad 4.5. Silofunkce testu o stifedni hodnoté ;. kdyz o2 zndme
Piedpokladejme, ze X ~ N(u,0?), kde 02 = 10%, n = 100. Necht 6 = u. Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testu-
jeme hypotézu Hyy : = po oproti Hyp : pu # po (oboustrannd), kde ug = 150.

Vytvofte animaci zobrazujici (a) zménu polohy necentralnfho rozdéleni vzhledem k hodnoté centralniho rozdéleni
testovaci statistiky testu o u kdyz o zname, spolu s barevné odlisenou oblasti kritického oboru a exaktn{ sily; (b)
zménu hodnoty exaktni silofunkce; pfi ménici se stfedni hodnoté ndhodného vybéru p = 140,141, ...,146,146.5, .. .,
153.5,154, 155, ... 160.
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‘®
0.1
0.2
0.0 0.0 4
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Obrézek 5: Prubéh sily testu o stiedni hodnoté p kdyz o2 zndme — oboustrannd alternativa

(29. tinora 2024)



BENDOVA, V., 2024: STATISTICKA INFERENCE II - CVICENT 04

Teorie k prikladu 4.6
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Piiklad 4.6. Minimdlni rozsah ndhodného vybéru
Piedpokladejme, 7e X ~ N(u,0?), kde 02 = 102. Necht 6 = p. Testujeme vSechny t¥i typy hypotéz:

1. Hyy : pp = po oproti Hyy : p # po (oboustrannd),
2. Hps : o < po oproti Hya, 1 > po (pravostrannd),
3. Hps : > po oproti Hys : pu < po (levostrannd),

kde po = 150 Vypocitejte minimalni rozsah ndhodného vybéru pro test nulové hypotézy pii a = 0.05 a 1 —
B = 0.8, pro p € {145,145.5,...154.5,155} (ad (1)); p € {150.25,150.5,150.75,...153.5,153.75,154} (ad (2));
w € {146,146.25,146.5, ...149.5,149.75} (ad (3)). Zdvislost minimalniho rozsahu ndhodného vybéru na hodnoté p
zakreslete do grafu pomoci bodu (na osu x vyneste parametr u, na osu y minimdlni rozsah ndhodného vybéru.).

Urcete, jaky bude miniméln{ rozsah ndhodného vybéru pro test nulové hypotézy Hy : pu = po, kde pg = 150 oproti
alternativnim hypotézam Hi,, Hi2 a Hi3 pii predem stanovené sile §* = 0.8 a hladiné vyznamnosti a = 0.05,
predpokldddme-li, ze vybérova stfedni hodnota p bude nabyvat hodnot p € {145,146, 147,148,149, 149.5, 150.5, 151,
152,153, 155}.

Tabulka 1: Minimaln{ rozsah ndhodného vybéru pro test o p kdyz o2 zndme; a = 0.05, 3* = 0.8, 1o = 150

I H 145.0 146.0 147.0 148.0 149.0 149.5 150.5 151.0 152.0 153.0 154.0 155.0
Hiptp=po 32.0 50.0 88.0 197.0 78.0 3140.0 3140.0 78.0 197.0 8.0 50.0  32.0
Hiy:p> po 24740 619.0 155.0 69.0 39.0 25.0

Hiz:p < po 25.0 39.0 69.0 155.0 619.0 2474.0

(29. tinora 2024)
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Obrazek 6: Minimélni rozsahy ndhodnych vybéra pro test o stfedni hodnoté p pii pfedem zvolenych hodnotéich a,
B, p a po pro (a) oboustrannou, (b) pravostrannou, (c) levostrannou alternativu
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