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4 Test o středńı hodnotě při známém rozptylu

Teorie k př́ıkladu 4.1

• nominálńı hladina významnosti . . . teoretická hladina významnosti (jaká by teoreticky měla být)

• aktuálńı hl. významnosti . . . skutečná hl. významnosti (jaká ve skutečnosti je)

• Př́ıklad: Předokládáme, že nominálńı hladina významnosti námi zvoleného testu (např. o µ když σ2 známe)
je α = 0.05. Naměř́ıme (nagenerujeme) data, a na základě nich spoč́ıtáme aktuálńı hladinu významnosti α̂.
Pokud dodrž́ıme předpoklady (naměřená (nagenerovaná) data budou pocházet z normálńıho rozděleńı, všechny
se stejným rozptylem σ2), bude aktuálńı hladina významnosti α̂

.
= 0.05. Nicméně, pokud předpoklady (at’ už

vědomě či nevědomě) poruš́ıme, m̊uže se aktuálńı hladina významnosti α̂ od nominálńı hladiny významnosti
α výrazně lǐsit. A to je velký problém, zejména, když si uvědomı́me, že závěr o H0 věťsinou automaticky sta-
novujeme na (nominálńı) hladině významnosti α = 0.05, a přitom např́ıklad v d̊usledku porušeńı předpoklad̊u
je skutečná (aktuálńı) hladina významnosti úplně jiná.

• konzervativńı test . . . test, jehož aktuálńı (skutečná) hladina významnosti α̂ je menš́ı než nominálńı hla-
dina významnosti α, se nazývá konzervativńı test. (Důsledkem je reálná situace, kdy (zejména v hraničńıch
př́ıpadech) měl test už teoreticky H0 zamı́tnout, ale závěr testováńı je, že H0 nezamı́táme. Tj. test zamı́tá
pomaleji, než by měl.)

• liberálńı test . . . test, jehož aktuálńı (skutečná) hladina významnosti α̂ je větš́ı než nominálńı hladina
významnosti α, se nazývá liberálńı test. (Důsledkem je reálná situace, kdy (zejména v hraničńıch př́ıpadech)
test ještě teoreticky neměl H0 zamı́tnout, ale závěr testováńı je, že H0 zamı́táme. Tj. test zamı́tá rychleji, než
by měl.)

Tip:

• Zamyslete se nad vztahem konzervativńıho testu a konzervativńıho IS (viz cvičeńı 02).

– Řešeńı: Pokud je aktuálńı pst. pokryt́ı 1 − α̂ větš́ı než nominálńı pst. pokryt́ı → aktuálńı IS je širš́ı
než nominálńı IS → pst, že parametr θ0 z H0 nálež́ı do IS je větš́ı než by teoreticky měla být → je
větš́ı pravděpodobnost, že H0 nezamı́táme → sṕı̌se dojde k situaci, že H0 nezamı́táme i když bychom už
správně zamı́tat měli → test zamı́tá pomaleji → test založený na konzervativńım IS je konzervativńı.

• Zamyslete se nad vztahem liberálńıho testu a liberálńıho IS (viz cvičeńı 02).

– Řešeńı: Pokud je aktuálńı pst. pokryt́ı 1− α̂ menš́ı než nominálńı pst. pokryt́ı → aktuálńı IS je užš́ı než
nominálńı IS → pst, že parametr θ0 z H0 nálež́ı do IS je menš́ı než by teoreticky měla být → je větš́ı
pravděpodobnost, že H0 zamı́táme→ sṕı̌se dojde k situaci, že H0 zamı́táme i když bychom ještě správně
zamı́tat neměli → test zamı́tá rychleji → test založený na liberálńım IS je liberálńı.

– Zamyslete se nad vztahem liberálńıho testu a konzervativńı IS.

– Řešeńı: Takový vztah neexistuje. Liberálńı test je v souladu s liberálńım IS. Stejně jak konzervativńı test
můžeme uvažovat pouze v souvislosti s konzervativńım IS.
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Př́ıklad 4.1. Aktuálńı vs. nominálńı hladina významnosti α, konzervativńı vs. liberálńı test
Necht’

(a) X ∼ N(20, 100);

(b) X ∼ pN(20, 100) + (1− p)N(28, 100), kde p = 0.9, tedy jde o směs dvou normálńıch rozděleńı X ∼ N(20, 100)
a X ∼ N(28, 100) v poměru 9 : 1.

Pro obě části (a) i (b) vygenerujte M = 500 náhodných výběr̊u s rozsahem n = 5, resp. n = 100 a vypoč́ıtejte
hodnotu testovaćı statistiky ZW pro Wald̊uv test nulové hypotézy H0 : µ = µ0 = 20 oproti H1 : µ 6= 20, když
σ2 známe (σ2 = 102) na hladině významnosti α = 0.05. Hodnoty testovaćıch statistik ZW zaneste do histogramu.
Vždy spoč́ıtejte, kolik testovaćıch statistik ZW spadá do kritického oboru W . Toto č́ıslo podělené hodnotou M
představuje aktuálńı hladinu významnosti α̂. Porovnejte tuto hodnotu s nominálńı hladinou významnosti α a v
každé ze čtyř situaćı určete, zda je test konzervativńı či liberálńı.

Poznámka: Test samozřejmě nemuśı být ani konzervativńı ani liberálńı, což je ten nejlepš́ı př́ıpad. Konzervativnost
nebo liberálnost testu chápeme jako (negativńı) vlastnost testu, kterou, je-li př́ıtomná, muśıme mı́t na zřeteli.
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Obrázek 1: Rozděleńı Waldovy testovaćı statistiky ZW pro test o středńı hodnotě µ při známém rozpylu σ2 = 102;
porovnáńı aktuálńı a nominálńı hladiny významnosti α
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Př́ıklad 4.2. Rozděleńı testovaćı statistiky pro test o středńı hodnotě µ, když σ2 známe
Necht’ náhodný výběr X pocháźı z normálńıho rozděleńı, t.j. X ∼ N(µ, σ2). Pomoćı simulačńı studie porovnejte
rozděleńı testovaćı statistiky ZW pro test nulové hypotézy H0: µ = 150 (alternativńı hypotéza H1: µ 6= 150), když
rozptyl σ2 známe, s rozděleńım testovaćı statistiky stanovené na základě náhodného výběru se středńı hodnotou µ.
Parametry zvolte (a) µ = 146, σ2 = 102, n = 50; (b) µ = 155, σ2 = 102, n = 50.

Necht’ dále X pocháźı ze směsi dvou normálńıch rozděleńı, t.j. X ∼ [pN(µ, 102) + (1− p)N(µ, 302)], kde p = 0.9 a
(c) µ = 146; (d) µ = 155. Proved’te simulačńı studii popsanou výše také pro tento náhodný výběr.

Nasimulujte M pseudonáhodných výběr̊u, M = 1, . . . , 2 000 a pro každý vypoč́ıtejte realizaci testovaćı statistiky

z
(m)
W,λ = x̄m−µ0

σ

√
n pro nulovou hypotézu H0: µ = 150 oproti H1: µ 6= 150. Vykreslete histogram testovaćıch sta-

tistik ZW a superponujte jej jednak křivkou hustoty normálńıho rozděleńı N(λ, 1) s parametrem necentrality λ
(λ = µ−µ0

σ

√
n, kde µ je skutečná středńı hodnota (relevantńı za platnosti H1)) a jednak křivkou hustoty standar-

dizovaného normálńıho rozděleńı N(0, 1). Obě křivky potom vzájemně okometricky porovnejte.

Poznámka: U směsi křivka hustoty necentrálńıho rozděleńı nesuperponuje histogram statistik zW dostatečně. Za-
myslete se nad t́ım, proč, a co z toho pro nás do praxe vyplývá. Odpověd’ uved’te formou komentáře.
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Obrázek 2: Porovnáńı centrálńıho a necentrálńıho normálńıho rozděleńı s rozděleńım testovaćı statistiky ZW testu
o středńı hodnotě µ při známém rozptylu σ2
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Teorie k př́ıkladu 4.3

• X ∼ N(µ, σ2)→ X−µ
σ ∼ N(0, 1)

• X̄ ∼ N(µ, σ
2

n )→ X̄−µ
σ

√
n ∼ N(0, 1)

b) H02 : µ ≤ µ0 H12 : µ > µ0 . . . pravostranná

• Kritický obor: W = 〈u1−α ; ∞)

• β12 = Pr (H0 nezamı́táme |H0 neplat́ı ) . . . CHDD

• β∗
12 = 1− β12 = Pr (H0 zamı́táme |H0 neplat́ı ) . . . śıla

•

β∗
12(µ) = 1− β12(µ) = Pr

(
X̄ − µ0

σ

√
n > u1−α

)
= 1− Pr

(
X̄ − µ0

σ

√
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)
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)
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(
X̄ − µ
σ

√
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√
n ≤ u1−α

)
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(
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σ

√
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σ
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n

)
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(
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σ

√
n

)
= 1− Φ

(
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µ− µ0

σ

√
n

)
//Φ (uα) = 1− Φ (−uα) = 1− Φ (u1−α)

= Φ

(
uα +

µ− µ0

σ

√
n

)
. . . śıla pro H12

c) H03 : µ ≥ µ0 H13 : µ < µ0 . . . levostranná

• Kritický obor: W = (−∞ ; uα〉
• β13 = Pr (H0 nezamı́táme |H0 neplat́ı ) . . . CHDD

• β∗
13 = 1− β13 = Pr (H0 zamı́táme |H0 neplat́ı ) . . . śıla

•

β∗
13(µ) = 1− β13(µ) = Pr

(
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σ

√
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a) H01 : µ = µ0 H11 : µ 6= µ0 . . . oboustranná

• Kritický obor: W = (−∞ ; uα/2〉 ∪ 〈u1−α/2 ; ∞)

• β11 = Pr (H0 nezamı́táme |H0 neplat́ı ) . . . CHDD

• β∗
11 = 1− β11 = Pr (H0 zamı́táme |H0 neplat́ı ) . . . śıla

•

β∗
11(µ) = 1− β11(µ) = Pr

(
X̄ − µ0

σ

√
n ≤ uα/2

)
+ Pr

(
X̄ − µ0

σ

√
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)
= (. . . )
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√
n
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√
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√
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)
+ Φ

(
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σ

√
n

)
. . . śıla pro H11

Př́ıklad 4.3. Silofunkce pro test o středńı hodnotě µ když σ2 známe
Předpokládejme, že X ∼ N(µ, σ2), kde σ2 známe. Necht’ θ = µ. Na hladině významnosti α = 0.05 testujeme všechny
tři typy hypotéz

a) H01 : µ = µ0 oproti H11 : µ 6= µ0 (oboustranná);

b) H02 : µ ≤ µ0 oproti H12: µ > µ0 (pravostranná);

c) H03 : µ ≥ µ0 oproti H13 : µ < µ0 (levostranná).

Odvod’te tvary silofunkćı pro všechny tři typy hypotéz (a)–(c), t.j. tvary β∗
11(µ), β∗

12(µ) a β∗
13(µ) (odvozeńı viz teorie

k př́ıkladu 4.3).

Dále nakreslete silofunkce pro všechny tři typy hypotéz (a)–(c), kde µ0 = 150, a σ2 = 102. Do jednoho obrázku
zakreslete vždy tvary silofunkćı pro n = 10, n = 20, n = 50 a n = 100. Hodnoty µ volte rozumně, např. v intervalu
〈 132; 168〉.

Poznámka: Ve všech třech př́ıpadech (a), (b) i (c) vid́ıme, že v hodnotě µ = µ0 = 150 se hodnota śıly rovná
hodnotě hladiny významnosti α = 0.05. To vycháźı z toho, že my předem voĺıme pravděpodobnost s jakou H0

zamı́táme, a to prostřednictv́ım hladiny významnosti α (v jej́ım př́ıpadě jde z definice o volbu rizika chyby, že H0

nesprávně zamı́táme přestože plat́ı). Pro jiné µ (libovolné µ; µ 6= 150) H0 neplat́ı a zamı́táme-li H0, žádné chyby
se nedopoušt́ıme. Z grafu je potom krásně vidět, jak s rostoućı vzdálenost́ı µ od µ0 = 150 roste pravděpodobnost,
že H0 zamı́táme (tj. roste śıla testu).
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Obrázek 3: Silofunkce testu o středńı hodnotě µ při známém rozptylu σ2 pro (a) oboustrannou alternativu, (b)
pravostrannou alternativu, (c) levostrannou alternativu
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Př́ıklad 4.4. Porovnáńı exaktńı a aproximatické silofunkce
Uved’te tvary přesné silofunkce β∗

11 a přibližné silofunkce β̃∗
11 pro test H01 : µ = µ0 oproti H11 : µ 6= µ0 když σ2

známe. Nakreslete křivky obou silofunkćı do jednoho grafu, kde na ose x budou r̊uzné hodnoty parametru µ na ose
y vynesená silofunkce, a porovnejte jejich tvary. Výsledek slovně okomentujte. Hodnotu n zvolte 100, µ0 = 150 a
σ2 = 102. Rozsah osy x volte rozumně, pro globálńı pohled např. 〈145; 155〉, pro lokálńı zaměřeńı rozd́ıl̊u zvolte
rozsah osy x 〈148; 152〉.
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Obrázek 4: Porovnáńı exaktńı a aproximatické silofunkce pro test o středńı hodnotě µ při známém rozptylu σ2

Poznámka:

• Aproximatickou śılu můžeme spoč́ıtat pouze pro oboustrannou alternativu, nebot’ jej́ı myšlenka je společné
vyjádřeńı obou část́ı śıly (dvou distribučńıch funkćı) prostřednictv́ım jedné distribučńı funkce s absolutńı
hodnotou. U jednostranných alternativ je śıla tvořena pouze jednou distribučńı funkćı, proto zde myšlenka
funguj́ıćı u oboustranné alternativy postrádá smysl.

• Z vykreslených graf̊u vid́ıme, že exaktńı a aproximatická křivka se od sebe nejv́ıce odlǐsuj́ı v okoĺı µ = µ0 = 150.
Č́ım v́ıce se od µ = µ0 = 150 vzdalujeme, t́ım je aproximace přesněǰśı. Zamyslete se nad t́ım, proč tomu tak
je.

– Odpověd’: Aproximatická śıla je založena na zanedbáńı jedné ze dvou distribučńıch funkćı, které tvoř́ı
exaktńı śılu. Z odvozeńı, které je uvedené v pdf s komentáři a pseudokódem, je zřejmé, že s rostoućı
vzdálenost́ı µ − µ0 docháźı v exaktńı śıle ke zmenšováńı hodnoty jedné z distribučńıch funkćı, takže
pokud tuto distr. funkci v aproximatické śıle zanedbáme, zas tak moc se nestane (rozd́ıl mezi oběma
silami bude malý). Nicméně v okoĺı µ = µ0 = 150 je vzdálenost µ od µ0 malá a do výsledné hodnoty
exaktńı śıly přisṕıvaj́ı velkým d́ılem obě distribučńı funkce. Pokud tedy jednu z těchto distribučńıch
funkćı zanedbáváme, přicháźıme v aproximatické śıle o jej́ı př́ıspěvek (aproximatická śıla je v okoĺı µ = µ0

výrazněji menš́ı než exaktńı śıla).
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Př́ıklad 4.5. Silofunkce testu o středńı hodnotě µ když σ2 známe
Předpokládejme, že X ∼ N(µ, σ2), kde σ2 = 102, n = 100. Necht’ θ = µ. Na hladině významnosti α = 0.05 testu-
jeme hypotézu H01 : µ = µ0 oproti H11 : µ 6= µ0 (oboustranná), kde µ0 = 150.

Vytvořte animaci zobrazuj́ıćı (a) změnu polohy necentrálńıho rozděleńı vzhledem k hodnotě centrálńıho rozděleńı
testovaćı statistiky testu o µ když σ2 známe, spolu s barevně odlǐsenou oblast́ı kritického oboru a exaktńı śıly; (b)
změnu hodnoty exaktńı silofunkce; při měńıćı se středńı hodnotě náhodného výběru µ = 140, 141, . . . , 146, 146.5, . . . ,
153.5, 154, 155, . . . 160.

Obrázek 5: Pr̊uběh śıly testu o středńı hodnotě µ když σ2 známe – oboustranná alternativa
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Teorie k př́ıkladu 4.6

• α = 0.05, β∗
1i(µ) = 0.8 (śıla) → 1− β∗

1i(µ) = β1i(µ) = 0.2 Pr(CHDD), i = 1, 2, 3

• α . . .Pr(H0 zamı́táme | H0 plat́ı) = 0.05

• β1i . . .Pr(H0 nezamı́táme | H0 neplat́ı) = 0.20, i = 1, 2, 3

1. H01 : µ = µ0 H11 : µ 6= µ0 . . . oboustranná

• µ ∈ {145, 145.5, . . . 154.5, 155}
•

β∗
11(µ) ≈ Φ

(
uα/2 +

|µ− µ0|
σ

√
n

)
(aproximatická śıla)

uβ∗
11(µ) ≈ uα/2 +

|µ− µ0|
σ

√
n

uβ∗
11(µ) − uα/2
|µ− µ0|

σ ≈
√
n

nmin ≥
(
uβ∗

11(µ) − uα/2
)2

|µ− µ0|2
σ2

nmin≥
(
u1−β11(µ) − uα/2

)2
|µ− µ0|2

σ2 //u1−α = −uα

nmin≥
(
−uβ11(µ) − uα/2

)2
|µ− µ0|2

σ2 //(−a− b)2 = (a+ b)2

nmin≥
(
uβ11(µ) + uα/2

)2
|µ− µ0|2

σ2

2. H02 : µ ≤ µ0 H12 : µ > µ0 . . . pravostranná

• µ ∈ {150.25, 150.5, 150.75, . . . 153.5, 153.75, 154}
•

β∗
12(µ) = Φ

(
uα +

µ− µ0

σ

√
n

)
uβ∗

12(µ) = uα +
µ− µ0

σ

√
n

uβ∗
12(µ) − uα
µ− µ0

σ =
√
n

nmin ≥
(
uβ∗

12(µ) − uα
)2

(µ− µ0)2
σ2

nmin≥
(
u1−β12(µ) − uα

)2
(µ− µ0)2

σ2 //u1−α = −uα

nmin≥
(
−uβ12(µ) − uα

)2
(µ− µ0)2

σ2 //(−a− b)2 = (a+ b)2

nmin≥
(
uβ12(µ) + uα

)2
(µ− µ0)2

σ2

3. H03 : µ ≥ µ0 H13 : µ < µ0 . . . levostranná

(29. února 2024)
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• µ ∈ {146, 146.25, 146.5, . . . 149.5, 149.75}
•

β∗
13(µ) = Φ

(
uα −

µ− µ0

σ

√
n

)
uβ∗

13(µ) = uα −
µ− µ0

σ

√
n

uβ∗
13(µ) = uα +

µ0 − µ
σ

√
n

uβ∗
13(µ) − uα
µ0 − µ

σ =
√
n

nmin ≥
(
uβ∗

13(µ) − uα
)2

(µ0 − µ)2
σ2

nmin≥
(
u1−β13(µ) − uα

)2
(µ0 − µ)2

σ2 //u1−α = −uα

nmin≥
(
−uβ13(µ) − uα

)2
(µ0 − µ)2

σ2 //(−a− b)2 = (a+ b)2

nmin≥
(
uβ13(µ) + uα

)2
(µ0 − µ)2

σ2

Př́ıklad 4.6. Minimálńı rozsah náhodného výběru
Předpokládejme, že X ∼ N(µ, σ2), kde σ2 = 102. Necht’ θ = µ. Testujeme všechny tři typy hypotéz:

1. H01 : µ = µ0 oproti H11 : µ 6= µ0 (oboustranná),

2. H02 : µ ≤ µ0 oproti H12: µ > µ0 (pravostranná),

3. H03 : µ ≥ µ0 oproti H13 : µ < µ0 (levostranná),

kde µ0 = 150 Vypoč́ıtejte minimálńı rozsah náhodného výběru pro test nulové hypotézy při α = 0.05 a 1 −
β = 0.8, pro µ ∈ {145, 145.5, . . . 154.5, 155} (ad (1)); µ ∈ {150.25, 150.5, 150.75, . . . 153.5, 153.75, 154} (ad (2));
µ ∈ {146, 146.25, 146.5, . . . 149.5, 149.75} (ad (3)). Závislost minimálńıho rozsahu náhodného výběru na hodnotě µ
zakreslete do grafu pomoćı bod̊u (na osu x vyneste parametr µ, na osu y minimálńı rozsah náhodného výběru.).

Určete, jaký bude minimálńı rozsah náhodného výběru pro test nulové hypotézy H0 : µ = µ0, kde µ0 = 150 oproti
alternativńım hypotézám H11, H12 a H13 při předem stanovené śıle β∗ = 0.8 a hladině významnosti α = 0.05,
předpokládáme-li, že výběrová středńı hodnota µ bude nabývat hodnot µ ∈ {145, 146, 147, 148, 149, 149.5, 150.5, 151,
152, 153, 155}.

Tabulka 1: Minimálńı rozsah náhodného výběru pro test o µ když σ2 známe; α = 0.05, β∗ = 0.8, µ0 = 150

µ 145.0 146.0 147.0 148.0 149.0 149.5 150.5 151.0 152.0 153.0 154.0 155.0

H11 : µ = µ0 32.0 50.0 88.0 197.0 785.0 3140.0 3140.0 785.0 197.0 88.0 50.0 32.0
H12 : µ > µ0 2474.0 619.0 155.0 69.0 39.0 25.0
H13 : µ < µ0 25.0 39.0 69.0 155.0 619.0 2474.0

(29. února 2024)
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Obrázek 6: Minimálńı rozsahy náhodných výběr̊u pro test o středńı hodnotě µ při předem zvolených hodnotách α,
β, µ a µ0 pro (a) oboustrannou, (b) pravostrannou, (c) levostrannou alternativu
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