Test o pravdépodobnosti

Mgr. Zdenka Gerslova

Priklad 1

Simulaéni studie rozdéleni testovaci statistiky pro test o p
Na zakladé simulacni studie provérte, ze pokud mé ndhodnd proménna X asymptoticky bi-
nomické rozdéleni Bin(N, p), potom testovaci statistika
X/N —p
p(L—p)/N
mé asymptoticky norméalni rozdéleni N (0, 1).

Pouzijte (a) p = 0.1; (b) p = 0.5; (¢) p = 0.9, a N = 5, 10, 15, 20, 25, 50, 100 a 200.
Okomentujte vysledky ve spojitosti s Haldovou podminkou Np(1 —p) > 9.

w =

Pro kazdou simulaci X vypocitejte zy, ,,, m = 1,2,..., M, kde M = 1000. Histogram vy-
generovanych testovacich statistik v relativni skédle superponujte s teoretickou kfivkou hustoty
Zy-

Zhodnotte, zda je Haldova podminka dobrym ukazatelem situaci, kdy je mozné rozdéleni
testovaci statistiky Zy;, aproximovat normdlnim rozdélenim N (0, 1), i situaci, kdy to naopak
neni vhodné.

Funkce HistBinom

Vytvorime funkci, kterd pro zadané parametry binomického rozdéleni a pocet simulaci M
vytvori histogramy superponované krivkou teoretického rozdéleni, které budou obarvené podle
ne/splnéni Haldovy podminky - pro nesplnéni chceme barvu histogramu ¢ervenou, pfi splnéni
zelenou.

HistBinom <- function(N, p, M = 1000){
X <- replicate(M, rbinom(1, N, p))
zW <- ... # test. statistika
xfit <- seq(min(zW) - 2, max(zW) + 2, length = 512)



yfit <- ... # teoreticka hustota
d <- max(yfit, hist(zW, plot = F)$density)
Hp <- ... # Haldova podm.

## nastaveni barvy podle Hp
if (Hp < 9) {
c_hist <- "red"
c_lines <- '"darkred"
3
if (Hp >= 9) {

hist(..., col = c_hist, ylim = c(0, d), ...,

breaks = seq(floor(min(zW)), ceiling(max(zW)), by = 1) )
# zaokrouhleni hodnot na nejblizsi nizsi/vyssi cele cislo
# pro automaticke nastaveni hranic tridicich intervalu

lines(..., col = c_lines, lwd = 2)
. # pridani hodnoty Hp do popisku



Vysledna simulace pro jednotliva p
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Zavér

7 animace vidime, ze Haldova podminka je dobrym ukazatelem situaci, kdy je mozné rozdéleni
testovaci statistiky Zy;, aproximovat normélnim rozdélenim N (0,1).

Animace ukazuji, Ze pro nizsi rozsahy neni aproximace normélnim rozdélenim dostatecné kval-
itni. Pro p = 0.5, potfebujeme nejmensi minimalni rozsah ndhodného vybéru, ¢im vice se
s p blizime k 0, ¢i 1, tim vys$i minimdalni rozsah ndhodného vybéru potfebujeme, aby byla
Haldova podminka dobré aproximace splnéna a aproximace rozdéleni testovaci statistiky Zy;,
norméalnim rozdélenim byla dostatecné kvalitni.

Priklad 2

Pravdépodobnost pokryti Waldova DIS

Necht X ~ Bin(N,p), kde N = 30 a p = 0.8. Prfi experimentu bylo z N = 30 pokusu
zanamenano 24 uspéchu, tj. z = 24. Odhad pravdépodobnosti iispéchu p = % = 0.8. Waldav
95 % empiricky DIS pro p je rovny (d,h) = (0.657,0.943). Vypocitejte pravdépodobnost

pokryti tohoto intervalu.



Pravdépodobnost pokryti Waldova 95 % DIS pro p vypocitame nasledovné:
Pr(pokryti) = ZPr(X = Np; : p € Waldovu 95 % DIS pro p,),

J

kdep; € M ; = {3—%, %, vy 1— 3—10}, t.j. jde o soucet takovych funkénich hodnot pravdépodob-
nostni funkce v bodech Np;, kde p € Waldovu 95% DIS pro p;j- Vysledky usporadejte do
tabulky, jejiz sloupce budou x;, p;, dh; (dolni hranice Waldova 95 % DIS pro p,), hh; (horni
hranice Waldova 95 % DIS pro p;), Pr(X = Np;) a p € IS; (indikace toho, zda p ndlezi nebo

nendlezi do Waldova 95 % DIS pro p;).

Cely postup nasledné zopakujte, tentokrat pro parametr p = 0.79. Pozorujte, jak se zménila
pravdépodobnost pokryti.

Hranice Waldova IS

Walduv (1 — «)100% DIS pro p :

Pozn.: Pri vgpoctu pravdépodobnosti pokryti vyuzivame toho, Ze pocet uspéchu v N pokusech je
konecnyg.

Funkce PokrytiP

Vytvorime funkci, ktera na zakladé parametrii binomického rozdéleni a hladiny vyznamnosti
vypocitd pravdépodobnost pokryti pro dany typ test. statistiky (v tomto prikladu Waldova, v
nasledujicim pridame skére a vérohodnostni). Na vystupu funkce chceme mit jednak konkrétni
pravdépodobnost pokryti (jednu hodnotu pro zadané parametry), jednak tabulku, v niz budou
jednotlivd z ;, p;, dh;, hh;, Pr(X = Np;) a p € IS;.

PokrytiP <- function(p, N, alpha = 0.05, type = 'wald'){

xj <= ... # posloupnost celych cisel od 1 do (N - 1)
Pj <- ... # vektor pravdepodobnosti pj
if (type == 'wald'){
dhj <- ... # dolni hranice Waldova DIS pro dane xj a pj
hhj <- ... # horni hranice Waldova DIS pro dane xj a pj
b

pr_x_Npj <- dbinom(xj, N, p)



# pravdep., ze pocet uspechu je roven xj za predpokladu, ze se ridime Bin(N,p)
p_in_ISj <- (p > dhj & p < hhj) * 1

# indikacni funkce, ktera urcuje, zda odhad p patri ci nepatri do Waldova DIS
# chceme ciselnou hodnotu, ne TRUE/FALSE, proto nasobeni 1

tab <- data.frame(...)
pst_pokryti <- ... # vypocet pst pokryti podle vzorce
return(list(tab = tab, pst_pokryti = pst_pokryti))

}

Vysledna tabulka pro p = 0.8

Aktudlni pravdépodobnost pokryti 1 — & je rovna 0.9463279.
Vypis tabulky:

tab <- PokrytiP(p = 0.8, N = 30, type = 'wald')$tab
kable(tab, digits = 4, longtable = T)

Xj Pj dhj hhj pst p_in_ ISj
1 0.0333 -0.0309 0.0976 0.0000 0
2 0.0667 -0.0226 0.1559 0.0000 0
3 0.1000 -0.0074 0.2074 0.0000 0
4 0.1333 0.0117 0.2550 0.0000 0
5 0.1667 0.0333 0.3000 0.0000 0
6 0.2000 0.0569 0.3431 0.0000 0
7 0.2333 0.0820 0.3847 0.0000 0
8 0.2667 0.1084 0.4249 0.0000 0
9 0.3000 0.1360 0.4640 0.0000 0

10 0.3333 0.1646 0.5020 0.0000 0

11 0.3667 0.1942 0.5391 0.0000 0

12 0.4000 0.2247 0.5753 0.0000 0

13 0.4333 0.2560 0.6107 0.0000 0

14 0.4667 0.2881 0.6452 0.0000 0

15 0.5000 0.3211 0.6789 0.0002 0

16 0.5333 0.3548 0.7119 0.0007 0

17 0.5667 0.3893 0.7440 0.0022 0

18 0.6000 0.4247 0.7753 0.0064 0

19 0.6333 0.4609 0.8058 0.0161 1

20 0.6667 0.4980 0.8354 0.0355 1

21 0.7000 0.5360 0.8640 0.0676 1



Xj Pj dhj hhj pst p_in_ISj

22 0.7333 0.5751 0.8916 0.1106 1

23 0.7667 0.6153 0.9180 0.1538 1

24 0.8000 0.6569 0.9431 0.1795 1

25 0.8333 0.7000 0.9667 0.1723 1

26 0.8667 0.7450 0.9883 0.1325 1

27 0.9000 0.7926 1.0074 0.0785 1

28 0.9333 0.8441 1.0226 0.0337 0

29 0.9667 0.9024 1.0309 0.0093 0

Vysledky pro p = 0.79
Aktudlni pravdépodobnost pokryti 1 — & je rovna 0.8875662.

Xj Pj dhj hhj pst p_in_ISj
1 0.0333333 -0.0309007 0.0975674 0.0000000 0
2 0.0666667 -0.0225940 0.1559274 0.0000000 0
3 0.1000000 -0.0073516 0.2073516 0.0000000 0
4 0.1333333  0.0116915 0.2549751  0.0000000 0
5 0.1666667  0.0333080 0.3000253 0.0000000 0
6 0.2000000 0.0568645 0.3431355 0.0000000 0
7 0.2333333  0.0819845 0.3846822 0.0000000 0
8 0.2666667  0.1084244 0.4249090 0.0000000 0
9 0.3000000 0.1360176 0.4639824 0.0000000 0
10 0.3333333  0.1646465 0.5020202 0.0000000 0
11 0.3666667  0.1942261 0.5391072 0.0000002 0
12 0.4000000  0.2246955 0.5753045 0.0000016 0
13 0.4333333  0.2560114 0.6106552 0.0000086 0
14 0.4666667  0.2881453 0.6451880 0.0000419 0
15 0.5000000 0.3210806 0.6789194 0.0001788 0
16 0.5333333  0.3548120 0.7118547 0.0006706 0
17 0.5666667 0.3893448 0.7439886 0.0022092 0
18 0.6000000  0.4246955 0.7753045 0.0063821 0
19 0.6333333  0.4608928 0.8057739 0.0161231 1
20 0.6666667  0.4979798 0.8353535 0.0354709 1
21 0.7000000  0.5360176 0.8639824 0.0675636 1
22 0.7333333  0.5750910 0.8915756 0.1105586 1
23 0.7666667  0.6153178 0.9180155 0.1538207 1
24 0.8000000  0.6568645 0.9431355 0.1794575 1
25 0.8333333  0.6999747 0.9666920 0.1722792 1



Xj Pj dhj hhj pst p_in_ISj

26 0.8666667  0.7450249 0.9883085 0.1325224 1
27 0.9000000 0.7926484 1.0073516 0.0785318
28 0.9333333  0.8440726 1.0225940 0.0336565
29 0.9666667  0.9024326 1.0309007 0.0092846

O O =

Komentar

Priklad ilustruje uskali aktudlni pravdépodobnosti pokryti 95% Waldova empirického DIS.
Pokud ndhodné veli¢ina X ~ Bin(30,0.8) a pfi experimentu dojde k zaznamenéni 24 tspéchi
ze 30, je aktudlni pravdépodobnost pokryti (1 — &) = 0.9463 = 0.95.

Ovsem pokud nahodn4 veli¢ina X ~ Bin(30,0.79) a pfi experimentu dojde k zaznamendni 24
uspéchu ze 30 (coz by redlné s vysokou pravdépodobnosti skuteéné nastalo), klesne aktualni
pravdépodobnost pokryti (1 — &) na hodnotu 0.8876 = 0.89, tj. aktudlni pravdépodobnost
pokryti je o 0.06 nizsi nez nominalni pravdépodobnost pokryti.

Priklad 3

Pravdépodobnost pokryti Waldova, skére a vérohodnostniho DIS

Necht X, ~ Bin(N,p,), p; € {0.001,0.003,...,0.997,0.999}. Vypocitejte pravdépodobnosti
pokryti (a) Waldova, (b) skére, (¢) vérohodnostniho 95 % empirického oboustranného intervalu
spolehlivosti pro kazdé p,;. Nakreslete obrazek, kde na ose x budou p, a na ose y bude
pravdépodobnost pokryti Pr;(pokryti). Zvolte (i) N = 30, (ii) N = 100, (iii) N = 500.

Pozn.: Pravdépodobnosti pokryti 95 % DIS pro p,; vypocitdme jako

Pr, (pokryt{) = ZPT(X = Np; : p; € 95% DIS pro p;),
J

kdep; € M ; = {%, %, vy, 1 — %}, t.j. jde o soucet takovych funkénich hodnot pravdépodob-
nostni funkce v bodech Np;, kde p, € 95% DIS pro p,.

Zopakujte si definici konzervativniho a liberdlnitho IS a zamyslete se, zda je (a) Walduv;
(b) skére; (c) vérohodnostni DIS pro parametr p konzervativni, liberalni, nebo ani jedno.
Daéle vsechny tri DIS vzajemné porovnejte a uvedte, ktery DIS je z hlediska pravdépodob-
nosti pokryti nejvhodnéjsim intervalovym odhadem parametru p a ktery je naopak nejméné
vhodny.



Vzorce pro skore a vérohodnostni IS

Explicitni vyjadieni hranic skére IS:

2

2
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Vérohodnostni test. statistika

N —

a 100(1 — a)% vérohodnostni DIS poéitdme opét jako
{po: Urr < xi(a)}

Doplnéni funkce PokrytiP

Do téla funkce vytvorené v pr. 2 nyni priddme vypocet hranic DIS pro ptipad (b) a (c), pro
pifpad (c) pfevedeme nerovnost U; p < x2(a) na nerovnost Uy — x2(a) < 0 a vyuZijeme
funkce uniroot () pro nalezeni kofent rovnice.

if (type == 's'){
dhj <- ... # dolni hranice skore DIS pro pj
hhj <- ... # horni hranice skore DIS pro pj
}
if(type == 'lr'){

## funkce pro vypocet u_LR statistiky s odectenim chi kvadratu
ULRchisq <- function(x, N, p, alpha){
ulR <- ... # vzorec pro u_LR
# pozn. pO ve vzorci je "nase" p ze vstupnich parametru rozdeleni
uLR_chisq <- ulLR - gchisq(1l - alpha, 1)
return(uLR_chisq)}

## vypocet dh a hh verohodnostniho IS pomoci uniroot
dhj <- hhj <- NULL
for(j in 1:length(pj)){
dhj[j] <- uniroot(ULRchisq, c(le-6, pjljl), x = xj[jl, N = N,
alpha = alpha)$root



hhj[j] <- uniroot(ULRchisq, c(pjl[jl, 1-1le-6), x = xj[j], N = N,
alpha = alpha)$root}

Funkce PlotPokrytiP

Koneéné vytvorime funkci PlotPokrytiP, kterd nam vysledky vykresli (pfip. lze upravit
puvodni funkei pfiddnim argumentu plot = T/F)

PlotPokrytiP <- function(N, pst, type, alpha = 0.05){
pokryti <- NULL
for(i in 1:length(pst)){
pokryti[i] <- PokrytiP(pst[i]l, N = N, alpha = alpha, type = type)$pst_pokryti

}
# vytvoreni odpovidajicich popisku
if (type == "wald") {
text <- bquote(paste("Walduv ", .((1 - alpha) * 100), "% DIS; N =", .(N)))
}
if (type == "s") {
text <- ...
}
if (type == "1r") {
text <- ...
}

par(mar = c(5, 4, 2, 2))
plot(..., type = '1', ylim = c(0.6, 1),

..) # vykreslete graf, kde na ose x je sekvence pravdepodobnosti
# a na ose y prislusne pokryti

mtext(text, ...) # pridani vytvorenych popisku pod osu x
. # horizontalni cara v nominalni hladine vyznamnosti

Pfi vytvareni grafii potom za argument pst vklddame sekvenci od 0.001 do 0.999 s dostatecné
malym krokem (napf. 0.002 nebo 0.005, ¢im jemnéjsi déleni, tim delsi doba vypoctu).



Graf pro Waldav DIS
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Graf pro skére DIS
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Graf pro vérohodnostni DIS
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Zhodnoceni

Waldiav 95% DIS pro N = 5 ve vétsiné pripadu z hlediska pravdépodobnosti pokryti naprosto
selhéva, aktualni pst pokryti je nizsi nez nominalni pst pokryti a DIS je silné liberalni. Pro
rostouci N se situace lepsi, DIS nicméné povétsinou zustava liberalni, navic vyrazné selhava
pfi nizkych hodnotach parametru p, zejména pro p < 0.1 nebo p > 0.9.

Skére 95% DIS pro N = 5 déva dobré vysledky (neni ani konzervativni ani liberdlni) pro
p € (0.2;0.8). Pro ccap < 0.2 a p > 0.8 je liberdlni. S rostoucim N vsak jeho kvalita
velmi rychle roste, pro N = 100 funguje skvéle pro cca p € (0.05;0.95), pro N = 500 funguje
skvéle de facto na celém intervalu (0;1). Ze vSech DIS je z hlediska pravdépodobnosti pokryti
nejlepsi.

Vérohodnostni 95% DIS pro N = 5 déva dobré vysledky (neni ani konzervativni ani liberalni)
pro cca p € (0.2;0.8). Pro p < 0.2 a p > 0.8 je liberalni. S rostoucim N vSak jeho kvalita
velmi rychle roste, pro N = 100 funguje skvéle pro cca p € (0.1;0.9), pro N = 500 funguje
skvéle pro cca p € (0.02;0.98).
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Prakticky priklad

Test o pravdéodobnosti p

Méjme datovy soubor one-sample-probability-dermatoglyphs.txt obsahujici tdaje o
frekvenci vyskytu dermatoglyfickych vzoru vir (whorl), smycka (loop) a obloucek (arch) na
deseti prstech 470 jedincu (235 muzu a 235 Zen) populace Bagathu z Araku Valley. Soucasné
mame k dispozici hodnotu pravdépodobnosti vyskytu dermatoglyfického vzoru smycka u
jedincti z populace Lambadis (p,,, = 0.5618, p; = 0.6233).

(A) Test H,

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 zjistéte, zda existuje rozdil mezi frekvencemi vyskytu der-
matoglyfického vzoru smycke u muzti bagathské populace z Araku Valley a muzu z populace
Lambadis. Pfed testovanim ovérte splnéni Haldovy podminky dobré aproximace.

Testovani provedte pomoci

(a) kritického oboru;
(b) intervalu spolehlivosti;
(¢) p-hodnoty

pri pouziti testovacich statistik
(p_po)Q 2

N Ug=— ~ X 1 )

2 05 = o=y~ Xl

(3) ULr ~ xa(1).

U kazdého typu testovani (a)—(c) pro kazdy test (1)-(3) uvedte zdivodnény zavér o H, a
nakonec uvedte antopologickou interpretaci vysledku testovani.

Pozn.: Pri testovdini H ovérujeme podminku dobré aprozimace ve tvaru Np(1 —p) > 9, kde
za p dosazujeme hodnotu py z nulové hypotézy H.

(B) Zobrazeni IS a sloupcového grafu

o Vykreslete graf zobrazujici hranice a oblast 95 % empirického vérohodnostniho intervalu
spolehlivosti pro test o parametru p.

o Nakonec vykreslete sloupcovy diagram relativnich ¢etnosti vyskytu vzoru smycka v pop-
ulaci bagathskych muzi z Araku Valley.
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Nacteni dat, ovéreni podminek

¢ nacteme datovy soubor one-sample-probability-dermatoglyphs.txt - data jsou ve
formé tabulky, kde médme frekvenci vyskytu daného vzoru (sloupec pattern) u muzu
(sloupec m) a zen (sloupec f)

e podle vzorce spocitame Haldovu podminku

Hodnota Npy(1 —py) = 578.5248, takze podminka dobré aproximace je/neni splnéna.

Vypocet statistik, kritickych hodnot, IS a p-hodnot

¢ na zakladé vzorci a znalosti asymptotického rozdéleni test. statistik spocitame jednotlivé
statistiky a IS (ty uz jsme programovali v predchozim ptikladu, pro vypocet vérohodnos-
tnich IS opét pouzijeme funkci uniroot), doplnime kritické hodnoty a p-hodnoty a vse
sestavime do prehledné tabulky

Vysledky
p stat wd wh dh  hh p.1
Zyw 053 -3.068 -1.96 1.960 0.51 0.55 0.001
Ug 0.53 9.524 NA 3.841 0.51 0.55 0.002
U,r 053 9481 NA 3841 0.51 0.55 0.002
Vyhodnoceni: ProtoZe hodnota test. statistiky ... je/neni uvniti kritického oboru ..., za-

mitame/nezamitame H, o tom, ze pravdépodobnost vyskytu vzoru smycka u muzti bagathské
populace je stejnd jako u muzt populace Lambadis.

Protoze hodnota .... spada/nespadd do IS: ..., zamitdme/nezamitdme H,,.
Protoze p-hodnota .......... je vétsi/mensi nez ............., zamitdme/nezamitdme H,.

Na hladiné vyznamnosti 0.05 jsme tedy prokazali/neprokazali statisticky vyznamny rozdil v
pravdépodobnosti vyskytu vzoru smycka u muzi populace Bagathti a Lambadis.

Vykresleni IS

e pro vykresleni vérohodnostniho IS pouzijeme sekvenci p_i od 0.45 do 0.6 dostatecné
délky, postupujeme stejné jako v predchozich cvi¢enich

14



ULR

0.45 0.50 0.55 0.60

p
IS = (0.51, 0.5504)

Sloupcovy diagram - postup

Jednim ze zpisobi, jak vykreslit sloupcovy diagram relativnich c¢etnosti, je vypocitané rel.
Cetnosti ulozit do matice (o rozmérech k x 1, kde k je pocet kategorii, v nasem ptipadé k = 2,
protoze chceme porovnat vyskyt vzoru smycka vs. jinych vzoru) a vykreslit pomoci funkce
barplot

barplot(matrix(c(x/N, (N - x)/N), 2,1),
col = ...,
border = ...,
x1lim = ¢(0.2, 2.4),
. # nastaveni dalsich argumentu jako popisy os, density apod.
)
legend(...) # pridani legendy k barplotu

## pridani linky do hodnoty pravdepodobnosti pop. lambadis

segments (0.2, p0, 1.2, p0, col = 'red', lwd = 2)

text(1.62, p0, bquote(paste(p[0] == .(p0))), col = 'red')
. # pridani hodnot jednotlivych skupin pomoci mtext
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