Testy o parametru lambda

Mgr. Zdenka Gerslova

Priklad 1

Rozdéleni testovaci statistiky Fy;
Na zékladé simulacni studie provérte, zda za predpokladu, ze

(a) X ~ Poiss(\), kde A = 1.2;

b) X ~ pPoiss(A) + (1 — p)Poiss(A,), kde A = 1.2, A, = 2.6, p = 0.9;
c) X ~ NegBin(k,p), kde k =1.3 a p=0.5;

d) X ~ Bin(N,p), kde N =15 a p = 0.09;

X0 o N(0,1);

(1) ZW: m

(3) Upp = 2N (ZIn& =7+ Xy) ~ x5,

Pro kazdou simulaci ndhodného vybéru X,,, o rozsahu n = 50 vypocitejte (a) Zyy 02 m; (b)
Us poz.mi (©) ULR poz.m>» M = 1,2,..., M, kde M = 1000 a vykreslete histogramy téchto
testovacich statistik v relativni skale. Kazdy histogram superponujte teoretickou kiivkou
hustoty prislusného rozdéleni. Nakonec spocitejte empirickou pravdépodobnost pokryti
(spolehlivost) 1 — & kazdého testu, a to jako pocet testovacich statistik, které nendlezi do
kritického oboru W, déleny poctem simulaci M. U kazdého testu (1)—(3) néasledné rozhodnéte,

zda je pro danou situaci (a)—(d) konzervativni, liberalni, nebo ani jedno.

Vytvoite animaci demonstrujici pfipadnou konvergenci rozdéleni testovacich statistik Zy;,,
Ug a Uy p k prislusnému rozdéleni pfi rostouci hodnoté rozsahu n. Hodnoty n volte n =

10, 25, 50, 100, 200, 500.



Postup

e Jednou z moznosti je vytvorit funkci HistLambda, kterd pro dané vstupni parametry
rozdéleni vygeneruje histogramy superponované kiivkou teoretické hustoty pro vsechny
3 typy statistik vedle sebe. Aby funkce byla komplexni pro vSechna vstupni rozdéleni,
pridame argument distr, pomoci kterého budeme volit konkrétni rozdéleni z moznosti
(a)-(d). V takovém pfipadé je potom nutné mit ve vstupech také vSechny jednotlivé
parametry vsech pozadovanych rozdéleni.

¢ Jinou moznosti je vygenerovat data samostatné a ve funkci HistLambda mit potom jako
vstupni parametr pravé matici vygenerovanych dat.

e Uvniti funkce potom postupujeme analogicky predchozim cvi¢enim - spocitame jed-
notlivé typy statistik a vykreslime jednotlivé histogramy superponované krivkami teo-
retickych hustot.

e Uvniti funkce také spocitime pravdépodobnost pokryti dle zadéani, tj. jako pocet test.
statistik, které nepatri do kritického oboru.

Generovani dat

¢ Data pochazejici z jednotlivych rozdéleni vygenerujeme tak, jak jsme zvykli. Pro smés
Poisson. rozdéleni je mozny zptsob uveden nize.

## smisene Poisson. rozdelent s parametry lambda, lambda2 a poisp
X <- matrix(NA, M, N)
for(i in 1:M){
bin <- rbinom(N, 1, poisp)
X[i,][bin == 1] <- rpois(sum(bin == 1), lambda)
X[i,][bin == 0] <- rpois(sum(bin == 0), lambda2)
3

HistLambda <- function(lambdal 1.2, lambda = 1.2, poisp = 0.9,
lambda2 2.6, negk = 1.3, negp = 0.5,
binN = 15, binp = 0.09,
M = 1000, N = 50, distr = 'poiss',
alpha = 0.05, cex = 0.8){

if(distr == 'poiss') {

X <= ...

main <- bquote(paste('X ~ Poiss(', lambda == .(lambda), ')'))
}

. # dalsi rozdeleni analogicky



m <- apply(X, 1, mean)
zZW <= ...

usS <- ...

ulR <- ...

## pravdepodobnosti pokryti

pp_zW <- 1 - sum(abs(zW) > gnorm(1 - alpha / 2)) / M
pp_uS <- 1 - sum(abs(uS) > gchisq(l - alpha, 1)) / M
pp_ulLR <- 1 - sum(abs(uLR) > qchisq(l - alpha, 1)) / M

hist(...)
hist(...)
hist(...)

Popis histogramu

# priklad popisu histogramu

mtext ('relativni cetnost', side = 2, line = 3, cex = cex)

mtext (expression(z[W]), side = 1, line = 2.2, cex = cex)

mtext (bquote(paste(n == .(N), ', ', lambda[0] == .(lambda0))),
side = 1, line = 3.6, cex = cex)

mtext (main, side = 1, line = 4.8, cex = cex)

mtext (bquote(paste('Pr(pokryti) = ', .(round(pp.zW, 4)))),
side = 1, line = 6, cex = cex)

lines(...)
Pozn.: Nezapomenite, Ze pri generovani posloupnosti pro teoretickou hustotu musite postupovat

jinak pro rozdéleni Waldovy TS (kterd je asymptoticky normdlni) a jinak pro skore a vérohod-
nostni TS (asymptoticky chi kvadrdt rozdélent).



Vysledky (a) Poissonovo rozdéleni
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Vysledky (b) smés Poisson. rozdéleni
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Vysledky (c) negativné binomické rozdéleni
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Vysledky (d) binomické rozdéleni
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Vyhodnoceni

V ptipadé Zy;, statistiky je z animaci vidét, Ze predpoklad o normalnim rozdéleni této statistiky
plati pouze v pripadé, ze ndhodna veli¢ina X pochézi opravdu z Poissonova rozdéleni.

V ostatnich pripadech dostdvame nespravné odhady A i var(\) a teoretickd hustota nebude
superponovat histogram test. statistiky.

Prakticky ptiklad

Test o parametru \ Poissonova rozdéleni

Necht pocetnosti umrti X jako nasledek kopnuti koném v Pruskych arméadnich jed-
notkach (Bortkiewicz, 1898) maji Poissonovo rozdéleni s parametrem A, tj. X ~ Poiss(\).
Pravdépodobnost, ze nékdo bude smrtelné zranény v daném dni, je extrémné mala. Méjme 10
vojenskych jednotek za 20-letou periodu (rozsah M = 10 x 20 = 200), kde, pfi pocetnostech
amrti n = 1,2,3,4,5+ v dané jednotce a v daném roce, zaznamendvame také pocetnosti
vojenskych jednotek m,, pfi daném n, kde M = > m,, = 200 (viz tabulka).



n 0 1 2 3 4 5+
m, 109 65 22 3 1 O

n

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 testujte nulovou hypotézu Hj : A = 0.6 oproti alternativni
hypotéze Hyq : A # 0.6.

K testovani pouzijte

(1) Waldovu testovaci statistiku Zy;

(2) skore testovaci statistiku Ug;

(3) vérohodnostni testovaci statistiku Uy, g.

Testovani provedte pomoci (i) kritického oboru, (ii) intervalu spolehlivosti, (iii) p-hodnoty.
Dale vykreslete graf 95 % vérohodnostniho empirického DIS pro parametr .

Hranice IS

o Waldiv: Z + g /04/ z

. = 1 Y%ap 1| = ui/Q
o skére: T+ 5—f Tuqp\| v | T+ AN

o vérohodnostni: {\g:Upr < x3(a)}

Postup
¢ analogicky praktickym piikladiim z predchozich cviceni zaddme data dle tabulky a podle

vzorctl spoc¢itame jednotlivé statistiky, kritické obory, IS a p-hodnoty a vysledky zapiseme
formou tabulky

Vysledna tabulka

statistika Win Wan IS, IS;,;  p-hodnota
Wald 0.181 -1.96 1.960 0.502 0.718 0.856
Skore 0.033 NA 3.841 0.511 0.728 0.855
Vérohodnost 0.033 NA 3.841 0.508 0.725 0.856




Vyhodnoceni: Protoze hodnota test. statistiky ... je/neni uvnitt kritického oboru ..., za-
mitdme/nezamitame H; o tom, ze A = 0.6.

Protoze hodnota .... spada/nespadd do IS: ..., zamitdme/nezamitame H,.
Protoze p-hodnota .......... je vétsi/mensi nez ............., zamitdme/nezamitdme H,.

Nédhodna veli¢ina X popisujici pocet imrti v disledku kopnuti koném v Pruskych armadnich
jednotkéch pochazi z Poissonova rozdéleni s parametrem A, ktery je/neni statisticky vyznamné
odlisny od hodnoty 0.6.

Vérohodnostni IS

o pro vykresleni pouzijeme napt. sekvenci lambdaOi <- seq(0.2, 1, length = 1024),
déle je postup analogicky predchozim cvi¢enim
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