Test o rozdilu strednich hodnot

Mgr. Zdenka Gerslova

Priklad 1

Pravdépodobnost pokryti klasického a vérohodnostniho dvouvybérového testu o
stredni hodnoté

Pomoci simulaéni studie (M = 2000) vypocitejte pravdépodobnost pokryti 95,% DIS pro

M
rozdil py — po, a to jako podil Zme I(‘tw’”}\ljtdf(l*a/m), kde ¢y, m jsou testovaci statistiky

(1) klasického dvouvybérového t-testu;

(2) dvouvybérového t-testu s Welchovou aproximact;

(3) vérohodnostniho testu za piedpokladu, Ze rozptyly ¢% a o2 jsou nezndmé ale shodné;
(4) vérohodnostntho testu za predpokladu, ze rozptyly 0% a 02 jsou nezndmé a riizné.

Hodnoty parametrti volte nasledujici:
(a) Xg ~ N(:ujaa-Q)? kde .] = 1727 My = 207 Ho = 20 a 02 = 92a
(b) Xg ~ N(ujao-?)a kde j = ]-727 My = 207 Mo = 207 O-% = 92 a U% = 122;

(¢) X; ~pN(pj,0%) + (1 —p)N(pj,02), kde j = 1,2, py = 20, pgy =20, 02 =92 a 02 = 182,
p=0.8;

(d) X; ~pN(pj,05) + (1 =p)N(pj,05,), kde j = 1,2, puy = 20, py = 20, 07 =97, 03 = 122,
02, =182, 02, =222 p=0.38.

Rozsahy ndhodnych vybéru zvolte (i) n; = ny = 5; (ii) nqy = ny = 50; (iii) ny = ny = 100.



Pozadovany vystup

Pro kazdou situaci (a)—(d) vykreslete spojity diagram zachycujici pravdépodobnost pokryti
pro DIS (1)—(4) pfi volbach rozsaht n, a ny (i)—(iii). Jednotlivé typy DIS v grafu barevné
odliste.

Nakonec zhodnotte uvedené typy DIS ((1)—(4)) podle pravdépodobnosti pokryti a uvedte,
ktery DIS ma z hlediska pravdépodobnosti pokryti nejlepsi a ktery naopak nejhorsi vlastnosti.
V tvahu vezméte jednak zménu vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru a jednak chovani
pravdépodobnosti pokryti v ruznych situacich (a)—(d).

Vypocet aktualni pravdépodobnosti pokryti

V pripadé Waldova DIS si mizeme vybrat, zda ¢itatel vzorce vypoctu aktualni pravdépodob-
nosti pokryti bude pocet testovacich statistik ¢y, ,,,, které nalezi do kritického oboru W, nebo
pocet intervali spolehlivosti 1.S,,,, které pokryvaji p; — py = pog = 0. Oba postupy jsou
ekvivalentni.

V piipadé vérohodnostniho DIS je vhodnéjsi pocitat Citatel jako pocet testovacich statistik
tw m ndlezicich do kritického oboru W. Pri vypoctu pres IS,,, bychom k presnému stanoveni
hranic potrebovali funkci uniroot (), kde by ale byl problém s automatizovanim pocatecnich
podminek. Druhou moznosti je spocitat hranice I.S,, vygenerovanim posloupnosti rozdila
b1 — Mo, spocitat hodnoty ULR test. statistik pro kazdy rozdil a hranice stanovit jako nejvetsi,
resp. nejmensi hodnotu rozdilu, pro niz je ULR,,, < x3(1 — «). Tim ovSem ziskdme pouze
priblizné hranice 1.5,,,. V okrajovych pripadech by se tak mohlo stat, ze rozdil u; — p, bude
nespravné zarazen do/mimo IS a aktudlni pravdépodobnost pokryti by nebyla vypocitana
spravné. Z toho diuvodu pouzijeme ve vsSech pripadech kritérium pomoci test.
statistiky a kritického oboru.

Waldovy testovaci statistiky
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Vérohodnostni statistiky

(3) ULR:nln(l—i—%) ~ X3, kde n =n; +ngy

nyny(Ty —7q)% 2
(4) Uir = (nl +7n2)2 (W&QQ + %) ~ X%’
kde y = 2,
2
nj
~2 1 = \2
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Pozn.: Vypocet &]2 je uveden zvldste proto, abyste si uwvédomili, Ze v ném pouzZivame v citateli
n; a nikoliv n; — 1. Pro vypocet 5j tedy muzeme pouzit upravenou smeérodatnou odchylku
ziskanou z funkce sd napriklad takto:

sl <- sqrt((nl - 1) / nl * s172) # sl je sm. odchylka

Pokud bychom chitéli pouzit primo samotny vzorec, je dulezZité si uvédomit, Ze chceme vypocet
provést zvldst pro kazdy radek (resp. sloupec, podle toho, jak kdo generuje data).

Aktualni pravdépodobnost pokryti

M
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Postup I.

Vytvorime funkci PokrytiRozdilMu, ktera bude pro dané parametry smési, rozsahy nah.
vybéri, pocet simulaci a hladinu vyznamnosti pocitat pravdépodobnosti pokryti vSech test

(1) - (4).

V této funkci nejprve vytvorime smés rozdéleni, potom pro tuto smés spocitame test. statistiky
a aktudlni pravdépodobnost pokryti a vystupem bude vektor pravdépodobnosti pokryti vSech
statistik (tj. 4-mistny vektor).

PokrytiRozdilMu <- function(muO, mul, mu2 = mul,
sigl, sig2 = sigl,
sigla = sigl, sig2a = sig2,
nl =5, n2 =nl, M = 2000,
alpha = 0.05, p = 0.8) {



## mu0 ... rozdil strednich hodnot (pro mnas priklad 0)
## mul, mu2 ... jednotliva mu

## sigl, stg2 ... sd jednotlivych vyberu

## sigla, sig2a ... sd pro smesi morm. rozdelent

## tj. sigma_la a sigma_2a v zadani prikladu

## nl, n2 ... rozsahy nah. vyberu

## M ... pocet simulact

## alpha ... hl. wvyznamnosti

## p ... parametr smesi rozdelent

Postup II.

## uvunitr funkce
## generovani smest
X1 <- matrix(NA, M, nl)
X2 <- matrix(NA, M, n2)
for (i in 1:M) {
binl <- rbinom(nl, 1, p)
bin2 <- rbinom(n2, 1, p)
X1[i, ]1[binl == 1] <- rnorm(sum(binl == 1), mul, sigl)
X1[i, 1[binl == 0] <- rnorm(sum(binl == 0), mul, sigla)
. # doplnte X2 se spravnymi parametry

b

ml <- apply(X1, 1, mean)

m2 <- ...

sl <- apply(X1, 1, sd)

s2 <- ...

s <- ... # doplnte vzorec

sD <- ... # doplnte vzorec
tW_Wald <- (m1 - m2 - mu0) / sD
df_Wald <- ...

pokryti_Wald <- sum(abs(tW_Wald) < qt(l1 - alpha / 2, df_Wald)) / M

. # totez pro ostatni statistiky



Postup IlI.

ab <- PokrytiRozdilMu(muO = 0, mul = 20, sigl = 9, nl = 5)
ab0 <- ...
al00 <- ...

## analogicky wvarianty (b) - (d)

## sestavent tabulky
pst_pokryti <- rbind(ab, ab0, al00, ...)

tab <- data.frame(mul = rep(20, 12), mu2 = rep(20, 12),
sigl = rep(9, 12),
sig2 = ...,

*

nl rep(c(5, 50, 100), 4),
n2 = ...,

pst_pokryti)

row.names (tab) <- ...
names (tab) <- c(" $\\mu_1$", "$\\mu_28",
"$\\sigma_{11}$", "$\\sigma_{21}$",
"$\\sigma_{12}$", "$\\sigma_{22}$",
"$n_13", "$n_2%",
"$Pr_{Wi$", "$Pr_{w+WA}$", "$Pr_{V(SR)}$", "$Pr_{V(RR)}$")

kable(...)
Vysledky
H1 o M2 011 021 012 032 N1 No Pry Pryy whivsrPTv(rR)

(a)s 20 20 9 9 NA NA 5 5 096 0.97 0.91 0.89
(@)s0 20 20 9 9 NA NA 50 50 0.95 0.95 0.95 0.94
(a)100 20 20 9 9 NA NA 100 100 0.96 0.96 0.95 0.95
(b)s 20 20 9 12 NA NA 5 5 094 0.95 0.90 0.87
0)s0 20 20 9 12 NA NA 50 50 0.95 0.95 0.95 0.95
(b)100 20 20 9 12 NA NA 100 100 0.95 0.95 0.95 0.95
()5 20 20 9 9 18 18 5 5 094 0.95 0.91 0.88
(©)s0 20 20 9 9 18 18 50 50 0.95 0.95 0.94 0.94
(€)100 20 20 9 9 18 18 100 100 0.95 0.95 0.95 0.95



S ) 011 021 012 029 Ny ng Pry PTW+WDA"V(SR)P7”V(RR)
(d)s 20 20 9 12 18 22 5 5 096 0.96 0.92 0.89
(d)s0 20 20 9 12 18 22 50 50 095 0.95 0.94 0.94
(d)100 20 20 9 12 18 22 100 100 0.95 0.95 0.95 0.95

Tvorba grafu

PokrytiPlot <- function(X, posi
par(mar = c(3, 4, 1, 1))
# graf varianty (a)

plot(X[,1], type = 'o', xlim
pch = ..., col = ., bg

box(bty = 'o')

axis(1l, 1:3, labels = c(5, 50

axis(2, las 1)

lines(...) # postupne pridame

abline(h = 0.95, 1ty = 2, col
legend(position, 1ty = 1, pch
col = ., pt.bg = ...
}
par (mfrow = (2,2))

tion = 'bottomright') {

c(0.5, 4), ylim
F,

c(min(X), 1),
L)

., axes

, 100))

dalsi varianty (b) - (d)
'grey20')

., bty = 'n',
, legend = ...)

PokrytiPlot(cbind(ab, a50, al00))
. # analogicky pro dalsi varianty



Vysledné grafy
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Zavér

Z hlediska pravdépodobnosti pokryti vychézi pro vSechny situace (a)—(d) nejlépe Waldovy DIS
pro shodné rozptyly. Tyto DIS nejsou konzervativni ani liberdlni jiz pro nizké rozsahy (n > 5)
nahodnych vybéri.

Pro vyssi rozsahy (n > 50) vychdzi dobrfe také Waldovy DIS pro rtuzné rozptyly (pro nizsi
rozsahy n < 50 jsou konzervativni).

Vérohodnostni DIS vychéazi z hlediska pravdépodobnosti pokryti dobfe pro ndhodné vybéry
s rozsahy n > 100. Pro n < 100 jsou vérohodnostni DIS mirné liberalni, pro nizké rozsahy
(n <5) velmi liberdlni (tj. nevhodné).

Pozn.: 7 hlediska pravdépodobnosti pokryti neni prilis vyrazny rozdil mezi intervaly
spolehlivosti sestrojenymi za predpokladu shodnych vs. riiznych rozptyla.

Prakticky priklad

Dvouvybérovy test o rozdilu strednich hodnot p; — iy



Nactéte datovy soubor 03-paired-mean-clavicle.txt. Zminény soubor obsahuje osteomet-
rickd data o délce kliéni kosti (clavicula) anglického souboru 50 muzskych a 50 Zzenskych
dokumentovanych skeleti. Konkrétné jde o délku kli¢ni kosti z pravé strany téla (length.R)
a levé strany téla (length.L).

Nacteme data, vybereme pouze proménnou length. R, se kterou budeme ddle pracovat, a uloZime
st muze a Zeny do separdtnich promeénnych. Nezapomerite zkontrolovat pritomnost NA hod-
not.

data <- ...
muzi <- data$length.R[data$sex == 'm']
zeny <- ...

(A)

Na hladiné vyznamnosti @ = 0.05 otestujte nulovou hypotézu o shodé délky kliéni kosti na
pravé strané u muzu a u zen. K testovani pouzijte

(1) klasicky dvouvybérovy t-test,

(2) dvouvybérovy t-test s Welchovou aproximaci;

(3) vérohodnostni test za piedpokladu, Ze rozptyly o2 a o2 jsou neznamé ale shodné;

(4) vérohodnostn{ test za piedpokladu, Ze rozptyly 03 a 02 jsou neznamé a rtizné.

Testovani provedte pomoci (i) kritického oboru, (ii) intervalu spolehlivosti, (iii) p-hodnoty.
Pred testovanim ovérte predpoklad normality a predpoklad shody rozptylt obou nahodnych
vybéru.

(B)

Vygreslete grafy 95% vérohodnostnich empirickych intervalti spolehlivosti za piedpokladu,
ze

(a) rozptyly 0% a 02 jsou nezndmé ale shodné,

(b) rozptyly 02 a 02 jsou neznamé a riizné.

Testy predpokladu normality

Pro ovéfeni normality ndh. vybéru lze pouzit Shapiro-Wilktiv, Andersoniiv-Darlingiiv nebo
Lillieforsuv test normality (oba pozdéji jmenované jsou v knihovné nortest). Test musime
provést zvlast pro muze a pro Zeny.

Pozn.: Rozsah 50 je na hrané kritérii pro pouZiti testi.



nortest::ad.test (muzi)

Anderson-Darling normality test

data: muzi
A = 0.36157, p-value = 0.4316

nortest: :ad.test(zeny)

Anderson-Darling normality test

data: zeny
A = 0.90842, p-value = 0.01908

nortest::lillie.test(zeny)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: zeny
D = 0.11944, p-value = 0.07197



Ovéreni normality graficky
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Pozn.: Normalita byla pro Zeny Anderson-Darlingoviym testem zamitnuta, pro testovdni hy-
potézy bychom tedy méli zvdzit pouZiti neparametrickych testi. Z kvantil-kvantilového grafu (a
vysledku Lillieforsova testu) se ale zdd, Ze poruseni neni zdsadni, proto pouzijeme pro ucely
vjuky testy parametrickeé.

Ovéreni shodnosti rozptyla

Pomoci funkce var.test ()

var.test(muzi, zeny)

F test to compare two variances

data: muzi and zeny
F =1.6116, num df = 49, denom df = 49, p-value = 0.09812
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.9145385 2.8399240

sample estimates:
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ratio of variances
1.611589

Vypocty pro pfipad (1) a (2)

Hranice IS pro (1) a (2):
Pozn.: Nejprve je potreba spocitat prumery (m1 a m2) a smeérodatné odchylky - tentokrdt je

narozdil od predchoziho prikladu pocitdme primo z dat.

tW_Wald <- ...
df_Wald <- ...

W_hh_Wald <- qt(alpha / 2, df_Wald)
W_dh_Wald <- ...

dh_Wald <- ml - m2 - qt(1 - alpha / 2, df_Wald) * sD_Wald
hh_Wald <- ...

p_Wald <- 2 * (1 - pt(abs(tW_Wald), df_Wald))
. # analogicky pro Welchovu aproximaci

## pro klasicky Walduv test lze pouzit 1 fci t.test()
## s nastavenim var.equal = T,
## pro Welchovu aprozimaci potom wvar.equal = F

P¥ipad (3) a (4)

Vérohodnostni IS budeme chtit tentokrat pocitat presné, tj. vyuzitim funkce uniroot, ktera
bude hledat kofeny rovnice Uy p — x3(1 — «). Proto si pfichystdme funkci ULRchisq, kterd
nam pro dané vektory, hodnotu p a prislusnou hladinu vyznamnosti spocitd hodnotu U, p —

xi(l—a).
Pozn.: Funkci pripravime pro oba pripady (stejné i rizné rozptyly), postup viz dalsi slide.
n<- ...

uLR_SR <- ...
W_dh_uLR_SR <- gchisq(1l - alpha, df = 1)
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dh_ulR_SR <- uniroot(ULRchisq, c(0, 17), alpha = alpha, X = muzi, Y =

hh_uLR_SR <- uniroot(ULRchisq, c(17, 30), ...)$root
p_uLR_SR <- 1 - pchisq(uLR_SR, 1)

. # analogicky pro ULR pri nestejnem rozptylu

Funkce ULRchisq

ULRchisq <- function(muO, X, Y,
alpha = 0.05, equal = T) {
. # zakl. charakteristiky vektoru
. # pomocne vypocty vstupujici do vzorcu
sD_Wald <- ...
tW_Wald <- ...

if(equal == T) {

ulR <- ...} # ULR pro stejne rozptyly
if (equal == F) {
ulR <- ... # ULR pro ruzne rozptyly

}
uLR_chisq <- ulR - qchisq(1 - alpha, 1)
return(uLR_chisq)

}
Vysledky
ml m2 stat hh W dh W dh IS hh IS p
(1) 151.74 13768 7.102 -1.984 1984 10.131 17.989 0
(2) 151.74 137.68 7.102 -1.986  1.986 10.129 17.991 0
(3) 151.74 137.68 41.520 NA  3.841 10.182 17.938 0
(4) 151.74 137.68 51.467 NA  3.841 10.219 17901 O
Vyhodnoceni: Na zdkladé ............. jsme rozhodli, ze H, zamitdme/nezamitame.

zeny, equal = T)$ro

Interpretace: Mezi délkou kliéni kosti na pravé strané u muzu a Zen existuje/neexistuje stati-

sticky vyznamny rozdil.
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(B) - vykresleni vérohodnostnich IS

Postup je analogicky jednovybérovému pripadu. Volime dostate¢né hustou sekvenci bodf pro
vykresleni IS, pro niz vypocitame hodnoty ULR a zvyraznime oblasti uvnitt IS:

mu0i <- seq(0, 30, length = 10000)

plot(muOi, ..., # prislusne ULR
type = 'l', ylim = c(0, 15), las = 1,
xlab = '', ylab = expression(U[LR]))

lines (muOi[muOi > dh_ulR_SR & muOi < hh_ulR_SR],
uLR_SR_i[...], col = ..., lwd = 2)

## totez pro ruzne rozptyly

Vysledné grafy
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