Testy o stredni hodnote pri znamém rozptylu

Mgr. Zdenka Gerslova



Teorie

Prezentace Statistical inference I and II,kapitola?.



Priklady



Priklad 1

Vzajemné porovnani testovacich statistik Uy, Ug, Ur g

Vzajemné porovnejte tvary krivek y = Him, y = log(1 + z) ay = x a stanovte, ktera kfivka dosahuje na

eV v/

porovnavani testovacich statistik.
Postup: Vytvorime sekvenci bodl na zadaném intervalu, definujeme jednotlivé krivky a vykreslime je do

grafu pomoci funkce 1ines.



Vysledek
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Figure 1: Porovnani krivek (globalni a lokalni pohled)



Priklad 2

Aktualni vs. nominalni hladina vyznamnosti o, konzervativni vs. liberalni test
Necht

a. X ~ N(20, 100)

b. X ~ pN(20,100) + (1 — p)N(28,100), kde p = 0.9, tedy jde 0 smés dvou normalnich rozdéleni
X ~ N(20,100) a X ~ N(28,100) vpomeéru9 : 1.

Pro obé casti (a) i (b) vygenerujte M = 500 nahodnych vybéri s rozsahemn = 5, resp.n = 100 a
vypocitejte hodnotu testovaci statistiky Zy, pro Waldudv test nulové hypotézy Hy : yu = po = 20 oproti
Hi : pu # 20, kdyz 0 zndme (02 = 10?) na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Hodnoty testovacich
statistik Zw zaneste do histogramu. Vzdy spocitejte, kolik testovacich statistik Zw spada do kritického
oboru W . Podil tohoto ¢isla a M predstavuje aktualni hladinu vyznamnosti a. Porovnejte ji s nominalni
hladinou vyznamnosti o a v kazdé ze Ctyr situaci urcete, zda je test konzervativni Ci liberalni.

Pozn.: Test samoziejmé nemusi byt ani konzervativni ani liberalni, coZ je ten nejlepsi pripad.
Konzervativnost nebo liberdlnost testu chdpeme jako (negativni) vliastnost testu, kterou, je-li pritomnad,
musime mit na zreteli.



Postup

Pro univerzalni pouziti vytvorime funkci HistWald, ktera bude pfipravena pro libovolnou smés
normalnich rozdéleni s volitelnymi parametry jednotlivych rozdéleni, poctu a rozsahu nah. vybéru.

HistWald <- function(mu@, n, M = 500,
mul = 20, mu2 = mul,
sigmal = 10, sigma2 = sigmal,
p = 0.9, alpha = 0.05, main) {
X <- matrix(NA, M, n)
for (i in 1:M) {
bin <- rbinom(n, 1, p)
X[i, ][bin == 1] <- rnorm(sum(bin), mul, sigmal)
X[i, J[bin == @] <- rnorm(n - sum(bin), mu2, sigma2)
} # generovani smesi rozdeleni
m <- apply(X, 1, mean)
zZW <- ... # vzorec pro Zw statistiku
d <- hist(zW, plot = F)$dens
xfit <- seq(min(zW) - 10, max(zW) + 10, length = 512) # sekvence pro vykresleni Zw
yfit <- ... # hustota N(0,1)
alpha_aktual <- sum(abs(zW) > gnorm(1 - alpha / 2)) / M # aktualni hl. vyzn.
d <- hist(zW, plot = F)$dens # vyska sloupcu histogramu
hist(..., ylim = c(0, max(yfit, d)), ...)
mtext(expression(z[W]), side = 1, line = 2.2)
mtext(bquote(paste(alpha == .(alpha), "; ", widehat(alpha) == .(alpha_aktual))), side = 1,
line = 3.3)
mtext(main, side = 1, line = 4.5)
lines(...) # krivka hustoty
}



Vysledek pro normalni rozdéleni
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5 HistWald(mu@ = 20, n = 100, main = expression(paste('X ~ N(20, 100); n = 100')))

3 par(mar = c(6, 4, 1, 1), mfrow = c(1,2))

1 source("M8986-source.R")
4 HistWald(mue = 20, n = 5,

2 set.seed(10)




Rozdéleni Waldovy testovaci statistiky pro test o stfedni hodnoté pri znamém rozptylu



Smeés normalnich rozdéleni
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Rozdéleni Waldovy testovaci statistiky pro test o stfedni hodnoté pfi znamém rozptylu (smés rozdéleni)



Zaver

Pri opakovaném spusténi MC studie vidime, ze v pfipadé (a) aktualni hladina vyznamnosti & nabyva
rovhomeérne castokrat vyssi i nizsi hodnoty nez je nominalni hladina vyznamnosti a (navic rozdily nejsou
pfilis velké). DIS pro u, kdyz o zname, neni v tomto pfipadé konzervativni ani liberalni, stejné jako test
zalozeny na testovaci statistice Zyy .

Oproti tomu v pripadé (b) je aktualni hladina vyznamnosti a vyssi nez nominalni hladina vyznamnosti «,
tj. aktualni pravdépodobnost pokryti je nizsi nez nominalni pravdépodobnost pokryti a DIS pro u, kdyz
o2 zndme, je v tomto pfipadé liberalni, stejné jako test zaloZeny na testovaci statistice Zy . Efekt se vice
projevi pro vyssi rozsah nahodnych vybéru.



Priklad 3

Rozdéleni testovaci statistiky pro test o stfredni hodnoté se znamym rozptylem

Necht ndhodny vybér X pochazi z normalniho rozdéleni, t.j. X ~ N(u, 0?). Pomoci simulaéni studie
porovnejte rozdéleni testovaci statistiky Zy pro test nulové hypotézy Hy: u = 150 (alternativni
hypotéza Hy: u # 150), kdyz rozptyl o zndme, s rozdélenim testovaci statistiky stanovené na zakladé
nahodného vybéru se stredni hodnotou p. Parametry zvolte

(a) p = 146,02 = 10%,n = 50;

(b) u = 155, 0% = 10%,n = 50.

Necht dale X pochazi ze smési dvou normalnich rozdéleni, t.j. X ~ [pN(u, 10%) + (1 — p)N(p, 30%)],

kdep =0.9a
(c) p = 146;
(d) 4 = 155.

Provedte simulacni studii popsanou vyse také pro tento ndhodny vybér.



Postup

. Nasimulujte M pseudonahodnych vybéri, M = 1,...,2 000 a pro kazdy vypocitejte realizaci testovaci

statistiky zI(,{,n; = L:“%/ﬁ pro nulovou hypotézu

Hy: n = 150 oproti Hy: u # 150.
. Vykreslete histogram testovacich statistik Zw a superponujte jej jednak kfivkou hustoty normalniho
rozdéleni N(\, 1) s parametrem necentrality A (A = “_0“0 /1, kde p je skutecnd stfedni hodnota

(relevantni za platnosti Hy)) a jednak kfivkou hustoty standardizovaného normélniho rozdéleni N(0, 1).

Obé krivky nakonec vzajemné porovnejte.
Pozn.: U smési krivka hustoty necentrdlniho rozdéleni nesuperponuje histogram statistik zw dostatecné.
Zamyslete se nad tim, proc.



Vysledné grafy

par(mar = c(6, 4, 1, 1), mfrow = c(2,2))

RozdeleniNecentr(mu = 146, main = 'X ~ N(146, 100)")
RozdeleniNecentr(mu = 155, main = 'X ~ N(155, 100)', pozice = 'topright")
RozdeleniNecentr(mu = 146, sigma2 = 30, main = 'X ~ 0.9 N(146, 100) + 0.1 N(146, 900)')

RozdeleniNecentr(mu = 155, sigma2 = 30, main
pozice = 'topright')

'X ~ 0.9 N(155, 100) + 0.1 N(155, 900)",
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V source vytvorfime funkci RozdeleniNecentr, ktera bude pro smés rozdéleni vykreslovat histogramy

superponované krfivkami hustoty (normalniho rozdéleni s parametrem necentrality a standardizovaného
norm. rozdéleni).

RozdeleniNecentr <- function(mu, mu@ = 150, sigma = 10,
sigma2 = sigma, M = 2000, n = 50,

p =0.9, main = "", pozice = "topleft"){
X <- ... # matice nah. vyberu - analogicky predchozimu pr.
m <- apply(X, 1, mean)
zZW <- ... # test. statistika z w
lambda <- ... # parametr necentrality
xfit <- ... # sekvence pro vykresleni hustoty
yfit <- ... # hustota norm. rozd.
zfit <- ... # hustota necentralniho norm. rozd.
hist(...)
lines(...) # cervene N(©0,1), modre necentralni
legend(pozice, ...)

}



Komentar

Centralni rozdéleni pfislusi parametru g = 150, proto se Cervena krivka centralniho rozdéleni realizuje
okolo hodnoty 0. Naproti tomu rozdéleni testovaci statistiky Zw pfislusi hodnote u = 146 (resp.

1 = 155), v grafu znazornéno jako modry histogram superponovany modrou krivkou, proto parametr
necentrality A nabyva zaporné (resp. kladné) hodnoty a histogram i s modrou kfivkou necentralniho
rozdéleni se realizuje nalevo (resp. napravo) od Cervené krivky centralniho rozdéleni. Modra krivka
superponuje histogram presné, protoze nahodny vybér pochazi z predpokladaného rozdéleni
N(146,10?).

V pripadé smési rozdéleni je situace podobna, ovSem modra krivka nyni nesuperponuje histogram
presné, coz ma dlivod pravé v pritomnosti “prfimési” v nami predpokladaném rozdéleni.



Priklad 4
Silofunkce pro jednovybérovy Z-test o stfedni hodnoté

Predpokladejme, ze X ~ N(u,0?), kde 02 zname. Necht = p. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05
testujeme vsechny tfi typy hypotéz

. Hoy : = po oproti Hyp : u # po (oboustranna);
.Hoz : p < po oproti Hyz. p1 > pg (pravostranna);
.Ho3 : > po oproti Hi3 : pu < uo (levostranna).

Odvodte tvary silofunkci pro vSechny tfi typy hypotéz (a)-(c), t.j. tvary B, (1), 815 (1) @ B35 (1) (viz
Aplikovana statisticka inferencia | - pr. 155, str. 122 a dale)

Dale nakreslete silofunkce pro véechny tfi typy hypotéz (a)-(c), kde uo = 150, a o? = 10%. Do jednoho
obrazku zakreslete vzdy tvary silofunkci pron = 10,n = 20,n = 50 an = 100. Hodnoty u volte
rozumné, napf. v intervalu (132; 168).



Postup

Vytvorime funkci SilaExakt pro vypocet exaktni silofunkce

Silakxakt <- function(mu®@ = @, mu, sigma = 1,
n, alpha = 0.05, alternative = "two.sided") {
if (alternative == "two.sided") {
sila <- pnorm(gnorm(alpha / 2) - (mu - mu@) / sigma * sqgrt(n)) +
pnorm(gnorm(alpha / 2) + (mu - mu@) / sigma * sqrt(n))

}

if (alternative == "greater") { ... # pravostranna alternativa
}

if (alternative == "less") { ... # levostranna alternativa

}

return(sila)

}

A dale funkci P1otSila, ktera bude pracovat s vystupem této funkce a vykresli silofunkce pro zadana n.

PlotSila <- function(mue@ = 150, mu, sigma = 10,
n, alpha = 0.05, alternative = "two.sided") {
barva <- ... # zde muzeme definovat posloupnost barev
plot(mu, SilakExakt(...), type = "n", ylim = c(@, 1), ...)

for (i in 1:length(n)) {
sila <- Silakxakt(..., n = n[i],...)
lines(mu, sila, col = barva[i])

}
legend(..., col = barva, legend = paste("n =", n), ... ) # legenda
abline(...) # pridani linie v alpha

}
mu <- seq(..., length = 512) # sekvence pro mu
n<- c(...) # vektor n



Vysledek
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Komentar

Hladina vyznamnosti a (z definice) udava riziko chyby, ze Hy nespravné zamitame, prestoze plati. Ve
vsech trech pripadech (a), (b) i (c) se tedy pro 4 = uo = 150 hodnota sily rovna pfimo hodnoté hladiny
vyznamnosti o = 0.05.

(a) Z grafu pozorujeme, jak s rostouci vzdalenosti i od g = 150 roste pravdépodobnost, ze H
zamitame (tj. roste sila testu). Plati tedy, ze sila testu klesa s hodnotou p — po = 150 z obou stran.

(b) U pravostranné alternativy sila testu klesa s 4 — puo = 150 zprava.

(c) U levostranné alternativy sila testu klesa s hodnotou u — ug = 150 zleva.



Priklad 5

Porovnani exaktni a aproximatické silofunkce

Uvedte tvary presné silofunkce 33, a pfiblizné silofunkce BII pro test Hyy : o = po oproti Hi1 : o #£ o
kdyZ o2 zndme. Nakreslete kfivky obou silofunkci do jednoho grafu, kde na ose = budou riizné hodnoty
parametru u na ose y vynesena silofunkce, a porovnejte jejich tvary. Vysledek slovné okomentujte.
Hodnotu n zvolte 100, iy = 150 a o2 = 10?. Rozsah osy z volte rozumné, pro globalni pohled napt.
(145; 155), pro lokalni zaméreni rozdill zvolte rozsah osy = (148; 152).

Pozn.: Aproximatickou silu mizeme spocitat pouze pro oboustrannou alternativu, nebot jeji myslenka
spociva ve spolecném vyjadreni obou casti sily (dvou distribucnich funkci) prostfednictvim jedné distribucni
funkce s absolutni hodnotou. U jednostrannych alternativ je sila tvorena pouze jednou distribucni funkci,
proto zde myslenka fungujici u oboustranné alternativy postrada smysl.

Vytvorime funkci pro vypocet aproximatické sily SilaAprox a pro vykresleni pouzijeme plot() a
lines()

SilaAprox <- function(...){
sila <- pnorm(gnorm(alpha / 2) + abs(mu@ - mu) / sigma * sqrt(n))
}

# nastaveni pro lokalni pohled
plot(..., xlim = c(148, 152), ylim = c(-0.1, ©.4), asp = F, las = 1)



Vysledné grafy
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Zaver
Exaktni a empiricka silofunkce jsou si tvarové velmi blizké vSude s vyjimkou intervalu cca (149.2; 150.8).
Exaktni silu tedy mizeme aproximovat v pfipade, ze i je dostatecné vzdalena od puy.

Dlvod: Aproximaticka sila je zaloZzena na zanedbani jedné ze dvou distribu¢nich funkci, které tvori
exaktni silu. V okoli p = py = 150 je vzdalenost i od g malad a do vysledné hodnoty exaktni sily
prispivaji velkym dilem obée distribuc¢ni funkce. Pokud tedy jednu z téchto distribucnich funkci
zanedbavame, prichazime v aproximatické sile o jeji prispévek (aproximaticka sila je v okoli u = ug
vyraznéji mensi nez exaktni sila).



Priklad 6

Minimalni rozsah nahodného vybeéru

Predpokladejme, ze X ~ N(u,c?), kde 0? = 10?. Necht § = pu. Testujeme viechny tfi typy hypotéz:
Hy : p = po oproti Hyp : pu # o (oboustranna),

Hy, : o < po oproti Hys. u > uo (pravostranna),

Hos : > po oproti His : o < po (levostranna),

kde po = 150. Vypocitejte minimalni rozsah ndhodného vybéru pro test nulové hypotézy pfia = 0.05 a
1—8=0.8,pro

p € {145,145.5,...154.5,155} (ad (1)); u € {150.25,150.5,150.75, . ..153.5,153.75, 154} (ad (2));
p € {146,146.25,146.5, ...149.5,149.75} (ad (3)).

Zavislost minimalniho rozsahu nahodného vybéru na hodnoté u zakreslete do grafu pomoci bodi (na
osu x vyneste parametr ©, na osu y minimalni rozsah nahodného vybéru).

Sestavte tabulku minimalnich rozsaht nahodného vybéru pro test nulové hypotézy Hy : u = uo, kde
o = 150 oproti alternativnim hypotézam Hi;, Hi2 a His pfi pfedem stanovené sile 8* = 0.8 a hladiné
vyznamnosti a = 0.05, predpokladame-li, ze vybérova stfedni hodnota i bude nabyvat hodnot

p € {145,146,147,148,149,149.5,150.5,151, $152, 153, 155}.



Postup vR

Sestavime funkci MinZTest, ktera bude pro zadané parametry rozdéleni a stanovenou silu a hladinu
vyznamnosti pocitat minimalni rozsah pro jednotlivé alternativy (nezapomente vystup zaokrouhlit na
nejblizsi vyssi celé Cislo).

MinZTest <- function(mu, mu@ = 150, sigma = 10,
alpha = 9.05, sila = 0.8, alternative = "two.sided") {

if (alternative == "two.sided") {
n <- (gnorm(sila) - gnorm(alpha / 2))72 / abs(mu - mu@)"2 * sigma”2

}

. # jednostranne alternativy
return(ceiling(n)) # zaokrouhleni

}
Lze pouzit i funkci power.z.test zknihovny asbio.

library(asbio)
result <- power.z.test(sigma = 10, power = 0.8, alpha = 0.05,
test = "two.tail", effect = c(0.5, 1, 2))

ceiling(result$n)

[1] 3140 785 197

Potom sestavime sekvenci i dle zadani pro pfislusnou alternativu a vykreslime bodovy graf, kde na ose

x jsou jednotlivé hodnoty i a na ose y prislusny minimalni rozsah.
Pozn.: K vykresleni carkované Cary v misté, kde nema smysl uvazovat min. rozsah (pfipad jednostranné

alternativy), lze pouzit funkci segments.

segments(145, @ , 150 , @, lty = 2, col = 'grey40')



Grafy
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Tabulka

Ar}

#| code-line-numbers: false

#| tbl-cap: Rozsahy nah. vybéru pro jednotlivé alternativy Z testu pro zvolena $\\mu$
#| options: knitr.kable.NA = '.'

library(knitr)

mu_vyber <- c(145:149, 149.5, 150.5, 151:155)

nll <- MinZTest(mu_vyber, alternative = 'two.sided")
nl2 <- MinZTest(mu_vyber, alternative = 'greater")
nl3 <- MinZTest(mu_vyber, alternative = 'less')

nl2 <- c(rep(NA, 6), n12[7:12])
nl3 <- c(nl3[1:6], rep(NA, 6))

tab <- data.frame(t(data.frame(mu = mu_vyber, nll = nl1l, nl2 = nl12, nl3 = nl13)),
row.names = c('$\\mu$', '$H_{11}: \\mu = \\mu_0$%$"',

"$H_{12}: \\mu > \\mu_0%$', "$H_{213}: \\mu < \\mu_0%"))
kable(tab, col.names = NULL)

Rozsahy nah. vybéru pro jednotlivé alternativy Z testu pro zvolena

Y 145 146 147 148 149 1495 1505 151 152 153 154 155
Hyp o p= o 32 50 88 197 785 3140.0 3140.0 785 197 88 50 32
His : pu > o NA  NA NA NA NA NA 2474.0 619 155 69 39 25
His i p < po 25 39 69 155 619 2474.0 NA~ NA NA NA NA NA

Pozn.: Pro oboustrannou alternativu jsou rozsahy ndhodnych vybérti (pro pevné zvolené o a ) vyssi nez
pro jednostranné alternativy.



Priklad 7

Silofunkce testu o stfedni hodnoté 1 kdyz o> zname

Predpokladejme, ze X ~ N(u,0?), kde 0? = 10?,n = 100. Necht § = p. Na hladiné vyznamnosti

a = 0.05 testujeme hypotézu Hoy; : u = po oproti Hiy : p # o (oboustranna), kde pup = 150.
Vytvorte animaci zobrazuijici

(a) zménu polohy necentralniho rozdéleni vzhledem k hodnoté centralniho rozdéleni testovaci statistiky
testu o p kdyz o2 zname, spolu s barevné odlisenou oblasti kritického oboru a exaktni sily;

(b) zménu hodnoty exaktni silofunkce; pfi ménici se stfedni hodnoté nahodného vybéru

w = 140,141, ...,146,146.5,...,153.5,154, 155, ... 160.

Pozn:V prvnim grafu budeme mit ¢ervené krivku hustoty centralniho rozdéleni s vyznacenym kritickym
oborem, modre krivku hustoty necentralniho rozdéleni s parametrem necentrality lambda a vyznacenou
exaktni silou testu (sila - pravdépodobnost - obsah pod krivkou vymezeny kvantilem).



Animace

oAr}
#| fig-show: animate
#| animation-hook: gifski
#| fig-cap: Pribéh sily testu pro stfedni hodnotu pfi zndmém rozptylu,
#| obooustranna alternativa
#| code-line-numbers: false
mu <- c(140:145, seq(146, 153.5, by = 0.5), 154:160)
for (i in 1l:length(mu)) {

SilaAnimace(150, mu = mu[i], sigma = 10, n = 100,

alternative = 'two.sided')



silofunkce

—— krivka ex. sily ® okamzita ex. sila

—— centralni rozd. —— necentralni rozd.
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n=100, ug= 150, u=140

Pribéh sily testu pro stfedni hodnotu pri znamém rozptylu, obooustranna alternativa




Funkce SilaAnimace

Vytvorime funkci SilaAnimace, ktera bude zobrazovat oba grafy.
Nejprve vypocitame parametr necentrality lambda, urcime dostatecné hustou posloupnost x, ve které
vykreslujeme hustotu, a vypocitame hustotu centralniho a necentralniho rozdéleni.

SilaAnimace <- function(mu@, mu, sigma, n,
alpha = 0.05,

alternative = 'two.sided') {
lambda <- (mu - mu@) / sigma * sqrt(n)
X <- ... # posloupnost na intervalu (-10,10)
y <- ... # hustota centralniho rozdeleni
1<- ...(..., mean = lambda) # hustota necentralniho rozd.

## kod pro vykresleni grafu



Vykresleni hustoty

Pro vykresleni hustoty pouzijeme nejprve plot s argumentem type = "n' pro nastaveni grafického
okna a potom postupné vykreslime krivky hustot pomoci 1ines a oblast kritického oboru pomoci
funkce polygon (na vstupu je nejprve vektor x-ovych souradnic a potom y-ovych souradnic, nize je
postup pro krivku hustoty centralniho rozdéleni, necentralni zobrazime analogicky, jen pouzijeme
hustotu necentralniho rozdéleni a zobrazime modrou barvou).

par(mfrow = c(1, 2), mar = c(5, 4, 1, 1))
plot(..., type = 'n', las = 1)

gl <- gnorm(alpha / 2)
g2 <- gnorm(1 - alpha / 2)

polygon(x = c(min(x), max(x[x <= q1]),
max(x[x <= ql1]), rev(x[x <= q1])),
y = c(8, 0, y[x == max(x[x <= q1])],
rev(y[x %in% x[x <= q1l11)),
col = 'red', density = 40)
polygon(c(min(x[x >= g2]), max(x),
rev(x[x >= g2]), min(x[x >= g2])),
c(9, 0, rev(y[x %in% x[x >= g211),
y[x == min(x[x >= q2])]),
col = 'red', density = 40)
lines(x, y, col = 'red')



Polygon

ylx == max(x[x <= q1])]

[
min(x)




Vykresleni sily

Ve druhém grafu vykreslime kfivku exaktni sily (pomoci funkce SilaExakt, kterou jsme vytvorili v
predchozim prikladu) pro rozumnou sekvenci strednich hodnot a pridame vzdy vyrazny bod v misté
aktualni hodnoty u. Vodorovnou ¢arou zvyraznime hodnotu hladiny vyznamnosti a.

mul <- seq(mu@ - 20, mu@ + 20, length = 512)

sila_ex <- SilaExakt(mue
n
plot(mul, sila_ex, ... )

mu@, mu = mul, sigma = sigma,
n, alternative = 'two.sided')

sila akt <- SilaExakt(mu®@ = mu@, mu = mu, sigma = sigma,
n = n, alternative = 'two.sided')
points(...)



Zavér

V hodnoté u = puy = 150 necentralni rozdéleni splyva s centralnim a silofunkce dosahuje svého minima,
které je rovno hladineé vyznamnosti o = 0.05.

Pri vzdalovani p od g se necentralni rozdéleni vzdaluje od centralniho a hodnota silofunkce roste.



