2. DOMACI ULOHA z MIN201, JARO 2024

ZADANO: 25.3.2024 ODEVZDEJTE DO: 4.4.2024

Piiklad 1 (Vztah mezi logaritmy rtiznych zaklad®). Dokazte, Ze pro libovolné a,b € RT plati

Reseni. Rovnici si upravime a ob€ strany dame do exponentu

log, a - log, z = log, = /b
blOgb a-logoz _ blOgb T

xr = CLlOgax = (blogba)bgal' = blOgb:C =
Vidime, Ze posledni rovnost je splnéné a provadéli jsme jen ekvivalentni tpravy (protoze expo-
nencidlni funkce je bijektivni), tedy plati i prvni rovnost. A
Piiklad 2 (Derivace). Spocitejte derivaci funkce

flz) =2 -In (x—i—\/l—i—x?) —V1+a?
upravte ji do co nejjednodussiho tvaru a ukazte, Ze je funkce f(x) rostouci pro x > 0 a klesajici
pro x < 0.
Resend.

/ /
f'(x)=2"-In <x+\/1+x2> +x- (ln <az+\/1+x2)> - <\/1—|—x2>
_I_

= (2 4+ VIF2) bo— 11+x2.<x+m>'_<(1+x2);>f

1 1

=1In :U+\/1—|—x2>+ <1+—1+x2 3 (1422 ’)
v (gt e

T+ 1+w2>

1

(142372 (1 + 2%

[\Dlr—t

1 1

+¢r( zm'z"’”)‘zm
T m—HE x
xwm Vita?  JIta?
mé—i-x T
W \/1+x2 VIt

\/1+:U2 \/1+x2

=In - 2x

+

=In(z+ 1+x2>+

=1In x—l—\/1+x2>—|—
=In x—i-\/l—i-xQ)

Derivace je definovana na celém R, protoze vnitiek logaritmu je vzdy kladny:

r+VI+22>V1i+22—Va2>0.
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Podle znaménka f’(z) ukaZeme, Ze na danych intervalech je funkce rostouci/klesajici:

proz > 0: f’(m)zln(m—i—m)>ln<0—|—\/m>:ln1:0
proz <0: z4+V1+a2=+v1+22— @S(W—\/ﬁ)(\/mjt\/E)

<l+22-22=1 = fl(z)<0. A




Bonusovy priklad (Rovnice s logaritmy). Naleznéte vsechna teseni rovnice

1510g53 . x1+log5 9z _ 1.

[Ndpovéda: Obé strany zlogaritmugte logs( ), upravte rovnici a pomoci substituce vyreste. |

Piiklad 3 (I'Hépital). Pomoci I’Hépitalova pravidla spocitejte limity:
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Piiklad 4 (K vétam o stfedni hodnoté). S vyuZitim elementdarnich funkci dejte priklad funkce f
definované po castech na intervalu [—1,1] C R, kde f(—1) = f(1), a je diferencovatelnd na
celém intervalu [—1, —1] kromé jednoho bodu a splriuge:

i) nabyvd vSech hodnot na R, jeji derivace nabyva uvnitt intervalu vSech hodnot kromé hod-
noty zarucené Rolleovou vétou o stredni hodnoté, tedy

H(f) =R, f((-1,1)) =R~ {0}

[Ndpovéda: Zamyslete se nad grafem funkce :ﬁ, ,rozstrihnéte” jej na dvé vhodné casti a
vhodnou dpravou predpisu posurite/obratte jednotlivé ¢dasti a definujte z nich jednu funkci.]

ii) [ je spojitd na [—1,1] (tudiz nemuze nabyvat vsech hodnot) a f'((—1,1)) =R~ {0}
[Ndpovéda: Pohrajte si s predpisem funkce pro graf pulkruznice.]
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Reseni.
i) Takova funkce neexistuje.

Aby nabyvala vSech hodnot, musi v bodé nespojitosti utikat z jedné strany do oo a z
druhé strany do —oo. Bod nespojitosti mize byt jenom jeden, protoze v ném neni funkce
diferencovatelna. Tedy nutné nalevo i napravo od bodu nespojitosti musi mit f’(z) stejné
znaménko, dejme tomu kladné.

Aby f’(z) mohla zménit znaménko a nabyvat i zdpornych hodnot, musi projit bodem,

kde f'(x) = 0, jenZe to jsme pravé nechtéli.
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Bonusovy priklad (Vylepsena véta o sttedni hodnoté). UvaZme funkci f splnugici na intervalu
la,b] podminku pro Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté. Dokazté (nebo vyvratte?), Ze miZeme
najit takovy bod ¢ € (a,b) ze znéni této véty, pro ktery navic plati, Ze tecna ke grafu funkce v
tomto bodé je nad nebo pod grafem této funkce na celém intervalu [a,b].

Jinak teceno, pro vSechna x € |a,b] ezistuje ¢ € (a,b), Ze plati
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