3. DOMACI ULOHA z MIN201, JARO 2024

ZADANO: 11.4.2024 ODEVZDEJTE DO: 18.4.2024

Piiklad 1 (Konvergence fady). Uvazme fady

i) g(cos%)ng i) gggj iii) g:lsin<”§)x".

U tad i) a i) rozhodnéte o konvergenci tady a u Tady iii) urcete polomeér konvergence a roz-
hodnéte o konvergenci v krajnich bodech oboru konvergence.

Resend. U fady i) vyuZijeme vyuZijeme odmocninového a u ii) podilového kritéria. Uvidime, Ze
fady konverguji.
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iii) Pro urceni poloméru konvergence vyuzijeme odmocninové kritérium. Posloupnost { |sin (”2—“) ’
nema limitu v 400, protoze se bude stale ménit mezi 0 a 1, ma vSak limitu superior, t;.

limitu ze suprem nasledujicich hodnot.

p = limsup ¢ ‘sin (%) = lim V1=1
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Polomér konvergence je tedy r = 1 = 1. Konverguje tedy na intervalu (—1,1). V krajnich

bodech ziejmé nekonverguje, protoze limity ¢astecnych souctti ani neexistuji. Pro z = 1
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Bonusovy pfiklad (Obor konvergence - krajni body). Na cvicend jsme si ukdzeli, Ze Tada

Z (140"

n=1

konverguje pro viechna |z| < \/2. Rozhodnéte, zda konverguje pro néjaké |z| = v/2.
[Ndpovéda: Vyjadrete v goniometrickém tvaru./
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Piiklad 2 (Pribéh funkce). Popiste pribéh funkce
f(z) =€*+ 3z —8In(e® + 1) + 5,

predevsim spocitejte proni derivaci, urcete intervaly na kteryjch funkce roste/klesd, najdéte lo-
kdlni extrémy a urcéete asymptoty (v £o00). Ddle odhadnéte (nepocitejte) bod, kde graf funkce
protind osu x a graf nacrtnéte.
Resend. . 2% _ 4 .
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Jmenovatel derivace je vzdy kladny, tedy znaménko f'(z) se miZe zménit jen v nulovém bodé
Citatele. Zavedeme substituci y = e* a najdeme stacionarni body x1, zs.
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Y1,2 =2=x1

et=1,e%?=3 = x;=0, 29=1n3

Znaménko derivace na intervalech vymezenych stacionarnimi body zjistime dosazenim bodu ze
vnitt intervalu a chovanim v 4oo.
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Na ose znazornime, kde funkce roste/klesa, a je hned vidét, kde jsou jaké lok. extrémy.
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lok. max. lok. min.

Z hodnoty limity f’'(z) v —oo je hned jasny sklon asymptoty v —oo a neexistence asymptoty
v +00. Ale jesté to spocitame béznym vzoreckem a dostaneme rovnici asymptoty v —oo.
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Hodnota v lokdlnim minimu je

f(n3)=3+3In3—8In4+5=0,2

tedy graf miZze protnout osu x pouze nalevo od lok. maxima. Pti dosazeni f(—1) = —0.1 vidime,
ze graf musi protinat osu x mezi —1 a 0.

Pozndmka. Vzdélenost d dvou bodtt A = [a,b] B = [x¢,yo] na roving¢ R? vyjadiime (podle
Pythagorovy véty)
d=/(zo— a)*+ (yo — b)*. (1)
Te¢na ke grafu funkce g(x) v bodé zg je tvaru
t:y = g(xo) + g'(wo)(x — o) (2)

a jeji smérovy vektor je tedy (1,¢'(zo)). Norméla také prochazi bodem [z, g(x¢)], tedy jeji
rovnice se bude oproti (2) lisit jen ve sklonu.



Piiklad 3 (Nejblizsi bod - normala). Uvazujme bod A = [a,b] a funkci f(x), kterd je dife-
rencovatelnd na celém R. Libovolny bod minimalizugici vzddlenost bodu A od grafu funkce f,
oznacme B = [xo,y0]. Dokazte, Ze primka prochdzejici body A a B je normdlou k tecné grafu
funkce f v bodeé x.

[Ndpovéda:

1) Napiste si rovnici pro normdlu ke grafu funkce f(x) v bodé [x, f(x)]. Zamyslete se, co
must platit, aby bod [a,b] na této normdle lezel.

2) Jako funkci, kterou checete minimalizovat, vezméte d(x) vyjadiujict vzddlenost bodu [z, f(x)]
od bodu A, viz (1). Spocitejte derivaci d(x), pricemz f(z) (jako vnitini funkce) bude mit
zase obecné néjakou derivaci f'(x). Napiste si rovnici pro staciondrni bod funkce d(x).]

Reseni. Norméla v bodé [z, f(z)] musi mit smérovy vektor kolmy ke smérovému vektoru tecny.
Tedy smérovy vektor normdaly musi byt (1, #i)), aby platilo

0=((1,f'(@), (L 7)) =1+ (@) 75
Normaéla prochézejici bodem [z, f(xg)] ma tvar

1
f'(xo)

pokud bod A = [a, b] na ni lezi, musi byt pro néj rovnice splnéna, tj.

n:y = f(xg) — - (x — o),

1

b:ﬂ%)_m

(a — xp). (3)

Vezméme funkci d(x) podle ndpovédy

spocitejme jeji derivaci
B 1
2y/(z —a)* + (f(z) - b)

Pokud graf funkce neprochézi bodem A, je vyraz pod odmocninou kladny (nenulovy) a plati

d'(z)

- (20x —a) +2(f(a) — b) - f'(a)).

1
d(z)=0 < (z=a)+(f(z)=b) - f(2)=0 < b=f(r)- 70 (a—x)
Tedy podle (3) vidime, Ze dokonce v kazdém staciondrnim bodé funkce d(z) prochazi norméla
grafu funkce i bodem A = [a, b]. A



