4. boMAcI ULOHA z MIN201, JARO 2024

ZADANO: 29.4.2024 ODEVZDEJTE DO: 6.5.2024

Piiklad 1 (Integral). Spocitejte neurcity integrdl

/ In(cos x) cos x dx

[Postup: PouZijte per partes a upravte zlomek tak, abyste mohli pouzit substituci t = sinx.]

Resend.
u=In(cosz) u = =1 , —sinx
In(cosx)cosxdr = | sz | = In(cosx) - sinz — -sinx dx
V = COST V=8s1nx CcOS
) sin? (%) X 1 1+sinz _
= In(cosx) - sinx + dz = In(cosz) -sinx + = In | ————| —sinz + C
cosT 2 |1—sinzx
. . t=sinx
sin? x sin? x t?
dr = 5 - cosxdr = dt = cosxdx =7 t2dt
cos T cos? x . -
cos?’r =1—sin*z=1—12

1—(1-1%) 1 3 z
= [ ———dt= —1dt= 2 2 _ _1dt
/ 1—1¢2 /1—t2 /1—t+1+t

1 1 1 1 i
:—§ln|1—t|+§ln\1+t|—t+C’:5111 11—% —sinz+C (x) A

Uvod k prikladu. Diferencialni rovnice se separovatelnymi proménnymi je rovnice tvaru

kde y(x) je funkce, kterou hledame — tedy zavisla proménnd, = je nezavisld proménna, f a g
jsou znamé funkce — néjaky vyraz v proménné x a y.
Resi se takto:

dy 1
T=v0 =t = [ar= [

Napf. ¢ = z - e¥ s pocateéni podminkou y(0) = 0 vyFesime nésledovné
x? x?
/e_ydy:/xdm = —e_y:?+0 = y:—ln(—C’—?),C’GR

Dosadime do obecného Feseni x = 0 a zjistime C' = —1, tedy y(x) = —In(1 — %)

Piiklad 2 (Vypousténi vody z nadrze). Vilcovd nddoba o poloméru 10 cm je naplnénd vodou.
U dna ma otvor o polomeru 1cm, kterou voda vytéka. Podle Toricelliho zdkona je rychlost
vytoku v m/s dana rovnici

v =+/2gh. (1)

Sestrojgte diferencidlni rovnici pro funkci h(t) zndzornugici zdvislost vysky hladiny vody na
case. Tuto rovnici vyreste nejprve obecné, poté pro h(0) = 1m.

[Postup: Po vyndsobeni rovnice (1) obsahem otvoru dostaneme rovnici vyjadiujici zménu
objemu v case, tedy V'(t). Objem kapaliny v nddobé dostaneme ze vzorce pro objem wvdlce.
Ten zderivujeme a poloZime rovno vyndsobenému (1) s opacnym znaménkem. Vzniklou rovnici
vyresime separaci proménnych — na jedné strané bude jen konstantni funkce.]
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Reseni. Obsah otvoru je S = mr? (dosadime pozdéji). Rovnice (1) vyjadiuje rychlost v m/s,
vynéasobime-li ji obsahem otvoru, dostaneme okamzitou rychlost v m?3/s, tj.

v
V(t) = i 2 \/2g - h(t),

pricemz je dilezité si uvédomit, ze vyska kapaliny se také méni v ¢ase, a znaménko minus mame
kvili tomu, zZe objemu ve valci touto rychlosti ubyva.
Funkce V' (t) zavisi na h(t) podle vzorce pro objem valce (polomér valce ozna¢ime R).

V'(t) = (nR*h(t)) = TR* N (t)

Dostavame diferencialni rovnici, kterou vyfesime podle postupu uvedeného pred zadanim pii-
kladu.

TR (1) = —mr®\/2g - h(t)?
1 dh 7‘2
2
_1 r
/h 2 dh = —\/29~R2dt

Dosazenim %\/2g . ;—22 = %\/2 -9,81 - 06?1122 = 0,022 a preznacemenim konstanty D = 2C' dosta-
vame
h(t) = (D —0,022t)*, D €RT,

pricemz D € RT, protoze fyzikalné je jasné, ze h musi byt klesajici. Pro pocateéni podminku
h(0) = 1m dostavame

1=h0)=(D-0%*=D* = ht)=(1-0,022t)> A
Poznamka. Z vysledné rovnice vyplyva, ze cas, za jak dlouho se nadrz tplné vypusti zavisi
pfimo tmérné na odmocniné z vysky hladiny. To je zajimavé, to by chtélo experiment :)

Priklad 3 (Odhad ¢isla 7). Pomoci Taylorova polynomu stupné 6 funkce f(x) = /1 — 22
v bodé xqg = 0 odhadnéte integral

/2 vV1—22dx

a pomoci néej odhadnéte hodnotu cisla .

[Postup: Funkci f(z) = /1 — a? si v integralu nahradite Taylorovym polynomem, tedy pak
integrujete polynom. Nezapomenité poté odecist od integralu cdst plochy, abyste dostali vysec a
vyjadrili ./

N

Reseni. Spocitame prvnich 6 derivaci

flz) =v1—2? —  f(0)=1

—2x —x
! _ _ / —
1 I L —2x —(1—22)—22
f//(x) _ _1 1 x2 ( x) 2\/1_:02 _ \/1_x2 _ —1 _ f”(o) _ _1
1— a2 L—a? (1 —22)3



3\’ +3 —3z

M) =(—(1—2?)2) = —2 _ . (-2) = — "(0) =0

f'@ = (=0 =a)7) = o= b (20 = = ["(0)

@, 3 (1—aPf = (B2)- 3 0—?F - (<20) -3 1227 W) — _a

) (1—a2)f - (1-a?)} iy 70
(=24z) - (1 —2?) — (=3 —1227%) - I - (=22)  —452 — 602°

G () = —_ - ®)(0) = 0
/() T o /00
7O () — <—45—180x>-<1—a(:1>_ <2) 452 — 602°) - § - (~22) S fO0) = 45

Funkci f(z) v integralu nahradime Taylorym polynome stupné 6 a zintegrujeme.

1

1 1l 6 (k) 1 __1 4
/Zvl_xzdx%/2zf—(o>xk:/2 (1+ x+—3x4+—5x)dx
_ et _

1 1 k! 1 21 4] 6!
2 2 2
1 1
2 1 1 1 x> 272
_ 12,2 La Loe |z K
/_1 ( 2" T8 T 16" ) de {x 6 40 112]_1
2 2
1 1 1 1
o (- — - - = 0,956 631
(2 8-6 32-40 128~112) ’

Z plochy pod kiivkou ode¢teme dva pravothlé trojthelniky se stranami za *2[, ¢imz dosta-
neme vyse¢ o thlu 60°, ktera ma obsah %

1.3
\/1—x2dx—2- 2 22
1
~3
3
m=6-0,956631324 — i = 3,141 711
Spocitana hodnota se tedy od skutecné hodnoty lisi na 4. desetinném misté. A

» v’ v v . v/ v , . (n)
Bonusovy ptriklad. Naleznéte predpis (staci rekurentné zapsany) pro koeficienty a, = fT

Taylorovy Tady funkce f(x) = /1 —x? se stredem v xq = 0. Z nich integraci Taylorovy Tady
vyjddrete (rekurentné) koeficienty b, Tady

00 1
anx":/ \/1—x2dx:g
n=0 -1

Uvod k piikladu. Pro stejnomérné konvergentni posloupnosti funkci plati, Ze mtiZeme , pro-
hazovat® limity s integralem nebo derivaci. Protoze mocninné rady konverguji stejnomérné na li-

4 oz s . ; _ e n.
bovolném uzavieném ohrani¢eném podintervalu oboru konvergence, plati pro s(z) = > > j a,2™:

> 0 n+1
/s(m)dx—Zan/x"dx—C—i—Zans N
n=0 n=0

:C—i—za:lx",proCER
n=1

oo ! 00 0
S%Jﬁ:: (ao%—jz:anx”> ::EE:a%nx"_l::zz:an+101%—1)x"
n=1 n=1 n=0

Piiklad 4 (Hodnota mocninné fady). Vyjadrete soucet ndasledujici mocninné pomoci elemen-
tarnich funkci

(o] T _
2471—3

n=1




a urcete polomér konvergence.

[Postup: Chcete integrovat vadu > 2*"~*. Pomoci pravidla x%° = (x*)° si ji upravte a prein-
dezugte, abyste jej mohli vyjddrit pomoci souctu geometrické fady » - z" = ﬁ Zintegrugte
radu Y 24"t (¢len po clenu) i funkci, které se tato vada rovnd.]

Reseni. Diky stejnomérné konvergenci mocninnych fad si mizeme vyjadrit hledanou radu po-
moci integralu fady > 24"~

Nyni pot¥ebujeme najit soucet fady > 2", ten zjistime tpravou do geometrické rady.

Z$4n—4 _ Z (xn—1)4 _ Z (:L,n)‘l _ Z (334)" = _1x4
n=1 n=1 n=0 n=0

Ziskanou funkci chceme integrovat, k tomu ji potfebujeme rozlozit na parcialni zlomky.

1 1 A B Cx+ D

& (-o(+0(+2) 1-z 1tz 1+

1=A(1+2)(1+2*) +B(1—2)(1+2°) + (Cx+ D)1 +)(1—2)
1=(A-B-C)2*+(A+B-D)2* +(A—B+C)z+(A+B+ D)

r=1: 1=A-4 — A:}l
r=—-1: 1=B-4 — B:;l
r=0: 1=A+B+D — D:%

?: 0=A-B-C — (C=0

Dohromady dostavame

= g3 N 1 1/4 1/4 1/2
= 44y = dr = d
Zl4n—3 /;x . /1—x4 . /1—x+1—|—x+1+x2 *

1+z
11—z

1
+ 3 arctgx + C,

—1 1 1 1
:Tln|1—x|+Zln|1+x|+§arctgx+(]:Zl]n

dosazenim = = 0 do fady a do vysledné funkce dostaneme 0 = 0+ 0 + C', tedy

1
+ B arctg x. A

X, gpin=3 1 1+=x
> i
4dn — 3 4

- 1—2z

n=1



