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Uvod k piikladu. Fourierova fada F(z) funkce s komplexnimi hodnotami f(r) na intervalu
[—=T/2,T/2] je fada

kde w = 27“ a koeficienty ¢, spocitame
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(Pozor na opa¢né znaménko v exponentu.)

Piiklad 1 (Komplexni obecna Fourierova fada). Naleznéte Fourierovu fadu pro pulkruznici v
komplexni rovine, tj. pro funkci
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Presnéji, naleznéte periodické prodlouzent funkce f na intervalu [—3, 5]. Pronich 7 ¢lent Tady
vypiste, tj. cleny pron =0,—1,1,—-2,2, -3, 3.

Pozndmka. Funkce f: R — C, tj. funkce realné proménné s komplexnimi hodnotami, si mizeme
predstavit jako parametrické kiivky v komplexni roviné (parametrizace x — [Re f(x), Im f(x)]).
U komplexni Fourierovy fady budou tedy trajektorie ¢astecnych souctii aproximovat trajektorii
funkce f. Pro prvni par ¢lentt mizete dosadit do WolframAlpha a nechat si vykreslit trajektorii
pomoci piikazu: parametric plot of {Re[F(x)], Im[F(x)]} where F = ...

P¥iklad 2 (Konvoluce). Spoéitejte konvoluci f x g funkci f = 22 a
-1 z€[-0,0)
g=sgns(z) =491 z€(0,4]
0 vsude jinde
kde 6 € R je libovolné konstantni.

[Postup: (f * g)(t) = ffooo f(z)g(t — z)dz, prehodte t — x do f (pomoci substituce) a pak
rozdélite na integraly, podle intervali, jak je g definované./

Bonusovy pfiklad (Derivace z konvoluce). Dokazte, Ze pro diferencovatelnou funkci f a funkci
sgns z minulého prikladu plati

F(t) = Tim =2 (f  sguy) ().
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Pozndmka. Jedno z vyuziti (diskrétni verze) konvoluce v pocitacové grafice je pro detekci hran,
kdy se pro kazdy pixel berou rozdily okolnich pixelfi.

Priklad 3. Dokazte, Ze pokud pro funkci f s konecnym nevlastnim integralem ffooo f(z)dz
a pro funkei g takovou, Ze [°°_g(x)dz =1 plati
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[Postup: Rozepiste si konvoluci, trochu upravte a pomoci Fubiniho véty prohodte dva inte-
grdly.]



Pozndmka. Konvoluce se ob¢as vysvétluje jako rozmazani. Uvazme (f * ¢)(t) jako funkeci inten-
zity (jasu) pixelti rozmazaného obrazku. Rozmazavaci funkce g by nam fikala, jak na intenzitu
konkrétniho pixelu ¢t maji vliv okolni pixely ¢ — x ostrého obrazku f. Navic pii vlastnosti g
z minulého piikladu bude souhrnné intenzita ostrého a rozmazaného obrazku stejnd, coz asi
chceme.

Naopak, z rozmazaného obrazku bychom mohli ziskat ostry originél, kdybychom znali roz-
mazavaci funkci g. Pak lze vyuzit vlastnosti Fourierovy transformace:

F(fxg)=F(f)-Flgg = f=F" (%)

V praxi jsme samoziejmé navic omezeni velikosti pixela.

Bonusovy priklad. Dokazte, Ze pro libovolné w € R a libovolnou rozumnou funkci g je funkce
e vlastnim vektorem funkciondlu C,(f) = f * g, neboli

Cy(e")(t) = (e“" % g)(t) = C - ™', kde C € C.
Pozndmka. Prepsanim C do goniometrického tvaru dostaneme C' - e™* = A . ¢ . ¢% pro
A eR,0 € 0,2r). Tedy konvoluce ndm zachovavé frekvenci, ale mize zménit amplitudu a fazi,
tj. ,vertikalné natdhnout a horizontalné posunout sinusoidu®.



